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整数計画問題における双対価格

浅沼南里

まえがき

前稿"で， I資金配分問題」との関連において， 整数計画法 (integerprog 

ramming) [以 fIPと略記]壱登場させ 2つの方向から照明壱加えた。

IP が解こうとする問題は， 投入産出にかんする不可分性の存在の下での最

適化問題である。機械的な手順と，かぎられた時間・費用の枠内で，数値解を

確保するために，種々の解法が開発されてきた。このことは，あきらかに，そ

れ自体，種々の応用領域で，前進をもたらす。他方，線型計画法(1incarpro-

'gramming) [以下 LPと略記〕と同様， IPも，生産の最適編成と分権的決定と

の関連という問題の文脈において，経済理論的に興味ぶかい，考察の手がかり

壱提供する。

この，あとの文脈において中心的位置を占めるべきものは，双対価格 (dual

prices) の概念、であるが IPの歴史が新らしく， 数値計算法自体も最終的に

確立してはし、ない状態にあるのためか TP における双対価格の問題を論じた

文献は，きわめて少なし列。

本稿は. Gomoryの MIF法にともなって与えられる双対価格，および Go

mory and Baurnolが考案した再計算双対価格の，諸特性壱考察することによ

って前稿を補完し，のちの展開にそなえる。既存文献の中，および相互の聞にみ

られ石，いくつかの不統ーないし不明瞭な部分が，是正されているはずである。

1) 浅沼， (1)。
2) Beale， (3); また Hadley，(6 J参照。小規模なIP問題は あきらかに列挙によって解け
るから，大規模な問題を速く解くととこそが数値計算法の試金石なのマあるが，大規模な問題で
は 原理と巧妙な方法も しばしば難点を示すことが報告されている。
3) 利用可能な文献は.Bauffiol， (2 J; Gomory and Baumol， (4);根岸浜田， (8);およ
ぴ Weingartner.(9)0 C 4)がオリジナルな業績である。
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1 MIF法一一一LPによる IPの解法

議論の出発点は. Gomoryの考案した IP解法. Method of Integer Forms 

〔以下 M1F法と略記〕である"o

1P問題は，一般に，次の形で与えられる。

「F
b同) Z町j二ミとo (b:ω 

円.整数り (c) (1 • 1) 

の下で

z=a*oo十三J(-a*川内 (d) 

を最大化せよ。」

(1・1)から制約(c)を除いたものは 1つのLP問題であるが， これを LP

(1 • 1)と名づける。

LP(1・1)を， γ ソプレッグス法町で解くとき， 計算の第 1タブローは， 次

の関係を表現する。

(刊十呂前向(-xj) 
(1・2)

ん=ポ包o+EaMーゆが=1， ・，刑)

ここに， a*iD=Qi; Aiは第包制約式のスラッグ変数。

また，任意の段階のタフローは，次の関係を表現する。

l-DO?j(ω 
(1 • 3) 

t/=aiO十Eh(-h)(z=1，，刑)

4) MIF法にかんする，以下の記述はj 記号法を Gomoryand Baumol， ot. r.it に合せ，
展開は，おおむね Hadley，op. cit によっている。
5) 旬個の1すべてにコいて整数条件をおけば組杵型， 1部に連続変数を許せば混合型の IP左
なる。本稿では，純粋型だけをあっかう。
6) 正確には.Tuckerの簡約シンプνックス法。変換規則は抗のとおりu① ピヴォット元.jj→
ljau，②第3列の元 a.，j→ -a'V1/a品③ 第1朽の元向旬→ aiW/aiJ，④ その他の元 a四
→ a'll....-uiW <<1!J/aiJ 
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之とに，t/はその段階の基本変数，んはその段階の非基本変数であって，全部

で切+刑個の変数町およびんのうち，適当な叩個がtJ，残り旬個がちに，

なヲている。

いま，aiO:2::0 (i=l，隅)かっ aOj二三o (j ~1 ， n) となれば，

最適タプローに到達したわけであるが，ごこでlつ以上の zにつき向。が非整数

であれば， LP(1・1)の基本最適解，

i山向。二1 刑)

tj~O (j ~1 ， n) 

は， (I・1)の可能解でありえない。

そこで a仰が非整数であるような zのうち 1つめにつき， (I・3)の第 z制

約式を，次のように分解する。

(I・4)
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(I・5)

， n) 

また，定義により ，j，，>O， k20 (j ~1 ， 旬) (1 . 6) 

さて， (1・3)の任意の整数解に対して，t/-k，，-2.:，k，，(-t，)は整数であるか
ら，j，ω十三~ftJ (-tJ) も整数であるはずのこれ壱 (1・5)と合わせると， (1・1)

の各可能解は，

ん十三Jん(-Ij)豆O (1・7)

または，

s，二 j"十三J(ん)二三O(-tj) (1・8)

を，みたすことがわかる。他方， あきらかに， LP(1・1)の基本最適解(1・4)

は， (1・8)を，みたさない。よって，いま， (1・8)壱新らしい制約式として，

LP(1・1)に付加すれば， LP(1・1)の可能領域は切りちぢめられるが， (1・1)

の可能解はすべて，新らしい LPの可能領域の中に残る。

7) このような zが2つ以上あるとき えらヅブJにより，整数解k到達する計算プロセスは変って
fる可能性があるa
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この事実壱利用して，次のような手順で1Pを解く道すじが開ける。

① LP(1・1)を解く。

② 最適基本解が整数解かどうかしらべる。

i) 整数解ならば，終了。

ii) 整数解でなければ，③に進む。

③ いましらベたタブローから(1• 8)の形の制約式を作り，問題に付加する σ

④ こうしてできた新らしい LP問題壱解く。

⑤ ⑧にもどる。

これが， Gomoryの， MIF法である。

操作が有限回で終るととを保証するためには，上記の手順に，もうすこし限

定をつけ加えなければならなし剖が，以下の議論の前提としては，さしあたり，

上にのベたことで十分である。

E 直接双対価格

以下，われわれは. (I. 1)がlつの資源配分問題を担っている場合を考える。

すなわち，
キヤパ νラサイ

Q， :第 z資源の利用可能量。

aij 第包資源の，第1アグティヒティへの投入係数。

内:第1アクティビティの稼動水準。

aOJ 第1アグティビティ稼動1単位あたり収益。

このとき.(1・1)の最適解に照応する，各資源 1単位あたりの評価をみいだ

すことが，われわれの問題である。

A M1F法が与える LP双対価格

M1F法によって. (1・1)を解いたとき. LP (1・1)にいくつかの制約式壱

付加してうくられた 1つの LPが解けている一一一このLPを LP(1. A)と名つ

けておこう わけだから，これに対応する 1組の LP双対価格が得られる。

8) Hadley， op. cit.， pp. 276-281参問。
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Gomory and Baumol は，これを， the computed dual pricesとよんでいる

が，タプローから直接に得られる量としサ意味で，直接双対価格ということば

を，あてておこう。

以下，われわれは，この量， したがって実はLP(1・A)の双対価格であるも

のを.1P問題(1・1)に対する双対価格として利用するという線にそって進み，

この量がどの程度有意味であるかを検討する。

この量は. LP双対価格の一般的性質にしたがい， 次のような性質をもって

いて，そのかぎり，価格として解釈し，利用するのに好都合である o

①非負である。

⑧ その価格で投入を評価すると，最適解で採用されているアクティピティ

について 費用=収益，他のアクティピティについて 費用〉収益めとな
d 

る。

⑤ その価格で評価した資源総価値は，総収益の最大値にひとしい。

④ 利用限界まで使用されない資源には，ゼロ価格をわりつける。

だが，ここで解かれている LPは，木来の資源制約式m個に，整数解を保証

するための. 1個以上の追加制約式寺付加して，構成古れたものであったn こ

の事情にもとづき，直接双対価格には，いくつかの特殊性が現われる。

B 追加制約式の影響

さしあたり，量的に，次のような現象が生じる。

① 追加制約式のつけかたは，一般に，ただl通りではない。このえらび方

によって，直接双対価格の値は，ことなりうる。

⑧追加制約式にも価格が対応し，すくなくとも最後の制約式は，かならず

正価格となる。

⑧ 原制約式に対する価格を.LP (1・1)が解けた段階で与えられる価格と

くらべると，個別的には，正→ゼロ，ゼロ→正，いずれの変化も生じるが，本

引 退化のある場合に等号が成立。
10) GOillOry and R<'l_umol， np. cit.， p_ 528 
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来の資源全体の評価は，次の2つの事実と②によって，かならず低下する。

(1) LP解での Zの値>1P解での zの値。

(2) (1・8)の形で導入ぎれた追加制約式を，本来の変数円にかんする不等式

;亙2=1far*》s
に変換してみると.Qs;;:::Oであることが証明できる叫O

C 追加制約式の解釈

LPタプローが与える情報を，価格として意味づけることをやめなし、かぎり，

追加制約式にも，形式的に価格が対応するから，この「価格」に Eのような

経済学的意味づけを与え志べきかとしサ，質的な問題が生まれる。

まず， LP双対価格の意味を思いだしておこう。たとえば， LP(I. 1)におい

て，第 z制約式ないし第 Zスヲツグ変数に連関する価格とは，第 z資源(現在

量 Q，) の，限界収入生産力を表わしていた。

さて， B ③ (且)によって，追加制約式を 1種の資源相l約式と解釈するみ

ちが，形式的には，閃かれる。現在量Q，で存在する， なんらかの資源ないし

設備壱，適切に対応させることができれば，問題の価格は，この資源の限界収

入生産力として意味づけることが，一応は，可能となるだろう。

しかしながら，追加制約式がまったく計算上の要請から構成されるものであ

り，しかもそのえらび方が1通りとはかぎらないために，具体的な資源ないし

設備壱対応させようとする試みは，困難をまぬかれなしい九

いま，われわれは Gomoryand Haumol とともに，追加制約式に対応す

るQ，を，整数解を保証するための「人為的」キャパシティベとよぶことで満

足しておこう。

D 双対格価と限界収入生産力

だが， 1Pにおいて真に重要な問題は， ととにいうような意味での双対価格

11) 証明は，ibid.， Appendix A， pp. 544-.545直観的には， この命題は 追加制約式に刈応 F
る超平面が，かならず解空間の非負象限を通ること壱意味する。
12) この試みをおこなっているのは Baumol，op. cit であるが， その牌釈はあいまいさそま向
かれていない。 Ibid.，pp. 156-157 
13) Gomory and Baumol， op. cit.， p. 530 
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が，本来の資源に対してであれ， I人為的」キャパシティに対してであれ，限

界収入生産力の指標としての機能を，もはや発揮しないということである。こ

の事実は， Gomory and Baumolがすでに指摘しているがべややくわしく，

事態をみておくこ正にしよう。

(1J LP双対価格と限界収入生産力

LPにおいて， 双対価格が限界収入生産力壱示すとは，どのよヲなことなの

だろうか。

(a) 基本的関係

いま，ある LP問題が，

I Ax ~b ， x~三O の下で，

z=c'xを最大化せよ」

という形で与えられているとする。ただし，Aは，投入係数からなる四行協列

の行列 bは資源の存在量を示す刑次ベクトル .Xは各アグティピティの操業

水準を示す勿次ベクトル，c'は各アグティピティ操業 1単位あたり取益を示す

旬次ベクトノレn い主，叫行間列の最適基底壱B，これに対応する変数，および

単位収益の，叩次ベクトノレを，それぞれ XB，c'nとすれば，双対価格は，刑次

ベグトノレ u'B=c'nB-1で与えられる。 また解は XB二 B-1b，zニ正 BXBによっ

て与えられる。

いま bを始点として， 資源の存在量壱パラメトリッグに b十8rに動かし

てみる。ただし， 川主任意所与の削次ベクトノレ， 8は非負スカラー。その結果，

解匂および zは変動するであろうが，その変動分の予測に，始点で問題を解く

ことによって得られていた情報としての双対価格は，どの程度役に立っか。

Bが基底であり続けるためには，一般に，。にある臨界値8，が存在するであ

ろうが問. f}-::;' Ocであるかぎり，任意の資源量変化 8rに対し，収益増分 4zは，

.4z=ι'BB-l (Or) =U'n仰のであり，とくに γ=土ei(eiは第 z成分が1の単位

14) Ibid.， pp. 530-531 
15) この臨界値の求め方は， H込dley，C 5)， pp. 382-384を見ょ。
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ベクトル)壱おくと， .JZ=  UBt (土めである(ただし u.， はベクトノレ旬、の第
z成分)。いいかえると，第 z資源の任意の増分 Jb，に対し去=Usi という

関係が成立する。

(b) 例解

例題 1[(1・1)に相当〕から整数条件壱除いたときにできるLP[LP(1・1)に相当]

について，第2資源九の変化に対する zの軌跡を描いてみる(第1図)0 c点が，

最初与えられた LPの解に対応する点、であって， 解と同時に(第3タプロー

3 
で)与えられる第2資源の双対価格吉は，この点における，Yラフの勾配を与

える。ードJb，S;lであるかぎり ;.Jzは，主権ι(c点での双対価格)x (Jb，) 
によって与えられるが，これは LPの1特色である。

[ 2 J 直接双対価格の機能

さて，直接双対価格は， LP(I. A)から得られる LP双対価格であって， LP 

(1・A)に対しては，完全に，上記の議論が当てはまる。

先の例題 1について図示しよう(第2図)。第4タプローに表われる，第2資

源の双対価格lは，図のD点における，グラフの勾配を与える。第4タプロー

が表現している LPを対象に，第2資源の存在を変動させてみるとき，

dMtの範囲では D点での双対価格が，Jzの正確な値を与える。
(3) 直接双対価格の IPにおける機能

われわれは.LP(I. A)に対する双対価格を.IP問題 (1・1)に対する「双対

/
〉
1

一2

価格」に転用したのであったが，もとの (1・1)における，資源と総収益との関

係は，不連続なものであって，たとえば，第3凶のようになる o D点における

斜線の勾配である直接双対価格は，左右にとったし、かなる Jb，に対vcも，Jz 
の値を指示する機能をはたさない。したがって，この情報の意味は，きわめて

限られる。

E 直接双対価格のゼロ値

前項の問題と密接な連関において，次の問題が生じる。
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双対価格がゼロという値をとることは，その資源制約が完

全に無拘束的であって，除外しても解は影響壱うけないことを意味していた。

(439) 整数計画問題における双対価格

LPの場合には，
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Z 

ある整数解では現存量を使いきれないが，ヨリ多く剥用可

ゼロ値をつける問。 し

直接双対価格は，

ヨリ高い整数解に移れるような資源にも，能であれば，

ゼロ価格が自由財の標識としての意味をもっとはし、えなくなる。

Gomory and Baumo，l， op. cit.， p. 532 16) 

たがって，
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例解。例題1の第4タプローでは，スラッグ変数λにも hにも価格ゼロが

ついている。実際にば制約式 h三二2は完全に無視できるが，制約式 3x1+2x2三三日

は，そうではない。そのキャパシティ仇のいろいろな{直と IPにおける zの

値との関係壱図示しておく(第4図)0 D点から ー l~Jb， く 1 の範囲でのみ，

去~O である。
F 総括

MIF法の最終タデローが， 整数鮮の副産物として提示する LP(I・A)の以

対価格を IP問題(1・1)の双対価格として意味づけ， 利用「るとし、う試みを
検討した。

この量は LP双対価格であるかぎりにおし、て，種々の好都合な性質壱もつ

が，整数解を保証するための追加制約式にも正量で対応するために，量的に，

1意性が保証されなくなれ質的に. i人為的」キャパγ ティの解釈の問題が

生じる。

さらに，根本的に IP問題の文脈において， 限界収入生産力の真の標識で

ありえず，したがってまた，自由財の真の標識でありえない。

この量ーー直接双対価格壱， しかし，あ〈まで有意義な手がかりと考え，追

加制約式に対応する分を，本来の資源制約式に配分することによって，ヨリ適

切な資源評価を得ょうとする試みが. i再計算双対価格」である。

E 再計算現対価格

A 再計算価格の導出

直接双対価格は，何はともあれ人為的Jキャパジティにも正の価格をわ

りつけてしまう点で， 解釈上， すっきりしないものをもっている。 Gomory

and Daumolは. i追加制約式が旧制約式の非負 1次結合にすぎない」点に着

眼し，このウιfトによって，追加制約式につく価格を，本来の資源に帰属さ

せることを考えたへこの操作によって， 直接双対価格喜子加工して得られる価

17) Ibid_， pp. 532-533，および AppendlXB (pp. .545-550) 
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格壱，かれらは， 再計算双対価格 (therecomputed dual prices) と名づ防

ている。

L1J 追加制約式の構成

(a) λラッタ変数の構成

追加制約式のスフック変数 sは，第1節で，

，~L] fん-/0' 1>んと0，1>10>0， 
J~l 

と定義したが， これを LP(1.1)の段階で存在した刑+偽個のスラック変数

んによコて，
m>n 

，~呂g)，， -go. gi~O. go>O (TTT • 1) 

の形に表わすことがで雪る問。ただし，ん+j=円であって，町を，制約式

的三二Oのスラヅグ変数と考えzととにする。

(同追加制約式の変形白)

次に， (III ・ 1) に (1 ・ 1) を代入し，んや j二町に注意すると，制約式 S，; ~O はが

次のように変形される。
協 n

Eh(Q包-E内内)十2Jg叫ん goと0 (III . 2) 

これは，追加制約式が，もとの刑+旬個の制約式の 1次結合から定数民をヨL

し、たものであることを示している。

(c) 追加制約式の変形 (2) 

(III・2)を，さらに，Xjについてまとめると，

呂(L]g川 j-gm会的:O:L]g，Q，-go (III・3)

ここで，

2y~-gm吋 =a*'f (III・4)

EEdQz g o=Qa(HI・5)

とおけば，追加制約式を， (1・1)の，本来の資源制約式と同じ形にそろえるこ

18) が唯一つの，ないしは最初の，追加制約式である場合には.ftを適当な順序でならべかえれ
ば，ただちに&が得られる。 sが第2番以下の追加制約式である場合には，軍次代入により，
結局(1・1)の形に変換できる。
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とができる。 (111・5)のωeが I人為的」キャパシティである。
[2) 再計算(工eco皿 putation) の手続

(a) 再計算価格の定義

(III・1)のウエイト g‘を利用して，Q，に対応する直接双対価格品を，刑+η

個の，本来の制約式に帰属させzとし、う操作を考え，次のように，再計算双対
価格品を定義する。

π九=πg十字E州・民間 i=1.刑+η
(III • 6)町

π'附〉二O

ただし定義(III• 6)は，追加制約式がh個あるというー般的な場合を念頭に

おいている。

(b) 計算方法

実際の計算にあたっては 1つ 1つg，(めを求める必要はない。第h追加制約

式(最後に追加されたもの)を，

Sk=ーf"，)+ ~f.火山20

としよう。 fj拘をウエイトにして，巴(めを内にわりもどせば，第1段の再計算価

格がを得る。次に，同じ手続で， ，，'の中から Sk_1 ~こ対するものを消去する。以

下同様にすれば，たかだか h回で，再計算が完了する仰〉。

B アクティピティの評価と補助金

このように定義された再計算価格は，どのような特性をもつか。以下，順を

追って検討する。

まず，それは，ふつうの LP双対価格がみたしている，競争均衡価格の要件

をみたすか。すなわち，各アグティピティへの投入壱，再計算価格によって評

価するとき，最適解について，

(1) 採用されてし、る Yグティピティにおいては，費用=収益。

(助 費用二三収益となるアクティピティは，採用されてし、ない。

19) Ibid.. p. 532 

20) Weingartner， op. citはこの方法によってし喝。 op.CU.， p. 66 
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という関係壱，成りたたせることができるか。

(1J 直接双対価格の場合

(443) 31 

第E節で見たように，直接双対価格は LP双対価格として，形式上，自動

的にこの要件をみたし口、る。(ただし，実質的には. I人為的Jキャパシアィ

が，各アクヲィピラィに投入され，解釈上の問題壱のこしている。)

いま，かんたん化のため，追加制約式は，ただ 1個であると仮定し，これに

柵 +1左し、う番号をつけてお〈と，次の土うな関係が成り立つわけである。
悦+，

口 :YJ>Oー→IJπ，a九 =Cj
mH  

(2) IJπia*iJく'r一→%，=0.

ここに，a* 111+1)ーニaヘ"π協 +1=rr. また (1・1)の←aOjを Cj と書いておく。
悦+，

いうまでもなく. LP(1. A)の最終タプロ -z行の.Xjの列に LJn"a*り h
i=l 

んの列に町が，現われる。

C 2) 再計算価格の場合

(司 アグティピティの帰属費用

次'=.再計算価格によって，第yアクティピティへの投入壱評価してみる。

し、まや. r人為的」キャパジティは無視し，本来の慨種の資源だけを，考えれ
，;1'よし、。

苫π'ta*り=ZJ〈恥十伊.)a*'J [(III・6)を代入〕
巴

=呂πz岬a*i}+π町a吾名z呂1yE
=IJユπ町4川〆a計*へ*'jυj+π巴箇ベ(a計*へ~aりJ汁+gm協m.吋，，) [(σIII.4的)を代入]

Ji岩jπ4〆凶a*叫収へ'J汁+π恥 (II1・7) 

よって.，、ま.gmリ >0であれば，再計算価格で評価した第1アクティピティ

の費用は，直接双対価格で r人為的」キャパVティの投入も合めて評価した
場合よりも， π.gm..Jだけ高まる。なお， (III・6)により， π.gm..j=π'hjである。

(b) 補助金

したがって，いま. 1P解において叫>0であり，よヮて
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山

πm+J= 2Jπ，aへJ-Cj=O であるとき，もし gmリ >0ならば20，(111・7)から，
i=l 

A
U
 
〉p

b
 
π
 

一一C
 

*
 
a
 
π
 

mZM 

(III・8)

となる。

これは，再計算価格を使うとき，稼動アクティピテ 4の中に， i費用>収益」

であるものが入っていることを意味し，解釈上不都合な問題が生じる。

そこで，いま， このアクティピティには， 操業 1単位あたり， π，g恥 j ('= 

π111I+J) の大いさの補助金叫が出ているものと考えることにすれば， (III・7)

は， i費用=収益十補助金jとしづ形で，第yアクティピティの収支が均等す
一、

る斗とを示し i操業水準正→収支均等 i損失→操業水準ゼロ」としづ対応関

係が，再言|算価格体系の下でも，維持できることになる。

C 賃料と税

0] 上限制約の「価格」一一LPの場合

資源配分問題の LPをデノレの中に，アクティピティの操業水準に対する上限

制約がある場合，それを，具体的に，立地の稀少性のような要因によるものと

解釈し，上限制約式に対応して得られる双対価格を，それ ι稀少固定要素にも

とづいて発生する超過利潤 (pro批)，ないしは，それらの要素に帰属される賃

料 (rent) と解釈することが，可能であり，また適切でもある劃。

たとえば， 例題2の LP解において， スラック変数丸に(したがって制約

14 、
%1S1に)対応している双対価格 50 れは例によって， 引き~1 の右辺の量の

限界収入生産力を示していて，その点，通常の双対価格とことなるものではな

いが，いま， 問題の解釈にあたって，制約式的手1を，たとえば立地の制約

が，第lアクティピティの拡張をおさえているとしづ意味に解釈することにし，

21) Weingartnerはa 町 =0，rr'和 }=o，かつ πm+J>Oである場合に補助金解釈壱つけているが;
これはスリップであろうロ Ibul.，pp. 74-75 
22) r補助金」の尭生の可能性の指摘と，その意味づけは， Gomory and Baumolが行なった。
Gomory and Baumol， op. cit.， p. 533 わたくしは 発生の要件とj その大いさを明示的に示
しておいた。
23) 上隈制約にともなうとのような rentにつ日ては. Wemgartner， op. cit.， pp. 53-56現実
的な計画モデルで萱場して〈る例は， Masse and Bessiere， (7). pp. 248-252 
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もう 1つの制約式が，材料など，ふつうの意味での資源制約を表わすものとし

て，この資源に対してのみ，実際に対価が支払われるものと考えれば，次のよ

うな論理操作ができる。

第 lアクティピティへの投入壱双対価格で評価すれば，

6 .. 14 
費用二6xー +1xー =10=収益，5 . - 5 

すなわち，形式的に収支均等となっているが， 6Xさだけを，実際上の費用と考

えれば，

6 14 
収益費用=10-6x: =._~>O 

5 5 
Tなわち，超過利潤 (profit)が生じているものと，みることができる。 h云1

に対応する双対価格は，己のような剰余の標識となっている。

(2) 上限制約の「価格」 ー IPの場合

同じ例題の IP解を考えよう。アクティビアィの水準は，h，が正， %，がゼロ

になっているc これに対し， 上限制約の再計算価格は x，三三lに対して 4，

~三1に対じて 1で， ともに正となっている。これはどういうことだろうか。

(1) 引の場合。収益は10であり，他方，再計算価格で評価した費用は，6xl+1x

4=10で，一応均等になっているが，実際上の費用だけを考えるととにすれば，

収益ー費用=10-6=4，

すなわち第 1アクティピティには超過利益， もしくは rentが発生するのであ

って，それは，優先的に稼動されて当然だということになる。 ζの解釈は， LP 

の場合と同じである。ただし，第E節でみたように IPの場合には，上の 4

という値は， もはや九の上限制約の，現実の限界収入生産力の大いさを表わ

しているとはいえなくなる。

(2) ..%，の場合。先と同様，再計算価格々第2アクティピティの投入を評価し，

実際上の費用だけを収益からさし引けば，

6-5X1=1 

すなわち，潜在的に剰余があるのに，第2アクアィピティは採用されないでい

るとし、うことになって， ぐあいカJわるい。
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この剰余の値1は，本来D点(タフ守ロー⑤の LP解〉における，円の上限制

約の，限界収入生産力であった。 D点が解として許されるならば，上限制約が，

C点、の達成をさまたげていることにより，大いさ 1の rentが発生しているは

ずであった。だが，整数条件によって，D点を放棄し，ョリ劣等なA点へ移る

ことが必要であったr そこで，いま，D点を放棄しA点に移ることを経済的に

強制するために，税金が課せられるものとし，その税金の必要額が，ちょうど

前記の剰余の大いさにひとしいと考えれば， うまく解釈がつくわけである2心。

D 資源の総評価

LP双対価格の重要な 1つの性質は， その価格で評価した資源の総価値が，

アクティピティの最適水準の下での総収益と，ひとしい大いさになることであ

った。再計算価格で資源を評価する場合，事態はどのようになzだろうか。

(1) 直接双対価格による資源評価

{的 利用可能な資源の価値

まず，直接双対価格については，それが 1つの LP双対価格であるところか

ら，次の関係が成立することに注意しておく。
明十

w*=~"，Q，=~"，Q‘ +nsQs 
日目

n 

=~c山 =z*
}=l 

(III・9)

ここに w*は，直接双対価格による，利用可能(抑制lable)な資源の総評

価。 Hは， LP(I・A)の，したがって (I• 1)の，目的函数〔総収益]の最大値。

また，かんたん化のため，追加制約式は，ただ1個と考え，第刑+1番目にあ

るもの土し，昔話字 S壱つけて区別す志。

(b) 費消された資源の価値

いまの場合， やはり LP双対価格の性質から. 叫持の代りに， 費消された

(used up)資源の総評価d 壱もってきても，円とひとしくなる。なぜなら，

一般に LP(I• A)の可能解叫と，その双対問題の可能解mとの問に，

24) IPにともなってj このようなケースが出現することを示し， penaltyの解釈を与えたのは，
Weingartner， op. cit.， pp. 102←104 
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EYJ云EJE?同 j)%j=呂町(224へん〕三呂π，Q，
が成り立つが，最適解において，この左端の量が z*，右端の量が uペ まん中

の量が d となり，かつ， (a)で注意したように，グ二ω* となるからである。

て2J 再計算価格による資源評価

(a) 費消された資源の価値

Gomory and Baumol は， もっぱら費消された資源に注意をあつめ，再計

算価梼でそれを評価しても，産出の総価値にひとしいとしづ性質が保存される

と主張している問。 しかし実際には， I費消資源、総価値=市場価格による総収

益十補同金総額」とし、う関係が成立している問。 なぜならば， (!II・ 7)壱使っ

て，

7九旬 肌"
L:π九(2コα~町)=L:町(LJa* jjX') +πs 2Jg"".jXj (IlI・10)

であるが，，6辺第 l頃は， [1 Jー(b)によりげにひとしし π，gmリは Bでみ

たように，Xj 1単位あたり補助金。

(b) 利用可能な資源の価値

再計算価格による，利用可能な資源の総評価壱 ωaとすると，

WR=呂 n'iQ戸呂 (π4卜g，π川，=呂町Q，+πsE54Qg

Lかるに， (III・5)から，
m 

EgA-goニ Q，

よって J WR=~ π，Q，+ πsQs+ π，go二川十π.go=z'" 十 πsgo. 〉I
 
l
 
--I 
I
 
(
 

すなわち，一般に， ωR>Z*となり， LP双対価格のもつていた 1つの重要な

性質が失わ札る'o'町7η〉

E 再計算価格のゼ凶値

25) Gomory and Baumol， 0ψωt.， p. 1547 
26) GOITlOry and Baumolがまちがっているわけではなし、。か札らij:，補助金の額だけ生産物の

価格がモディファィされると考えているからだ。 op.cit.. p. 533しかLかれらの寵明方法では，
補助金部分が明示的に出てこず. LP双対価格の場合との形式的一世田の方が強調される。

27) Gomory and Baumol 11，利用可能な資源の価値について， とく lこ何もし、っていなし、。

We，ngartn，erは. 'ωB写"と L、うことをのべているだけである。 ot.r;i，t.， p. 73 
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再計算価格の定義式(III・6)壱ふりかえると，次のことがわかる。
いま，ある第包資源について， ，，'τ~O ならば，。 π;~O; かっ， .ii)π'(k) >0 

であるような hについて， gi(均三O

i)は LP(I・A)の解において第包制約式が芹れ、ていないことを意味し， ii) 

は， LP(I. A)の解において利いている追加制約式の構成に， 第五制約式がま

ったく入りこまないことを意味す志。したがって，第 z制約式を問題からはず

しても，解には影響がないはずである。

こうして，再計算価格においては，価格ゼロがつく資源は，本来の意味での

自由財であることになれ直接双対価格の 1つの欠陥をま白かれることができ

る。

ただし，逆の命題は主張できない。ヲなわち，制約式が不可欠でなくても，

正の再計算価格がわりつけられることがありうる。

IPには， 制約式のうち判個だけで， 整数解を得るのに十分である場合があ

れしかも，その η 個の式のとり方が2つ以上ある場合がある。とのEき，特

定の制約式は，えらび方により n個の中に入れられた~，おち?でりするのこ

のような制約式には，正価格がついたり，ゼロ価栴がついたりするのである2九

F 総括

MIF法の副産物として得られる LP双対価格を，基本的には， IP問題の立

場からしても，意味のある情報だ左考え，ただ，直接意味のっけにくい，追加

制約式に対応する価格色本来の制約式に適当にわりふって消去するという修

正だけをほどこしたものが， r再計算価格」である o それは， ある IP問題が
LPによって解かれたとき，その LP双対価格 (r直接双対価格J)から出発し

て，事後的に計算される量である。

この量で資源、評価をおこなってみると，いくつかの興味ぶかい事態が観察さ

れる。

28) Gomory and Baumol， op. czt.， 548-550; Weingartner. pp. -75-93 
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LP双対価格のいちじるしい性質は， アグティピティについて I最適解に

おける操業水準正→収支均等;損失→操業水準ぜロ」という対応関係壱成立さ

せることであった。これによって.LPの示す最適計画壱， 分権的機構の下で

保持する可能性が，すくなくとも原理的には保たれた。再計算価格で評価した

場合. IP解においては，上の対応関係は， 直接にはもはや保たれない。上の

対応関係があくまで保たれつつ lP解が実現されていると考えるためには，補

助金と税金が，資源i曲格体系を補完していると考えなければならない。

再計算価格のゼロ値は自由財の標識と考えることができ，直接双対価格の 1

つの欠陥を除くことができた。しかし?逆はかならずしも成立せず I資源総

価値=最適計画の下での総収益」とし寸 LPで成り立っていた関係し成立

しなし、。

むすび

整数計画問題の数値解法は， いくつかの方向から開発きれつつあり MIF

法は，有力ではあるが，そのうちの 1つiごすぎない。 I直接双対価格jおよび

「再計算価格」は. MIF法にともない， その計算過程を前提してはじめて得

られる量であるから，本稿でおとなった，これら 2つの量の諸特性の吟味の，

直接の射程範囲は，かぎられているロだが，基準的な LPの場合にくらへ，た

だ1つ，アクティヒティの整数条件という条件がつけ加えられただけで，価格

機構のはたらきに，どのような変容が生じるかということを知る手がかりが与

えられる。投資あるいは生産における規模の問題を考えるとき，アクティピテ

ィの整数条件ないし不可分性は，前回に現われてくるから，その制約の経済学

的な含意を探究することは，現実的意義号獲得するが，本稿は，そのような探

究の 1過程壱なすものである。
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-x， 

o -3 
6 3 

1* 
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Z~ 

..i1 = 

え2

..¥3= 
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例題

3Xl+2x2::玉G

x， 壬1
%1. %2;迂0，mteger 

lua三 Z=.3X1+X2 

"， 

1 
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Z~ 

均一

1

Y
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1

一

X， 
9 3 

1 2 1 2 2 
3 3 
2 2 z 
1 1 O 

1 2 
3 l 
2 日

l 
1 2 L. 2 2 

2 

X， 

タプロー

タプロー

1 

z=1 3 

λl一 3
勺 ~I

X， ~I 2 

→x，二
万，~

λ，-

51= 

z

ぃ
¥
¥
¥

3 (LP解)

ん =S1
一一一一一一一一一一一一一ー-，

-2 

o 
2 -1 

-2 

4. (JP解E

タフ'ロ

，~ 

%2= 

%1= 

A3= 

..i1= 

タプロー

-一

4

1

1

1

1

x， 

S， 

O+~ xl= 
2 2 

3 
1+tx1=τ 

0ートOxl=O

。+Ox1~O

O+Oxl=O 。

〔再計算〕
ππF  

。

0

0

0

1
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λ2 

a

1

2

1

 

A

Z

Z

S

 



例題 2. 

6%1-5%2$10 

x， 孟1

%2::三1

x，三三O
-x，三三O
%1， %2. luteger 

max 2=10x1十6X:l
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L， 

2 

2=1 0 

A， ~I 10 
%1=1 1 

%2=1 

-x， 
10 

6 

1* 

O 

タプロー 1

1 x， 
Z~ 10 10 

え，~ 4 6 

%1.= 1 1 

川= 1 。
タフ噂ロ- 2 

x 

74 14 
5 5 

Z~ 

4 6 
→内=

5 5 
%1= l 1 

l 6 
X2= 5 5 
4 一生*
5 5 

81= 

-x， 
6 

5 

O 

-x， 
-6 

5* 

O 

6 
5 
1 
5 
O 

1 
5 

1 
5 

タプロー 3 (LP角平)
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-51 -%2 〔再計算〕
7τ π' π" 

，， 101 0+ox2~01 0十ix5=1%2= 

11 5 1 

1 O 1 

→%1= 

A.1= 

%1= 

$2= 

%2= 

%1= 

..1:1= 

%}= 

X2= 

1 1 l 
2 2 2 

2 -3 -2 

l 1 1 
2 2 2 

1 1 1キ
2 2 2 

タフャロー 5 

1 -51 -52 

10 4 2 

O 1 2 

1 1 -1 

4 1 4 

O 1 1 

1 1 -2 

タプロー 6(IP解)

。 日+0 x2~0 4 x， 日十王x5=4

。 。十tX2=1 1+ 0 x5=1 "' 
x， O 日十 ox2=O O+Ox5=O 
スピ2 。 0+ 0 x2=O O+Ox5=O 

s， 4 
1 
4+t x2~5 。

s， 2 。 。
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