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倉庫問題の解法と最適決定の構造

小林清晃

I はじめに

線型計画法の 1つの問題であるいわゆる倉庫問題 (warehouseproble田〕の解

法およびその最適決定の構造を検討し， さらに一般化したモテツレの定式化とそ

の解法について考察するのが本稿の目的である。第2節で明らかにされるよう

に，倉庫問題の数学的構造はいわゆる一般化された輸送問題 (gengralizedtrans 

portation problem) 左著しい類似性をもっているが，その問の関連性について

のより進んだ考察については別の機会に行なう。

II 倉庫問題の定式化

単一種類の商品についでの倉庫問題は最初に Cahnによって次のような問題

として与えられた。 I容量一定の倉庫と 3 価格と費用の季節変動がわかってい

るある商品の初期在庫量が与えられている。またその商品の発注から納入まで

の時間的な遅れが定められている。このとき与えられた一定期間における利益

を最大にする購入，在庫，販売の最適計画はどのようなものかわ」

この倉庫問題を定式化するためにまず以下の如く仮定と記号の意味を明確に

しておきたい。

(1) 単一種類の商品を対象にする。

(2) 商品は在庫中腐る ζ とはない。

(3) 倉庫は一定の容量B をもっ。

(4) 初期在庫量は A であるロ 。壬 A 孟 B

1) Cahn [4)， P' 1073 
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(5) 発注と納入との聞の遅れを 1期間と仮定する。すなわち，発注は期首に

なされ，納入は期末になされるものとみなす。

(6) t期における発注量を九販売量を y，とする。 t=1，2，......， n 

(7) t期における購入価格は c，とL，販売価格はあとする。 Ct，Pt (t=l， 

2， ....，.， n)は既知であるとする。

(8) 在庫費用は無視する。

この問題の定式化が，線型計画法に適し ζおり，さらに特殊な構造の行列を

もつことが以下で明らかにされるであろう。

具体的に，倉庫問題は
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の製品を在庫している倉
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p (t) 

庫がある。 x(t-J)を，

時刻 t-Jに発注した製
図 2-1

品の総量とする。ここでdは発注と納入との聞の時間的遅れであり， したがっ

て，時刻 t-Jに発注した製品ば時現Utに倉庫に到着する。支払いは発注時の

購入価格でなされるものとする。 y(t)とJう(のをそれぞれ販売量と販売価格と
¥ 

しよう。 A，s， J， c(t)， p(t)が与えられると， 問題は与えられた時間内での

利益を最大にするように x(t)と y(t)を決定することである。 1期間の販売

量はゼロから Bまで自由にきめられるとしよう。

これは明らかにダイナミックな問題 Eあるから，依っている期間をいくつか

の区間に分ける。 ζの区聞は x(t)，y(t)，ι..(t)， p(t)がその区間内では一定で

あると考えられるように十分小さいものと仮定する。さらに，仮定(5)によって

J~l である。

倉庫の容量に限界があることから，購入可能量の制約と販売可能量の制約が
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生じる。すなわち，購入面では，第z期末の在庫量がBを越えることはでき

ないという制約が加えられる。初期在庫量が Aで， 第j期における在庸量の

純増加分は時一め〔正であれば在車増，負であれば在庫減〕であるから，購入面で

の制約条件は，

(2-1) A十孟(Xj-Yj)壬B. i=1，2，…・ ，n

となる。

さらに期における販売量の合計は第 i-l期末の在庫量を越えることは

できなL、から，販売面での制約条件は，

(2-2) Yι 孟A十五(Xj-Yi) i=2， _，....， n 

で与えられる。ここで Zニ 1のときには，

(2-3) Y，三A

であるo Xu Yiは明らかに，

(2-4) Xj孟 O，yj:;;;:O i=1，2， ， n 

目的関数としての利潤 H は

(2-5) II~ L.(p;Yj-CjXj) → llì8X 

となる。われわれの問題は (2-1) ~(2-4) の制約条件のもとで， II を最大にす

るという典型的な線型計画法の問題になる。

こり問題の係数行列がどのような構造をもっているかをみるために，変数を

左辺へ，制約定数項を右辺へ集めて整理すれば， (2-1)， (2-2)の制約条件は

〔2-1YErJEYf孟B-A i二 1，2， .ω..， n 

n
 

。a

-
A
 

〈ニy
 

'戸何
十Z
 
H
Z用〉J“
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と変形される。かくて (2-1)'，(2-2)'， (与のの制約条件を個々に書き下せ

ば以下のようになる。
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X， -y， =三 B-A

Xl+X2 YI-Y2 三三 B-A 

Xl+X2ートX3 YI-Y2-Y3 三三 B-A 

ー・ ー...

x，十x，十X3+・ 十X，，-YI-Y2アYs一 -Y"三五 B-A 
(2-6) 

y， 喜重 A

X， YlートY2 ~A 

-XI-XZ y，トyzI-y~ =五 A

-XI-XZ-X3ー ・ Xn-l+Yt+Y2+Yaート・ +y局三三A

さらに，乙れらを行列形式に書けば下のく2ー7)のように極めて特徴的な構造

をもコていることがわかるU

2:1 X2 X3 ...... X，，_l X" Yl _'}I2 YS ...... y" 

1 0 0 ...... 0 ; -1 0 0... 0 i ~玉 B-A

110  

111  

o -1 -1 0 o I孟B-A
0:-1-1-1...01孟B-A

(2-7) 
111  
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係数行列は三角行列のサプ・ブロ vクから成り立っており，それは問題がダ

イナミッグな状況を示すことを典型的に物語っているo
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III 京対体系への変換

われわれは問題の数学的定式化を (2ー7)のように視覚的に表現することに

よって， 倉庫問題の双対問題へは容易に到達する。 (2-1)のn個の1tU約条件，

いいかえれば (2ー7)目上半分に対応する双体変数を Ui(i=1， 2， ーバ，)

とおく。また. (2ーのおよび (2-2)のn個の制約条件，すなわち (2-7)の

下半分に対応する双対変数を町 (i=l.2~ ......• n) とおしかくて，双対問

題は以下のように示される。

(3-1) Z:; u，-Z:; v，孟白 k=l，2， ......， n-l 
.~必叫i

(3-2) Unミ一Cn

(33) EUι十込町ミp" k=l， 2， ......， n 
(3-4) Uk ~ 0，叫ミ~O 是=1.2， ......， n 

引
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を最小にせよ。これが標準的な倉庫問題。~1)~(2-5) に対する双対体系であ

る Q

IV Charnes-Cooperの開発による解法

Charnesと Cooperは Cahnの与えた標準的な倉庫問題に極めて有効な解

法を示した"。その方法のユニークな点を一口でいうなら，;f， 双対問題を多

段階決定過程の問題に変換あるいは再定式化するところにある。 本節では，

Charnes-Cooperの線に沿って解法を示すことにする。

新しい変数 U"，V"を次のように定義する。

む その解法についての厳密な数学的基詩壇づけは Charnes& Co叩 er(5Jだ与えられたのである
が，この文献については筆者は未見である.しかし，その輪郭は Charnes& CO叩 er[6)ある
いは Garvin(7Jで知ることができる。
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(4-1) GzzEug k=l. 2， ....... n 

(4-2) 九=込町 kニ 1，2， ......， n 

U" 叫が非負であることから， もちろん Uk，Vk も非負である。さらに，Ufe_l 

=Uk-1-Uk，叫=Yt-l ちであるから，

Uk-1孟 U，
Vk-l~ Vk 

k=2，3， ….， n 

k=2， 3， ......， n 

でなければならない。新しい変数 Uk，Vk によって前節の (3-1)~(3-4) と同

値な制約条件は次のように表現される。

(4-3) Uk-Vk+l ~三 Cii k=l， 2"..…， ηー1

(4-4) U.二三一C.

(4-5) Uk+ V~ と p， k=l， 2， ....... n 

(4-6) U'-' ~と Ub， 1';是 1三Vk k=2，3， ......， η 

(4-7) Ukミ0，Vk ~ 0 k=1，2， ......， n 

一方，目的関数 (3-5)は

(4-8) Z=(B-A)U，+AV，→皿in
と変形される。そこで，問題は (4-3)~(4-7) という制約条件のもとで (4-8)

を最小にするような Uk• ~α=1， 2，......， n) を求めよ，という ζ とになる。

いま，U，と V，を除いたすべての U，とちの最適解が得られたと仮定し

よう。そうすると， 決定すべき U，と巧に対する制約条件は次のようにな

る。

(U，-V2~ ←C， 

I -U，+門主p，
(4-9) 

I u， 這 U2• V1 ~ V2 

l u， ~ 0， V， '" 0 
Uh V1 を除いたすべての Uk • Vk の値が決定済みであるから， 問題全体の最

適解を得るためには， (4-9)の制約条件のもとで， (4-8)を最小にするよう
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な Uh Vrを求めればよいことになるo U1-V1平面に (4-9)の領域を図示

すれば図 4-1a， b， c， dのようになる係十線部分)。

% V，=u.+p且 V， V，=u，トP，

V， 
V，十PrC，

F三 M ト Pl~Cl ト司日 P， 

V， 

o U， V，.-c， U， 

図 4-1a (ちZtfoJ 図 4-1b侍zfC1)
V， 明=u"十p， V， v，=u，トP，

V， 
U，イトP.I一一一

1ら

o Vz-c， U. U， o VZ-Cj Ul 
U， 

園 4-1c(弘明弐) 図 4-1d(込間づ.;)
4通りの可能なグラフが描かれるが，最小にすべき目的関数 Zニ (B-A)U，

+AV，を U，-V，平面に図示すれば，B-A>Oのときには， 負の勾配をも

っ直線になり，また B-A=Oのときには，U，軸に平行な直線になる。した

がって，いずれの場合でも，zを最小にするには，各図の可能領域のうちで，

できるだけ左下の端点を選べばよいことになる。すなわち，最適点は以下のよ

うになる。

a のケ一月 点、 P，
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bのケース 点九

C のケ-;:< 点 P3

dのケース 点九

結局， U1 と V1 を除いたすべての Uh Vk の最適解が求まったと仮定して，

(4-9)のもとで (4-8)を最小にする問題は U，と同をできるだけ小さくす

ることと同f直である。

く4~3)~(4-8) の最適解が求まり，第 l 期末における在庫量が且F であること

がわかったと仮定しよう。ここで，初期在庫量がA'になった乙とと，残りの

n-l期間について最適化するという点を除円ば， 他の ζ とについてはすべて

前と同じ新たな問題に到る。つまり，この新たな問題は次のように与えられる。

(4-10) 

U/一九F+12三-Ck k---'2， 3， • ••••• ， n 

U.'孟ーι

← Ul+Vl孟p， k=2. 3， ..ーー ，n 

U/_1孟 Ul. Vil-l'~ iろ/ k=3， 4， ......， n 

V( 孟 0， Vl 主主o kニ 2，3， ー ，n 

Z'= (B-A') Ui+A'V(→mm  

ここでまた，前の考え方をそのまま繰返すと， (4-10)の最適解は u(と九F

をできるだけ小さくすることによって得られることになる。 さらに，A'の値

は，全体としての問題 (4-3)~(4-8) が最適解になるように決定されているか

ら最適な第1期の決定をした後の残りの n-l期間の最適化問題 (4-10)の

最適解は (4-3)~(4-8) の最適解と一致しなければならない。したがって，

Ul=Uk' 九F二%であり， (4-3)~(4-，8)の最適解は U2 と V2 をできるだけ

小さくする乙とによって得られることがわかる。

以上の手順を繰り返せば， (4←3)~(4ーのり問題は，すべての U， と V， を

できるだけ小さくする ζ とによって，最適解に到達することになる。

具体的な解法の手順は以下の stepむように第 π期から第 n-l期へ

第 2期から初期へと，活動を逆にさかのぼっていけばよい。
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step 1 (4-4)の条件より，u，官三 c開。また，U.は非負であることからが

U.のとり得る最小値は

U.二回ax(-C.， 0) 

となる。

step 2 (4-5)の条件よりにと U.+p.。また，V.は非負であるから，

V. 0)とり得る最小値は

九=max(U"十九， 0) 

であるo

~tep 3 (1-3) と (1-6)より U，.-1孟V.一C"-l> [ん 1孟U向さらに U"-1

も非負であるから U，，-l のと b得る最小値は

U._，=maxCV.ーらー" U.， 0) 
である。

~tep 4 (4-5) より V"-l孟 U，，-l+九一， (4-6) より比一1孟Vno V"_lも非

負であるから，に←1のとり得る最小値は

v;←1士 max(U.-1 + p.ーb V，け 0)
であるo

s匝p5 step 3と同じ考え方により U.-2の最小値は次式で与えられるο

U"-2ニ max(V"_1-C"_2' Un - 1• 0) 

step 6 step 4と同じようにして，V"-2の最小値は次式で与えられる。

V"'_2=max (U..-2+T，，-2. Vn-1， 0) 

以上の各 stepから，U"， Vkの最小値すなわち最適値を求める一般的な方法

は以下の如くである。

(4-11) U.=max (-c川町

(4-12) V.~ 11lax (U.十P.，0) 

(4-13) U.k=max CVU1-Ck' U.I:+}. 0). k=n-l， n-2， ......， 2， 1 

(4-14) ~弓=max (Uk+p，.， Vk+l. 0)， 晶=n-l，匁 -2，.....:， 2， 1 

Iん，V. から UI~ V1 へ左再帰的に決定してい < C4-11) ~C4-14) のプロセ
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スを図式的に表現すれば図4-2のように示されるヘ

max (ZI' Z2)をアウトプットする変換をボックスであらわしてい

(お〕

2つのインプット引と

倉庫問題ι解法と最適決定の構造

z，をもち，

る。ボックス内の言己号はそこからのアウトプットを示している。

P， -0， P， p町皐-Cn~2 f.' n" ~ -Cn-' -c" Pn 

国 4-2

(4-11)~(4-14) で決定されだ U1 ， V1を (4-8)の目的関数に代入すればZ

の最小値が得られる。しかし，われわれの問題は (2-1) ~(2-5) で与えられた

桟っていることは ι，y;の最適値を

もとの問題を解くことである。この点， (2-5)のHの最大値は双対定理により

Zの最小値に笥しいことがいえるから，

求めることである。

U，と V，はq と V， の決定プロセス (4-1l)~仏 14) から明らかなように，

V，の求U，としたがって，c，の和から成り立っている。ともに p，の辛口と

められた値を Zに代入すれば，Zは

v

h

h
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(4-15) 

となり，Pl' PZ， 

一方，もとの問題の円的関数万は，既知のデ タム.P2. .•.• -， . t". C，. C2. 

その 1次結合における未知の係数が X，-， Yi 

前述したように最適解においては H

， C"の1次結合であらわされるo

， C"の1次結合と解釈され，

ζ こで，

c
 
z
 

n
守
山
」
「

ゐ
ry
 

n
Z円
一一〆op

 

n
戸
内p
 
a
 

'
n
Z目

故
噌
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であるとみなすことができる。

トはG町 vin[7)， p. 266による。ーヲ~ _¥r 図4 2のフロ3) 
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nu 

--
C
 
〉z
 
mm 
(
 

官

F
山

H
P
 

〕y
 

a
 

〔
伺

Z
M一
一

となる。上式はあ，Ciがいかなる値であろうとも恒等的に成立しなければなら

ないから，

(4-16) .2'，=乱
y.=a; 

i=1，2，......， n 

を得るoa" βzは (4-15)の係数として求められておれば，結局， (企 16)が

最適な X.， y，を与えることになるの。

V 最適決定の構造について

本節では，与件として与えられている購入価格と販売価格の変動にいろいろ

な仮定を付した場合U 倉庫問題についての最適決定あるいは最適政策がどの

ような構造的特徴をもっているかを考察する。ただし，以下では現実的意味か

らして C，>O，p，>0とみなすことにする。

case 1 C;'>Tk>Ck_l kニ 2，3，......， n 

すなわち，いかなる期の販売価格も前期の購入価格より大きく当期の購入価格

より小さい場合である。まず，この仮定のもとにおける最適決定を求めるため

に (4-l1) ~(4-14) のヲロセスを繰り返す。

u.=O V.=乙

U._1=max(p.-c._" 0)=九一ιL.V，.，.-l二回目 (P.-C.-l+P._" P̂， 0) = p. 

U，，-2=maxCPn-Cn_2~ 1九一C._1，0) V._，=max (P.一C，，-2十p.-"1凡， 0) 
=1丸一C，，-2

U，=ρ，，-Ck 

U1=P..-Cl 

かくて (4-1のは

Z=Bp.-(B-A)C1 

=P. 

V，=p拠
V，""P. 

4) このあたりの数学的に蔵密な証明は Charnes& C凹 per[5) によって“principleof re 
grouping"として与えられている。
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となり， (4-16)から，

r xl=B-A， 山=B
(5-1) 

(35) 35 

l x.ニo(k=2， 3， ......， n)， y.=O (晶 =1~ 2， ...… ， n-1) 
が最適決定となる。

(5-1)は次のことを意味している。初期において倉庫を満杯にするように購

入し，その後最終期にいたるまで購入・販売については何もせず，最終期に倉

庫内の製品を全て販売する。

case 2 CkくPIl<Ck-l k=2， 3~ ......， n 

すなわち Case1とはまったく逆で， いかなる期の販売価格も前期の購入価

格より小さく当期の購入価格より大きい場合である。(4-1l)~(4-14) から，

ロョ=0 v'.=p. 

U.._1=max (九一ι-b0) VH =max (P.-b P.. 0) = p._， 
ニ O

u.=o l乍=p.

lJ，=0. V，=お
かくて，Z=Ap，となり，最適決定は

[品=0(k=l， 2， ......， n)， y， =A  
(5-2) 

y.=O (kニ2，3，....._， n) 

となる。すなわち，計画期間にわたってまったく購入を行なわず，最終期に倉

庫内の初期在庫をすべて販売することが最適政策である。

上記の ca坦 1，2以外の価格変動の状況では，問題のジステムがかなり複雑

になれ最適決定の構造的特徴を単純に述べることはできない。けれども決0:>

2点は結論的に指摘されるだろう。

(5-3) 各段階(あるいは各期〉における最適決定は，倉庫を満杯にする

か空にするかのいずれかである。

(5-4) 各段階における最適決定は購入価格および販売価格のみによって

影響される。
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前者は次の事実から明らかである。すなわち， • (4-1めから， Pi-Ciの係数

は B，(B-A)， A のいずれかであり，したがって，Yi， Xiは B，(B-A)， A 

のいずれかの値をとることがわかる。 さらに厳密にいうならば x，は Bか

(B-A)のいずれかの値をとり y，はBか Aのいずれかに等しくなるへま

た， (5ーのは (4-11)~(4-14) の決定プロセスから明らかであろう。

VI 動的計画法による解法

動的計画法の開発者 R.Hellmanは Cahnの提不した倉庫問題に動的計画

法のアプローチによる解法を与えたヘ

動的計画法D理論的基礎は次に述べる最適性の原理 (princ甲leof uptima1ity)') 

にあるo

最適性の原理 最適政策は'/ステムの初期の状態と初期におこなわれた

決定がどの上うなものであっても，残り D決定が，初期の決定から結果する状

態に関して，必ず最適政策牢構成するような件質をもっo

図6ー1で示される多段階の決定過程を考えよう。任意の第z段階において，

決定変数ιを決めればプロセスの状態変数8)q;は

(6-1) q，.，=F(q" x，) 

一一一一一→刀γ
x， 

図 6-1

とし、う変換を受けるとしよう。 したがって n段階のすべての決定変数 x"

"'2， ・，X"を決定すれば，状態変数は q，→ q2→・・ → q.吐と順次変換が

町 この点についての証明は数学的帰納法によるが，ここでは省略する。

6) Bellman (3J 
7.) -Bdho1tll (2J， p. 83 
S) プロセスの1k態を定量的に記述する変教を状態変数と呼び.状態変教を変化させ得る操作可能

な変数色決定変量生とL、う.
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定まる。いま n段階の多段決定過程において，関数

(6-2) Q=h(q" x，)+h(q2， x2)+......+h(q.， x.) 

(37) 37 

を最大にすることを考えよう。 Q を最大にする決定変数の最適解が zグ，x，九

， XII*であるとすれば， それらの最適解を Q に代入して得られる値は，

プロセスの初期状態 q，と段階数 nのみによる関数である。この関数を

λ匂l)=max.max・ tx[h〔い，)+h(q2， X2)十十1叫， x.)] 

と定義すれば，結局，ん(q，)は

f.(q，)=maxl h(q" x，)+max・ma文 maxjh(q2' X2) 
XJ '- .:r:筒 L

+h.cq， ，附 H叫 ，xρ}]
となる。 ところで，上式の右辺第2項の由を初期状態として nー1段階のプ

ロセスから得られる Qの最大値を意味する。したがって，

〔刊 f.ω=mix[h(qh Zl〉十五一1匂2)] 

となる o ζの(←めが動的計同法における関数方程式 (functionalequation)と

呼ばれ，最適件の原理を数式的に表現するものである。

以下では，関数方程式の手法による Bellmanの解法に従って， 動的計E画法

の倉庫問題への適用を示したいc ただし， Bellmanのオリジナノレの論文には若

干のミエリ ディ y;，'があるので，その点の訂正を加えておく。

記号は従来通ザとする。最大にすべき目的関数

II= L: (PiY;-CjX，) 

古むさきに述べた関数 Q=Zlh(qJPZJ〉に対応する。ただし，われわれの倉庫

問題では決定変数はめと出の2変数から成り立っていることを注意したい。

最大利潤 maxIlは，初期在庫量Aとプロ也スの段階数 n <1)関数であるこ

とは明らかであろう。したがって，

(6-4) f，，(A) =max II 
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を制約条件をみたす可能な Xj， yjについての最大値と定義する。(6-4)にお

いて初期の在庫量Aが初期の状態変数q，に対応している。いま，段階数η=1

のときには，

(6-5) f，(A)=max (p，y，-c，x，) 

となり，ここで， Xl， Ylは次の制約条件をみたさなければならない。

I y，;;>; A 

(6-6) < x，-y，孟B-A
¥ Xl ~ 0， Yl ~ 0 

明らかに (6-6)の制約条件のもとでは

f，(A)=p，A 
になるG

さて次に， λ，(A) とλ(A)との聞の再帰的関係を求めなければならない。

もl.-. xl と y， が決定すれば，残りの変数についての制約条件は (2-1)~(2ーの

から次のようになる。

(6-7) 五(x;-y;)孟 Bー(A+x，-y，) i=2， 3， ......， n 

(6-8) y，孟A十XI-Yl
(6-9) y;三A+x，-y，+亙(Xj-:お〉 正=3，......， n 

(6-10) Xj ;;; 0， y;ミ0

(6→7) の右辺が(6-1)~(6-3) における状態変数 q， に対応する ζ とは容易に

理解されよう問。かくて， β_，(A)とん(A) との再帰的関係として

(6-11) f.(A)=max I p，y，-c，y，+f._，(A+x，-y，) I 
X.，少. L 

を得る。ここで，Xl - Yl は(6-6)の制約条件をみたさなければならないこ

とを忘れてはいけない。(6-11)がわれわれの倉庫問題を動的計画法によって

定式化したときの関数方程式である。

9) したがってI qHl=B-[CA十品x，ω]泊目七スの変換(←1)に対応すあ B
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さて， 関数方程式を設定すれば， あとは動的計画法の逐次計算を施せばよ

い。ただし，決定変数が 2次元の可能領域にある ζ とが，若干，計算を複雑に

する。 その反面， プロセスが線型(linearity) であることがかなりの救いにな

る。それらを考慮した上で，以下において，解への方向を一層しぼる ζとにし

よう。

(6-6)の制約条件をグラフで表現すれば図 6-1のようになる。すなわち，

第 1象限において，直線 y，=A上を含めてそれよりも下の部分，直線品川

=B-A上を含めてそれよりも上の部分。それらの共通部分が制約条件 (6ーの

をみたす可能領域である。つまり，多角形 OP，九九が解の存在する可能領域

を構成する。ことで，各端点の座標は，

0(0， 0)， P，(B-A， 0)，九(B，A)， 1も(0，A) 

であるZめ。

y， 

XI-Yl=B -A 

P， 
Yl:=A 

x， 

図 6-1

10) Bellrnan (3)では図に誤りがあり， しかも，考車する必要りない端点を，最適点となり得る
ものとしてもち ζんでいる。
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プロセスがすべて線型であることから，プロセλの各段階は個々の線型計画

法の問題に相当する。 したがって， 制約条件 (&--6)のもとで (&--11)の得る

方法については線型計画法における重要な定理

「可能領域である凸集合のいずれかの端点が最適解を与えるJ

を適用すればよい。かくて，上記の4つの端点 0，Pl，九， 1ものいずれかにお

いて， (6-11)の f.(A)の値が得られるであろう O

(&--12) 

ー (&--12)から，

となる印。

( f̂"，(A) 
I -c，(B-A)十ん ，(B)

p，y，ーCIXl斗f."，(A十x，-y，)=<
I p，A--c，B I f̂"，(B) 
lp，A+f̂ "，(O) 

(&--11)の関数方程式は，A孟Oに対Lて，

f̂"，(A)， 
I -c，(B-A)十fn"，(B)，

j~CA)=max I 
P 

p，A+，メ正ιLム一-→，(伶0)

端点 O

端点九

端点九

端点、 Zミ

以下残りの nー1段階についても同様の手続きを逐次繰り返していけばよい。

VII より 般化されたモデル

本節では， Cahnによって定式化された標準的な倉庫問題の中に，さらに一

つの費用項目として，倉庫費用あるいは在庫管理費用を含めたモデルを定式化

する。勿論，このモデルはCahnの倉庫問題を特殊ケ一月として含むものであ

り，その意味で若十一般化されたそデルであると云える。前節までの記号に加

九 C，あらたに以下の記号を定義しよう。

Ti 第 z期における製品1単位当りの倉庫費用

Z，・第 z期間中における在庫量〈既に発注したものを購入済みであるとする〉

11) ただし，AくOのときには，f，，(A)=Oとする。
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5; :第 z期末における在庫量

制約条件は次の如くである。第 z期間中の在庫量は，その前期末にお円る在

庫量から，第 z期の販売量を引いたものに等しい。

(7-1) z，=s，ーl-Y. ニ 2，3，......， n 

特に，第1期間中の在庫量は，初期ストックから第 i期の腹売量をヨ|いたもの

に等しい。

(7-2) z， =A  -Yl 
第 z期末の在庫量は，その期間中の在庫量にその期の購入量を加えたものに等

しくなければならない。

(7-3) S-;=2;+X. i=l， 2， ••.•••• n 

各期末の在庫量は倉庫のキャパγティ以下でなければならない。

(7-4) s，玉 B zニ 1，2，..，._.， .n 

変数はすべて非負である。

(7-5) x，孟0，y;孟ミ 0，z; ~ 0， 5， ~主 o i=l， 2， '.......， n 

o 

Z， Zn 

A 

y， y， y，ド ーー一一 _yn

D 

図 7-1
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以上の制約条件のもとで，利j閏をあらわす目的関数

(7-fj) 1I = L. (p，y，-c品 riZ;)
を最大にする。 ζれが本節におけるわれわれのモデソレの原型である。

なお， この原型モテノレをネットワーク・フロ-(network :ffow)として視覚的

に示せば図 7-1のようになる。横線は倉庫を意味し，左から右への時閣の流れ

に沿って，倉庫の位置を仮設的にずらしている。 点、Oは製品の購入先， 点 D

は販売先を示すものとする。

容易に気付くことであるが， 上記の問題で変数りいくつかは消去され得る。

変数の消去をほどこす己とによって問題を縮小させてみよう。 (7-3)のんを

(7-1) と

(7-7) 

(7-4)に代入し整理すれば，

i=2， 3~ ー， n

z，十x，三三B Z二 1，2， ， n 

[=-z，ニ A-Yl
x，詮0，Yi 孟 0，Zi詮oi=l， 2， ......， n 

を得るが，制約条件 (7-1)~ (7ーのと (7ー7)は明らかに同値でなければなら

ない。

次に (7ー7)の最初の2つの式より， z，を

(7-8) !こ;:?一主¥y i=2. 3， ......， n 
として他の変数町とおであらわすことができる。 したがってまた， 引を消

去することによって， (7-7)は次のような制約条件のγステムに変形され，

かもそれら 2つの条件システムは同値である。

(7-9) 

A+ L. Xj-L.民主O

A-y，詮O

A+玉(.7でj-yJ三B
.r;~ 0， yιミ=。

i=2.3， ー ，n 

i=1，2， ー ，n 

1:=1， 2， • ， n 

し
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他方， 目的関数 (7-6)は， (7-8)による z，の消去によって，

(7-10) TT=(p汁呂町)y，+(P2+豆町)y，+... 十(Pn1+Z-fg〕片 1

十(p.+r.)y.

一[(c，十台.. JX1+(C2十三心均十 +(c.九 )X"-l+叫]

-AEn 

=I;(p，+I; rj)y，-I;(c，十6rJx;-c"x，，-AL:: ri→ max 
...1 j=・ i".1 j=i+l .=1 

とあらオつされLることになる。

結局，標準的な倉庫問題に倉庫費用を考慮したわれわれの拡張モデルは，そ

の原型モデノレ (7-1)~(7-6)と同値関係にある (7-9)~(7-10) のように定式化

されることが示された。

この拡張された」般的なモデル (7ーの~ (7-10)はその特殊ケース土して

Cahnの標準的なモデルを含むことは容易に司王明される。まず， iIlJ約条件 (7-

9) は (2-1)~(2-4)とまったく同じものである。 そして，r;=O (i=1， 2， 

， n)とおけば (7-10)は (2-5)に帰着される。したがって，標準的な倉庫

問題 (2-1)~(2-5) は， 一般的なモデノレ (7-9)~(7-10) において倉庫費用を

ゼロとする特殊ケースであることが示された。

われわれの一般化されたそデノレと標準的な倉庫モデノレとの形式的な相違点は

目的関数にのみ見られる。すなわち，目的関数において変数の係数が異なる点

だけが2つのモデノレにおける遣いである功。このことを考慮すれば， 一般化さ

れたモデルを解〈には，既に説明した Charnes--Cooperの解法あるいはBell.

manの動的計画法をそのまま適用すればよいことがわかるだろう。

(7-9)~(7-10) に対する双対問題を得るのは容易である。 (3-1)~(3ーのを

みることに立って双対問題は以下りようになるo

12) (7-1のには -AEJFがついているが，よれは定数項であるから，最大化D中では問題にな
らない。
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(7-11) 

第105巻 第 1.2・3号

lf-z喜一一千〕
l一円引
Z=(B-A)員叫+AL;町→ min

U，. ~ -c" 

Uk ~ 0，叫 ;;;0

k=l~ 2， ....... n-l 

k=l， 2， . ， n 

k=l， 2， ......， n 

(4-1)， (4-2)による変数変換を施せば， (7-11)はそれと同値な次の問題に

変形される。

(7-12) 

弘一九.，量一(山+瓦tJ
u，ムミーC"

日+九?;， Pk十j~ rj 

U k-1孟 Uk，Vk-1 ~ V~ 

G 孟 0，Vk孟 O

Z= (B-A) U，十AV，→ mm

島=1，2， ......， n-l 

晶士三1，2， ， n 

k=2，3， ， n 

k=1，2， ，...， n 

(7-12) の問題と (4-3)~(4--8)の問題をくらべることによって， (7-12)の

解を得る手順は (4-1l)~(4-14) の手順の右辺を若干変えるだけでよいことが

わかる。そこで， (7-12)の最適解は

U.=max (-c"， 0) 

V，，=max (仏十九十九， 0) 

(7-13) Uk=m叫VH1ー〔ch4JJ〉，仏+1.0] 
k=n-l， n-2， .， 1 

1ろ戸max(U，十p.+L;η，Vk+l. 0) k=n-l， n-2， • ，1 

という再帰的な手順で決定きれるイ

双対問題の最適解が得られる1:.， (4-16)とまった〈同様にして， もとのf旬
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題 (7-9)~(7-10) の最適解を得ることができる。

VIII おわりに

(45) 45 

標準的な倉庫問題は本質的に多段階決定問題であり，したがって，その解法

も必然的に逐次決定過程の形をとる。 CharnesーCooperの解法も動的計画法に

よる解法もともに各段階ごとの逐次的なプロセスをたどるものである。

倉庫問題の最適決定の構造についての考察から，最適決定についてく5ーの~

(5-4)の特徴がみられる。

倉庫費用を導入する乙とによってモデルを拡張し，その解法は Charnes-

Cooperの解法， 動的計画法による解法を容易に適用し得ることが示された。

参考文献

仁1) Acko旺， R. L.， ed.， Progress in Operations Resedrch， Vo1. 1， John Wiley & 

Sons， 1961 

(2コ Betlman，R.， Dyn.mnic Programming， Princeton Univ. Press， 1957 

(3) 一一一一一，“Onthe Theory of Dynamic Programming"， Management Scieπce， 

2 (19田〕

C 4 J Cahn， A. 5.，“The Warehous巳 Pruble回"， Bulletin of Amencan Mathe 

matical Society， 54 (1948) 

(5) Charnes， A. & W. W. Cooper，“Duality" Regrouping and Warehousingヘ
ONR Research Memo. 19， Carnegie Institute of Technology， June 1954 

(6) 一一一一，M田叫genunt1九五odelsand Industrial Applications of Linear Pn.フー

gramming， John Wiley & Sons， 1961 

C 7) Garvin， W. W.， lntroduction to Linear丹.ogra情 ming，McGraw-Hil1， 1960 

(8) Vajda， 5.， Readings in Linear Program叩 ing，John Wiley & 50田， 1958 


