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〈研費ノート〉

生産関数と生産可能性曲線

植松忠博

は L がき

与えられた資源と技術の制約のもとでひとつの社会が享受しうる生産物の種々の組合

わせは，生産物空間に描かれる生産可能性曲線によって表現される。その基礎にあるも

のは社会の個々の生産単位〈産業または企業〕り生産関数である。 ところで企業の生産

関数につい Cは，たとえば Hicksi価宜と資本」にみられるように，それが規模につい

て収穫逓減であり，かつ叩w<曲な CUTvatureをもったものであることがアヅリオりに

前提されて議論されることが多し、。 そり場合には，古谷弘「現代経済学J (新版)0)芳

賀の注に証明があるように，当産可能性曲線も原点に凹な smoothな曲線になる。しか

し，個々の企業の生産関数がそのような形状であるアプリオりな保証はなし、。他方，産

業の生産関数については規模について収穫一定が仮定されることが多く， Blacll: (2)は

この仮定のもとで生産可能性曲線が原点に凹になることを証明Lている。 これに対して

も産業の生産関数が収穫一定になるアプリオリな保証はないであろう。か〈て個別的な

生産関数と生産可能性曲線との関係について，より包括的な検討が必要となるであろう。

黒岩 [5]， 14~15 頁にはこれがあるが， なお完全に包括的ではないと思われる。本硝

は， 1/)(同次に隈らず任意り同次閣数が homothetic になることを νンマにすえ，収穫

逓増を含む任意の同次関数について生産可能性曲線の形状を規定する条件を幾何学的証

明を使って明示したものである。

社会的変形関数の導出と生産可能性曲線。形状

はじめに一般的定式化を行なっt変形関数り導出可能性を示し， 次に単純なモデノレを

使って，変形関数の形状を検討しよう。

一般に，生産関数が与えられた時に社会的変形関数を導出する過程は， 以下のようで

あるD。

いま m 種D生産要素を使って n種の最終生産物を生産するとして陽関数の形で与え

I; より社命的変形関教の導出については， Graa宜 [3J，pp. 28-29を事照凶
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られた各生産物の生産関数を

Eう=F;(Xli'".x"，I) (i=l ..， n) 

Xj=乙XJ; (f=l...m) 

とする。

社会的にみた効率的生産 e町cientproductionの条件は，各投入許任意のー牛産物〔た

とえば第1財〕を除く産出水準を一定にして， 第 l財の産出を極大にすることだから，

Lagrangian 

L三I:p，F，+ I: A; (X;-I: x;;) 

の極大条件として表わせる。

この 1階の条件により

ilF; 、 !i=1... n、
Z司王一~l; \i~î:::;';') ただし向，"1

ji ¥;"=1"， m/ 

となる。

この式の両辺に dXjiを乗じて zとjについて集計すれば，

I: p，dY;-I: λ〆iXj=O

となり，凹"，1を代入すると

d只= LEμ，d巧十戸バ-dX;)]
こζで可積分条件がみたされてレるとすれば，

dF=[ZMK+干ι(-dX;)] 
となる関数

YI-F(Y2.ー ，Y"， -X" ...， -Xm)=T(Y，... Y"， X，... x;，，)~O 

が存在する。

これが社会的変形関数である。

以上で生産閣数が与えられると， 社会的変形関数が存在しうることが珂らかにされた。

では生産関数にどのような制約を与えると， 任意。 2財の限界代替率が逓増的な変形関

数が提lJjきれるだろうか。それを 2要素2生産物の単純モテツレに， 同次生産関数，要素

の限界代替率逓減というワクをはめた上で検討しよう。

E仮定コ、

1. 2生産要素引，引を用いて 2財 Yby~ を生産する。

2 各生産関数

y，二九(Xl1， xu) 
y，ニ12(X13'X2l) 



62 (62) 第 100巻第1号

ただ L Xl=XU+X12 

X2=Xll+X2Z 

は任意D同次関数とする。

3 2要素の限界代替率は逓減的であるとする。

E補助定理1)

2要素→ 1生産物の生産関数が同次関数止らば，それは homotheticな生産関数であ

る。

証明

homotheticな生産関数は

y=F[f(x，x，)] 

(ただしfは1次同次，Fは単調変換〕

と定義され，第1凶のように要素の限界代

替率が要素集約度(去)にのみ依存L.，産

出量水準に依存しないような生産関数であ

る。

いま，生産関数

y=f(Xb .L:) 

カ'n次同次関数とすれば，オイヲ の定理
により，

y=xlベ37，l)=榊(そ)
とかける o (ただし，f(号←タ(去))

x， 

。
第 1 図

(1)式を x，と引でそれぞれ偏徴分して限界代替率を求めると，

I 9(子)1 
告=含=(却イ一一ード(号)

19'(去)1 
となって， "次同次関数が homotheticなタイプをとることが明らかになるo

E補助定理2)

x， 

(1) 

2要素→ l生産物の 2つ白生産関数が homotheticな生産関数で，要素の限界代啓率

がそれぞれ0 ケースで逓滅的であれば 2財の生産の効率的軌跡 e伍ciencylocusは，

単調な convexfunctIon文は concavefUllction -Cある。

証明
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入の組合わせば，

2つの要素総量がそれぞれ一定。とき，最適な2財(y"y，)の生産を実現する，各投
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として，次のような Lagrangianで表わせる。

L=fl(X1b X21)-..tl[f2(X山 X2J-Y2J

ん(Xl1十XH-Xl) -A.a(X12+XZ2-X2) 

これほ，最適な生産を実現する点が， 2つの等量曲線の接点であることを示している。

これらの点の集合を効率的軌跡"とよぼう。この軌跡は 2つの ho皿 utltetic生産関数の

要素集約度の相対的な関係に従ってP 次のような形状をとる。

引)y，財の生産における要素集約

度(号)が y，財の生産におけ戸そ

れ(去)より小さい場合

いま伝意の効率的軌跡上の点Pを

この 1階の条件より

長記
長一まと

"， Oy， 
!l2 
x" 

a 

とり，Oy1P上と Oy，Pの延長上と x， 

に同ーの接線 bbに接するような点

Q， Rを，それぞれとる。

告等量曲線はそれぞれ hUIIlothetic

で，しかも限界代替率が逓減的(原 Oy， 

点に凸〉であるから，点 PとQ，R 第 2 図

における接線 (ω と bb)は平行で，しかも Q と Rとを通る等量曲線は，互に決して

交文しない。 従って bb上で接しあう仇と h との等量曲線は，そり接点、を必ず QR

a 

の中閑に位置せしめるであろう。

このことが伍意。等量曲線について成立するから，結局，効率的軌跡は，第 3図。(α)

2) efficiency 1()Cu5というタ ムは， Butor (1Jによっている.
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のような単調な convexfunctionになるで

あろう。

(ロ)反対に Yi財の生産における要素集約ー

度が y，財の生産における要素果約度より

大きければ，まったく同じ推論によって，

第 3図の (β)のような単調な凹ncavefun-

ctlOnの形をもっ効率的軌跡が描ける。

り要素集約度が等しい場合には，効率的

軌跡が Oy10Y2を結ぶ直線になることは明

らかである。

E定式1

Oy， 

Oy， 

α 

第 3図

2要素 (XhX2)による 2財(Yb yz) rJ)生産可能性曲線 productionpossibility frontier 

は，要素集約度の比較と， 規模の収穫性とにもとづいて次のような形状に分類できる。

P 要素集約度が異なる場合

イ〉両方とも収穫逓減。両方とも収穫一定。

文は一方が収穫逓減で他方が収穫一定。

→原点に凹

ロ〕両方とも収穫逓増。一点が収穫逓増で他方が収穫逓減又は収穫一定。

→原点に円又は凹

b 要素集約度が等しい場合

イ〕両方とも収穫逓減。一方が収穫逓減で他方が収穫一定。

→原点に凹

ロ〉向方とも収穫定。

→直線

ハ〕両方とも収穫逓増。一方が収穫逓増で他方が収穫一定。

→原点に凸

ニ〕一方が収穫逓増で他方が収穫逓減ム

→原点に凸又は凹

証明め

すべてのケースについて証明する必要はないので， 代表的なケースについてのみ証明

め第4図は Black[2J の創拍にかかるが， 彼の証明は生産関数が1次同次の場合に限ら才九
Houck (4)が収穫温棋の場合を合めた。本稿は収穫適捕の場合をも含めている。
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してオdこう@

第4図は白のイ〕要素集約度が

異なり，両方とも収穫一定〔生産関

数が 1次同次〉のケ スをとりあげ

たものである。

Oy，・A.B.ι.ο'Y2比効率的軌
跡を表わしているとする。

aDAa， bBb， cCGcは y，財の等

量山線であり，産出レベルを等間隔

にとっ C針。 1次|司次の仮定によ 077-J
って，図において DR=RGである。

九九， ...， /5んを B.D. E. G. F点

(65) 65 

OY2 

第 4 図

でり限界代替率を表わす直線とすればj 生産関数が homotheticであるとレう仮定によ

って，

t1t1 // t2t2 /1 t4t4 
t1t1 I1 t~t! 11 t，t， 

となって，これらすべてり直線は互いに平行である。

しかも yl， Y2の生産に日ける要素の限界代替率は逓滅的，すなわち各等量曲線は原点

に凸と仮定しτあるから，taEtaは ABの聞を通り ，tsFtsは曲線 BCの延長とで効率

的軌跡と交叉する。(交点L)従って，

BD>BK， BL>BG 

BL>BK 

しかるに 6BKEとムBLFとは相似だから
BP， BE=BL， BK 
BF>BE 

この最後の式は何を示しているだろうか。それは，y，の生産が収穫一定ならば，BF (f/ 

産出隔差の方がEBの産出隔差よりも大きいことを示している。ついでに言えば，y，の

生産が収穫逓減に従っていれば， く収穫一定の場合より一層大きな割合で) BFの産出

隔差が EBQ)産出隔差よりも大きいことを示してしι。も Ly，の生産が収穫遁増に従
っているならば，BFの産出隔差と EBQ)産出隔差との大小はいちがいには言えなぐな

って〈る。(収穫逓増の程度，すなわち62頁(1)式の nの大きさに依存するであろう〉

さて，相方とも 1次同次の生産関数の場合にもどるとs 図から明らかなように，出品i
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の生産につレては D と A，CとG は同じ産出レベルにあり ，y，財については A と

E， FとC とは司じ産出レベルにある。従って，いま A→lヨ→Cへ最適産出のレベルを

変えると，.Aß から BC へ y， 財の生産を同じ規模だけ増加する (BD~GB) 時にヲ y，

財の生産は BEくBFに従って p より大きな規模で減少しなければならない。すなわち，

一方D財の生産を同単位ずつ増加していく時z 他方の財の生産は累積的に大きな規模で

減少しなければならない。

ぞれは言L、かえれば，Yl， Y2財ーの生産における生産物の限界代替半が逓増的(生産可

能性曲線が原点に凹)であることを示しているυ

上の証明は， 2財の生産が収穫逓減に従っているケ ス， 収穫逓増に従っているケ

スに応用できる。

まず y，の生産が収穫不変でァ Y20)生産が収穫逓減的であれば，

DBニBG のとき EBくBF'

より，明らかに前とi司じ結論、すなわち，y，の生産か同単位ずつ増加していくときに，

y，の生産を累積的に大きな規模で減少しなければならないという結論が，ひきだされる。

またヲ引が収穫一定で y，が収穫逓増のケースでは，

lJH~13G， 丘βくFH

は，y，がどのように生産規模を縮少するかについて明らかにしない。従って生産物の限

界代替率は逓滅的な場合も逓増的な場合もあるだろう。

次に y，もy，も収穫逓滅的なケースでは，y，り産出レべんを等間隔で拡大するとい

うことは，第4図で

DB<BG 

となるように 00，bb， cc曲線を定めることであるから 3 明らかに

BK<BDくBG<BL

となってj 前と同じ，BF ， BE~BL ， BK より z

BEくBF

が成立しヲこの式は， (収穫逓減に従っている)y，財の生産において，産出レベノレりBC

隔差が AB隔差よりずっと大雪いことを意味している。従って恨界代替率はより大きな

程度に逓増的であろう。

次に Yl>Y2とも収穫逓増的ケースでは，y，が収穫一定，y，が取穫逓増的なケースと

同じ結論に至ることが推論されよう。

第5図ほ君。イ〕要素集約度が等しし両方とも収穫一定のケ スをとりあげたも

のである。 QPニ PRにとって，y，の生産を同じ間隔で拡大した時，y，の生産は QP=
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PRより同じ間隔で縮少していることがわか

る。すなわち 2財の生産物限界代替率は 定

なのである。あるいは，生産可能性曲線が右

下りの直江線であると言ってもよい。

y，が収穫一定で y，が収穫逓減〔収穫逓増 a'

のケ スでは，y，の生産を QP=PRで拡大

したとき，y，の生産が QP=PRで縮少する

ことは， y，の産出レむしが等間隔以上〔以
Oy， 

下〕に縮少したことを意味するから， 2財の

限界代替率が逓増的 L逓読書』わであることが

わかる。

(67) 67 

Oy， 

第 5 I盟

次に両方とも収穫逓減 c収穫逓増〕に従うケ スでは，QPくPR[QP>PRJにとフ
て考えてみればよい。定式の結論が評明されることは容易にわかるであろう。

以上で 2要素→2生産物の定式の証明は終った。 この定式を多数財D場合に一般化し

ておこう。

に仮定コ

任意の 2生産要素の|現界代替率が逓滅的な生庫関数が与えられたときに，

〔定式]

各財り生産における要素集約度がそれぞれ異なっていても， 等しい場合を含んでいて

も，任意。財の生産について収穫非逓増が支配していオ叫£ 生産物申変形関数は限界代

替率逓増(生産可能性曲面は原点に凹)である。

収穫逓増を含むケースにおいては，変形関数は限界代替率逓増となるとは限らない。

E以上】
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