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つの価格理論

ワノレトとレマク

有賀裕

はじめに

ケイ yズ了を偉大な例外として，今日の価格理論の多くは，同時決定論のかた

ちで与えられているといっても過言ではない。しかるに，生産経済における価

格理論は， 1930年代を相前後して線型理論の観点、から，数学者たちによって独

自に産みだされてきたともいえる。彼らの理論は，第二次大戦を契機とした線

型不等式論の発展に伴い洗練され， 1950年代に簡明なかたちで再登場し，経済

学者たもの興味をひくところとなった1)2)。

私がこれから本稿で扱おうとするパイオニアーたち，つまり， レマクペ ワ

ノレト 4九ノイマア〉といった人たちは， みな経済学者ではない。 レマクはスラ

ッファ的とは独立に「商品による商品の生産」モデノレの非負解をいちはやく解

いたし，ノイマンは拡大(縮小〉再生産モデルの非負解について，一方， ワル

。Kuhn.H. W.， and A. W. Tucker. Qml円 'bu/.iun:.如 Theuη ofGamcs， Panc巴tonU 

P.， 195D 
2) Kuhn， H. W.， and A. W. Tucker， L間四rlnequaliti，白 tmdRelated Systems， Princet叩

u. P.， 1956 
3) Re阻止， R.，"Kann die Volkswirtschaftsleh回目neexakte Wissenschaft werden? “， 
Jah品ucherfur Na恥 nalokono冊 ieund Sta曲 tik.Band 131. 1929. 

4) Wald. A.， JI Ober die eindeutig positive L也 barkeitder neuen Produktio田 gleichungenへ
島-gebnisseeines m.athB1叩加ch師 Kolloquiums.Heft 6. 1933-4 

5) v四， N四 mann，J.， "Ub町 einOkOJ祖国民h田 Gleichungssystemund eine Verallgemein-

ung des Bruuwe四 chenFixpunkl園出回“，Ergebnisse ei"es mathema加 chenKolloquiums， 
Heft 8. 1937 (tra田 latedin Review of ECon01間:C8注udies.1945-6) 

6) S 回 ffa，P.， 17仇iuct前onqf白 mmc曲'tie，sby M出 nsof白刑moditi田. Cambridge U. P.， 
1960 (菱山・山下訳「商品による商品の生産」有斐閣，昭和37年).
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トはワノレヲスコカッセル型生産モデノレの非負解についてはじめて厳密な存在証

明を与えた。

彼らの表現は，時代の制約から古くなった面があり，なおかっ，数学的に難

解である。このために，その後，ある特定の立場からの解釈が施される余地を

与えた。とくにワノレトについては，線型計画理論と限界生産力説の立場から再

解釈されるようになった。しかしレマク， ソノレト，ノイマンはみな経済学り常

識から自由な数学者たちである。与の自由は時として，経済的な真理の宝庫と

なる。実際，彼らは「長い間の逃れようとする闘いJ (ケイ γ ズ〉の手助けと

なるだろう。これまで，この意義を重視することは比較的少なかったように思

える。われわれは， 正〈に彼らの線型性についてのアイディアが既知の経済理

論の特殊なケ スとして吸収できるというこJとにばかり囚われて，その独自な

意義を評価する努力をおこたってきたところがあるのではないだろうか。

I ワルトの価格理論

ソローは，かつてつぎのように述べたことがある。 I限界生産力説といった

ようなものは本来全く存在しなし、。… u 寸こだー財しか存在しないというのでな

ければ，方程式は未知数よりも少なし ζれらの方程式は一般に決定できない。

したがって，それらの方程式は財についての需要方程式によって補充されねば

ならないoJ7) しかし，これはなにも限界生産力説に固有なことではなし広く

は新古典派的な生産理論のもつ構造に根さすことである。ソローの主張に相似

の特徴は，すでにその30年以上も前に，線型理論の枠組のなかで「ワノレトの定

理J"によって示されてし、たといえるだろう。

ワノレトがもとにしたそデルは， ワルラス カッセル・モデルである。このモ

デノレでは n個の生産物 Sjは，生産物品とは相異なるm個の生産手段 R;の

7) SoJow， R. M.，“Distribution in. the Long and Short Run" in Marchal， J.. and B 
じucros(ed.)， TheよHst地 utionof Natumal 11lcome， 1968， p. 430. 

8) Wald (1933-4)， locα't.， S. 12 
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円単位を結合して生産される。 S，の生産量を 5jとする。各工程は，生産物 Sj

1単位の生産のために，生産手段 R，を aij単位使用する。また.Sjの単位価

格を σI> R;の単位価格を ρ. とする。

生産手段の需要方程式 (m個)

円二a，山+… +aÎnS~ (i=!， ・，m) 

生産物の費用・価格方程式 (n個〉

σj=aliρl十・ +amip"， (j = 1，・ ，n) 

「ワノレラス=カッセル型の生産構造」は この二組の方程式体系によって示さ

れる。ワルラスやワノレトは， この構造りなかにあらわれる「生産手段」を過去

から相続された本源的な生産要素であり，その存在量を所与の経済データとみ

なした。 さらに，生産物 Siをむ単位生産するときの単位価格町は f，(5j)

の値をとることがわか司ている， とし、う仮定をお〈。

σ，= f;C5;) (j= 1， "'， n) 

これによって， ワルラス=カッセノレ・モデルは，間+2n個の方程式にたいして，

m個の未知数 Pt，n個の未知数 dj， n個の未知数むをもっ。この体系の特徴は，

n個の既知の函数 Jうを導入することによってワルラ丸二カッセル型の生産構

造を閉じている，ことである。

これらの方程式が確定されるとしても，決定されるべき諸価格や生産量が負

になる体系を解〈のでは，経済学的にいみがない。また，生産手段の価格が O

であるということは，それらの生産手段を無償で手に入れることができるとい

うことにほかならないが， ワノレトたちは，その理由を，それらの存在量が完全

に利用しつくされていないということに求めた。ワノレトはつぎのように述べて

いる。iIi稀少な』生産手段は， ワノレラスのばあい，経済のデ タとみなされて

いる。しかるに， もうそういうわけにはゆかない。というわけは，生産手段の

稀少性，あるいは，非稀少性は，生産物にたいする需要函数民(5" S.)や

技術係数内等に依存しているからである。J"つまり，過去から相続きれる利

用可能な生産手段のすべてが，完全に利用されつくすとはかぎらない。いくつ
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かの生産手段 Riは使い残される。したがって，

修正された生産手段の需要方程式(刑個〕

r;=ails1十+a;nSn+Ui (i=1，ー，間〕

ここに，各 zについて附註Oである。 Ui>Oが該当する生産手段 R， は「自由

な」生産手段であり，これには Oの価格が付けられるものと考える。

U;>Oであるなら，;t'，品=0，あるいは，

u，p;=O (i=l，守， 111，) 

「修正された体系」には隅個の新しい未知数 UlJ U.". が生じるが， そのた

めにm個の方程式が付け加えられるので，方程式体系は確定であるロこの「修

正された体系」が非負解をもつだろうか左いう「シ 1 レージンジャーによる設

問」を，ワノレトはつぎのような諸仮定のもとで解いたのである。

「ワ J~ トの定理JlO)

「方程式体系 (Sch1) 

r;= ~ a'JSj+Ui 

11] = :6 aojPi，σ，= J，(S，) 

(i=1，…， m) 

仁j=l，"'， n) 

ここに，r，と a;jは所与の数，jうは既知の函数であり .Uj，ρi，Sh(]jが未知数

である。

仮定 1.r，>O (αi=l. .…"，、，m) 

仮定 2.a耐tり訓J

仮定 3.jについて a品"宇ド同0 となるような少な〈とも一つの iが存在する。

仮定 4.各 Jについてむの正の各値の函数 J，(Sj)が定義され，非負・連続

・狭義単調減少10; さらに，limjj(sj) =∞山.
，，-.0 

の布団d.A.， .. Uber einige Gleichung.ssysteme der mathcrnatischen OkonQrnie“J Zeits-

品 目ift、furNat国nalok017omie，1936 (translated in Ec01:由 netrica.1951)， S. 639. この論
文では，f，(叫は fJCSh・.s，，)にかき直されている。

10) Wald (1933-4)， loc. cit.， S. 12. 
11) ワノレトは後に解の一意性をjjIJ)狭義単調性のかわりに「顕示選好0)1!i定」を用いて証明した。

Wald (1936)， /，町"dt.， S. 640 
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仮定 1-4が課されるとき，方程式体系 (Sch1)はつぎの付帯条件

Sf~O， σJ詮0， ρよ 0， Ui~O， 片山=0 をみたす未知数叫 Sj， dj にかんして一意

の解体系をもっ。ただし， ρEの一意性は，行列式の基本定理により，

detlaulヰOでないかぎり確定されない。」

ワノレトは， 函数万iのことを生産物価格をきめる(逆〉需要函数であると考

えた。このとき iワノレトの定理」に「ワルラス恒等式」が密輸入されること

になる。 1936年の論文では， iワノレラス恒等式Jの成立はワノレト自身により積

極的に主張されている日〉。ワノレ卜の最初の論文に同時掲載されたK ・メンカ守一

CC・メンガーの息子〕のつぎのコメントは，こうした解釈に強い影響を与え

たιとであろう。

ワルトの作業によヮて，二つの基本的な考え，つまり， i一方では，ストッ

グがより多くなるにつれて単位価格はますます低〈なるという欲望飽和法且Ijな

いしは定理，他方では，生産手段の価値は生産物の予知しうる価値を目安にす

る正いう定理ないしは生産手段の価格と生産物の価格のつながりについての表

明との両者が結びつけられた。」凶

「定理」の証明からも窺えるように， ワノレトが函数 Lのもつ役割を重要視

していたことはたしかである。 しかしながら，函数 Jらを導入することだけが，

ワルラスニカッセル型の生産構造をもっ経済の非負解を証明する唯一の途であ

ると考えるべきではなし、。これについては次節のおわりで答えることにしたい。

11 r新古典派的生産」と「商品による商品の生産」

ワルトは，函数 Jちを〈逆〕需要函数であると考えて，人々が生産手段の販

売から得た所得を生産される生産物の購入にあてるという商品交換りノレートを

「黒子」として登場させる。このため，任意の価格にたL、して「ワノレフス恒等

12) キュ ンは「不動点定理」を用いて証明したa このとき，f，は単に非負領填で連日続であればよ
い。 Kuhn.H. W.，“On a Theorem of Wald" in 2). 

13) Wald (1936)， /，白叫目， S. 647. 

14) Wnld (1933-4)，loc. cit.. S. 19. 
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式」五五(山

量 SJ は同時に均衡需要量であるという「生産物市場の需給均衡条件」を課し

たことになる。もしそうでなければ， (逆〉需要函数と呼ぶことはできなし、。

さらに， ι=がめ〉であるから JE6J5J=亙ρれのかたちにかけるので，ワル

ヲス=カッセノレ・モデノレの「ワノレラス恒等式」は「生産手段市場の需給均衡条

件」をいみすることになる。この点に目をつけたのが，キューンである。キュ

ーンは Iワルトの定理」をつぎの線型計画問題に結びつけた'"。

極大問題

η註ailSl+ ァトa，，，s，， Ci=l，・・，m) と SJ孟o(j= 1，…， 71) を制約として，総

生産額 EdjS，を極大化する Sj を求める。

極小問題

t1 j~五 alj仇 +"'+aln~ρm (j=l， .••. n) と p， ~O (;=1，ー . m)を制約として，

総費用額五 ρれを刷、化する ρz を求める。

競争的な経済で線型計画の集計的な目的函数の最適化をはかること自体，疑問

である。しかし，このような経済計画が実行に移されるものとすれば r線型

計画の基本定理」聞により，生産手段市場の需給均衡が達せられることになる。

線型計画(極大〉問題では的を所与としなければならないけれども， ワノレラ

ス恒等式は任意の叫について成立する。したがって，函数fiが適当に定義さ

れるならば，上記の線型計画の最適解はつねに「ワルトの定理」をみたす。キ

ュー γ の論文と同じ年に発表された本のなかで， ドープマン=サムエノレソン=

ソロー (DOSSO)は.線型計画問題を限界生産力説に結びつけた。こうして彼

らはつぎのドグマに達する。 Iあらゆる競争的一般均衡体系のなかには，産出

量価値額に対する極大問題と要素報酬に対する極小問題とが隠されてる。JJ.7)

15) Kuhn， H. W.， /，町 • cit. 

16) Ibid.， p. 267 
17) Dorfman. R.， Samuelson. P. A.. and R. M. Solow， Linear Pl岡宮ra叩叩'ng and E.印 nD・

間企 A厄alysis，1956 (安井福岡渡部小山訳「線型計画と経済骨折」岩波書庖，昭和34年)，

邦訳， p. 461. 
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第 I節官頭のソローの主張を逆にとれば，需要函数の導入は限界生産力説の復

活をいみする。 DOSSOの主張にしたがえば， これと同じことが， ワノレラス=

カッセノレ・モデルについていえるのである。

線型計画と限界生産力説との関係をみるために，線型計画極大問題の制約式

をワノレトのようにスラック変数 u，を導入してかき直しておくのが便利であ

る:

Ea，Jむ+ui=ri(i=l，ー ，m)，あるいは，

I-A I 
(s， u) 1 I=r 

乙 ζに， Aはnxm次0行列 Iは隅 xm次の単位行列である。さらに簡単の

ために

xs=r，あるいは，
.+m 
L: x，b.=r， 

とか C b，は行列Bの第 S行 (s=l，"'， n+m)を示す。 Bは任意の非負行列

なので，明らかに上式はBによって張られる凸多面錐で Rmの部分空間を成

す。しかるに Rm内の点 r=Crl.・，rm)が所与の有限個の点 b，の非負一次

結合であらわされるとすれば，係数 X，の値を適当にえらぶことによって，正

係数の個数をたかだか明 (Rmの次元数〉以内にすることができる。つまり，

kEKについて X.>Oとするとき， K25m問。

r=E』zh

ここに， bb b"，は一次独立なベクトノレの組である。したがって， これらは

閥次元ベグトルの一つの基底となって，任意の b，について，

hs= f: X.k.bk' あるいは，

b，=xC. 

XI..>Oと仮定すれば (b"..，bm) の転置行列 Cは正則 (non-singulaりとなっ

て，意、に，

18) 二階堂副包「現代経済学の数学的方法」岩波書唐，昭和35年.p.190 
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x=b，C-'. 

m次元行ヘクトノレ xがすでに純収入の極大を与えるとき， ベクトルの組 Cは

第 123巻第S号

「最適工程」であるという。

いま br， "'， b"，が最適工程であると仮定する。そして Xの変化 dXを考え

てみる。生産手段 R，を1単位だけ使い他に何も使わないときの生産手段の利

用状況を L とかけば.1.を最適工程の組Cの一次結合であらわすことができ

る'"。つまり，ある dX(i)にたいして，

dX(i) C= 1" 詳 Lくかけば，
~ ~ 

dx， (i)b， +... + dXm(i)bm= ( 0， 1， 0) 

しかしCは正則と仮定するので，一意に

.:JX(i)= I，C-'. 

DOSSOは，乙の dx(i)が与える純収入の変化を「第 z生産手段の限界収入

生産力」と呼んだ。これを m-Cので記す:

m(i) = L.σk.JXk(Z) =I.C-1(j， 

ここに， σは問次元列ベグトノレである。

一方， シンプレッグス規準によれば， b.が最適工程から除外される工程で

ああはあい，

ds> I: rJkXks 

だから，最適工程に含まれる b，にたし、しては，

b
 

d
 

d
 

mZH 

〈
=σ

 また，最適工程 b，を除外することから得られる利益は正になることはなL、か

ら，

zz z
 

tn σ
 

mZM 

ミ一S
 

6
 

ゆえに，最適工程では I sE (1， "'， m)にたいして，

b
 

z
 

v
k
 σ

 

m
Z恒一一σ

 

19) DOSSO. loc. cit..邦訳. p. 186.204 



X=b，C-lに注意すれば，

O'I=Xσ=b.C-1q. 

二つの価格理論

この ι の式に m(のを代入すれば，

FEm〈のb，=b"m(l)十・十b訓 (m)

右辺を工程 b，の「帰属費用」のいう。さらに m(の=ρz とおけば，

6ιt1s=戸=Zι

(165) 49 

つまり札，最適工毛程量では， 生産手段の価格 ρEは限界生産IJm(i)に等しくなけ

ればな bない。こうし亡，最適解を求めるために「君の限界生産力を均等なら

しめよ」時と， 'うのが DOSSOの結論tある。ただし，以上の解釈が成立す

るためには，工程の選択と操業水準の選択とが interchangeableであって，こ

れらの選択は純収入を与える生産物価格以外の経済的要因から独立であるとい

う想定が隠されているというと主に注意すべきである2九

ところで，ジョーゼスキュ・レーゲ :/22)は，新古典派的な生産理論のもつ特

殊性を説明するために n個の財がある経済で，非負の投入 (ab a，，)を非

負の産出 (b" ・，b.)に変換する工程を考える。これを

p(;:::::;:) 
とかき， i一般的工程」を呼ぶ。 Oと正の要素を区別しでかけば，ワルラス=

カッセノレ・モデルや新古典派生産函数のもつ工程は，

p(az 品。り
0，・， 0， bH 1， bkl 

のかたちにかくことができる。ここに，向向は「本源的な生産要素の投

20) ll;nd.，邦百五 p.183 
21) Pasinetti， L. L.. L町加問SOil the Theη of 'Production， Macmi.llan， 1977 (邦訳遅刊)，

p.185 
22) Georg白 cu-R田 gen，N.，“The Aggregate Linear Production Function and "Its Applica-

tions to von Ne山田町l'SEcono皿icModel" in K∞'pma田，'1'.ι(ed.)，Activi旬 Analys目

。fProduction and Allocation， John Wiley. 1951， Chap. IV 
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入」を示している。一方， 外生的な需要なしに商品生産が行なわれるような

「閉じた生産構造」をもっそデルのことを，以下. I再生産モデル」と呼ぶ。

いま，

9(:'::::::::) 
という型の工程を考えると，この工程からなるモデルの一部は，閉じた生産構

造になっている。しかし本源的な生産要素が存在するの乙そり帰属費用主極

小にする線型計画問題をつ〈れば，最適工程では，

工程 1単位あたりの粗収入

=その工程 1単位が吸収する本源的生産要素の帰属費用+単位直接費

が成立する叩o k十1. n財の価格は所与としているので，本源的要素の価

値を限界生産力に等しくすることが，純収入を極大にする途である。こうして，

新古典派は利潤を正当化しようとした。しかし，この理論は完全な「再生産モ

デル」では通用しない。これを次節で詳しくみることにしたい。

最後に， ワルラス=カッセル型の生産構造をもっそデルの価格決定に代替的

な解釈を与えよう。 もし生産手段九の価格品を「再生産モデル」の基礎財

〔財生産のために直接・間接に用いられる財〕の価格であると考えるならば，

Aは生産体系内の既約な技術係数行列のフロベニウス・ベクトルの成分として

定数倍を除いて一意に定まる。生産手段は歴史的に所与とされるのではなく，

「商品による商品の生産」から得られる。このとき Iワノレトの定理」の価格

的をもっ生産物品は，基礎財生産に参加 Lない者修財である。したがって，

価格的をきめる方程式は非基礎財の価格決定方程式に還元できる。こうして

ワルラ λ=カッセル型生産モデルは，既知の函数 Jちからなる一組の方程式の

代りに，基礎財の価格方程式体系を用いて閉じることができるυ このばあい，

ワルトのモデノレは，スラッファの本の第11章「土地と差額地代」と同じモデノレ

であるとみなすことができるだろう。

23) DOSSO， loc. cit.，邦訳. p. 191. 
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III 再生産の理論

ゲーノレ'"とトムソン舶の論文を手掛りとして， i再生産の理論」と「線型計

画型の理論」の基本的な相違を明らかにしようというのが，本節の狙いである。

ゲーノレは n個の財 Gb G"，を生産する閉じたモデノレ(再生産モデノレ〕

で，技術と経済の双方について「拡張率」を定義することからはじめる。生産

工程 (a，b)は， 非負の産出 b=(b"…， bn) を離散的な単位時間で生産する

ために， 非負の投入 a=(al' ー，a..)を必要とする。 こζ に，bjo ajは財 Gj

D単位数を示す。工程 (a，b)の技術をつぎのように特定化する。

仮定 l.a=Oならば. b=口である〔桃源郷の不可能性の公準)0

仮定 2 生産空間(すべての工程の集合)Zは閉凸錐である回。

仮定 3. l'の財 G;i， Zのなかの少なくとも一つの工程の産出である O

これらの財の集合と生産空間 Zをあわせたものから，本節のモデノレ M を構

成する。このとき，工程 (a，b)における財 G;の「拡張率」を

aj(a， b)=b;/a; 

とか〈。さらに，工程 (a，b)の「技術的拡張率」を

a(a， b)=minα，(a， b) 

とか〈。これは，工程 (a，b)で次期の再生産がボトル・ネックなしに実行可

能となる技術的な極大率である。 i仮定 lJより a(a，b)は(a， b)中Oにた

いしてつねに定義吉れ，実数値をとる。また， i仮定 3Jより拡張率がすべて

Oになることはない。 乙うして「モデル M の技術的拡張率」は， (a， b)EZ 

かっ (a，b)キOにたいして，

aM=max a(a， b) 

24) GaJe， D.，“The CI03ed Lincnr Model of ProducUQu" in 2) 

25) Thompson， G. L.. "0且由eSolution of Game-Theoretic Problem"旧 2)
26) Gale， loc. cit.， p. 2町 I ① zは R加で閉じ亡し、る o @Z.2/E三Z ならば z+ピーZ.@ZEZ 

かつ J己Oならば..lzEZ(穂型住).
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とかけるo"，(a， b)=αMならば，工程は「技術的に最適である」というm。

われわれは，工程 (a，b)の経営の目的が唯一操業規模の増大であるような

経済を考察している。つまり，来年は今年の p倍の仕事をすることを目指す。

今期の所得で次期の費用を賄うという仮定のもとでは，係数 ρをきめるものは，

今期の利潤(剰余〉にほかならなし、。 したがって，工程 (a，b)の実行可能な

拡張率は，収益性により，上から有界である。財集合に指定された非負の価格

Y=(Y" Y.) と工程 (a，b)が与えられるならば，-L.程。J費用 aY，そのL

程から得られる次期の所得 bYが定まり，工程の収益性がわかる。

β(a， b; Y)=bY!aY 

これを価格 Y での工程の「経済的拡張率」とL、う。ある Y のとき，

β(Y)二 maxs(a， b; Y) 

は∞になるだろう。しかるに， I仮定 lJを用いれば Y>O，β(Y)く∞になる

から，

βm二回ins(Y) 
Y 

は実数値をとる。

各工程 (a，b)は，経済的に実行可能な極大率， つまり， (1(a， b; Y)で拡

張しようとするだろう。しかし，価格が適切に指定されなければ，各工程が必

要としかっ購入できる投入物を経済のその他の工程が供給することができなく

なって，この率で拡張することは技術的にみて実行可能でなくなるかもしれな

い。したがって，再生産主実行可能にする「重ね合わされた価格体系J'別 Y を

求める必要がある。このような価格は，極大率 a!M で経済的に拡張できるとい

ういみで最適工程 (a，b)が存在し，なおかつ， し、かなる工程もそれ以上の率

で経済的に拡張する誘因もなくまたそれが不可能であるときに，与えられる。

ゲーノレは， ζれをつぎの定理に要約している。

27) lbid.り p.288 こり定義は，あるとび主主けて高い拡張車をもっ最適工程がただ一つだけしか存
在しない事態を許す。

28) ，. Superp叩抵抗esPreissystemぺRe宜l8.k，loc. cit.， S.干07，S. 725-733 
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定理 1(ゲーノレ〕

fMが技術的拡張率 aMをもっそデノレであるならば，

(1)β(a， b; Y)=αM 

(169) 59 

(2) 日(a，b; Y)が定義されるすべての (a，b)EZにたいして日(a，b; Y) 

=三αM

となるような最適工程。， b) と価格ベクトル Y が存在する。」

ゲ ノレによれば，いかなる最適工程 (a，b)も b>Oをみたずとき，モデル

(経済)Mは正則である (regular)という。 ζ のとき，すべての財が生産され

ているのでなければ，経済は極大率 aMで拡張しえない。

定理 2Cゲ ノレ〉

rMが正則 (.egula.)ならば，txM=J9"，.J29
) 

さて，ノイマ γ ・モデルの工程は， うえでみた工程の特殊なケースである。

ノイマンのばあい，生産空間 Zはベクトノレ (a"b，)の有限な集合によって張

られる凸多面錐である。 (a"b，)を基礎的工程と呼ぶ。 般的工程 Ca，b)は

基礎的工程の非負一次結合である。

(a， b)= L: x，(a" bι〕

この非負の x，は第 z番目の基礎的工程の操業水準〔集約度〉である。これを

行列表示すれば，

(a， b)= CxA， xB). 

ここに. a;， biは行列 A，Bの第 z行ベグトノレ， a.1， biは行列 A，B の第J列

ベグトノレを示すものとする。明らかに X=(Xb"'， Xm) が工程 (a，b)をきめ

るから，ノイ 7 ン・モデノレの「技術的拡張率」は互の函数のかた bにかかれる。

α;Cx) = xb' /Xa;，α〔エ〉=ZEIEnα;Cx).

方 r経済的拡張率」は価格 Y の函数であるから，

s，(Y)=b，Y/a，y， sCv)=ma玄 β，(v)，

とか』十る。

29) 正則であるこ之は fl'x=ムの品要条件ではない。 Gale.loc 回 t.，p. 299 
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「ノイマンの定理」

1(1) αxA~xB 

(2) αxa'くxbj ならば，YJ=O. 

(3) ßAY~BY 

(4) sa;Y>b;Yならば，x，=O. 

となる上うなベクトノレ x;と0，Y;:'Oと正数 a，sが存在する。J30)

ノイマ Y・モデノレ(1)- (4)がE別であるならば，つぎの定理が成り立つ。

定理 2'(ゲール〉

「正則なノイマン・モデルにたいして，

皿 axα(x)=mins(v)，あるいは代替的に，

max ffiln回 ;(x)ニ皿in皿 axβ;(v).J
x y 

E則の定義から，最適工程では xBy>Oである。「定理2'Jより，正則なノ

イマ Y・そデノしではつねに a=s=xBy!xAYとなる正の解をみいだせる。さ

しあたり実行可能であるかどうかは問わないで，この範囲でノイマ y ・モデル

をある種のゲームとして解釈し直してみよう。

(1') x(B-aA) 20 

(3') (B-aA)Y三二O

(5) xBY>O 

(6) x と Y は， それぞれ， その成分が合計Lて 1になる確率ベクトんで

ある。

ここで，P=a!(1+a) とおけば，行列 Bと -Aは，凸結合の行列 Mp=(l

p)B十p(-A) のかたちにすることができる。ゆえに，

(1つxMt;:'O

(3") M.Y三三O.

30) γャンパ ナ ウ γは，(I)を「生産体系の規則J. 1'1を「自由財の規則ム 131を「価格体系の規
則J，1:4)を「収益性の規則」と呼んだ。 Chanpernowne.D. G.， . A Note on J. v. Neumann's 
Article on “A Modelof E∞'nomic Equilibrium "，' R品 iewof &，四四2IcSlu品自.1945-6， 

pp. 13-15 
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こうして， トムソ Yは， (1つ， (3つ， (5)， (6)で定義されるゲーム叫にたいし

て，つぎの定理が成立することを示した向。

「卜ムソンの定理」

IPが行列 Mpを公Eなゲームにするような最大の値(ないしは最小の値〉を

とるならば， xBy>日となるような Mp にとっ τの最適戦略白組 (x，y)が

存在する。」

経済が ι=自となるとき iトムソ γの定理」は，且4を利得係数行列とす

るゲームとして解釈できる余地を与えるようにみえる33'。 ゲーんの「定理 2'J 

は，さらにこれを支持しているようにさえ思われる。果してそうだろうか。解

答を与える前に， トムソ Yが与えた数値例をみておとう aω。

mlω
，
 

o
u
'
A
 

(
 

一一A
 )

 

1

1

 

2

1

 
(
 

一一B
 

この経済は正則であ喜ばかりでなく， A+H>Oであるので， α=β は一意に

定まるお〉。明らかに，ゲームが公Eになる一意の Pの値があるはずである。実

際，

IMP14  
1=1-2P'=O 

1-2p 1-P 

から， P=1/ v'Z>O。ゆえに，この Pにたいする一意の最適戦略は，

(，2.， ，:..I ただし全 Xi=¥イ吉+1' 、12+1) I~/ ，-，--，. i~ 

31) 11JR定 3Jより A;;'O，I正則自仮定」より最適工程では B>Oだから， ゲームり値を uとす
ると，v(-A)く0，v(B)>O また， I公正なグ ム」とは v=oとなるゲームをいう.

32) Thom:戸οn，loc口 t.，p. 281 

33) 轟幅比労冊を唯一の本源的生産要素とする「開かれた」ノイマγ・そデルをつ〈ったとき.
公正賞銀事 Q をパヲメーターとするゲームを提案した。こり Q は「トムソンの定理J<D Pに
対応する。 Morishiroa，M.， Theo町，ofEc四 mnu:Groτvth， Oxford U. P.. 1969. p. 120. 

34) Thomps咽 ，loc口ム， pp. 276-80 

35) Kerneriy，]. G.， Morgenstern， 0.， and G. L. Thomps町，“A Generali国 .tionof the von 

Neumann Model of an Expanding Economy"， E印刷met打 'ca.19日>， p. 121 
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ベオ石，オ訂)
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ただし.L; y;=1. 

である。しかしながら，解はみな無理数になっている。つまり，ノイマ y ・モ

デノレは有理数体で解くことができない。

この事実から，ノイマン・モデルをゲームとしても線型計画としても解釈す

ることには無理があることがわかる。ゲールは， I定理2'Jをつぎのようにふ

えんしている。

皿 axα(x)ーニ皿mβ(y)は「線型計画の双対定理を思いださせるしJ.一方，

max m田町j(X)=minm.axβ;(y)は「ゲームのミニ・マックス定理を連想さ

せる。 しかしながら， 一つの本質的な相違が銘記されるべきである。線型計

画の最適やゲームの値はつねに問題の係数のタームで有理数で表現され得る。

他方， 線型モデノレの拡張係数は， 例からみてとれるように， たとえ基礎的工

程が有理数のベクトノレによって与えられたとしても，無理数にな句得るのであ

る。J36l

再生産モデノレは，拡張係数を目的函数にしている。このいみで，線型計画問

題やゲームのそデルと本質的に相違しているわけである。

IV レマクの価格理論

価格理論にとっての一つの分れ目は，いわゆる閉じたレオγチェフ・モデノレ

にどのような解釈を与えるのかという ζ とにある。前節との関連ですぐに指摘

できるのは重ね合わされた価格体系」を解くための出発点と Lてレオンチ

ェフ・そデルを解釈する方向である。しかしその反面，クープマ γスのように

レオンチェフ・モデルは「効率的な配分り指標としての価格にかんしてよりも，

むしろ会計恒等式にかんするようなもの」としての価格を扱うにすぎないとい

って，捨て去る方向もある。数学者レマクのパイオニアー酌論文は， ζ うして

一蹴されてしまった町。レマクの主要な貢献は，アクティヴィティ・アナリ v

::16) Gale， loc. ci九 p.294.
37) Koopmans， T. C.，“Ana lysis of Production as an E伍cientCombination of Acti vities " 
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スについてのアイディアの創始者たちに属するということ以上に，スラップア

とは独立に， w商品による商品の生産』の第1章のモデルについて，非負の価

格の存在証明を与えたことにあるだろう刷。

レマクは，各人が使用し生産する商品量を既知として， i資金的にみても辻

棲のあう経済が生じ，なおかつ，各個人にとって収入と支出がパランスを保つ

ような」非負の価格体系，つまり i重ね合わされた価格体系」をみつ円ょう

とした。 ζ のとき i価格は各人にとって提供した商品にたc，する収入が受け

取った商品にたいする支出に等しくなるように測定されていなければならな

し、υJ39)

非負価格り存在証明を与えるばあい， レマグは，スラッファと同様に， iフ

ロベニウスの定理」に気づいていなかったのその代りにまず i収支均等の規

準」を用いて，それぞれ， JEの価格，負の価格，無償で商品を提供する人々を

グループ分けして，つぎの事実を導<0 i正の価格のグループも負の価格のグ

ノレープも各々両者の一方のグループに商品を提供しないときにかぎり，解は正，

負 oの価格を含むことができる。」 しかし「ある解に正の価格も負の価格も

あらわれるならば，負の価格を Oでおきかえるなり，正の価格を0でおきかえ

るかするならば，一層適当な解が得られる。Jr解が負の価格だけしか含んでい

ないならば，符号の変換によって，正の価格だけをもった解が得られる。J40
)結

局 iすべての価格が正ないしは Oであるが，総価格は Oにならないような解

がつねに存在する。」レマクは， これを確かめたうえで， 非負の価格をもっ任

意のグループ K と Aとの聞の商品交換の流れの分析に入る。

グループ A に属する個人』からグループ K に属する個人 ιへ一方向的に

in Koopma田 (ed.).Ac仇 ityA叩 lysisof Production and A1locatWn， 1951， p. 31. 
38) Remak， loc. cit.， Kapitel 111. 
39) Ibid.， S. 725 
40) iゴミ位負白価値をもった商品である.ゴミの集収ないしは別D地所にゴミを捨てる認可のた

めに支払いがなされなくτはならないからである。しかし，このようなケ スでは，ゴミではな
くてゴミの集収ないしは地所の吉間重しが正¢価絡をもった商品として記され@もりと考えるJ

Ibid.， S. 726 
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商品交換が行なわれるとき，Kは d より「高次である」とL、う。より高次な

グループが存在しないとき I最高次のグループ」が定まる。また，グループ

聞で間接的な商品交換さえも一切行なわれることがなければ，それらのFルー

プは「比較不可能である」という。したがって，最高次のグループ同士は比較

不可能である。レマクは，これらのグループ聞の商品交換を分析し I収支均

等の規準」を用いてつぎのような結論を得る山。「各々の最高次のグループ K

にたいLて，そのグループに属する x，と a"にかんしてだけ問題を解く。 ζ

こに IC~K， AEKである。」ただし，a"， は Aから K に提供される商品量，x， 

はその価格を示す。 Iりこりのすべての品は 0に等しいものとされ，こうし

て基本解が得られる。」

一方， ゲーノレは前節のノイマン・モデノレにきらに

(1) 基礎的工程と同数の財がある

(2) (a" b.)の産出は財 G，だけである

という二つの条件を課したものがレオンチェフ・モデルであり，それは「鉱張

理論がとくに簡明でエレガ γ トなかたちをとったもの」であるという見解にた

っている山。 レオンチ Z フ・モデノレに拡張理論を適用すれば， 極大率 αMで

拡張する最適工程では過剰生産はありえないといことがわかる。つまり，

定理 1(ゲール〉

「レオンチェフ・モデルで X が最適集約度ベクトノレであるならば aMxA=

X.J 

Aは任意の非負行列なの C. こり定理により rわれわれは付随的に非負

行列が非負の固有値とベクトノレをもっという有名な事実を証明したことにな

る。 J43)

ところで，モデル 111'の工程により使用されるどの財も 111'の少なくともー

41) Ibic，よ， S. 731 

42) Gale， locα"t" p. 286 

43) Ibid.， p. 300 
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つの工程によって生産されるならば.IMはモデノレ且fの小そデノレである」と

いう。これは M の技術的拡張係数が正になることを保証する。 Iνオンチェ

フ・モデルでは，小モデノレの共通部分も小モデルである。」また，モデル M が

真の小モデノレをなにも含まないならば. 1Mは既約である」という。

定理 2(ゲーノレ〕

「レオンチェフ・モデルの既約な小モデノレは互いに素であり，いかなる財も一

つ以上の既約な小モデル以外の投入にはなりえない。」

この定理によれば， レオンチェフ・モデルの行列 A は，適当に番号をつけ

かえて，つぎのようなかたちに直すことができる州。

A， 。 。。
。 A， O 。. . . . . 

A . . . . . . . . . . 。。 Ak 。
A' 

ここに，小行列 A，は既約な小モデルであり，また短形小行列A'はいかなる

既約な小そテツレにも属さないような工程に対応している。レマグにおいては技

術係数は産出単位あたりではなく絶対量のタームで述べられているということ

に注意すれば， レオンチェフ・モデルは， レマクの用語でつぎのようにいいか

えることができるだろう。互いに素な小モデルは I比較不可能なグループ」を，

小行列 A，はそれぞれ「最高次のグループ」を示す。また，なんの既約な小モ

デルにも属さない短形行列A'は「最高次でないグループ」を示す。

定理 3(ゲーノレ〉

「αM=maxaι・1

しかるに I定理2Jとレオ Yチ z フ・毛デルの双対性に上り .Yを価格ベク

トノレ. (3を経済的拡張率とすれば，

44) lbid.， p. 301 



60 (1百〉

βmAy=y. 

第 123巻第3号

「定理3Jとレオンチェフ・モデルの「正則性」により，

βm=aM=maxαz・
s 

したがって，商品量向がなんの既約な小モデルに属さないならば.A の提供

する商品の価格はOとおかれる。つまり. r最高次でないグループに属する価

格は Oとおかれる。」叫こうして. レマグとゲーノレの結論は一致する。

定理 4

「既約なレオンデェフ・モデノレでは，価格ベクトノレは正であり，正の定数倍を

除いて一意に定まる。」

付録 「ワルトの定理」の註明について

ワルト自身が与えた証明は「煩雑熔渋である」といわれている。しかし，私はワノレト

の証明岨}の概要を直接紹介した人を知らない。こり付録でそれを試みることにしたい。

ワルトほ「帰納法」を用いて定理に証明を与えた。つまり ，n-l個の産業について定

理が成り立っと仮定する。本定理の証明に入る前に， ワルトはいくつかり事実を証明す

る。

まず.fj c9単調減少性と U，(1i=Oとを用いて，生産手段。増加は生産手段の価格を

上昇させることはないJ(補助定理 1)。 また"ヘ rER'"として， lim 1'"=rとする。」

このとき ，r'は f に収束するので S'は有界である。 S'の有界性から U の有界陸も

したがう。さらに.P'も有界であるJ(補助定理 2)0r宇Oのばあいの p闘の有界性の証

明のためには， fjの狭義単調減少性と U;pj=日に注意して，背理法を用いればよい。と

ころで，本稿第E節でみたように

sA+U=η あるいはJ xB=r 

は凸面錐 Eある。，凸多面錐は R川の閉集合である」という事実から， 各 νにたいL

L 

s"A+日=代 S.~O， U.孟0

45) Remak， loc. cit.， S. 731 
46) Wald (1933-4)， loc. cit.， S. 12-17 
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が解をもてば

sAートU=r，S~O， U孟O

も解をもっ47)0 Ap=:.σも凸多面錐である。以上の事実から， Iν→∞のとき. U'， p.， S'， 

σwが U，p， S，σ に収束するならば，後者は (&h1)の解体系であるJ(補助定理 3)。

さて，第 n産業。生産量'.'"大きくとれば， η a;，，$..が第 π産業で一番多〈使用さ

れる生産手段 R，りところでOになるような生産量 λをみつけると Eがで雪る。 0，王Aζ

λの1に対応する〔正)Ch1】の解 p で与えられる ι=~1a.nfJ.の集合を Eω とする。

ワノレトは I補勘定理1-3Jを用いて， Jl(めが空でない有界閉集合であることを確か

め，その端点を π〈めとするo iiくJ'く』で lim)."=lとなる数列があれば， {π(l')}は有

界である。このとき ilm.0)>λ(;()と liJ;!L:1!:(め壬uii)との二つのケースが考えられ
凋→Z 会"'

る。後者のケ スでは3 生産手段の価格が有界になる。われわれは，後者のケーλにつ

いてだけみることにする。

生産量 ι=Jのとき， 第 n 生産物の生産のためにだけ使用しつくされ亡しまう生産

手段の数は，複数になりうる。 このような生産手段~ Rlo ...• R"とする。こうしτ，

方程式体系 (Sch1)は n個の産業からなる体系 (Sch2)にかき直せる。

方程式体系らむh2) 

円=十".+U，(i=1， .... k) 

r;=ajlS，，+・・+ai"s..+Ui (i=k+l， ・，m) 

σj=ak+l.ipk+l十・十amjpm(j=I，…， n-l) 

町 =a1>，pl+…十amjp"，

σ;=f，Cs;) (j=l， "'，吋

さらに，この C&h2)で，最初iDk個と ιからなる方程式を除去し，またら=lと

おけば，n-l個白産業からなる体系 (&h3)が得られる。

方程式体系 (Sch3) 

円 aj~ ;Ì. =a，él+ ー +a， ，.-lS調且+叫 Ci=k+1，.... m) 

(]j=aHυPJ.+l+ ・+a..jp.."(j=I， ・・，n-1) 

σ;=f，(Sj) (;=1， ・，n-l) 

47) 三階堂，前掲書.p.193 



62 (178) 第 123巻 第3号

こ0) (Sch 3)は，帰納法の仮定により， S10 "'， S~_1 において一意となる解をもっ。

いま (Sch3) 0)解体系を

ui+I，・・，u;:'; ρt+1，…， ρ，~; sy，…. S~-l; C1~， ・・， q~-l 

とする。この解体系と叫~O び~，…， k)， S，，=λを (Sch2)に代入すれば，

σ~=a川町+・田・+品川'm. u..=f，，(s心

を除いて，(Sch 2)はみたされる。 ところで ι ・・，p.は，定義により第 n産業だけ

で使用しつくされてしまう生産手段の価格であるので，引にかんする方程式において任

意にえらんでよし、。したがって，

f.m主aHlnPX+l+ ・十tl，n..p~

が成り立てば， n-l個の産業で成立する解は，n個白産業で成立する解でもあり，証明

が完成する。

実際.(Scんので s，，=).;'σくA'くのとおいたとき，帰納法の仮定より，解〆が存在

して， ME 士 ρk=Ooi補助定理 2-3Jより ，A'→λ心とき{同}→{p:}び=k+l，"'， m) 

となり，

lil}1π(A)孟ak+l"ρ~+1+ ・・+a"，，，p?，.

である。われわれは， λ0)孟limnO)りケースを考察している白で..-. 
f.O)孟aH lnP~+t+ … +am"p?" 

がしたがう。

(昭和53年8月10日〕


