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「三つの生産理論」

一一新凸典派抗生産と再生産一一一

有賀裕

はじめに

ヒックス以前の伝統的な近代経済学は， (参入の自由と産業の規模に比較し

て小さい企業からなる〉 般競争的なモデルを生産が「規模にかんする収益不

変」に服するばあいで近似していた。一次同次の生産函数と限界生産力による

完全分配の想定はその好例である。

「規模にかんする収益不変」り仮定の下では，極大利潤があるとすればそれ

はゼロである。今日「規模にかんする収益減少」を仮定するのはもっぱら正の

極大利潤を目的としてとのことにすぎなし、。一方，古典派的な経済学のひとつ

の核心をなす「再生産の理論」では，線型工程が仮定され，生産は「規模にか

んする収益不変」に服する。しかし，制約式は未知数である拡張係数と他の未

知数〔操業水準〕との積を含むので再生産における拡張率極大問題は実は非線

型問題である。

前稿「二つの価格理論JDにひきつづき， 線型工程を仮定すること自体は経

済学的にみてけっして問題はないということを強調するほかに，線型工程を共

通の平面として「新古典派的生産」と「再生産」との相違を示すことが本稿の

狙いである。

I 新古典派的生産と収益法則

本節では後の議論のために「規模にかんする収益減少」を含むばあいの極大

。有賀裕二，二つ¢価格理論(ワノレトとレマク). i経済論議J.昭和5咋 3月ー
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利潤に達するための戦略を明らかにしておきたい。アロ =デプリュもとは独

立に，ゲーんは論文「供給と需要の法則」で簡潔にこの戦略的構図を与えてい

る。き Lあたり，前半の「新古典派定理」の説明ほこのゲールの論文幻にもと

づ〈。

極大利潤を追求する新古典派的な生産では，投入と産出の全行程はある一定

の時間区間内で行なわれ次期に繰り越す乙とはない，つまり，投入と産出は同

時点内で実行可能であると仮定する。翌日の心配は市場の外の非生産財〈本

源的生産要素〉の存在量の制約だけである。このとき，幾期聞にもわたって再

生産される耐久財の生産は考慮の外におかれるので，結局は資本も非生産財の

なかに含まれ，それらは歴史的に所与とされる。 これは「再生産の理論'J3) と

対比して強調されるべき大きな相違点である九

さて，経済単位を産業と消費者のふたつにわける。ある経済単位によって供

給されたり消費されたりする財 G1，...， Gn の束は， 各座標を ~v ...， ιで
記すと，y二(己， ••• ， <")である。 εi>Oなら jMの供給量，i;j <0なら j財
の消費量をいみする。すべての可能な商品の束yの集合 Yを経済単位の「商

品集合」とよぷ。 方，財 Gj の価格を町として，価格ベク}ルを ρ=(π1>

. ， 7o，，)と記す。 2π}=1とおけば，価格ベクトルすべての集合は正則な (n

1)次元単体である。これを P と記すG

本節で論じられる「そヂノレ Mは財 G1> ... ~ G舞 Eそれぞれに対応する商品

集合 Yl> ...， ):えんをもった経済単位 U1> ...， U""の集合から楕成される。」モ

デルの操作のために，つぎのふたつの条件を与えなくてはならなし、。ひとつは

モデノレ M の「実行可能条件」であり， もうひとつは自由競争下での実行可能

2) GaJe， D.，“The law of supply and demand "， Mathematica Scaηdinavia 3， '1955 
3) 耐久資本を扱うものと Lては，つぎの論文が画期的である。 Shiozawa，Y.，“Durable Cap由 l
G∞ds and their Valuation"， KIER， No. 91， Discussion Paper of Kyoto [;山tituteof 
Economic Research 

4) 一時的均商モデルをつくるとき，次期¢生産についてなんらか由子想をして今期目生産を決定
することrなる"とのために，次期の非生産財を含めた財¢価値評価がなさわる.Lかし，とれ
は今期から~期にわたって再生産される資本の価値評価をいみしない。
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な作用を与えるためのモデル M の「経済的条件Jであるヘ

モデル M の「実行可能条件」は，集合1';から束ダが各財の生産・分配・

消費を通じて各経済単位以に割り当てられるための条件である。この条件は

明らかに， i経済単位全体によって消費きれる各財の総量が供給きれる総量を

超えてはならなし、」というものであ畠。

「実行可能条件J L ダミ0.6)

一方，自由競争下での「経済的条件」はつぎのようにして与えられる。自由

競争経済では，各経済単位 U，はその満足が極大になるような商品の束 y を

えらぶだろう。このとき， 1経済的条件」はいわゆる予算の制約条件にほかな

らない。つまり ，iU，によってえらばれる束は供給される財からうけと呂所得

が消費される財への支払いをみたすようなものでなければならない。」このよ

うにしてえらばれる〆は，価格をパラメーターとして行動するという自由競

争の仮定の下では，価格 pの函数である。 この函数を供給函数とよび S(p)

で記す。 s，を第 i経済単位以の供給函数，その第 J座標を Sij とかく。 Sij
>0なら経済単位以により供給される財jの量，んく0なら経済単位以に

より需要される財 J の量をいみする。 この s(p)をもちいると， 産業の予算

制約条件は，利潤は負でありてはならないという「利潤条件」をいみする。

「経済的条件J S，(p).pと0

これらの不等式に服して， i各産業は利潤を菰大にするように行動L，一方，

各消費者は適当に測られた彼の効用を極大にする商品の東をえらぶ」というの

が，新古典派的な経済行動である。 U，を産業単位と考えると，

SCp) ={ytyE Y and y'p=max} 

極大利潤を与える商品の東 y.の選択とそれに同伴する価格P.の存在 (1新

古典派定理J)を与えるために， ゲールはつぎの「補助定理」を証明したo も

しうえの S(p)が「補助定理」の仮設をみたす性質を与えるならば，ただちに

ら) Gale， loc. cit.， p. 167 
6) Yを生産集合とみれば，L;〆2三Oをみたさない Yは実行可能な生産ではない.たんに技術的

に可能な工濯の集合 Y と実行可能な工程¢集合 yは区別される。



「新古典派定理」がしたがう九

補助定理(ゲーノレ〉

，Sを

「そっm生産理論」

(，) S(p)はすべての p にたいして非空かっ凸

(b) もし yES(p)ならば，y'p孟O
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をみたす (n-l)次元単位単体 P から R"への有界・連続な集合値函数とす

る。このとき，pEFかっ yES(p)が存在する。」

いま総生産集合を YM手五五={y|y=EY，YEn，総供給函数をふ=E
S(F〕={y|y=2jy，yeS(P)}と定義する。 このとき， 個々の&がうえの

「補助定理」の仮設をみたせば，総集合についても同じ仮設がみたされること

がわかる。ふのっくり方にはいろいろあるが， 基本的なアイディアはつぎの

諸仮定からそれ程かけ離れるものではなL、。

IS;(P)が Y，の非空の凸部分集合である」というために， iYiは閉凸であ

る」と仮定する。 SM=L:S;の定義から「補助定理」の仮設(，)がしたがう。

「補助定理」の仮設(b)lyES(p)ならば，Y'p註OJをいうためには，S(p) 

の定義と経済的条件 S(p).p・孟0に注意する。

最後に SMのグラフのっくり方を述べる。まず ，S;のグラフが FxY;の閉

部分集合であるといういみで S;が上半連続である」というために，内積 Y'p

の連続性と P，1';の閉性をいえば上い。さらに， ):うは有界であると仮定する。

P と1';の有界件により， S;のグラフは有界である。ゆえに， SMのグラフは

PxY，x・xY~ の閉部分集合で，正hf は連続・有界な (n-l) 次元単位単体

Pから R"への集合値函数である。

結局， ，補助定理」の仮設は，経済単位の極大化行動 (S;(p)の定義〉のほ

乃 同じことは，u， を消費単位と考え， もしなんらかむ選好体系と予算制約で定義さ札る実行可
能な消費集合 αρ〉の極大として与えられる「負の S(P)Jが「補助定理」の恒設をみたせ院
したがう，つまり，極大満足を与える商品目東と価格D組が存在する，X を消費集合 X の克と

すれば. C(P)={xkEX， 坤亘o}.S(p)={X!X is maxirr叫 mαρ)}.Gale， loc. cit.， p 
167. 
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かに yの「有界・閉・凸性」に大きく依存していることがわかる。「有界性」

は，本節冒頭での注意，つまり生産と消費は固定された時間内ですべて完了す

るという仮定から生じる。 r閉性」は，たとえば任意の産業にとって可能な生
産の数列 {y.}があって Y→グとなるならば，収束値yOもまたその産業にと

って利用可能な工程であることをいみする。これらふたつはコ γパクトな商品

集合をつくるための「便宜的な仮定」である。また「凸性」はある種の型の生

産技術を仮定すれば得られる"。 こうして「新古典派定理」が明らかとなる。

新古典派定理(ゲール〕

「経済単位 Uh ...， Um について y'ES，CP.)となるようなそデノレ M の価

格ベクトノレ p.と実行可能な生産工程 yI， ...， y'"が存在するoJ

Yの凸性は近代経済学でもっとも共通でおなじみのものかもしれない。 y

を消費集合 X と読みかえれば，選nの連続性とならんで凸性が仮定されるこ
とが多い。選好の凸性は，A 財とそれより選好きれる B 財とり平均的な組合

せもまた A 財より選好されるというととなので， よ〈中辛料理の組合せが引

雪合いにだ害れる。たしかに，洋食よりは中華料理の方が選好の凸性をみたす

だろう。

Yが生産集合であるばあいには yの凸性は衆知のように「収益非増大」

をいみするo r収益非増犬」には「構成要素の比率変化」にかんするものと「規
模」にかんするものとのふたつがある。前者の例は，投入財にかんする「限界

代替率非増大J， 産出財にかんする「限界変換率非減少」である。規模にかん

して収益不変であっても，構成要素の比率変化にかんして減少することは許さ

れる。いずれのばあいも，生産集合の凸性は技術の性質と不可分である。本節

ふたつ目の課題は，技術の観点からみるとき r規模にかんして収益減少」を
仮定するととは一般化をいみするものではない，ということを示すことであるo

y を Yの元とし.aを1より大きい実数とする。また，y と〆は生産可

8) アロ とデプリュ は， yの閉凸性に加えて「無償生産自不可能性」と「エ程。不可逆性」

を仮定すれば，実行可能な鼻合子の有罪性がしたがうことを示した.これは背理法で証明可能。
次節でみるように，両者を仮定することは稀少資源の存在を仮定することに等しい。
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能であるものとする。このとき，

「規模にかんする収益不変」土yEY， ザ EY(任意の正数倍もまた生産可

能〕

「規模にかんする収益減少」士yEY， α州主

一方，kをO以外の自然数とするとき，ある生産水準の士もまた生産可能で

あるなら， 生産は「分割可能」であるという。 また， ふたつの可能な生産 y

と〆の直和(あるいは一生産の自然数倍 ky) もまた可能であるなら，生産は

「加法的Jであるという。つまり，

「分割可能性Jtd
「加法性J (y+y')E Y，あるいはkyEY.

「分割可能性」と「加法性」を仮定すれば，ただちに Yが凸であることが

'したがう。つまり，任意のふたつの可能な生産の内分点も生産可能である。さ

らに生産が連続的 (Yが閉〕であると仮定すれば， 線型性がしたがう O つま

り，一生産の任意の正数倍も生産可能である"。

凸性 「分割可能性」により 。サ三1について士y も，また(l-l)y 
も生産可能。 r加法性」により ty十(1-i)yも生産可能。 ゆえに Yは
凸である。

線型性 A'*Oを任意の有理数， A'孟nなる最人の自然数を πとするou"ニ-A'

n とおけば O~三ぜく 10 r分割可能性」により，有理数ぜにつし、て u'yもま
た可能。さらに y'弓 士ゾ=y，yn+l=ttツとおく o y;(i=l~ "'， n十1) もまた

.+1 
可能。 r加法性」から， I: y;=ny+ O'-n)y=A'yが Lたがき。 よって， Aツ，

つまり任意の有理数倍もま?可能 O'yEY)。 いま実数 A:2-0に収束する有理

数列{..l"}をとると，Yは閉じているという仮定から，AY，つまり任意の正数

倍もまた生産可能。yEY)。ゆえに A'yはかに収束するので，生産集合

Yが閉じているという仮定のもとでは， i分割可能性」と「加法性」のLたつ

9) i分割可能性」と「加法性」の定義と「娘型性」の証明は.塩沢由典民よりコメントをうけた。
Aπow， K. ].. and F. H. Hahn， C，印 eralCompetiuve A叩 lysis，1972， p. 60と比較せよ。
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は「線型性』と同値である C，yeRつ。
うえの定義から明らかなように， I規模にかんする収益減少」を仮定するこ

とは「加法性の欠如」をいみする。加法性は「ふたつの工場で別々に生産が行

なわれているとき，それらを単一の生産とみなせばいし、」ということである。

とりわけ，総生産集合 Yは:Ey，で定義されているので， このいみでの加法

性を放棄するわけにはゆかなし、。 I規模にかんする収益減少」をいうためには，

個別生産集合芸内で加法性が欠如する理由を挙げなければならない。アロー

=デプロューは，この困難をつぎのような概念をもち込むことによって逃れよ

うとしたiω。

財には市場化されるもの Cy勺とそうでないものとがあって，そのうえ自由

競争にも拘らず，各産業の生産には私的な要素が不可欠であるものとする。つ

まり，市場化不可能 ε稀少な私的要素ヂが各産業内に存在廿る山:

YM={yMICyM， yT)EY}. 

Yが凸であるとき YM は凸であるが， P が存在するため YM は一般的に線

型性をみたすとはいえなし、。 このいみで，Yの加法性を放棄する。1..-か1..-，

YM は市場化きれる財の集合1ぞから加法的である。

アロー=デプリューは，市場化されない「私的要素」を「企業者要素JCen 

trepreneurial factor)と考えている。こうすれば， I規模にかんする収益減少」

の結果として正の極大利潤が手に入ったばあいの分配をただちに定義すること

ができる。実際 Iこの要素の所有はl 利潤に参加する権利に応じて企業の所

有者のあいだに分布している。このとき，雇用した諸要素の支払いを上回る企

業の収入全部は企業者要素に帰属させられる。」山

しかしながら，生産集合を定義する段階ですでに私的な要素を埋め込んでし

10) Arrow， K. J.， and G. Debreu， <<Existence of equilibrium for a compe出 lveeconomy九
EcOJ回met門~a 22， 1954， p. 267 
11) Arrow， K. ].， and F. H. Hahn. loc. ci九 p.61 

12) Mckenzie， L.， .. On由eexistence ()f general equilibrium for a competitive market "， 
EconometJ官 a27， 1959， p. 66 
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まうことは，理論の観点からみてあまり好ましくなし、。加法性の放棄は外部不

経済をもちこむことにつながっているが，競争的なモデルを論じるばあいに公

害の存在者冒頭から仮定することは誰もが嫌うことであろう。さらに， i規模

の経済性」を特徴とする「規模にかんする収益増大」に服する生産は，つぎの

ように定義される:

をy牢Y，ay'EY. 
乙のとき，加法性は放棄されていない。加法性の放棄は，現実的にみて許容さ

れるべきものとはいえないだろう。

マッケンy ーは，加法性を放棄しないで「線型工程」を仮定するとき i企

業者要素」を考慮することが可能であることを示した山。次節では，こうした

マッケンジーの主張を含みうるような「線型モデル」を紹介することにしたい。

11 線型工程と本源的生産要素

ふつう投入の組 ai:産出の組bに変換Fる対応を「生産工程」といい (a，

b)で記す。本節では，一般的な生産工程 (a，b)は有限個の生産工程〈向，ム〉

の非負一次結合になッているものと仮定するυ し、ま一次独立な生産工程，つま

り基準工程の数を m 個とすれば，

(a， b)ニL:.T.;(a;， b;) 

である。 ι を第 z工程の操業水準という。 αり， b;;jを mXn次の行列 A，Bの

各要素，X を m 次元行ベクトノレを示すものとすれば，

(a， b) = (xA， xB) 

である。 A を「投入係数行列J，Bを「産出係数行列」とよぷ。このような複

合的な工程 (a，めは生産集合 Zの元 zである。また，(a， b)， (ι ム〕は投

入の組 αと産出の組 bとの「比例性」を仮定しているので， i線型工程」で

あるという。このとき， 操業水準 Z は非負一次結合の係数として比率で与え

られるにすぎない。操業の絶対水準は最終需要が与えられてはじめて定まるわ

13) Ibid.， sec. 7. 
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けである。

ところで，非負一次結合可能である Eいうこ主は.zEZ， Z'EZのとき，任

意の実数 d註0， βミ~O について az+βz' EZ(β二O のとき azEZ) をいみする。

「線型性」が成り立つので，生産は加法的かっ分割可能である。幾何学的にい

うならば，有限個の zからなる非負一次結合 Zは原点を含む凸多面錐である。

(合)ZEZ，(-ι)点 Zも可能な同 Zは朗帥山ある。さらL
α十β r~~' ¥a+β 

凸多面錐はユーグリッド空間の集合である。 したがって， 生産集合 Zが凸多

面錐であるということにより，生産集合は「閉凸」だと仮定したことになる。

しかし， 前節の「新古典派定理」の脈絡からいえば， 私たちはなお ZのI有

界性」を要する。

前節の Y の元 y=L:y唱は「純量」で定義されていた。 Zの元 zは存在量

を含んでいる。前節との対応を強調するために(線型の複合主程を元とする〉

生産集合 Z を純量に変換しておく。純生庄ベクトノレ y=cι ， <̂)で， ~j 

>0なち j財は経済全体の純生産財，SJ<Oなら J財は経済全体の非生産財

〔本源的生産要素〉を示すものとする。このとき，

y=E4bz-aJ 

である。投入・産出係数行列 B-Aをもちいれば，

y=x(B-A) 

である。利潤極大を工程経営の唯一の目的とする「新古典派線型モデノレJの焦

，点は，

Y={y!x;三Oをみたすy=x(B-A)，-xA孟 C} 

なる集合に絞られるといってよい。ただし， Cは「本源的生産要素の存在量ベ

クトル」である。一方，拡張率極大を工程経営の唯 の目的とする「再生産モ

ずノレ」の焦点は，

r={曲!X;o>Oをみたす x(B一曲A);O>O} 

なる集合に絞られるということは，後節を先取りして言うに値するだろう。

さて，Yが凸多面錐であるとき， どのようにして「有界性」が与えられるか
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をみるこ主にしたし、。 なお，簡単のために，投入・産出係数行列 (B← A)を

'Aと記す。互の第 z行 ai=(ail> ー，ã，.) が (b， ~a，) になる。

y=xA，あるいは，y=全x;ao

これまでL:x，はたがに非負一次結合であるとだけ仮定してきた。今度はさら

に L: xι は凸結合であると仮定してみる。つまり x，孟0 をみたす~ x;=lo 

このとき，有隈個の点 aiからなる一次結合をつくり，その第 z成分をみると，

I L: x，a，;1壬L:x.l a，; I壬皿axla，;1 
;=1 .-=1 三，，;;:S>>>

である。 ζの不等式は「有限個の凸結合全体のなす集合は有界である」ことを

いみする。 yは凸多国錐であるので yの点、 aiは有限個の点からなる。 L

たがって， もL L: x，=lとなる経済的理由をみいだせば，Yが有界になるこ

とがし、えるわけである。

通常， L: x，=lとなる理由は，すべての工程に直接に不可欠な「本源的生産

要素」が存在しているということに求められる。いまこのような要素が存在す

るものとして，それが第 n+l財であるとする。第 n+1財は存在量が限られ

ているので，一般的~程(""…，乙， ~，，+l) 0)基準工程を定めるに際して，第

n+l財の投入量を1に等しくなるように規準化ずることができる叫。

C"" "'， "̂' -1) 
I-a山 a1"，-ll 

=(x" ... ， x"，) I ‘ l 

a叫， "'， a...， -lj 

つまり，

y=EZA，EL=I，ただし x，註O

いまのべた例では，第 π+1財は各工程にすべて共通な(同質的な〉本源的

生産要素であった。ふつうこの種の財を「労働」であると考えることが多い。

もL各工程がそれぞれ固有な(異質的な〉本源的生産要素を必要とするならば，

つぎのようにかきかえればよい1630

14) 二階堂副包「経済のための線型数学」昭和団年.p. 161 
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π+l.h n+m th 

C~l1 ~-'"ー 1， ••• ，一1)

a]l， ...， a1n， -1，0， 

。。↓
'
 =.(Xb ， x_) I 0 

I_amh  ..・ ，a伽"， 0，0，

つまり h=五のとき，n+h財の投入量は 1，それ以外はOであるとする。 マ

ッケンジ は，各工程に固有なこれらの本源的生産要素を「企業者要素」とよ

んでいる。

yzEZA，員x，=m，ただし品三0

となるので， うえの「拡張された投入・産出係数行列Jの第J列について

I L; x，aり|三三 max L; x，laリ I=max畑 laりI(": L; X，=叫〉
i=1 l~計三m .=1 孟I~五 ;=1

となって，異質的な本源的生産要素，たとえば「企業者要素」があるばあいに

も， もちろん生産集合は有界となる。また，このように各工程がなんらかの本

源的生産要素をももいているとき，各工程は不可逆的である。

つぎに，いままでの利潤極大問題を視点をかえて， I有効工程」の観点から

論じてみたし、。もし同じ投入量で少なくともひとつの財について純産出が大き

い工程 y が生産集合 Y肉に存在するならば， このような y は明らかに有利

な生産方法である。他の純産出をへらすことな<. もはやある純産出をふやす

ことができない左き，つまり，yEYについて J

任意の四二~O にたいして y十叩$Y

となるとき，工程 y は有効 (e伍.C1聞のであるという山。有効工程の定義は生

産集合の実行可能性を前提としているので，本源的生産要素やその価格を明示

的にいう必要がない。しかし，ぎゃくに有効工程の存在をいうだけでは，その

戸生産が実行可能であるかどうかは全くわからないということに注意を要する。

いま， このような有効点 9と「適当な価格体系」が存在するものと仮定す

る。 I新古典派的生産」のもとで価格体系が適当であるためには，つぎのよう

15) Mcl問団e，L.， UJc.口九四 66-7.
16) Mckenzie， L.， '・Qnequi1ibrium in Graham's model of world trade and other compe 
titive systems "， E回rwmetri司 22.1954， pp. 151-2 
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なかたちで「利潤条件」と「費用条件」がみたされていなければならないだろ

ヨー

つ。

「手IJ潤条件Jy・p="L.π;<;-I: πj~j孟0
わ>0 fJくO

(有効点 9では利潤は負になってはならない。〕

「費用条件JAp=CBp-Ap)豆O

〔価格は費用を超えてはならない。〕

これら二条件は，行列表示で一括して

[-y， A]p豆0，ただし企>0

とかいてよい。 ところで yニ xA。費用・価格不等式 Apの左辺に任意の

x~O をかければ，任意の工程 y=xA にたいして xÃp=yp :<;:， O. y=yとおけ

ば，yp豆O。一方，利潤条件より yp主O。ゆえに，yp=O。 また， 任意の工程

y にたいして

yp孟91ぅ=0

つまり，有効点 9と過当な価格体系 p>oが存在するならば，有効点 3は

「利潤極大問題」の解であ IJ.. Y の与える極大利潤はOである。

他方 I有効点 3を含む適当な価格体系が存在する」乙とをみるためには，

つぎの定理をももいればよL、。この定理は， Iタッカーの定理」や「分離定理」

からもみちびけるが， I帰納法」によって直接に証明できるロヘ

定理〔タッカー〉

IAを mXn次の行列とする o j，し xA:2-0，x:;':Oが解 x!cもたなければ，

Ap豆0，p>Oの解 pが存在する。」

有効点タを含む行列 [-y，A]が「定理」の仮設をみたせば，p>Oの存在

がしたがう。そのために，適当な実数 λ孟Oと m 次元行ベクトノレ x孟Oにた

いして， C~， x) [-y， A]:2-0は解をもたないことを示せばよいE7FbL

0， x) [-9， A] =v:2-0 

17-a) Morishima. M.. Theo叩 qfEconomic Grn包 th.1969. p. 311.; 

1干b) 二階堂，前掲書， pp. 157-9 
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ならば，移項によって，AX=Ay十Vo 両辺に 9を加えて，1+，で割れば，

辛子A=什 dug=臼〉
主ドoなので 左辺は λにもとづくひとつの工程を示すο しかるに

占戸Oなので主fh3となって，有効削より有利な工程が存在する
としヴ矛盾が生じる。ゆえに，うえの不等式は解をもたない。

以上の証明は，同時的に，ryが有効点であるためにはは，x)孟Oを係数左
して [-y，A:によって張bれる凸多面錐 U は原点以外の正象限を含んでは

ならなし、」ということも与えている。これは「無償生産の不可能性」の定義に

ほかならない。したがって，ぎゃくに「無償生産の不可能性」を仮定すれば，

うえの「定理」の仮設がただちにしたがう。この事実をもちし、れば， r有界な
有効点の存在」が証明される。

定理(二階堂〕

「無償生産が不可能であれば y内の任意の工程 y にたい，して，y;;;yの

ような有効工程 9が Y内に存在する。」山

証明 「無償生産の不可能性」をみたすので， うえの「定理」により， Ap 

亘0 となる p>Oが存在する。したがって y内の任意の工程 y にたL、して，

-xA亘-y，x孟o0)制約りもとに，皿axxApを考える乙とができる。線型
計画極大問題の解は，解が制約条件をみたすことのほかに，目的函数が上に有

界であるなら，存在する。実際 y=xAなりで制約条件をみたす解が存在し，

また任意の工程 y にたいして yp三~O が成り立つので τÃp三0，つまり目的函

数は上に有界である。ゆえに，極大解去が存在する。そこで土λ=y，uA=z， 

u~O <:.おき，z:2:jiであると仮定するo U は制約条件 xA豆-yをみたすが，

ZP>Ylうから uAp>xApとなり ，xの最適性に矛盾。ゆえに，y;;;yのよう

な有効点が存在する。

「無償生産の不可能性」は，具体的にいえば，。生産以外の生産をしようと

すれば経済全体で長なくともひとつの本源的生産要素の投入を要するというこ

18) 二階堂，前掲書， m章演習問題12
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とである。 この本源的生産要素を労働と考えれば， 労働は経済全体にとって

「弱不可欠である」ということと同じであるの Lたがって，うえの証明の直接

の系として，労働が各工程にとって直接に不可欠であるようなばあい，有効工

程の存在がしたがう。

いままで，生産の有界性や有効工程の存在を示すために「本源的生産要素の

存在」を仮定してきた。しかしながら，本源的生産要素を使用するばあい，果

してそれらがスムースに供給されるようになっているのかという問題が生ずる。

つまり，前節の記号をもちいていえば，要素需要について S(p)を連続にして

おかないならば「新古典派定理」は成立Lない (S(p)<uは需要を者す〉。 需

要の連続性についてのもっとも簡単な仮定は3 選好の連続性と凸性のほかに，

「各消費単位はすべての生産要素を正の分量をもっている」という仮定である。

しかし， これは「せまL、」仮定である。ゲーノレの示唆のもとに，マッケンジー

はこれとは代替前な仮定，つまり「既約経済」の仮定を提案Lた問。マックン

ジ のいう「既約経済」とは，消費単位を「あるグル プが他のグル プり欲

する任意の財を供給できなL、」ようなふたつのFループに分割できない経済の

ことである。消費単位を任意のふたつりグルーデ λ とんに分割l. 消費集

合 X の元青 Z 正おく。とのと!¥'.第ーのグループ(1，)のすべての人の状態

を悪化させることなし第一のグループのある人の状態を改善するために使用

されうる第二のグループ (ω の資源叩EXl~ と達成可能な yEY が存在す

るならば，経済は既約 (irreducible)であるという。ただし XII'=〆-XI. 町
で y と zzJは交換後の y と XI..叩くOはんから Lへの資源供給を示

す加。

いまベクトノレ即を「企業者要素」であるとし， この要素たちについて経済

は既約であると仮定する。このとき， r拡張された投入・産出係数行列Jのも

19) ‘ 町田urcerelatedness'は類龍概念である Arrow，K. ].， aI吐 F.H Hahn， loc. cit.， p. 
127 

20) Mckenzie， L.， .. On the exist回目 ofgeneral equilibrium: some corrections "， Ecor，回ー
metrica. 29， 1961， p 247 
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とで S(p)は連続な写像となり r新肯典派定理」は企業者要素のボトノレ・ネ

ックの懸念なしに成立することがわかる。

111 再生産と労働力

前節の生産モデノレでは「本源的生産要素の稀少性」が有界な生産を確定した。

また， これと並行して，本源的生産要素が市場取引可能な財であるという仮定

と「既約経済」の仮定とをもちいて「正の所得」も各経済単位に保証された。

しかしながら， r新古典派的生産モデル」では生産の配置は価格で評価される
まえにはなにも決定されない。本節の狙いは，価格で評価される以前に成り立

つ「経済循環の像」を主として単純な経済の仮定のもとで明らかにすることで

ある。

第 z工程 (a"b，)の第 J財について aijく1，i=jのとき b;j=l.iキJのと

きん=0Ci， j=l，・ ， n)であるならば，経済は「単純である」という加。こ

のような生産の例はレオ γチェフ・ニモデルとして有名である。レオンチェフ・

モデルでは費用にかんしてつぎの関係が成立しているだろう。労働の単位価格

を叫財正生産のための単位あたり必要労働投入係数を Lとすると，財 z生

産の費用価格 p，ほ，

p，=五品;p;+l，叩 (i=1，…，n) 
である。方程式は n 個あるので， もし即=1とおけば，非負とはかぎらない

が相対価格 p，/叫・・ ，P./却がきまる。しかるに，労働力は本源的生産要素で
あると同時に消費単位でもある。そこで，労働力1単位を 1生産期間に再生産

するのに必要な賃銀財バスケットを JJ=(JJ)>ー ，JJ.)と記す。 少な〈ともひ

とつの財は消費可能でなければならなし、から，JJミ0である。とくに，

叩 =ESJJ

うえのふたつの式から却を消去すると，

Pι=五{aけ (l-JJo)-'JJ;l;}pj
21) Shioza、:va， loc.臼&



「二つの生産理論J (289) 83 

を得る問。 520は労働力を生産するための労働をいみする。 520>0であるとき，

生産は労働力をも再生産する完全に閉じたものになる。 本節では， 520=0とお

< 0 
au=向J十2);，あるいは，A=A+l!.l 

とかきj これを「添加された投入係数J(augmented coe伍口ent) とよぷ。レ

オンチェフ・そデノしをはじめとする「商品による商品の生産」型のそデルは，

最終需要を考慮したオープ γなぞデノレをつくるはあいにも，稀少な本源的生産

要素を導入する理由はない。たとえば， レマクの「重ね合わされた価格体系」

(superponiertes Preissystem)の決定には本源的生産要素の稀少性は必要な

かった叫。他方，マノレクスが強調したよヲに，労働なくしては社会の編成はあ

りえず， 生産のいみがなし、。 私たちは， 必要ならばうえりようにして「稀少

性」から切り離して労働力を扱うことができる。

きて， 般に任意の行列 A について』と止宇Oが存在して ilpニApとな

るとき， Aを A の固有値，pを』に属する固有ベクトルという。 いま非負

行列 A~三O に同伴するつぎのようなふたつの錐 P， と Q，とを考えてみる2" 。

P，={plp孟0，Ap-Ap孟O}

Q，={xlx註0，xA-ÀX~三 O}

p?>Oが非負行列 A の固有ベクトノレであるとする。 P，はふえることはないの

で，十分大きな Aにたいして P，は原点のみの集合しか含まなL、。 A孟Oなの

で， λ=0にたいして錐 p，はすべての p詮Oかbなる。 F を p，が原点、のみ

の集合になることのないような Aのなかの最大値とする2日。 もLA*が十分

に小さければ P，.は原点のみの集合になることはないので，rlp*-A*p*ミOと

22) Schwarz. ].， Lectures on the Mathemat辺'calMethod in Analytical Economics， 1961， 
p. 10 

23) Re古田k，R.， "K四 n die Volkswirtschaftslehre eine exakte Wissenschaft werden? "， 
Jah品ucherfur Nationalo加問問ieund .Statistik， Bd. 136.， 1929;有賀，前掲論文， N節.
24) Woodbury， Max A.，“Chawcte】nshcr凶 l::;of inpul-oulpul IIllilrjl;e~" 旧 O. MOl'genstern 

(00.)， Economic Activiry Aηalysis， 1954， p. 367; Schwarz， loc口't..p. 21 
25) A*は A の絶対最大白固有値である。
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なるような p*"2:0が存在する。しかし，これは Aのより大きな値については

真ではなし、c したがって，Aくけなるすべての九の共通集合が P，.であるこ

とがわかる。一方，H を L，p戸 1なる超平面， つまり H=匂lep=l}とす

る。 Pょと H との共通集合は Aくけにたいして非空・閉・有界・単調な集合

族であり，またそのような集合族の共通集合も非空なので P，.と H との共

通集合も非空である。 よって P，.は非空。ゆえに，P，のなかに p"2:0が存

在する。同様にして，錐 Q，のなかに x"2:0が存在することがわかる。

さらに行列Aは非負であるうえに「既約」との仮定をお〈。このとき， ["フ

ロベニウスの定理」をももいて，つぎの定理を得る。

定理〔フロベ二ウス〕

，A を任意の既約な非負行列とする。
(a) Ap=伊となるような正の固有ベクトノレ止(定数倍を除<)と固有値 λ

が意的に存在する。

(b) 'P20， Ap-J.p20ならば A孟..l*;P二と0，Ap- J.p~O なら fi、』孟..l*.J 2. 6)

ところで，第 z工程が第 1工程に連鎖をもっているならば，財 iの生産の

ために，需要は JニA→ι-，→ →丸→長。=，の連鎖を通じて誘発される。 もし
任意の zと 7について列 {k"，k" ... ， k，} が存在して向。k， .ak，k~.'" oaι品 >0

となるならば A~O は z と J の両方向への連鎖をもっ。このとき ， A孟O は

行列理論で「既約」になることがわかる町。任意の財の生産に直接・間接に必

要な財を「基本財」とよぷ。["既約な投入係数行列」はたしかに基本財だけの

空間から構成されるが， ぎや〈に任意の係数が aksks+l>0である理由をいう

ことができないなら，既約な行列の存在はいえない。そこで，労働は任意の財

の生産に直接・間接に必要との仮定をおく。この仮定をさきほどの「添加され

た投入係数行列」に代入すれば，少な〈ともひとつの基本財，したがってまた，

既約な部分行列の存在がしたがデヘ

26) Wo国 bury，loc. cit.， p. 369 
27) Nikaido， H.，白問'exStructures and Economic Theory， 196B， p. 109 
28) 塩沢由典，ピエロ スラッファーひと，分配，認識， i.経済セミナーJ，昭和51年12月， p.65 
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きて， I単純な経済」りもとでの純生産は，つぎのようにオープンなレオン

チェフ・モデノレのかたちで述べられる。

x (I-A.)~y. 

ここで y二とOは「最終需要」といってよい。 y二とOで A;三Oが既約であれ

ば， Iフロベニウスの定理」により (I-A)は非負逆転可能な符列土なつで，

X~YU-A)-l が存在することがわかる。 このばあい， (I-A)の非負逆転可

能性は「純生産可能条件」とみなされる。 しかしながら， うえの方程式 x(I

A)~y が示す生産のいみに注意を要する。 この方程式によれば， ある期間

内の産出量 xI=xは「その期間内の最終需要 y と投入量 xAを賄うために

完全に消費される」ものと考えることができる。つまり，第I. II節と同様に，

投入と産出が同一時点、で行なわれるとの仮定が含まれていると考えられる。し

かし， I商品による商品の生産」型のそデノレで，このような想定をすることに

は大きな矛盾がある。 いま生産される財 zとJ とが双方ともに生産のために

直接ないし間接に必要であるとする。このとき， ，財生産のために必要な J財

は z財がなければ生産できないので，投入と産出を同 時点内に封じ込めるこ

とには無理がある。実際的にみ ζ，生産に必要な投入財がすべて非生産財(本

源的生産要素〕であるばあいを除き，投入と産山が同 時点内で行なわれると

し巴う仮定は不可能に近い。

とれにたいして， もし今期に資本として投入される財が少なくとも 1期前に

生産されたものであると仮定すれば，投入財の調達におけるうえの矛盾は生じ

ない。このような仮定を「一時点投入・一期後一時点産出」の仮定と上ぷ。簡

単のために，と〈に「再非摩の仮宗」とよぶ。のちに一般のばあいについて証

明を与えるが，直観的にみて「再生産の仮定」から生産の拡張には限りのある

ことがし、える。なぜなら，今期の投入は前期の産出を超えることができなし、か

らである(同様に， 今期の投入費用は前期の収入を超えるこ ιは不可能〕。 こ

の条件は，前期を t-1，今期を tで記せば，つぎのようになる。

x，(t-l)ミE4仇 J・
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ここで，拡張係数を定義するためには，前期と今期の各工程の操業本準を比較

可能なものとしなければならなし、。そのため，ノイマンにしたがい， どの工程

も次期に投入をふやすものとすれば均等な率でふやすと¥.'7仮定，つまり「斉

一成長の仮定」をおく o

x(t)=αx(t-l)=αι 

このとき，再生産の実行可能条件はつぎのようにかきなおせる。

x-æxA~三O

ある与えられた Z のもとでは， 各工程聞で均等に可能な技術的拡張係数はす

べての士程のなかで最小のものである。

a(x)=min下与7=mmf工
L.."しjU'J Þ 主 μ~V

しかし， 適当な操業水準の組合せ x;O>Oがえらばれるとすれば， 経済全体の

極大の拡張係数が定義できる問。

出 (x)=max min--=圭乙
Z注 t回 xAp目

すでに述べたように A;;;Oが既約なばあい，
1 _ 1 

ミo，Z 7FZA20ならばー孟A=A本
1 _ 1 

p;O>O， p-; Ap三三Oならば.i:;;; A; 

であった。 したがって生産が既約なとき，x=x* (あるいは p=p勺であ
l 

れば，一意に極大の拡張係数 α(x)ニ1*がしたがう o pを価格体系と考えれ

ば，極大利潤率 R に同伴する価格体系 F本も一意に定まることがわかる。 A*

τ とおけば，l+R 
p*二(1十R)Ap*

が可能になる。これ以外の価格は存在しても最小価格ではない。

結合生産を認めるtぎあい，xIは xBにかきかえられねばならな¥."'"再生産

のためにはふつう 1期以上回転Lている耐久資本財があるから，産出はつねに

副産物として(減何L;'-)耐久資本射を同伴する。結合生産を許容する再生産

のもとでは，拡張係数の一意性は一般に生じない叩G しかし， r再生産の仮定」
29) Woζdbury， loc. ci九 p.3百
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をとる以上，つねに生産の拡張係数は有界になることを示そう。

いま生産集合が閉凸錐であるととのほかに L:a'i>OとL:b;j>Oとを仮定

するCI ~ aii>Oは， どの工程も少なくともひとつの経常投入ないしは資本財

を操業のために消費することをいみする。L:b，，>Oは， 各財はなんらかの工

程によって「一期後に」生産きれうることをいみする。両者をまとめれば，投

入なしの1期後の産出はありえないという「再生産の仮定」のもとでの「無償

生産の不可能性」が述べられたことになる。もちろん，これは本源的生産要素

の存在とはなんの関係もなし、。以上の仮定のもとで，結合生産を含む 般のば

あいの拡張係数をつぎのように定義する。

Fニ {ωIx~三O をみたす x(B 由A)二三O}
max L b;j 

まず任意の曲r=T にたいして田三三τ三工守-_-=0が成立するので， 曲は
mm山 a;j

上から有界である。さらにこの曲の上界 8は「斉次不等式の構造」からある

x:2'Oについて x(B-OA)孟Oをみたすので， 曲の最大数と曲の上界。は

一致する。 X1="'=Xmニ1とおくと，L: b'j>OからL:b'jX'>Oなので 1よ

り小さな正数日をとれば x(B一曲A)>O。 ゆえに ω は正数を含まねばなら

ないので，曲の最大数。は当然正でなくてはならない。 したがって，極大の

拡張係数が存在するとすれば，正かっ有界である"，。

最後に，再生産 O~循環が単純な生産のもとでどのように完結するかをみるこ

とによって ζ の稿を閉じることにしたし、問。極大の拡張係数に同伴する最小の

価格体系をつぎのように仮定する。ただし， 五は「添加された投入係数」か

らなる非負行列，労働はすべての工程に不可欠である4のとする σ〉的。
p=(1+π)Ap 

=(1十π)(A十lQ)p

ここで，!Jp=叩 =1とおけば，

30) 新古典派の結合生産は供給過剰をいみするが，この供給過剰は「無償処分。仮定」で消去可能.

31) Nikaido， loc臼t.，p. 146. 
32) 塩沢由奥，書評論-空 ロンカッリア薯「スラッファと経済学白革新~， I国主経済JNo. 138，昭
和52年， pp. 37-8を参考にした。
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p=(1+π) (Ap+の

である。 9は労働者の購入ベグトルなので労働者の予算制約は JJp=l，主た

却 =1から労働者全体の賃銀総額は叩xl=xlである。 よって，賃銀からの購

入分は xlJJである。 方，資本家は再生産のために今期の資本 xAを補填す

るだけでなし利潤から消費することもできる。利潤1単位あたりの資本家の

購入ベグトルりとすると，資本家全体の利潤部分からの購入分は fFPf

=占ァFであるo pfは行列 F， fp=lは資本家の予算制約を示す。こうし
て，生産物 Z はすべて需要の成分であらわすことができる。

=xA十~xF十xlJJ.
1+π 

もし f=Oならば x=(l十π)xAとなるが， 五が既約ならこのとき「蓄積の

黄金律」がしたがう。 うえの式は Z にかんして一次同次なので，たとえば一

年間に Z を生産するのに必要な総労働時閣を 1とおいてよい。 前節とは相違

して， けっしてL:x，=lではないことに注意を要する o L: x，l，=lは技術的

に必要な労働力であって，稀少な労働力を反映するものではない。

z〔IA-Lめニ91十π

一方，うえの価格体系と砂=pfp=pなる関係をもちいると，

〔I A f吉町=1
仮定 1>0より，Aが既約であるならば，括弧内の行列は非負逆転可能。ゆえ

に 2 とfが与えられたとき，X が存在することがわかる。

(昭和53年 9月30日〕


