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均斉成長の不均衡動学分析

山 谷恵俊

資本蓄積を内生的に組み入れた不均衡勤学分析としては，すてに Ito(10J. 

(11J. Malinband (12J. H白 inand Michel (G J. [7 J. Azam [1 J. Picard 

(13J. Henin (5 Jなど数々の論文が存在するが，そのうちIto論文は，新古

典派成長理論の枠組のなかで，不均衡動学経路の存在と安定性を検討したもの

として，特に注目される。

Itoは労働市場の不均衡によって区介された失業局面と過剰雇用局面の 2つ

の小体系を貼り合わせた体系を構築し，事実上，各局面の安定条件が全体系の

安定住を保証することを導ぴき出している。しかし，家計の貯蓄が常に有効な

資本蓄積として実現するという，新古典派固有の想定をおζなっているので，

財市場の不均衡は考察の埼外におかれる。

それに対して，筆者はさきにじ15Jにおいて，成長モデノレに，労働市場の不

均衡取引を導入するとともに，資本蓄積が家計の貯蓄決意のみならず，企業の

投資決意にも依存する ζ と，しかもそれが両者のうちの小さい方に制約されて

決定されるという，ショートサイド原則を導入して，不均衡成長経路の存在と

安定性を分析した。そこでは労働市場と財市場の双方の不均衡によって，分割

される局面は 4つとなる。そして各小体系の安定条件は必ずしも全体系の安定

を保証するもりてはないが，意図される投資の利潤に対する反応が|分大きく，

時不均衡に際しての実質賃金調整が，上方にも下方にも十分弾力的であるな

らば，均斉成長近傍の軌道は漸近安定であることが導びき出されたυ

しかし，そこでは労働市場の不均衡に際しての調整が実質賃金について行わ

れることを想定Lていた。一時不均衡に際しての何格調整として.これは現実
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的でないG そこで本論文では，労働市場の不均衡に際しては貨幣賃金の調整が

行われ，貯蓄投資の不均衡，ひいては財市場の不均衡に際しては生産物価格の

調整が行われると考えて，その結果としての実質賃金率と 人当り資本の不均

衡成長経路を分析する。導かれる主要な結果は，各局面において貨幣賃金と価

格の調整速度，および投資の利潤に対する反応度の間にある関係が満される ζ

とが小体系の安定条件を構成し，しかもそれが満されるならば，全体系におけ

る均斉成長近傍の安定性も確定するとし 1 うことである。

I モデル，一時均街，および均斉成長

Kを資本ストッ P量 ，Lを雇用労働量とするとき，産出量Yは一次同次生産

関数Fによって

(1. 1) Y = F(K， L) 

のように表わされる。 Fは2回微分可能と仮定される。(1. 1)より

(1. 2) Y/L=F(K/L，l)，=f(K/L) 

が導かれるが，このfについて

(1. 3) f(O) =0， f(∞)<∞， f'(K/L)>O， 

/，，(K/L)<O， f'(O) =∞， f'(∞)=0 

を想定する。

そこで，各時点においてKと実質賃金率Wが与えられるとき，労働需要 Ld

は利潤最大化原則にもとづき決定されるとしよう。したがって，んは

(1. 4) L，=K/v(w) 
のように表わされる。ただL-vは

(1. 5) 世 =f(v)-vf'(v)

を満たさな〈てはならない。これより

(1. 6) ザ(日，)= -l/v/，，(v)>O 

が成立する。

他方，労働供給 L.は一定成長率 n(>O)で増加する人口Nに等しいものと
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すれば， L" ~主

(1. 7) L，土N，N/N~η 

のように表わされる。之の際，一人当り資本λ トヅクを hで示すならば

(1. 8) k=K!N 

主なるの11，Lsは

(1. 70) L， '=0 K/k 

と書ける。したがって労働需給の均等条件 Ld=Lsは， (1. 4)， (1. 7.)より

(1. 9) v (日)=k

によって表わされる。

次に貯蓄投資自均等条件はどのように表わされるか。意図きれたー人当り投

資量を Iで示すとき，投資関数ほ

(1.10) I=I(町長〉

のように表示きれるものとし，との Iについて

(1.11) I，，，，，dI/dr>O， I，，，，，dI/dkく0

を仮定しよう。ただし rは期待利i閏率を示すが，それほ現行利潤率に等しいも

のと想定する。よって

(1.12) r=Cf(K/L)ー即JL/K

である。

他方，一人当り貯蓄量Sは，平均貯蓄性向=限界貯蓄性同を sで示す主き

(1.13) 5=sY/N=sf(K/L)L/N 

のように表わされる。よって貯蓄投資の均等条件 5=1怯

(1. 14) I(r， k) = sf(K/L)L/N 

によって示される。

ところで労働需給の均等と貯蓄投資の均等が同時民成立する一時均衡u 陪お

いては，雇用量Lについて， Lニ Ldニ L，が成立するので，これを(1. 5)， 

1) 固定価格のもとで畠成される労働および財D需給一致の制態を 時均衡 (temporaryequili 

bri'um) と呼ぶ。 Mdliobaud(12) (p. 10)参照。
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(1. 9)， (1. 12)， (1.14)に考慮すれば，一時均衡においては k=v，γ，叩に

ついて

(1. 15) I(t， k) ，=sf(k) 

(1. 16) r=び(k)一回J/k=l'仰

が1出たされしなくてはならない。

そこでまず， (1.15)， (1. 16)を満たす hと即の存在士確めておかなくてはな

らない。(1.15)， (1. 16)より

(1. 17) Ilj'(め，kJ=sf(k) 

が得られ与。この式め左辺に関しては， (1. 13)， (1. 11)にもとづ雪 ，Ilj'(O)， 

OJ>O， Ilj'(=)，∞J=O。また，すべての hについて

(1. 18) dI/dk=IJ"(k)十九く0

となる。他方， (1.17)の右辺を 8(的で表わすとき，明らかに

(1. 19) d，百'/dk=sf'(k)>O 

となり，さらには.3)を考慮して 8(0)=0， 0く8(∞)<∞。

以上により(1.17)の左辺を表わす I曲線と，右辺を表わすS曲線を描けば，

第 l図のように示され，一意的な一時均衡の存在は明らかである。そのような

均衡解を表示するのに《を使用すれば，一時均衡において .w， k.， fの聞に

(1. 15a) I(f， k) =sf(わ

(1. 16a) f= Cf(わ曲'J/五=1'(わ

が成立する。

ところがこの解は必ずしも体系の均斉成長を保証するものではない。資本と

労働さらに産出物が同一半で均衡成長(その状態を均斉成長という〉するため

には ，k=O ii.成立しなければならない。一時均衡の成立する kについて，

(1. 7)， (1. 15)より

(1. 20) li二 k(KjK-N/N) =k(l/k-n) =kCsf(め/k-nJ=sf(k) -nk 

が得られる。もし Aについて

(1. 21) fCk)/五=n/s
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第 1図

が成立するな bば， (1. 20)において長=0が成立し，一時均衡鮮は均斉成長経

路に乗っ亡いることになる。さらに， (1. 3)の仮定のもと己は(1.20)を満たす

kの時間経路は大域的に安定であることがわかる幻。そこで，こんごは均斉成

長経路近傍の一時不均衡を分析する乙とを主眼とするので，一時均衡解 (w，わ

は均斉成長経路に乗っていると仮定するu よって五は(1.15)， (1. 16)とともに，

CI. 21) </，満たすもの左する。

II 一時不均衡と局面分割

Iで述べた一時均衡が成立するためには，一人当り資本および実質賃金率が，

それぞれ，五および曲に等しくなくてはならない。しかし各時点においてKお

よびNは所与であり，産出物価格および貨幣賃金率も所与(固定価格の想定)

であるので，その状況下で与えられる hおよび却が，それぞれ，kおよび坊に

等しい保証はない。即学曲，k手五の少くともいづれかが生じるならば一時不均

衡の状態が出現することになる。いま，そのような不均衡状態においても，シ

2) 第 l凶において，是>iiに対してnk>，J(的，よって届く0。他方 hく.1こ封して nkく，"くk)，よ

って Ji>O。
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ョートサイド原則にもとづき取引が行れると仮定しよう。

まず，先行の労働市場におして，不均衡下の取引が需要と供給の小さい方に

よって実行されるとし，引続いて，現実の資本蓄積が貯蓄と投資計回の小さい

方によって実現すると考えよう C それらは

(2. 1) L=min(Ld' L，) 

(2. 2) K二日in(I， S)N 

のように記述される。当然，不均衡下においては価格調整が生じるが，それを

定式化するまえに ，w-k平田 (R九〉を不均衡の態様に応じて 4つの局雨に分

割しよう。

労働需給の均等を表わす Ld=L，曲線は， (1. 5)， (1. 9)より

(2目 3) 叩 =f(め kf'(k) 

を満たす(叩，めとして表わされる。そして，明らかに，この曲線の上方では

ん<L..下方ではん>L，が成立する〈第2図〕。

ところで(2.1)で示された取引原則と(1. 4)， (1. 7a)により ，K/L， L/N 

は労働需給の状態に応じて，次のように表わされる。

Ld<L，のとき K/Lニ v(日)， L/N=k/v(叩〉

(2. 4) Ld>L，のとき K/L=k，L/N=l 

Ld=Lsのとき K/L=v(加)=k，L/N=l 

したがって貯蓄投資の均等を表わす S=1曲線は，労働需給の不均衡状態に

依存して異なる様相を呈する。

労働の超過供給の領域では， (2. 4)より K/L=v，L/N=k/vゆえ，これら

を(1.13)に代入すれば

(2. 5) S=skf(v)/v 

が得られる。したがって超過労働供給下の貯蓄投資の均等は

(2. 6) l(r， k) =skf(りfv

で表わされる。ただし rは，この場合， (1. 12)， (2. 4)より

(2. 7) r=r}(めー即)/v
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によって表わされる"ょうて(2.のと O. 5)を(2. 6)に考慮することにより

(2. 8) IC!'(v)， k) =skJ(v)!v 

が得られる。若干の計算により

dk 1，/v-skσ((v)/1'(v) 'lJ2 

(ELmz-Frarr-VM 

が求まるへただし σは生産関数Fにおける要素代替の弾力性を表わす。すな

わち

(2.10) a=-1'(v){了(v)-v1'(v)} /vf(v)f"(v) 

とする。

(2. 9)において dk/d回の分母は負であるが，分子の符号は確定しない。 L

かし，もし 1，について

(2. 11) I，~skσfω)//'(v)v 

が満たされるならば，dk/d叩く0 となり ，S=I曲線は右下りとなる(第2図〕。

もちろん， (2. ll)の満たされる必然性は存在せず，不等号逆向きの場合には

S=1曲線は右上りとなる。

次k超過労働需要の領域では， (2. 1)より K/L=k，L/N=lゆえ， (1. 13) 

t立

(2. 12) S=s/(k) 

のように表わされる。そこでは

(2. 13) 判的<k，

したがって

(2. 14) 聞くf(k)-kf'(k) 

が成立する。この場合貯蓄投資の均等曲線は

(2.15) I(r， k) =sf(k) 

で表わされる。ただ Lrは

。
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(2. 16) r= [f(k) 四 J/k

にしたがわねばならない。 (2.15)に(2.16)を考慮Lてこの曲線の匂配を計算す

オH:J:

(2. 17) 
dk 1，/k 
ヨ面一 u山一f(k)+kf'(k) J/が+1，-s/，(わ

が求まる。これについ(1. 3)， (1. 11)， (2. H)を考慮すれば dk/dw<Oが成

立する。したがって，この領域の貯蓄投資均等曲線は右下りが確定する(第2

図)。

またいずれの領域においても ，S=I曲線の右下方では S>1，左下方では

S<Iが成立するヘ

このようにして〔肌おの定義域を以下の 4つの局面に区分することができ

令。

R，三 {(四，k)εR'+ILd三二L"S;:o-:I} 

R，主 {(w，k)εR'+ILdミム， S二z乃

R，三{(叩，k)εR'+ILd三L.， S三三I}

R，三{(即，k)εR九ILd三三L"S三I}

凡では一人当 b資本量が大きく，投資意欲が小さいために財の超過供給が

存在する。そして実質賃金に比べて労働の限界生産力は低<，失業が存在して

いる。これはケイ γズ的失業の局面にほかならない。

次に ，R，では一人当り資木量が大きいことが投資意欲を阻害しているが，

実質賃金が低<，労働の限界生産力が高いので完全雇用が実現している。これ

は過剰資本化 (overcapitali zation)の局面である。

さらに R3では一人当り資本量は小さく，投資誘因は大きいが，財の超過需

要が存在するとともに，低賃金のため完全雇用をこえる超過労働需要も存在し

ている。これは抑庄インフレーショ Yの局面に相当する。

最後に R，では，一人当り資本量小さく，投資誘因は犬きいが，労働の限界

5) (2.5)， (2. s). (2.12)， (2.15)'こおレて 1.<0宅ふ>0より明らか。
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第2図

生産力に比べて実質賃金が高く，失業が存在している。これは古典派的失業の

局面にほかならないへ

111 価格調整とワルラス均衡

ここで固定価格の想定をゆるめ，市場不均衡に際して，貨幣賃金および産出

物価格の部分的市場調整が行われるものとしよう。貨幣賃金率を w倒産出物価

格をFとするとき，労働市場および財市場の不均衡調整方程式は，それぞれ，

次のように表わされるものとする。

(3. 1) W"/W"~λ(L，ー L，)/L，~バ (k/v-l)

L，くLd の場合は)~ん>0

L，>Ldの場合は)=ん>0
λ1ヲとん

(3目 2) 長/pニ μ(I-8)

1>8 の場合は μ=μl~。

6) この分類命名については日白血 (6)(p.399)参照。
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IくS の場合は μ=μ2~O

μ1羊戸z

そ号すると .w=叫 /pゆえ，実質賃金の調整方程式は

(3. 3) 叩=四[J(k/vー 1)一戸(l-S)J

によって表わされる。

他方，一人当り資本の動きは， (2. 2)， (1. 7)より

，3. 4) kニ min(I， S)叫

で示される。

(91) 91 

(3. 3)， (3. 4)は上述の 4つの不均衡局面において互に異なる微分方程式体

系として，次のように表わされることになる九

(W=即 {l，(k/vー 1)ー μよI(r，め-skf(v)/vJ}
(3. 5) ↓ 

Lk=ICr， k)ーηh

ただし r=[f(め一回J!v

(田，k)εR， 
rW=即 {A，(k/vー 1)-，u，[I(r，め -sf(k)J}

(3. 6) 
Lk=ICr， k) -nk 

ただし r=[f(k) 日J/k

(w， k)εR， 

rW=凹 {l，(止/v-1) μ，[1(r，k) -sf(k))} 
(3. 7) ↓ 

Lk=sf(k) -nk 

ただし r=[f(k)-wJ/k

(叩，k)εR. 

rw=w{l，(k/vー 1)一向[I(γ，め-skf(v)/v]}
(3. 8) ↓ 

Lfiニ skf(v)/v-nk

7) 厳密にいえば，労働が超過供給状態にあるか，超過需要状態にあるかに応じて，同じ超過供給

財市場でも異なる価絡調整スピードを設定すべきであろう CGerman[4 J (p. 585))。一般的に，

このような市場開。漏出 (spillover) 効果を考慮に入れた調整方程式体系を組むことも可能で

あるが，繁雑さを避けて，ぁ。えて単純化した体系を設定した。
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ただし r=Cf(v) 即 J/v

(回，k)εR， 
(3. 5) ~ (3. 8)のそれぞれの微分方程式体系〈小体系〕において，叩=k=O

を成立せしめる体系均衡点にワいて調べよう。

前i41の均斉成長経路上の 時均衡 (UI，五〉は，いずれの小体系においても均

衡点となっている。なぜならば，この 時均衡においては ，k=v， 1(1'， わ=

sf(v) =sf(め=nkが成立し， いずれの小体系においでも k=w=O をもたら

すーからである。

問題は，このようにそれぞれの市場の需給均等が，他市場の制約をうけるこ

となく，同時に成立する，いわゆるワノレラス均衡 (w，わ以外に，それぞれの

小体系の均衡点(非ワノレヲ 1均衡)が存在するか，どうかということである。

R，についてその同題を検討しよう。 R，においては u孟k，S=skf(り/v"?;l

=k十叫が成立するので， (3. 5)において曲=k=Oを満たす非ワノレラ λ 均衡

は存在するかもしれない。

それを検討するため， (3. 5)に(1. 5)を考慮すれば， (3. 5)は

f回二w{，l，(k/vー 1)-(J.，(I(f'(v)， k)-skf(v) /vJ} 
(3. 5a) 

L止=I[f'(り〉λ，k幻〕一η

のように書きなおすことができる。この(3. 5aω〉におい亡 k=O曲線の勾配を

員汁tJ見算津草[，すFる と

<11，工'
(3. 9) 函 1合 <0

となる。他方，w=O耐線の勾配は，若干の計算により

(3. 10) dk 二旦追士P2Irど["(り)十μ，sk叩 J/v'f"(り7
d加 μ';v μ2九十μ，sfくり/v

が'Jこまる。 (3.10)の右辺の分母は正であるが，分子の符号が定まらなL、。そこ

で，もしすべてのく卸，k)εR，について

(3. 11) ん>μ，l，v'f"(v)/k
が満たされるならば， (3. 10)右辺の分子はEとなり ，dkldw>Oが成立する。
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このようにして， (3. ll)が仮定されるならば，日二O曲線と k=O曲線は，

交わると Lても，一点でしか交らな L、。ところがすでに，曲，k(=切は(3.5a)

の均衡点であることが分っているので，そのことを考慮すれば， (3 加〉り均

衡点は (w，わ以外には存在しない乙とになる。

次に R，については如何。この局国においては u壬k，S=，j(k)ミI ゆえ，

R，のすべての町 hにつレて

(3.12) A，(k/v-l)ー μ，(I-d(k)J ~O 

となり ，v学長あるいは I学5j(k) の場合， (3. 12)の不等式は厳慌な形で成 {t

する。したがって，その場合(3. 6)において叩=0は実現しえなL列。つまり

この局面では(曲，k)以外の均衡は存在しない。

R3においては ，v壬k，l孟s=，j(勾 =k+nkゆえ， (3. 7)において w=止=0

を満たす非ワノレラス均衡は存在しうる。 (3. 7)第 2式より ，k=口出l線は k=止

なる垂直線となる〔第2図〕。他方， w=o曲線の勾配は， (3. 7)第 1式よ旬

(3. 13) 
dk 
dw 

_~I k2十円lI，-V8f" (υ〕
Uザペu京予万五二五，1，CJ'(k)k -j(k)十四)/k'-p，l，+μ，if'(め}

のように算出される。 (2.14)を考慮すれば，この式の右辺の分母は正であるが，

分子の符号は惟定しない。そこで，もしすべてり〔叩，k)εR，について

(3. 14) ん〉 μtI，vF刊の

が成立するならば，Atk2>ー μJl;vfペv)k2>ー μdrV3fぺりとなり， (3. 13)より

d.~/d，四>0 が得られる。そのときには曲=0 曲線は，第 2 図に示したように，

右上りとなる υ ところが (u¥めは(3 7)においても叩=長二日を満たすので，

w=O曲線が布上わである限り ，k=O 曲線との主主点は(曲，めのほかには存

在しない。このようにして， (3. 14)のもとでは非ワルラエ均衡は存在しない"'。

8) この場古 uJ>O.すたわち実胃賃金は切に上昇ヲる。
9) もちろん (3.14)は非ワルラス均衡非存在の必要条件ではなし、。たとえばl すべての (w，k) 

<R，についてんく μdrv'f"(v)/k'が成立しても，非ワルラス均閣は存在しなし、。 この場合に

は ω=0曲線が (w，k)を:iffiる右下りの曲線となるからである。
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最後に R，においては，りとk，L三Sニ skf(v)/りゆえ

(3. 15) ん(k/vー 1)一円(I-skf(v)/vJ三O

となり ，v弓斗または I*skf(め/りの場合， (3. 15)は厳特注不等式の形で成立

する。したがって，その場合， (3 日〉において回二Oは満たされない，m。よっ

ての. 8)において (w，k)以外の均衡点ば存在しなL、。

以上により， (3. 11)， (3. 15)の仮定を許すならば， 4佃の局面は，それぞれ

の調整方程式体系のもとで共通の唯一均衡点(ワノレラス均衡〕者もつことが判

明しずこ'1)。

IV 小体系における局面安定性

ここで(3.5) ~ (3. 8)のそれぞれの微分万程式体系のもとでの叩と長の動き

を観察しよう。

(3. ll)および(3.14)を仮定しない場合，日の動きが明確なのは R，とR，の

局而だけであるo すなわち ，R，において叩は上昇的，R，におし、て却は下落的

である由。

他方 kの勤きについてみれば，R3では〔丘 7)第 2式より明らかなように，

均衡値五に対して，もしたく占ならば止>0，すなわち hは増大し ，k>五なら

ば五く0，すなわち kは減少的である。

ところが，R，においては(3. 8)第2式より f(-o)/u>n/，ならば正〉日。他

方 ，Wくd ならば(1. 5)より v<五となり ，f(v)/v>f(あふ~n/s が成立する。

Lたが〉て，その場合 E 五>口が専かれる。このようにして Eく幼のときにほ

h は増大的である。逆に叩〉曲ならば，同様にして • kは減少的である。

(3 1!) お上び('l .I -，)を仮定しない限~ .却と hの大域的な動舎について明確

なと Fは.tlトの通りであって，これしだけではなんの確定的な結論も得られな

い。そこで，ワルラス均衡の近傍に限定して局所的な動きを分析しよう。

10) こり場合 (3.8)より w<二Dすなわち't質賃金は常に下落する。
11) (3.11)や (3.15) の満たされなしづ1 ワルラス均衡については後述する(四節宰，~)回

12) 注のおよび民10)参照。



そのために，各局面の微分方程式体系がそれぞれあたかも全域に拡張可能で

あるかのようにみな Lて，均衡の安定性を検討することにしよう。

各局面凡について， (凶，k)において詐仙した(3. 5) ~ (3. 8)の Jacobian 

を JCi) -c表わす ζ とにすれば，次のような計算結果を得る lヘ
川 +MhL]]
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jW=[附山+川/付F

I，-sf/ん1，/ん
1) (4 
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し由、 L もし

i=1，2;j=1，2 

1)成分はいずれの jcのについても負となるIヘ

し、ずれの行列も(1， 1)成分の符号のみ確定しない。

(4. 5) 2，>ーμ}?!"t
が満たされしるならば， (1， した

13) j~f(î). l'~f'(あ. J"~r(íi). t~I，( r. め ， Ik=I/r， k)とする。以下，
たがう。

14) (4.5)において i=j=lの場合，および i=j=2の陽子守ばョそれぞれ. (3.14)および (3.11)
の特排うース (vニめに相当する。なお!この仮定の7)'わりに.R，については oμ21" R4に

ヲいては ，>i;Nj，σ を恒定しても同様の結思刊号られるn

同様の略記法にし
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がって，その場合には，すべての zについて trjcりく0，det jω>0が成立する。

よって，いずれの微分万程式体系も均衡点近くで局面安定叩である。

とに二ろがこれは，それぞれの微分)J程式体系について，それ bが全域に拡張

可能と仮定した議論であって，実際には， ，直刈可能な定義域はそれぞれ一局面

に限定される。ところが微分方程式体系(3. 3)， (3. 4)の右辺は各局面の境界

において 2つの値をもち，それらが一致するとは限らないロつまり解曲線は局

面転換に際Lて不連続となる可能性が存在する。

以下では，不連続な境界をもっ区分連続な微分方程式体系について Filip

pov!拝の手法ーを用いることにより，均衡点近傍における一立的な解曲線(軌

道)の存在を検討し，あわせて全域における軌道の様相を素描するc

V 区分的線形体系の構成

均衡点近傍における解曲線の様相を観祭するため，各局面の境界を均衡点に

おける按線、におきかえて，局面を凸錐化しよう。

均衡点 (w，わが新たに原点となるよう座標軸を移し，新しい座標系に関す

る変数に対して，同じ記号を使うことにする。 Rι の原点における接錐 (tan-

gent cone) を Co(R，Jによって示すとき，各援錐の境界 B，は

〔り 1) Bι三 α〔凡)IICo(R，H) i~l ， 2， 3，4ただし Rfj=R1

のように:;t<わされる'"。

エ (ω， /，) と表示し，それぞれの Co(R，J を定義域にもつ実数値関数 h('j

を次のように定義する o

(5. 2) h'''(x)コむ(w)-h

(o. :l) h'" (x) ~ s!(企〕ーI(r，k) 

ただし r~ C!(k) 即J/k

15) Honkapohja and Ito C 8 J (p. 31)の命名による。
16) 集合Aの原点におる富市型ベクトノレの集合の凸包をj 集合AC0原点における接雄と定義づる。

Van den Heuvel [14J (pp.17-18)参同凶たとえば R，と Co(R1) の関係は第3図のように図
万二さ才しる。
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(5. 4) h"'(x)=k-v(叩〉

(5. 5) h'''(x)=I(r， k)-skf(ψ)/v 

ただし r=C!(v) 即'J/り

関数 h(i)の gradientを ah'"(x)三 (oh'リ(x)/ow，oh'代x)/ok)で示すとき，

J二記接錐およびその境界は

(5. 6) CO(R.)={xluh叫・x'這0，oh<戸 υ.x'亘O}

(5. 7) B，={xluhu"x'=O， xεCo(R;)} 

i=l， 2， 3. 4 h(Q)=h(心

のように表わされる1ヘただし uh伯=品川〔のとする。切らかに門Co(R;)= 

{O}， U Co(R，) = U R，o 

そのとき (5. 2) ~ (5. 5)土り

(5. 8) o fi" = ( -1/ kf'ぺ 1)

(5. 9) oh山二(I，/五，，1'-1，) 

(5.10) oIi3> = (I/kf'ヘ 1)

(5. ll) oh'心 =(-t;k-s曲/会fヘi，-sI/五〕

が得られるので ，B，は次のように表現することができるo

(5.12) B，={Aq，lq，=(-kj"， 1)， AミO}

(5.13) B2={.<q2Iq2=(i，-sI'， t/五)， AミO}

(5. 14) B3二{Aq31q3= (kfヘ 1)，J.言。}

(5. 15) B，二 {Aq，I q，= (SI/五 I"，-IJ五 sw/かI")，λとO}

第4図は以上を図示したものである印。

さて，倣分方程式体系(3.5) ~ (3. 8)を均衡点(原点〕のまわりで? ラー

展開し，その線形部分を貼わ合わせて，次のような微分方程式体系士構成「る。

(5. 16) .i;' :....=.Jx' 

17) ベク jルaとベクトル bの内むを a.b'で当記一、ずる。ただL.'は列ヘク lノレの表示3

lR) 艇に q.=(+，十).q.~(-. +). q.~(-. -). q，~(+. めであるが 第4阿は (2.ll)， 

したがって Iず>，σ討を仮定して q4=(十.-)として描いている。当然 l，-<saI/.何ときに
は仇~C+. +).よって仇は右上りとなる(第 G 図参H~)。
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H， 
凡\\~ Cu(R，) 

~ R， 

。
第 3図

、♂ Co(R，i 
Bl 

'[' 

〆ノ品
Co(R，) 。~(合，正)

じo(R，)

'1， 白百"

/ 
I ar，" '1' 

s， じο(Rl) 、jヲ2

第 4図

ただし関数Jは

Jザ=J'匂 1 訂正:o(R，) ニ 1，2， 3， 4 

と定義する。

この貼り合わせ体系において，それぞれの線形領域内の解曲線の存在は別ら

かであるが.l'蝉曲線がそれぞれの境界にさしかかったとき，境界主横切るか，

または況界上を進む一意的な経路が存在寸るかどうかを険副し，もし存在する

とすれば，その方向を見定めな〈てはならなし.0 

そこで，この微分方程式体系の解として，いわゆる F山 ppov 解を適用す
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ジヘ (5.16)の貼り合わせ境界にお付る Filippov解は次のように解釈するこ

と jJ~できる。

ノレへ-17"訊u皮ゼロの集合である Biにおける Jx'の値を除いて，それぞれの

白 (R，)から B，へ至るすべての Z に対する Jピの極限値を含む最小の閉じた

凸集合に Z が属するとき xを(5.16)の Filippov解という。

この Filippov解が令境界において一意的であるための条件は，この体系に

ついて，次のように表わされる。

(a)任意の Z が Co(R，)から B，に近づいてゆくときの Jx'の極限値に関

して

。Aくり・Jx'く0

が成立するか

(b)任意の Z が Co(R，ρ から n，に近ついてゆくときの Jザの極限値に

I5Jして

ohくi).Jx'>O

が成立するか，または (a)，(b) の而方ともが成立すること山。

B，において(めのみが成立するときは ，Co(R，) からじo(R，+.)へ B，を

横切って突入する軌道が存在し， (b)のみが成立するときは，逆に ，Co(R凶〉

から Co(R，)へ B，をIι切って突入する軌道が存在することになる。そして，

B，におし、て (a) と (b) の両方ともが成立するときには，軌道は境界 B，上

をスライドして進行ずる目。

Vl 均育成長近傍における解曲線の様相

この貼り合わせ体系では境界 Biはいずれも原点からの半直線なので，土記

19) Filippov [3-] (pp， 201-202)， Honkapohja und Ito [8 J (p. 26)， Ito (9 J (p. 350)玄照。
20) 日而数が 20)場合には (a)，(b)を一括して θ五ω.J(11X')(品川・Jl21x')>O と表討するこ

とができる。その場合には (a)，(b)が同時に成立すると止がないからであるn 日onkapohjaand 

Ito [8 J (p. 39)， Van den Heuvel (14J (p. 36)割問。

21) 詳しくは山谷口5J(pp. 15-16)参照。
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意軌道存在の条件の検討は.B，の代表元 q，に対して， その両側の接錐から

zが近づくときの Jx'の極限値について行えば十分である。

境界 B，に関しては. (4 1). (5.12)より

(6 1) 

が得られ，

j(川 =1p，w(sI'-I"t五)1
". Lr t十I，-sI/五」

こtLと(5. 8)より

(6. 2) oJi(J) .JC1lq1' =山崎C/"I.+I，-sI')/i4"-I" Ic-IasI/五>0
が求まる。他方，

(6 3) 

(4. 2). (5. 12)より

J曲M バ「
I"t十I，-sI/五

が得られるが.(6. 1)と〈日 めを比較すれば.J∞ql'=JCユ)q11が成立すること

が分る。すなわち(5.16)の右辺は境界 s，において連続である。 し丈こカ:って

(6. 4) ohCll.j叩 q/=OIzC1l.Jωq/>O

が得られる。切らかに Filippov解条件 (b) のみが満たされる。よって解曲

線ほ Co(R，)から Co(R，)へと B，を横切る軌道を描ぐことになる。

B2 に関しては • (4 2). (5. 13)より

zv(A1十 p，ν¥'I.)(I，-s/')/h'!" 1 

(6. 5) j(2)q/= +，vI，U，/五+fJ2SI' -!-l2Ik) / k I 

swIA' J 

となり， これと(5. 9)より

(6. 6) 8h('!) .j(2)qz' = wI.，.C(s +九/五I")(I，-s/'う十九t/kコ/h'

が得られる。(日 6)右辺の正負は判定できない。他方.(5 13)より

zv(ん+p，kj"t)ct-s/')jk'!" 1 

(自 7) 白，(3)0白 1υ。一 +wT，O，j五+p，s/' μJ，)/k1 

swI./k' J 

が得られる。 (6 5) i二(6 7)を比較すれば，jc幻 Q2'*}(3)112'ゆえ， (5. 16)右辺
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は境界 B2 において不連続となる乙とが分る。しかし.(6. 7)と(5. 9)より

(6. 8) ai，<".J仙 q，'=wU(s +A，/k!") (I，-s1') + l，I，/五J/k'

が求まり，これを(6.6)と比べれば

(6. 9) ah(幻・1':3)Q2'=ahCZ).]山 q，'

が成立するので • ahω • j(Z)qz' と ah(2).}山q，' は，符号は不明であるが，同

符号であることが分る。したがっ ζ，Filippov解条件 (a). (L) のし、ずれか

一方のみが満たされる。

(6. 6)について計算すれば分るように，もし 2，の大きさについて

(6. 10) ム<skfぺs1'-I，)/(l，-s1' + I" 1，) 

が満たされるならば. (6. 9)は負となり.Filippov解条件 (a)のみが満たさ

れることになるので，境界民において解曲線は Co(R2) から Co(R3) への

横断軌道となる。ところが(6.10)における不等号が逆向きのときには.(6. 9) 

は正となわ22¥Filippov解条件(ゅのみが満たされることになるので，

Co(R，)から Co(R2) へと B，を横断する解曲線が拙かれるo

次に B，に関しては.(4. 3). (5. 14)より

r p，w(I"I，-sI'十五)l 
(6. 11) J"'qJ = I . . 

•. L sw/k J 

となる。こ:/eと (5.10)より

(6. 12) 3hω.j叩 q/=μ，w(}"I，-s1' + I，) /五/，，+sw/五>0

が得られる。他方.(4. 4). (5. 14)より

「戸1曲(}"I，-s1' + I，)l 
(6. 13) }仙qd=l l 

L sw/五」
が得られ，これと (6.ll)を比較すれば.JωQa'=}(3)Q3'が分る。よって(5.16) 

右辺はんにおいて連続である。当然

(6. 14) ah叩 .jwqi=品川 j(3)QJ'>O 

が成立する。ここに Filippov解条件 (b) のみが満たぎれるので • Co(R，) 

国) "'史上， λl>-s'kI"ならば (6.9)はE となる。
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から Co(R3) へ B3 を横断する一志軌道が存在することになる。

最後に九に関して同様の計算をする。 (4. 4)， (5.15)より

rW(ん十戸/ej"t十戸，SW)(sI/五 五 l

(6.15) }旬、i=I -w[(ん+μ，sIl/k ρ，I，J(IJk+sw/会fつ|

L sw(sI/五 I，)/k'I" J 

が得られ，これと (5.11)より

(6. 16) dh凶 .j凶 qiニ A2w(t!五+sw/か'1")'/k

+λ2曲(sI/五-i，)(-t;五十四cf/五J')/かf"-sw(sj;五 I，)'/か:l'
が求まる。 (6.16)右辺の符号は確定しない。他点(4. 1)， (5.14)より

「曲(ん十戸2kf"t十μ，S曲)(SI/五 I，)/k'I" l 

(6.17) JCllql4ニ -W[(A2十 μυI)/五 μ，I，J(I，j占+3W/かfつ|

sw(sj; k I，) jI，sJ" 

が得られる。 (6.15)と(6.17)を比較すれば，J(4)q/ '=F}Cllq4'が分る。 したがっ

て(5.16)右辺はムにおいて不辿杭となる。 しかし， (6.17)と(5.11)より，若

干の計算を経て

く6.18) ak4) .jcυq.'ニ dhCり .}Wq/

の成立が泣かれる n したがって ohω.jwQ4' と oh(4). JcoQ4， は同符号となるの

で， Filュppov解条件の (a) と (b) のいずれか一方のみが満たされる。そこ

でも L，1，の大きさについて

(6. 19) rγ>sσf/f' 

が成立するならば山， (6. 16)より (6.18)は正の符号をもつことになり，解曲線

は B. において Co(R，) から Co(R，) へのも~附軌道となる。

いまや，境界における解曲線の勤きとNの小体系E語学を結合することによっ

て，均衡点近傍の解曲線の様相を明らかにす畠ことができる。

各種不均衡に際して，貨幣賃金正価格の調整速度および投資の利潤に対する

23) (6. 19)比 (2.11)の特殊ケ一人か=めにほかならなし、。
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反応皮の間に， (4. 5)によって示したような関係がどの局面についても成立し，

そのうえ，特に労働の超過需要に際しての貨幣賃金調整速度に関して (6.10)が

成立し，さらに，投資の利潤に対する反応度が(6.19)で示したような大きさを

保つならば，均衡点近傍の解曲線の様相は第 5図のようにf古かれる。明らかに

均衡点は局所的に安定である。この場合，CO(R9)は， ひとたび軌道が入れば

そこから抜日出せない，いわゆる来引集合 (stronglyattractive set)20となっ

ている。

B， 

イ/
/ 

Co(R，) 一ー / 

/'ぐ)
}3， じοUl，)

第 5図

Lかし， (6. 10)および(6.19)は安定のための必要条件ではないロ (6.10)のも

とで(6.19)が非成立とすると ，B，の右足断軌道が Co(R，)から Co(R，)へと，第

5図の場合とJJ1::向きになる可能性が生じるけれども，均衡点の安定性は保存さ

れる。このときには Co(R3) のみならず Co(R，) も牽引集合となる(第 6図〉。

次に(6.19)のもとで， (6. 10)にお日る不等号が逆向きのときには，均衡点近

傍の解曲線は筑7図のような様相を呈するo この場合には反時計廻りの発散1

パイラノレが発生する可能性があるようにみえるυ しか L，(6. 4). (6 14) ， 

24) E-clmlbar (2-J (pr. 379-380)参Wむ



104 (104) 

(6. 18)より

第139巻第l号

13， 

Co(R，) 〆
i 

¥‘ 

日=(w， k) 
十

C ο(R，) 

13， 
13， 

!:7z::ょ
x 

/ 
13， Co(R，) 

第 7図
13， 

(6. 20) ahω J(ι)q/:三iJh的・JCi+口q/ i=l， 2， 3， 4 

が成立Lているので， Van den Heuvelの定盟問に よって，原点〔均衡点〉の

25) Van den Heuvel口4J(p. 38. Theorem 2.3め参問。木稿円。骨!). .l(klq/が同定理中町 RU1')

に相当する。ただし，同定理中りのおよび 3lの不等式は， それぞれ，E，(q，)E机 (q，)>o，お

よび Eι(q凸三二E，;./q，) と古き改めなくてはならない。
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漸近安定が保証されている26>。

(105) 105 

以上により，均斉成長をあらわすワノレラス均衡点は， (4. 5)の仮定のもとで，

局所的に漸近安定である ιとが判明した。

VII 非ワ)1-ラス均衡について

国におい"c(3. 11)辛子土ぴ(3.14)を仮定するならば非ワノレラス均衡が存在しむ、

いことを論じたn 当然，これらの仮定を取り除たときには，非ワノレラス均衡が

存在する。そこで，本節において，どのような非ワルラス均衡が存在するか，

また，その均衡は安定であるか否かについて検討して，これまでの議論の補諭

と-，る。

すでにmにおいて明らかにしたように，存在しうる非ワノレラ只均衡は R，と

R，の2局面に限られる。すなわち， ケインズ均衡とインフレ←ション均衡で

ある。

k~O 
R， 

k~O R， 
町 ~O

//  /////  

(玩'， k) (九五j

(j) (jj ) 

第8図

まず R，におし、て (3.11)を仮定しないとき，起りうべきケイ Yズ均衡として

は，第8図(iI， (引の 2つの型が考えられる刊。五=0曲線と吟=口曲線の主主点

〔w，k)がケインズ均衡点を表わす。 w=o曲線の勾配を定める (3.10)に関して，

26) (6.10)， (6.19)， (6.19)の担方とも非成J[の場合には，第6図において，B，の横断軌道カヨ主
l臼きになるだけでサ均街点近傍白安定主は保存される。

27) もちろん0)，(11)が同一図に合成されるような直数のケインズ均衡も存在しうる。
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(i)においては dkjd四~O が成立 L ， (ii)においては必jd叩く口が成立する。

ケインズ均衡点の近傍におIjる安定性をl澗べるために ('W， k)において評

価した(3. 5) 0) Jacobianを計算しよう。直ちに

(7. 1) 

窃 [12k十戸drV2f"(む)J

]C1Jニ I +μ2skぉ]/iJ'/" (iJ) 

Ic/v 

訪日2-P2L，v十 1'2sf(めJ/V寸

Ik-n 

]
 

十

一

ワ

一[
 

一一

が釘:!甘されるυ これと (3.10)を比較すれば

dk 
Sig. [J(けの(1，1)成分J=-Sig.ι…1(3. 10) 

が成分する ζ とが分る。よって，第8図(i)の場合には J'υ の(1，1)成分<0。

したがって， (7. 1)において trJCυく0，det J''' >0が成立するので， (記，め

は漸近記定である。これに対VC(i↓)の場合には，位相図手法により， (記，め

は不安定となる。

次に R，におL、て， (3. 14) "i:仮定しないとき，起りうべきインフレ ション

均衡としては，第 9図(i)， (ii)の2つの型が考えられる o (回大 k*) がイ γ フレ

ーシコン均衡点を表わす。

(ゐ，正) (w，正)

ω=り

:r<'k¥ /  '11、=ト
k=O k=1l 

R; R， 
( i ) ( ii ) 

第 9図
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〔回ぺ k*)において評価した(3. 7)の Jacobianは

「叩榊p，k*+1'，1，キv*2f"(V勺7
(7. 2) ‘1(3)*= 1 v*3f"(ず)

回水[X，/v*ーμlIk*+μ，sf'(k*)J1 

o 

~[: ~] 
となる'"。

そこで JC3lネの(1. J)成分と (3. 3)を比較すれば叩

dk 
Sig.[J(幻*の(1， 1)成分]=-Sig万五1(3.13)

sf'(が)-n J 

が分る。したがって栴9図(i)の場合は J山キの(1，1)要素<日。よって(7. のに

おいて trJ山 <0，detJ的'>0が得られるので， (即*， k*)は漸近安定である。

それに対して， (ii)の場合には，位相図手法により， (叩*， k*)は不安定となる。

0986・9・5 j同~'O
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