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1. 序文

ここでは、 ファイバー束のホモトピー性質を実数体の通常の構造 $\mathcal{R}=(\mathbb{R}, +, \cdot, >)$ の順

序極小拡張 $\mathcal{M}=(\mathbb{R}, +, \cdot, >, \ldots)$ に拡張することを目的とする。 また、 $\mathcal{M}$ 上において、 同

変 $G$ベクトル束のホモトピー性質も考察する。デファイナブル集合は、パラメータつき
でデファイナブルとなる集合を意味するとする。
このような構造 $\mathcal{M}$ は、 [9] により、非可算無限個存在することが知られている。 もっと

一般的に実閉体上でも議論することができるが、ここでは、 $\mathcal{M}$ に制限して考える。デファ

イナブルカテゴリーに関しては、 [2], [3] などに性質がまとめられている。

2. ファイバー束

Hausdorff空間 $G$ が位相群とは、 $G$ が群であって、 その演算 $GxGarrow G,$ $Garrow G$ が連

続となることである。
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$G$ を位相群、 $F$ を位相空間とする。 $F$ が $G$空間とは、 $F$ が $G$の連続群作用 $\phi:G\cross Farrow F$

をもつことである。 ここでは、 $\phi(g, x)$ を $gx$ と書く。 $G$ の $F$への作用が効果的とは、任意

に $g,$ $g’\in G$ をとるとき、任意の $f\in F$ に対して、 $gf=g^{l}f$ ならば、 $g=g’$ となることで

ある。

定義 21. 位相空間 $E,$ $X$ , 位相群 $K,$ $K$ の効果的作用をもった位相空間 $F$ と全射連続写像

$p:Earrow X$ の五つの組 $\eta=(E,p, X, F, K)$ がファイバー束とは、次の二つの条件を満たす

ことである。

(1) $X$ の開被覆 $\{U_{i}\}$ と同相写像 $\phi_{i}$ : $p^{-1}(U_{1})arrow U_{i}xF$ が存在して、 $p=pu_{:}\circ\phi_{i}$ とな

る。 ただし、 $pu_{1}$ : $U_{i}xFarrow U_{i}$ を射影とする。

(2) $p_{i}$ : $U_{i}xFarrow F$ を射影とし、 $x\in U_{1}$ に対して、 $\phi_{i,x}$ : $p^{-1}(x)arrow F$ を $\phi_{i_{2}x}(z)=$

$p_{i}\circ\phi_{i}(z)$ と定義する。 $x\in U_{i}\cap U_{j}$ に対して、 $\theta_{ji}:=\phi_{j.x}0\phi_{i,x}$ とするとき、 $\theta_{ji}\in K$ かつ

$\theta_{ji}:U_{i}\cap U_{j}arrow K$ が連続である。

このとき、 $E$ を全空間, $X$ を底空間, $p$ を射影, $F$ をファイバー, $K$ を構造群といい、

$\{\phi_{i},$ $U_{i}\}$ を局所自明化という。

定義 22. $\eta=(E,p, X, F, K),$ $\eta’=(E’,p^{l}, X’, F, K)$ をファイバー束とする。

(1) 連続写像 $\overline{f}$ : $Earrow E’$ がファイバー束写像とは、 以下の二つの条件を満たすことで

ある。

$(a)$ 連続写像 $f$ : $Xarrow X’$ が存在して、 $fop=p’\circ\overline{f}$ となる。

$(b)\{\phi_{\alpha}, U_{\alpha}\},$ $\{V_{\mu}’, \phi_{\mu}’\}$ をそれぞれ $\eta,$
$\eta’$ の局所自明化とする。 $U_{\alpha}\cap f^{-1}(V_{\mu}’)\neq\emptyset$ となる任意

の $\alpha,$ $\mu$ に対して、 $f_{\mu\alpha}(x)=\phi_{\mu,f(x)}’\circ\overline{f}\circ\phi_{\alpha,x}^{-1}$ とするとき、 $f_{\mu\alpha}\in K$かっ $f_{\mu\alpha}$ : $U_{\alpha}\cap f^{-1}(V_{\mu}’)arrow$

$K$ が連続である。

(2) ファイバー束写像 $\overline{f}$ : $Earrow E’$ がファイバー束同値写像とは、 $\overline{f}$ と $f$ が同相写像で

あって、 $(\overline{f})^{-1}$ もファイバー束写像であることである。

(3) ファイバー束同値写像 $\overline{f}$ : $Earrow E’$ がファイバー束同型写像とは、 $X=X’,$ $f=id_{X}$

であることである。

連続写像 $f,$ $h:Xarrow Y$ がホモトピックとは、連続写像 $H$ : $Xx[0,1]arrow Y$ が存在して、

任意の $x\in X$ に対して、 $H(x, 0)=f(x)$ かつ $H(x, 1)=h(x)$ となることである。

定理 2.3 ([8]). $\eta=(E,p, X, F, K)$ をパラコンパクト空間上のファイバー束とし、 $f,$ $h$ :
$Yarrow X$ をパラコンパクト空間の間のホモトピックな連続写像とする。 このとき、 引き戻

し束 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ はファイバー束同型である。
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3. デファイナブルファイバー束

定義 31. (1) デファイナブル集合 $G$ がデファイナブル群とは、 $G$ が群であって、 その演
算 $GxGarrow G,$ $Garrow G$ が連続デファイナブル写像となることである。

(2) $O(n)$ を $n$ 次直交群とする。群準同型写像 $Garrow O(n)$ が連続デファイナブル写像と
なるとき、 これを表現写像という。 この群準同型写像から導かれた $G$ 作用をもった $\mathbb{R}^{n}$ を
$G$ の表現という。

(3) $G$ の表現の $G$ 不変デファイナブル部分集合をデファイナブル $G$集合という。
(4) $Y$ をデファイナブル集合とする。 $Y$ がデファイナブル $G$作用をもったデファイナブ

ル集合とは、連続群作用 $G\cross Yarrow Y$ が存在して、デファイナブルとなることである。

セミアルジェブリック空間 $([1|)$ の拡張として、デファイナブル空間 $([$2$])$ を考えること

ができる。

デファイナブルファイバー束 ([7]) は、 $E$ をデファイナブル空間, $X$ をデファイナブル
集合, 開被覆を有限デファイナブル開被覆, 同相写像をデファイナブル同相写像と定義す
ればよい。デファイナブル束写像、デファイナブル束同値写像、デファイナブル束同型写
像、 引き戻し束を定義することができる。 ここでは、デファイナブル写像は連続とする。

定理 3.2 $([7|)$ . $\eta=(E,p, X, F, K)$ をデファイナブルファイバー束とし、 $f,$ $h$ : $Yarrow X$

をホモトピックな連続デファイナブル写像とする。 $Y$ がコンパクトならば、 引き戻し束
$f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ はデファイナブル束同型である。

定理 3.1において、 $Y$ がコンパクトであるという条件は、 除けるかもしれない。 また、
[5] より、 $f$ とんはデファイナブルホモトピックとなる。っまり、連続デファイナブル写像
$H$ : $Yx[0,1]arrow X$ が存在して、任意の $x\in Y$ に対して、 $H(x, 0)=f(x),$ $H(x, 1)=$ ん (x)
となる。

問題 3.3. (1) 定理 32において、 $Y$ のコンパクトの条件を除けないか ?
(2) $X$ と $Y$ をデファイナブル空間に拡張できないか ?
(3) 実数体の順序極小構造から、一般の実閉体の順序極小構造についての結果に拡張で

きないか ?

4. デファイナブル $G$ ファイバー束

定義 41. $G$ をデファイナブル群とし、 $\eta=(E,p, X, F, K)$ をデファイナブルファイバー
束とする。
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(1) $\eta$ がデファイナブル $G$ ファイバー束とは、 $E$ がデファイナブル $G$ 空間、 $X$ がデファ

イナブル $G$ 作用をもったデファイナブル集合、 $p$ がデファイナブル $G$ 写像であり、 $G$ は

$E$ にデファイナブルファイバー束同値写像で作用することである。

(2) デファイナブル $G$ ファイバー束写像、デファイナブル $G$ ファイバー束同値写像、デ

ファイナブル $G$ ファイバー束同型写像も同様に定義することができる。

定義 42. (1) $G$ を位相群、 $X,$ $Y$ を $G$ 空間とする。連続 $G$ 写像 $f,$ $h$ : $Xarrow Y$ が $G$ ホモ

トピックとは、 連続 $G$ 写像 $H$ : $X\cross[0,1]arrow Y$ が存在して、任意の $x\in X$ に対して、

$H(x, 0)=f(x),$ $H(x, 1)=h(x)$ となることである。 ただし、 $[0,1]$ 上の $G$ 作用は自明と

する。

(2) $G$ をデファイナブル群、 $X,$ $Y$ をデファイナブル $G$ 作用をもったデファイナブル集

合とする。連続デファイナブル $G$ 写像 $f,$ $h$ : $Xarrow Y$ がデファイナブル $G$ ホモトピック

とは、 連続デファイナブル $G$ 写像 $H$ : $X\cross[0,1]arrow Y$ が存在して、任意の $x\in X$ に対し

て、 $H(x, 0)=f(x),$ $H(x, 1)=h(x)$ となることである。 ただし、 $[0,1]$ 上の $G$ 作用は自明

とする。

定理 4.3. $G$ と $K$ をコンパクトデファイナブル群とする。 $\eta=(E,p, X, F, K)$ をデファイ

ナブル $G$集合上のデファイナブル $G$ ファイバー束とする。 $f,$ $h$ : $Xarrow Y$ をデファイナブ

ル $G$集合間の連続デファイナブル $G$ 写像で、 $G$ ホモトピックとする。 $X$ がコンパクトな

らば、 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ はデファイナブル $G$ ファイバー束同型である。

定理 43の条件のもとで、 $[$5$]$ により、 $f$ とんはデファイナブル $G$ ホモトピックになるこ

とが知られている。 また $G$作用を考えない場合の問題 33の同変版も同様に考えることが

できる。

デファイナブル $G$ ファイバー束の特別な場合として、 デファイナブル $G$ベクトル束を

考えることができる。 $X$ がコンパクトの条件は、デファイナブル $G$ベクトル束の場合は、

除くことができる。

定理 44 $([$4$])$ . $G$ をコンパクトデファイナブル群とする。 $\eta=(E,p,$ $X)$ をデファイナブ

ノレ $G$集合上のデファイナブル $G$ ベクトル束とする。 $f,$ $h$ : $Xarrow Y$ をデファイナブル $G$集

合間の連続デファイナブル $G$ 写像で、 $G$ ホモトピックとする。 このとき、 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$

はデファイナブル $G$ ファイバー束同型である。

定理 44の特別な場合が、デファイナブル $C^{\infty}$ カテゴリーにおいて知られている $(I6|)$。
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