
縮小写像とカナン写像の比較

城西大学・理学部 吉川美佐子 (Misako Kikkawa)
Faculty of Science, Josai Uuiversity.

九州工業大学・工学研究院 鈴木智成 (Tomonari Suzuki)
Faculty of Engineering, Kyushu Institute of Technology.

1. 序

(X. d) を距離空間とする. $X$ 上の写像 $T$ が縮小写像であるとは, $’\in[0.1)$
が存在して, 任意の」. $y\in X$ に対して

$d(Tx.Ty)\leq\prime d(.\tau.y,)$

が成り立つことを言う. 次の縮小写像の不動点定理は、非線形解析学において
非常に有名であり. 様々な応用のある定理である.

定理 1 (Banach [1]). (X. d) を完備距離空間とする. このとき. $X$ 上の縮小写
像 $T$ はただ-$arrow$つの不動点を持つ.

一方で. 1969年に Kaunan は次の不動点存在定理を証明した.

定理 2 (Kannan [4]). (X. d) を完備距離空間とする. $X$ 上の写像 $T$ がカナン
写像. すなわち $(1\in[0.1/2)$ が存在して. 任意の $\iota\cdot,$ $y\in X$ に対して

$d(T_{lj}, Ty)\leq t1(d(x. T\tau)+d(y, Ty))$

であるとする. このとき, $T$ はただ一つの不動点を持つ.

縮小写像とカナン写像は独立の概念である. 例えば $X=[0.1]$ . $T(.r_{\tau})=.r/3$ と
すると. $T$ は縮小写像であるが.

$d(T(O), T(1/3))=(1/2)d(O. T(O))+(1/2)d(1/3. T(1/3))$
となるので $T$ はカナン写像ではない. また, $x\in[0.1/2|$ のとき $T(\tau\cdot)=\angle r/4$ .
$l\cdot\in(1/2.1]$ のとき $T(r)=x/5$ とすると, $T$ は連続でないから縮小写像ではな
いが. カナン写像になっている. よって. 縮小写像の条件とカナン写像の条件を
直接比べることはできない. 定理 1と定理 2は. 完備距離空間において縮小写
像とカナン写像が不動点を持つことを示した似たような定理であるが. -$arrow$つ面
白い違いがある. それは、定理 2は完備性を特徴付けるが. 定理 1は特徴付けな
いということである. $X$ の任意のカナン写像が不動点を持つことは、$X$ が完備
であることと同値になるが. 任意の縮小写像が不動点を持っても./ 完備でない
距離空間が存在する. 詳しくは [2, 8] を参照のこと. よって. 完備性の特徴付け
という点から見ると. 縮小写像の条件はカナン写像の条件より強い条件と言う
ことができる. このように. 視点を変えて見てみると. 縮小写像とカナン写像
を間接的に比較することができる. そして. 両写像の特徴が見えてくる所が大
変興味深い. 本稿では. 別な視点から縮小写像とカナン写像の比較を行いたい
と思う.
最近. 定理 1の拡張であり完備性を特徴付ける定理が証明された.
$\backslash$ lSC (2000). $54H2^{r_{y}}$
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定理 3([13]). 関数 $\theta$ : $[0.1)\neg(1/2,1]$ を

$\theta(’.)=\{\begin{array}{ll}1 (0\leq r\leq\frac{v’\overline{5}-1}{2})\frac{1-r}{7^{\sim}2} (\frac{\backslash \backslash _{-}}{\underline{9}}\leq \leq\frac{J}{\backslash \Gamma 2})\frac{1}{1+\uparrow} (_{T^{1_{2}}}\leq t^{7}<1)\end{array}$

と定義する. (X. d) を完備距離空間, $T$ を $X$ 上の写像とする. $r\in[0.1)$ が存
在して 2任意の $x.y\in X$ に対して

$\theta(l^{\tau})d(x. Tx)\leq d(x.:y)arrow d(Ttr. Ty)\leq rd(x_{:}y)$

が成り立つと仮定する. このとき, $T$ はただーつの不動点を持つ.

注意. $\theta(r)$ の値はなるべく大きい方が定理の仮定は弱くなるので. $\theta(r)$ が大き
いほどよい定理になる. 上記の $\theta(r)$ はすべての $r\in[0.1)$ に対して. ベスト定
数になっているにとが分かっている. つまり. 定理 3をこれ以上改良すること
はできない. 詳しくは [13] を参照のこと.

研究が進むにつれて研究目的が広がり, 本稿の表題が『縮小写像とカナン写
像の比較』となったが, 最初から二つの写像の比較を目指していたのではなかっ
た. 筆者にとって, 関数 $\theta$ は直感に反する不自然なものであったので. カナン
写像の研究を通して, 関数 $\theta$ を感覚的に理解したいというのが最初の目的だっ
た. そして後述する定理 7を証明した時この目的はある程度達成されたと思っ
ている. [14] における定理 3の証明も参照して頂きたい.
本稿の第 2章では. 定理 3のカナン版を証明して. この観点から縮小写像と

の比較を試みる. 第 3章では. 第 2章での結果を踏まえ. カナン写像よりも弱い
条件である $I\backslash I-$カナン写像と縮小写像との比較をする. 第 4章では. 一般的な距
離の概念を弱めたタウ距離を用いたときの縮小写像とカナン写像の関係につい
て述べる.

2. 一般化されたカナン写像

この章では. 定理 3のカナン版を証明する. 次の補助定理を示すことから始
める.

補助定理 4 ([6]). $(X, \mathfrak{c}f)$ を距離空間, $T$ を $X$ 上の写像とする. $x\in X$ と
7 $\in[0.1)$ が $rf(\tau_{l’}, T^{:}\sim^{)}.r)\leq’\cdot d(.\iota\cdot, TLr)$ を満たしていると仮定する. このとき.
$y\in X$ に対して

$\frac{1}{1+1^{B}}d(.r. T.\iota)\leq d(.\iota\cdot. y)$ または $\frac{1}{1+\uparrow}d(Tu\iota. T^{2_{L}}\tau\cdot)\leq d(Tx. y)$

が成り立っ.

証明. 背理法で証明する.

$\frac{1}{1+’\backslash }d(.r. T.\iota\cdot)>d(.\iota^{\neg}.y)$
$\wedge\backslash$っ $\frac{1}{1+\prime}(f(T.\iota^{\tau}. T^{2}.\iota)>d(T.\iota\cdot. y)$
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が成り立つと仮定すると

$d(. \iota^{\pi}. T.\iota)\leq(f(x. y)+d(y. Tuc)<\frac{1}{1+r}(d(Ur, Tx)+d(T.r. T^{2}.c))$

$\leq\frac{1}{1+7}(d(x.Tx)+7^{\cdot}d(cc, Tx))=d(.r.Tx)$

を得る. これは矛盾である. 口

定理 5([6]). 関数幹: $[0.1)arrow(1/2.1]$ を

$\gamma^{\cap(\uparrow^{\neg})=}\{\begin{array}{ll}1 (0\leq\gamma\cdot<\frac{1}{v}2\approx)1 (_{F^{1_{2}}}\leq r<1)\end{array}$

と定義する. (X. d) を完備距離空間. $T$ を $X$ 上の写像とする. $0\in[0.1/2)$ と
し. ,, $:=0/(1-\mathfrak{a})\in[0.1)$ とおく. 任意の $r$ . $y\in X$ において

$|\hat{r}(t’)(f(\iota\cdot. Tur)\leq(i(.r. y)arrow d(T.r. Ty)\leq a$ $d(x. T.r)+(\}d(y. Ty)$

が成り立つと仮定する. このとき, $T$ の不動点がただ一つ存在する.

証明. $\hat{\vee}(r)\leq 1$ なので. 任意の $x\in X$ に対して $Y^{\circ(\prime r)d(x,Tx)}\leq d(x.Tx)$ が成
り立つ. よって仮定から $d(T.r. T^{2}x)\leq\alpha d(.\cdot\iota’.Tx)+\mathfrak{a}d(Tx, T^{2}x)$ が言える. す
なわち.

(1) $d(T.r, T^{2}.r)\leq\tau d(.\iota\cdot. T.r)$

が任意の,r $\in$ X で成り立つ. $t/\in X$ とし, $tl_{0}=1l$ . $ll_{7t}=T^{7l}?l$ とおく. (1) から.

$\sum_{7?=1}^{x}(f(t1_{\gamma)}. l1_{t+1})\leq\sum_{\dagger=1}^{x},.\prime\prime(;(1l_{0\cdot 1}?l)<\infty$

を得るので. $\{ll,,\}$ は $X$ でコーシー列になり, $X$ の完備性から収束先 2が存在
する.
次に. $\Gamma\neq-\sim$ である $1’\in X$ に対して.

(2) $d(\approx. T.\tau\cdot)\leq c_{-}\backslash d(.r. T.r)$

が成り立つことを示す. $?I_{tt}arrow\approx$ より. $n_{()}\in N$ が存在して. $’\iota\geq\uparrow 7_{0}$ である $n\in \mathbb{N}$

に対して $(l(U_{l\cdot\vee}\wedge)\leq(1/3)d(\llcorner c$ . $\sim\sim)$ となる. よって.

$Y’\wedge(r^{\urcorner})(l(\iota 1_{1}.\tau_{tl_{l}},)\leq d(ll_{7?}. T\iota 1_{l1})=(;(1l_{l1}. tl_{\uparrow’+1})\leq d(u_{r1}$. $\sim\sim)+d(tl_{71}+1\cdot\approx)$

$\leq\frac{2}{3}(l(.r\cdot$ . $\sim)=d(.\iota\cdot$ . $\vee\sim)-\frac{1}{3}(f(Lr$ . $\sim\sim)\leq d(.\tau\cdot$ . $\sim\wedge)-(i(\iota J,,$ . $\approx)$

$\leq d(u_{1}.L\iota’)$ .

したがって. $|1\geq\uparrow 1_{()}$ である $ll\in \mathbb{N}$ に対して.

$d(\tau_{\iota l_{7}},.\tau_{\iota’})\leq c\downarrow d(1l_{t}.T?l_{7})+(1d(.1^{\cdot}.T_{l}\cdot)$

が成} $)$ 立つ. よって. $x\neq\sim\wedge$ である $|\in X$ に対して.

$(l(\sim-. T.\iota^{\tau})=,?-\cdotarrow\cdot’\tau;1i.nid(n_{l\dashv 1}. TLr)=,\}_{-)}\propto 1$

$\leq,\}\underline{i}_{\wedge}1i..1\kappa(((/(ll_{l1}. \tau_{ll_{1}},)+r).(f(.\iota’. T.\iota^{\tau}))=()d(.c, T.\iota\cdot)$
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を得る.
次に. $0\leq\gamma\cdot<$ 1/Vうのとき. $\sim Y$ が $T$ の不動点であることを示す. $T\sim\neq\sim$ と

すると. (1), (2) から

$d(\approx’.T^{2}\approx)\leq \mathfrak{a}d(T\approx.T^{2}\approx)\leq c\iota \mathfrak{s}d(\approx.T\approx)$

が成り立つので

$d(z$ . $T\approx)\leq d(.\sim.\tau^{2_{Z}})+d(Tz, T^{2}z)\leq\alpha rd(z, T\approx)+rd(\approx. T\approx)$

$= \frac{t’ 1\tau 2r^{2}}{1+r}d(\approx. T\approx)<\frac{r+1}{1+r}d(\approx, Tz)=d(z_{\}T\approx)$

を得る. これは矛盾であるから, $T\approx=\approx$ を得る.
$1/\sqrt{\underline{9}}\leq r<1$ の時は、補助定理 4から $n\in \mathbb{N}$ に対して,

$\forall’-(\uparrow\cdot)d(u\iota\downarrow)\leq d(u_{2r},$ . $\approx)$ または $p(r)d(vll)\leq d(u_{2,1\dashv\cdot 1}.\approx)$

が成り立つ. よって, $\{n\}$ の部分列 $\{n_{j}\}$ が存在して, 任意の $j\in \mathbb{N}$ に対して

$(r^{\gamma}(r)d(1l_{r\iota_{J}}.?1_{71_{J}\dashv 1})\leq d(u_{?j}.\approx)$

を満たす. よって仮定から.

$d(\sim.Tz)=1i_{1i1}d(1l_{1_{j}-+1}.T\approx)j-\backslash 1X^{}’\leq 1in1(\alpha d(u_{r\iota_{j}}.’\mu_{n_{f}+1})+\alpha d(z_{:}T_{\sim}^{p}))=c)(f(z.Tz)j-\backslash \supset c$

が成り立つ. $c<1/2$ であることにより $\tau_{z=}\sim\sim$ を得る. 以上により両方の
ケースで $T_{\sim}^{\sim}=z$ が証明できた. $\approx$ が一意であることは (2) から得られる. $\square$

次の定理から. $*-(\mathfrak{l}^{Y})$ がすべての $\uparrow’\in[0_{i}1)$ においてベスト定数になっている
ことがわかる.

定理 6([6]). 関数 $\backslash \rho$ を定理 5のように定義する. 任意の $\mathfrak{a}\in[0,1/2)$ に対して,
完備距離空間 $(X. i.)$ と不動点を持たない $X$ 上の写像 $T$ で. 任意の $x,$ $y\in X$

に対して

$\Psi^{\neg}(r)d(x. T\iota r)<d(.r. y)arrow d(T.\iota^{\wedge}, Ty)\leq c\iota d(.r. Tr)+\alpha d(y. Ty)$

を満たすものが存在する. ただし. $r=0/(1-\zeta)^{-})$ である.

証明. $0\leq i\cdot<$ 1/V至のとき. 実数空間 $\mathbb{R}$ の完備な部分集合 $X$ を $X=\{-1.1\}$
とする. さらに $X$ 上の写像 $T$ を任意の $t1^{-}\cdot\in X$ に対し $Tx=-.r$ で定義す
る. このとき. $T$ は不動点を持たない. さらに. 任意の $r$ . $y\in X$ に対して、
$\backslash \hat{r}^{(1^{\tau})d(.r.T.r)=2}\geq d(x..\iota])$ となる.

$1/\sqrt{2}\leq 7^{\tau}<1$ のときは. $\mathbb{R}$ の完備な部分集合 $X$ を

$X=\{0.1\}\cup\{.\chi_{71}^{1}:n\in \mathbb{N}U\{0\}\}$

とする. ただし. 任意の $|?\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ で.l71 $=(1-’\cdot)(-;)^{71}$ とする. $X$ 上の写
像 $T$ を任意の $lt\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対して, $TO=1$ . $T1=1-r$ . $T.\iota_{r\downarrow=.t_{r\mathfrak{l}+1}}^{\tau}$

. と定義
すると以下は明らかである.

$\bullet$ $(I(T0. T1)=\uparrow\cdot=\mathfrak{a}d(O.T())+(\backslash d(1. T1)$

$\bullet$ 任意の $t1\in$ NU $\{0\}$ に対して, $\iota\hat{r}(’)(f((). TO)\geq\hat{\Psi}(r)d$ ( $.r_{11}$ , 丁鵡 7) $=(f(0, \iota\iota,)$
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また. ,,
$i$ . $\prime l\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対して. $(;(T.\iota_{Yt}.T.r_{7})\leq(f(0. T_{I’}\}n)+d(().T.r_{1})=$

$(\}(l(.r_{7},.T.r_{l’ 7})+(1^{-}(i(.\iota,T)$ と

$(l(T1. T.r_{\gamma\}})-(()(l(1. T1)+c\backslash (f(.r_{1}. T.r_{\uparrow l}))$

$\leq d(O. T1)+d(O. Tx_{71})-$ $(a$ $d(1. T1)+\zeta 0\cdot d(x_{71}, T.r_{7l}))$

$=d( O. T1)-o^{1}d(1.T1)=\frac{1-2\tau^{2}}{1+r’}\leq 0$

が成り立つ. 口

注意. $\theta(r)$ と.$\gamma\eta$
$($ ’ $)$ は似ているが. ある $r$ では $\theta(\gamma\cdot)\neq ^{\wedge}(r)$ となっている. 任意

の $\dagger’\in(0.1]$ において, $\theta(r)\leq\backslash \rho(r)$ であるから. 定理 3と定理 5を比べると. カ
ナン写像のほうがある意味で強い条件と言える. 証明し始めた当初は, カナン
写像の場合も $\theta(’\cdot)$ がベスト定数になると予想していたが. 予想に反する結果
となった.

. のグラフ

$r=0$ $=1$ $\uparrow=0$ $r=1$

3. $\backslash _{\perp}I-$カナン写像

第 2章の結果から、 $\theta(’\backslash )$ がベスト定数になるような写像の条件は他にあるだ
ろうか. という疑問が自然に湧いてくる. この章では、その問いに関する一つ
の回答を与える.

定理 7([6]). 関数 $\theta$ : $[0.1)arrow(1/2.1]$ を定理 3のように定義する. (X. d) を距
離空間. $T$ を $X$ 上の写像とする. $t\cdot\in[0.1)$ が存在して. 任意の $\backslash r$ . $y\in X$ に対
して

$\theta(")d(.\iota^{\backslash }. T.r)\leq d(\llcorner\iota\cdot. \iota/)arrow d(T.r. Ty)\leq\prime nidX\{d(Lc. T.r)$ . $d(y. Ty)\}$

が成り立つと仮定する. このとき, $T$ の不動点がただ一つ存在する.

証明. $\theta(’\cdot)(f(x.T.c)\leq d(.r. T.\tau,)$ なので仮定より

$(f(T.r\cdot. T^{2_{l}}.\cdot)\leq\uparrow$ inax $\{\}$
が成り立つ. よって. $\iota\cdot\in X$ に対して

(3) $d(T_{L}\iota^{\urcorner}.T^{2}\iota\cdot)\leq l^{\tau}(f(.t’.T.\iota)$

である. $n\in X$ とし $n_{()}=n$ . $t1_{1}=\tau_{11}^{)l}$ とする. 定理 5の証明のようにして.
$\{11_{7}\}$ がある点 $-\sim\in X$ に収束することが証明出来る.

$’\backslash t_{\backslash }^{?}$ こ. $t^{\backslash }\neq\sim\wedge$ である $I^{\cdot}\in X$ に対して.

$(4I$ $d(.\vee\sim. \tau Lr)\leq ld(tr. T.\iota’)$
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が成り立つことを示す. $u_{\downarrow}arrow z$ であるから十分大きな $n\in \mathbb{N}$ に対しては 2
$\theta(\gamma^{F})d(?l_{n}. T_{tl_{n}})\leq d(7l_{7l}. .r)$ となる、 よって仮定から

$d(-\sim.Tx)=1i_{111}l(ll_{7+1}, T.\mathfrak{x}\cdot)=1\underline{i}_{11i}d(T_{ll_{l}},.T.r)n\cdotarrow\infty’ 77^{arrow X^{}}$

$\leq narrow\infty 1i11i\Gamma$ niax $\{d(t4_{I1}.Tt4,,).d(x.Tx)\}=\gamma’ d(x.Tx)$

が成り立つ.
次に $\approx$ が $T$ の不動点であることを示す. $0\leq r<$ 1/Vうのとき, $\theta(r)\leq$

$(1-r)/r^{2}$ である. 帰納法により. $n\geq 2$ である $n\in \mathbb{N}$ に対して.
(5) $d(T^{n}z, T_{\vee}\sim)\leq rd(\wedge\sim\cdot. Tz)$

となることを示す. $r\iota=2$ の時は. (5) は (3) であるから (5) は成り立つ. $n>2$
である $|1\in N$ に対して, $d(T^{n}\approx.T.)\leq rd(-\neg.T\approx)$ と仮定しよう.

$d(\approx. T\approx)\leq d(\approx. T_{\vee}^{n_{\sim}})+d(T^{n}\approx.T\approx)\leq d(\sim?.T^{n}z)+rd(\wedge.T_{\sim}^{\sim})$

より $(1-r\cdot)d(\approx.T\approx)\leq d(\sim\sim. T^{71}\approx)$ が成り立つので

$\theta(7’)d(T^{n_{\sim}}., T^{71+\cdot 1}z)\leq\frac{1-r}{t^{b}2}d(T^{n}z.T^{\tau\}+\cdot 1}\approx)\leq\frac{1-r}{r}71d(T^{77}z.T^{n\cdot+1}z)$

$\leq(1-r)d(z.T_{\sim}^{-})\leq d(\tilde{\sim}. T^{7l}\approx)$ .
したがって仮定より

$d(T^{n+1}\approx, T\approx)\leq\uparrow$ ’niax $\{d(T^{7?}\approx. T^{\prime\prime+1}\approx)$ . $d(\sim-. T\approx)\}=rd(\sim\sim. T\approx)$

が成り立つ. よって. $\uparrow l\geq 2$ である $n\in \mathbb{N}$ に対して (5) が成り立つことが示せ
た. 今. $T\approx\neq\sim$ と仮定すると. (5) からすべての $\uparrow 1\cdot\in \mathbb{N}$ に対して $\tau_{\approx\neq}^{\gamma\prime}\sim\sim$ が成
り立つ. よって (4) より,

$d(T^{\prime\iota\cdot+1}z$ . $\approx)\leq rd(\mathcal{I}_{\sim}^{\urcorner 7?}\sim. \tau_{\sim}^{7l\{- 1_{\neg}})\leq$ $7l+1d(\sim. T\sim)$ .
従って $T^{71}\approxarrow\approx$ を得る. これは. (5) に矛盾する. よって $\tau\sim=\approx$ を得る.

$1/\sqrt{2}\leq’<1$ のとぎ定理 5の証明のようにして. $\{r\iota\}$ の部分列 $\{n_{j}\}$ が存
在して. 任意の $j\in \mathbb{N}$ に対して. $\theta(r)d(u_{j}ll. u_{r\}}j+1)\leq d(\cdot l1_{77}.’. Z)$ が成り立つこと
が言える. よって仮定より.

$d(\approx)1\underline{i}n1d(u_{i_{j}+1}.T_{\sim}^{-})$

$\leq j- A1\underline{i}nlx’ 1$ niax $\{d(v_{7_{j}}. n_{71_{J}-\vdash 3}).d(\approx. T_{\sim}^{-})\}=\uparrow d(\sim. T\approx)$ .

$\uparrow<1$ であることから $T\approx=\approx$ を得る. よっていずれの場合でも $T\approx=\approx$ であ
ることが示された. $4\wedge$ が一意であることは (4) から示される. 口

次の定理から. すべての, $\in[0.1)$ に対して, $\theta(\dagger\cdot)$ はベスト定数であること
がわかる.

定理 8([6]). 関数 $\theta$ を定理 3のように定義する. 任意の $\gamma\cdot\in[0.1)$ に対して.
完備距離空間 (X. d) と不動点を持たない $X$ 上の写像 $T$ で. 任意の 2. $y\in X$

において

$\theta(’\cdot)(t(.r$ . $T_{1)}<d(.\iota. y)arrow d(T.\iota...Ty)\leq l\cdot$ inax $\{u\}$
を満たすものが存在する.
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証明. $0\leq’\leq(1/2)$ $($ V号 $-1)$ または $1/\sqrt{\underline{9}}\leq\prime^{\neg}<1$ のときは. $\gamma^{-(t)=\theta(r}$’) な
ので. 既に示している. よって. (1/2) $(\sqrt{}\overline{5}-1)<\uparrow<1/\sqrt{2}$ の場合だけ示せば
よい. $\mathbb{R}$ の完備な部分集合 $X$ を $X=\{x_{7?}:rl\in \mathbb{N}\}$ . ただし. $x_{0}=0$ . $.\mathfrak{x}_{1}=1$ .
$r_{2}=1-’$ . であり $\uparrow l\geq 3$ に対しては $t”,$ $=(1-’\cdot-\prime^{2})(-r)^{\prime 1-}3$ とする. $X$ 上の
写像 $T$ を任意の $n\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ に対して $Tx_{l1}=.\iota_{\uparrow+1}^{7}$ と定義すると. 以下のこと
は明らかである.

$\bullet$ $d(Tx_{0}. Tx_{1})=r=rd(x_{0}. Tx_{0})=r$ inax $\{d(.r_{0}, Tx_{0}),$ $d(x_{1}.T.r_{1})\}$

$\bullet$ $\theta(\uparrow\})d(x_{()}. T.r_{0})\geq\theta(r)(i(Lr_{2}$ . $T\iota r_{2})=1-r=d(x_{0}, x_{2})$

$\bullet$ $n\geq 3$ に対して. $\theta(r)d(.r_{0}.Tx_{0})\geq\theta(\uparrow’)d(x_{7l}, Tx_{n})=\frac{1-r^{2}}{r^{2}}d(x_{0}. x_{\eta})\geq$

$d(\iota r_{0}. \iota_{\prime}^{\backslash },)$

$\bullet d(T.\tau_{1}.T_{l_{2}}\cdot)=\dagger^{2}=rd(\llcorner?_{1}. T_{t_{1}}\cdot)$

$1_{3}<X_{5}<.r_{7}<\cdots<_{t}r_{0}<\cdots<.rs<.1_{()}<.r_{4}<.r_{2}<.r_{t}$ であるから.
$\bullet\uparrow?\geq 3$ に対して. $d(Tx_{1}$ . $Tx,,)<d(x_{2}..r_{:;})=r^{2}=’\cdot d(.\iota:_{1}.T.r_{1})$

$\bullet\prime 1\geq 3$ に対して. $d(T.\tau_{2}. T.\iota_{n})-d(x_{2}. T.\iota_{2})\leq d(x_{3}..\tau_{4})-\prime^{3}=2\uparrow^{2}-1\leq$

$0$

$\bullet$ $3\leq t7?<n$ に対して. $d(Tx_{\uparrow 77}. Tx_{1})\leq d(T.r_{\uparrow\uparrow 1}. Tx_{\gamma 1-\dagger\cdot 1})=rd(\iota r_{1\eta} . T_{L}\tau_{\uparrow \mathfrak{n}})$

が成り立っ. $\square$

ある $r\cdot\in[0.1)$ が存在して、任意の $r$ . $y\in X$ に対して

$d(T.t\cdot. Ty)\leq\uparrow ni_{d}x\{d(.r.T_{1}:).d(y. Ty)\}$

となるとき. $T$ を hI-カナン写像と呼ぶことにする. 明らかに. カナン写像なら
ば $l\backslash I-$カナン写像である. 次の章では. 一般的な距離の概念を弱めたタウ距離
を用いて. タウ距離で定義した $h$ I-カナン写像と縮小写像の条件の関係を考察
する.

4. タウ距離で定義したカナン写像と縮小写像

[9] で Suzuki はタウ距離の概念を導入した. (X. d) を距離空間とする. $X\cross X$

から [ $0$ . $\infty)$ への写像 $p$ が $X$ 1-$\hat$のタウ距離であるとは. $X\cross[O$ . $\infty)$ から $[0$ . $\propto|)$

への写像 $r$’が存在して以下を満たすことである.
$(\tau 1)$ 任意の $\iota^{\tau}$ . $y$ . $\sim\sim\in X$ に対して. $p(.r$ . $\sim\wedge)\leq p(_{u}c$ . $y)+p(y$ . $\sim\wedge)$

$(\tau 2)7(.\tau, 0)=0$ かつ $\eta(_{\backslash }\tau.t)\geq t$ $(\forall,1^{\cdot}\in X. t\in[0.\infty))$ . $\eta$ は第 2変数に関し
て凹. 連続

$(\tau 3)$ 任意の $\iota l$ } $\in X$ に対して. $1in1,,$ $.r_{l}=.\gamma$
. かつ $1ini_{7},$ $\sup\{\eta(\sim\wedge r\iota\cdot p(\approx {}_{\gamma 7}C_{\uparrow t1}))$ :

nz $\geq\}\}=0$ ならば $p(1 t^{1}..\Gamma)\leq liill\inf,\}p(\iota\iota..\iota_{n})$

$( \tau 4)\lim_{\uparrow 7}snp\{p(.r_{1}. y_{n}) :m\geq n\}=0$ かつ $1i_{l11},,$ $\eta(x_{\mathfrak{l}1}.t_{\dagger?})=0$ ならば
$1i111_{n}\uparrow\}(y_{\prime},.t_{77})=0$

$(\tau 5)1i_{l(.p(...\iota}111_{1}’\sim 1?\cdot\sim/1l1))=0$ かつ linm,, $\uparrow l(\approx_{\}1}\cdot]^{j}(\sim\sim,7.y_{7}))=$ $()$ ならば $\lim_{t}$ ,
$d(.\iota_{1}. t)_{l1})=0$

普通の意味での距離 $d$ はタウ距離になっている. [3. 9-12. 15] を参照のこと.
本稿では距離空間 (X. $(f)$ 上のタウ距離の全体を $\tau(X)$ で表すことにする. $p\in$

$\tau(X)$ と,, $\in[0.1)$ が存在して. 任意の $\iota$ . $\iota/\in X$ に対して

$p(\tau_{I}\cdot.\tau_{t/})\leq" l)(.\iota, !J)$
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であるような $X$ 上の写像 $T$ の全体を $TC(X)$ と書く. $TK(X)$ は $p\in\tau(X)$

と $(1\in[0.1/2)$ が存在して. 次のどちらかを満たす $X$ 上の写像 $T$ の全体を表
す: 任意の [. $!1\in X$ に対して

$p(T.v. Ty)\leq()(p(T.r..r)+p(Ty.y))$

または. 任意の $x$ . $y\in X$ に対して

$p(T.\tau\cdot, Ty)\leq 0(l^{j}(T_{l_{\iota}^{\backslash }}.r)+p(y.Ty))$ .
$T_{A}tI(X)$ は $P\in\tau(X)$ と $r\in[0.1)$ が存在して. 任意の $\gamma;$ . $y\in X$ に対して

$p(T\ddagger\iota, Ty)\leq$ ’ inax $\{p(Tx, x)_{\}p(Ty, y)\}$

または. 任意の $x,$ $y\in X$ に対して

$p(T \tau_{\}Ty)\leq r\max\{p(T\sim r..\iota),$ $p(y. Ty)\}$

となる $X$ 上の写像 $T$ の全体を表す. $T\in TC(X)$ であるような $T$ を, あるタ
ウ距離 $p$ による縮小写像 $T\in TK(X)$ であるような $T$ を. あるタウ距離 $p$ に
よるカナン写像 $T\in T_{A}\mathfrak{h}I(X)$ であるような $T$ を, あるタウ距離 $p$ による $h$ I-
カナン写像とそれぞれ呼ぶことにする. この 3つの集合は完全に-$arrow$致すること
が次の定理から分かる.

定理 9([7. 11]). $(X, d)$ を距離空間とすると

$TC(X)=TK(X)=T_{1}tI(X)$

が成り立つ.

これまで述べてきたことを表にすると, 以下のようになる.

すなわち, 縮小とカナンは. 一方が強くなったり. 弱くなったり, あるいは同値
になるときもある. $h$ I-カナンは縮小とカナンの弱い方と–致している.
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