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概要. リース空間値ショケ積分論を包括的に議論する. 特に, リース空間に単調関
数連続性条件を仮定すれば, 単調収束定理, Fatou の補題, 優収束定理などの収束
定理がリース空間値ショケ積分に対して成立することを示す.

1. 序論

ショケ積分 $[$4 $]$ は, ルベーグ積分に代わる積分概念として非加法的測度論で広く利
用されており, その理論は断片的にではあるが, 既にリース空間値非加法的測度論
の枠組みにまで拡張されている $[$ 1, 2, 9$]$ . この論文 (講演要旨) は, リース空間値非
加法的測度に関する実数値関数のショケ積分 (以下, 簡単にリース空間値ショケ積分
と呼ぶ) の理論を包括的に述べることを目的としている.
この論文の主要部分は第 4章である. そこでは, リース空間値ショケ積分に対する

収束定理の定式化を試みた. リース空間値ショケ積分に対して単調収束定理, Fatou
の補題, 優収束定理などを定式化するには, 実数空間における $\epsilon-\delta$ 論法に代わるあ
る種の滑らかさの概念をリース空間に導入する必要がある. 今回はリース空間に課
すべき滑らかさの新概念として, いかなるリース空間値単調関数に対しても, その
不連続点は高々可算であることを保証する “単調関数連続性条件” を考案した. 第 4
章では, この単調関数連続性条件を仮定すれば, リース空間値リーマン・スティル
チェス積分に対する Helly-Bray定理を巧妙に活用して, ショケ積分の収束定理を定
式化できることを解説する.

リース空間値非加法的測度に対するショケ積分の定義とその基本性質は第 2章で与
える. 第 3章ではショケ積分の共単調加法性を取り扱う. この章の結果は既に [1, 2]
で, リース空間の表現に関する深遠な Maeda-Ogasawara-Vulikh の定理を利用する
エレガントな手法で示されているが, 証明手順の分かりやすさと自己完結性の観点

2000 Mathematics Subject Classification. Primary $28A25$ ; Secondary $28B15,28E10,46G10$.
Key words and phrases. non-additive measure, Choquet integral, Riemann-Stieltjes integral,

monotone function continuity property, Riesz space.
$*$ Research supported by Grant-in-Aid for Scientific Research (C) No. 20540163, Japan Society

for the Promotion of Sciences (JSPS).

数理解析研究所講究録
第 1615巻 2008年 6-19 6



から, $[$ 18, Section 7.5$]$ と $[$20, 21 $]$ に沿った直接証明の手順を解説する. この論文は
既に公表された論文 $[$ 14$]$ の要約であり, 証明などは原論分を参照していただきたい.

2. ショケ積分

この章では, リース空間値非加法的測度に対するショケ積分の定義とその基本性

質を与える. ショケ積分を定義するには 2つの流儀がある. 一つは, $\check{S}$ ipos $[$20, 21 $]$
$|$に

よるいわゆる水平積分 $($horizontal integral $)$ の考え方を用いて, 被積分関数の水平方

向への分割で定まる近似和の極限としてショケ積分を直接的に定義する流儀である.
もう一つは, 被積分関数から定まる減少分布関数の広義リーマン積分としてショケ
積分を間接的に定義する流儀で, Choquet $[$4$]$ 自身や, Denneberg $[$7$]$ , K\"onig $[$ 15$]$ ら

がその著作の中でこの流儀による定義を採用している. 今回, リース空間値ショケ
積分を新たに定式化するにあたり, 既に確立されているリース空間値関数に対する
リーマン $($ . スティルチェス $)$ 積分論を利用できることや, ファジィ測度や非加法的
測度を研究する多くの工学者や数学者にとって馴染み深いなどの理由から, 後者の
流儀, すなわち, 広義リーマン積分を用いた間接的定義を採用することとした. 最
近, Boccuto と Ric\v{c}an $[$3$]$ は, 前者の流儀, すなわち, $\check{S}ipo\check{s}$ の水平積分を用いた定

式化を与えているので, 興味ある読者は参照されたい.
以下この論文を通じて, $X$ は空でない集合, $C$ は $X$ の部分集合からなる集合族で

空集合 $\emptyset$ を含むとする. 実数全体, 自然数全体をそれぞれ $\mathbb{R}$ , $\mathbb{N}$ で表す.

定義 2.1. $f$ : $Xarrow[0,$ $\infty]$ は関数とする.

(1) 任意の $t\geq 0$ に対して $\{X\in X$ : $f(x)>t\}\in C$ であるとき $f$ は O-可測 $(t\succ$

measurable $)$ という

(2) 任意の $t>0$ に対して $\{$ X $\in X$ : $f(x)\geq t\}\in C$ であるとき $f$ は c-可測 $(C-$

meaSurable $)$ という

混乱が生じない場合は, 集合 $\{X\in X$ : $f(x)>t\}$ や $\{X\in X$ : $f(x)\geq t\}$ を簡単に

$\{f>t\}$ や $\{f\geq t\}$ で表す. また, 集合族が $C$ であることを強調したい場合は, $f$ は

$c$ に関してぴ可測などという.

命題 22. 関数 $f,$ $g$ : $Xarrow[0,$ $\infty]$ は $0$-可測, $C\in \mathbb{R}$ は $C\geq 0$ とする.

(1) 関数 $f\wedge c,$ $f-f\wedge C_{\rangle}(f-c)^{+},$ $cf$ は $\sim$可測.

(2) 集合族 $C$ は有限和と有限積で閉じているとする. 関数 $f\vee g$ と $f\wedge g$ はひ可測.

(3) 集合族 $C$ は有限積と可算和で閉じているとする. 関数 $f+g$ はぴ可測.

$V$ はリース空間とする. リース空間論の標準的な用語については $[17|$ を参照せよ.

順序有界な 2重列 $\{r_{i,j}\}_{(i,j)\in N^{2}}\subset V$ は, 各 $i\in \mathbb{N}$ に対して $r_{i,j}\downarrow 0$ , すなわち, 各
$i,$ $j\in \mathbb{N}$ に対して, $r_{i,j}\geq r_{i,j+1}$ かつ各 $i\in \mathbb{N}$ に対して $infj\in Ni,j$ のとき $V$ の制御
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列 (regulator) という. 以下では, $\mathbb{N}$ から $\mathbb{N}$への写像全体を $\Theta$ で表す. デデキント $\sigma$-完
備なリース空間 $V$ は, 任意の制御列 $\{r_{i,j}\}_{(i,j)\in N^{2}}\subset V$ に対して $\inf_{\theta\in\Theta\sup_{i\in N}}r_{i,\theta(i)}=0$

のとき弱 $\sigma$-分配的 $($weakly $\sigma$-distributive) という. 多くの重要な関数空間や数列空
間は弱 $\sigma$-分配的リース空間である (例えば, [23] を見よ).
この論文を通じて特に断りがなければ, $V$ はデデキント完備かつ弱 $\sigma$-分配的なりー

ス空間とする. リース空間値ショケ積分論を展開するには, 以下の性質をもつ $V$ に属

さない仮想的な要素 $+\infty$ を $V$ に付加すると便利である:(i) すべての $u\in V$ に対して
$(+\infty)+u=u+(+\infty)=+\infty$ , (ii) $(+\infty)+(+\infty)=+\infty$ . (iii) すべての実数 $c>0$

に対して $C\cdot(+\infty)=+\infty,$ (iv) $0\cdot(+\infty)=0$ . 一方 $(+\infty)-(+\infty)$ と $C\cdot$ ( $+$ oo) $(c<0)$

は定義しない. このとき, $($ V $)$ すべての $u\in V$ に対して $u<+\infty$ と定めると, $V$ の

半順序構造は $V\cup\{+\infty\}$ まで拡張できる. この拡張された空間 $V\cup\{+\infty\}$ の空でな
い集合 $A$ は, $V$ の要素によって上から有界なとき上に有界 $($bounded from above$)$ ,
$V$ の要素によって下から有界なとき下に有界 (bounded from below) と呼ぶことにす
る. $A$ が上に有界でないとき, $\mathcal{A}$ の上限は $\sup A:=+\infty$ と定める. さらに, $A$ が上

に有界であるが下に有界でないとき, $A$ の下限は

$\inf A:=\{\begin{array}{ll}in f\{u\in A:u<+\infty\} if \{u\in A:u<+\infty\}\neq\emptyset+\infty otherwise\end{array}$

と定める.

定義 23. 集合関数 $\mu$ : $Carrow V$ は

(i) $\mu(\emptyset)=0$

(ii) 任意の $A,$ $B\in C$ に対して, $A\subset B$ ならば $\mu(A)\leq\mu(B)$ (単調増加性)

のとき非加法的測度 (non-additive measure) という.

定義 24. $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度とする. 関数 $f$ : $Xarrow[0, \infty]$ は $0$-可測とする.
関数 $G_{f}$ : $[0, \infty)arrow V$ を $G_{f}(t):=\mu(\{x\in X$ : $f(x)>t\})(t\in[0, \infty))$ で定義し, $\mu$

に関する $f$ の減少分布関数 (decreasing distribution funCtion) という.

減少分布関数 $G_{f}$ はその名の由来通り減少関数なので, リース空間におけるりー
マン積分論 (付録参照) より, 各 $b>0$ に対して $G_{f}$ は閉区間 $[0,$ $b]$ 上でリーマン可積
分で, 関数 $\varphi(s):=\int_{0}^{s}G_{f}(t)dt(s\in[0, \infty))$ は単調増加となる. それゆえ, リース空

間値ショケ積分の広義リーマン積分による定式化が可能である.

定義 25. $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度とする. 関数 $f$ : $Xarrow[0,$ $\infty|$ はひ可測とする.
$\mu$ に関する $f$ のショケ積分 (Choquet integral) を $\int_{X}fd\mu:=\sup_{b>0}\int_{0}^{b}G_{f}(t)dt$ で定義
する. $\int_{X}fd\mu<+\infty$ , すなわち, 集合 $\{\int_{0}^{b}G_{f}(t)dt$ : $b>0\}$ が上に有界なとき $f$ は

ショケ可積分 (Choquet integrable) という.
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命題 26. $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度, 関数 $f,$ $g$ : $Xarrow[0, \infty]$ は $0$-可測とする.

(1) $c\in \mathbb{R}$ は $c\geq 0$ とする. $cf$ は $0$-可測で $\int_{X}(cf)d\mu=c\int_{X}fd\mu$ .
(2) すべての $x\in X$ に対して $f(x)\leq g(x)$ とする. このとき $\int_{X}fd\mu\leq\int_{X}gd\mu$.
それゆえ, $g$ がショケ可積分ならば $f$ もショケ可積分.

命題 27. $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度, 関数 $f$ : $Xarrow[0, \infty]$ は $0$-可測とする. この

とき $\int_{X}fd\mu=\sup_{n\in N}\int_{X}(f\wedge n)d\mu$ . それゆえ, $f$ がショケ可積分であるための必要

十分条件は集合 $\{\int_{X}(f\wedge n)d\mu$ : $n\in \mathbb{N}\}$ が上に有界.

命題 28. $\mu:Carrow V$ は非加法的測度, 関数 $f$ : $Xarrow[0, \infty]$ は $\sim$可測とする. $a\in \mathbb{R}$

は $a\geq 0$ とする. このとき $\int_{X}fd\mu=\int_{X}(f\wedge a)d\mu+\int_{X}(f-f\wedge a)d\mu$ .
命題 29. $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度, 関数 $f$ : $Xarrow[0, \infty]$ は $0$-可測とする.

(1) $\inf_{a>0}\int_{X}(f\wedge a)d\mu=0$ .
(2) $f$ がショケ可積分ならば $\inf_{a>0}\int_{X}(f-f\wedge a)d\mu=0$ .

$A\in C$ とする. 関数 $f$ : $Xarrow[0, \infty]$ が $0$-可測で $C$ が有限積で閉じていれば, 関数

$f\chi_{A}$ も O-可測となる. それゆえショケ定積分が定義可能である.

定義 210. $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度, 関数 $f$ : $Xarrow[0, \infty]$ は $0$-可測とする. 集

合族 $C$ は有限積で閉じているとする. 各 $A\in C$ に対して $f$ の $A$ 上でのショケ積分

を $\int_{A}fd\mu:=\int_{X}f\chi_{A}d\mu$ で定義する. $\int_{A}fd\mu<+\infty$ のとき, $f$ は $A$上でショケ可積

分 (Choquet integrable on $A$ ) という.

命題 2.11. $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度とする. 集合族 $C$ は有限積で閉じている

とする. 関数 $f:Xarrow[0, \infty]$ は $0$-可測で, $A\in C$ とする. このとき $\int_{A}fd\mu=$

$\sup_{b>0}\int_{0}^{b}G_{f,A}(t)dt$ . ここで, $G_{f,A}(t)$ $:=\mu(\{x\in A$ : $f(x)>t\})(t\geq 0)$ と定める.

さらに, $f$ がショケ可積分ならば $f$ は $A$ 上でショケ可積分. 特に $\int_{A}1d\mu=\mu(A)$ .
命題 2.12. $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度とする. 集合族 $C$ は有限積で閉じているとす

る. 関数 $f$ : $Xarrow[0,$ $\infty|$ は $0$-可測かつショケ可積分とする. このとき, 任意の集合

列 $\{A_{n}\}_{n\in \mathbb{N}}\subset C$ に対して, $\mu(A_{n})arrow 0$ ならば $\int_{A_{n}}fd\muarrow 0$ .
有限個の値をとる $0$-可測関数 $h$ : $Xarrow[0, \infty)$ の全体を $S(C)$ で表す. $S(C)$ に属す

る関数を $0$-可測な単関数 (simple function) という. 集合族 $C$ は有限積と有限和で閉

じているとき束 (lattice) という.

命題 2.13. $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度で, $C$ は束とする. 関数 $f:Xarrow[0, \infty)$

は次の形の単関数とする: $f= \sum_{i=1}^{r}t_{i}\chi_{A_{i}}$ , ただし $r\in \mathbb{N},$ $t_{1},$ $t_{2},$
$\ldots,$

$t_{r}\in \mathbb{R}$ で

$t_{i}>0(i=1,2, \ldots, r),$ $A_{1},$
$\ldots$ , $A_{r}\in C$ で $A_{1}\supset A_{2}\supset\cdots\supset A_{r}$ . このとき $f$ は O-可

測かつショケ可積分で $\int_{X}fd\mu=\sum_{i=1}^{r}t_{i\mu}(A_{i})$ .
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命題 2.14 ([1, Proposition 3.12]). $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度とする. 関数 $f$ : $Xarrow$

$[0,$ $\infty]$ は 0-可測で, $C$ は束とする. このとき $\int_{X}fd\mu=\sup\{\int_{X}hd\mu$ : $h\in S(C),$ $h\leq f\}$ .
それゆえ, $f$がショケ可積分であるための必要十分条件は $\{\int_{X}hd\mu$ : $h\in S(C),$ $h\leq f\}$

が上に有界.

定義 215. $(X, \mathcal{F})$ は可測空間とする. 集合関数 $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は

$($ i) $\mu(\emptyset)=0$ かつ任意の $\mathcal{A}\in \mathcal{F}$ に対して $\mu(\mathcal{A})\geq 0$

(ii) 互いに素な集合からなる任意の集合列 $\{A_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{F}$ に対して $\mu(\bigcup_{n=1}^{\infty} An)=$

$\sup_{n\in N}\sum_{k=1}^{n}\mu(A_{k})$

のとき $\sigma$-測度 ( $\sigma$-measure) という.

Wright $[$22, 24$]$ は, 実数値関数 $f$ と $\sigma$-測度 $\mu$ に対して, ルベーグ型の積分を定義
した. その積分を $( L)\int_{X}fd\mu$ で表す.

命題 2.16 $([$8, Theorem 4$])$ . $(X, \mathcal{F})$ は可測空間とする. $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は $\sigma$-測度で, 関
数 $f:Xarrow[0, \infty]$ は $\mathcal{F}$-可測とする. このとき $\int_{X}fd\mu=(L)\int_{X}fd\mu$ .

3. ショケ積分の共単調線形性

この章では, 共単調な被積分関数の和に関してショケ積分が加法性をもつことを,
実数値ショケ積分の共単調線形性を用いずに直接的に示す手順を述べる. 以下では,
$X$ は空でない集合, $C$ $F$は $X$ の部分集合からなる集合族で $\emptyset$ を含むとする. $V$ はデデ

キント完備かつ弱 $\sigma$-分配的なリース空間とする.

定義 3.1. $C$ は束とする. 非加法的測度 $\mu$ : $Carrow V$ は

(1) 任意の $A,$ $B\in C$ に対して $\mu(A\cup B)+\mu(A\cap B)\leq\mu(A)+\mu(B)$ のとき劣モ
ジュラ (submodular) という.

(2) 任意の $A,$ $B\in C$ に対して, $A\cap B=\emptyset$ ならば $\mu(A\cup B)\leq\mu(A)+\mu(B)$ のと

ぎ劣加法的 (subadditive) という.

(3) 任意の $\mathcal{A},$ $B\in C$ に対して $\mu(A\cup B)+\mu(A\cap B)\geq\mu(A)+\mu(B)$ のとき優モ
ジュラ (supermodular) という.

(4) 任意の $A,$ $B\in C$ に対して, $A\cap B=\emptyset$ ならば $\mu(A\cup B)\geq\mu(A)+\mu(B)$ のと

き優加法的 (superadditive) という.

(5) 劣モジュラかつ優モジュラのとき評価 (valuation) という.

命題 32. $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度, 関数 $f,$ $g$ : $Xarrow[0, \infty]$ はひ可測とする. $C$ は

束とする. $\mu$ が劣モジュラならば $\int_{X}(f\wedge g)d\mu+\int_{X}(f\vee g)d\mu\leq\int_{X}fd\mu+\int_{X}gd\mu$. $\mu$

が優モジュラならば逆向きの不等式が成り立つ.
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命題 33. $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度, 関数 $f,$ $g$ : $Xarrow[0, \infty]$ は $0$-可測とする. 束 $C$

は可算和で閉じているとする. $\mu$が劣モジュラならば $\int_{X}(f+g)d\mu\leq\int_{X}fd\mu+\int_{X}gd\mu$ .
$\mu$ が優モジュラならば逆向きの不等式が成り立つ.

命題 34. $\mu$ : $Carrow V$ は非加法的測度とする. $\mathcal{M}$ は $C$ の部分族で空集合 $\emptyset$ を含み,

有限積と可算和で閉じているとする. 次の条件は同値.

(i) $\mu$ は $\mathcal{M}$ 上の評価.

(ii) $\mathcal{M}$ に関して 0-可測な任意の関数 $f,$ $g:Xarrow[0,$ $\infty|$ に対して $\int_{X}(f+g)d\mu=$

$\int_{X}fd\mu+\int_{X}gd\mu$ .
定義 35. $f,$ $g$ : $Xarrow[0,$ $\infty|$ は関数とする. $X$ の任意の要素対 $(X, x’)$ に対して $f(x)<$

$f(x’)$ ならば $g(x)\leq g(x’)$ のとき, $f$ と $g$ は共単調 (comonotonic) という.

注意 36. $f,$ $g$ : $Xarrow[0, \infty]$ は関数とする. $f$ と $g$ が共単調であるための必要十分条

件は $X$ の部分集合族 $\{\{f>t\}, \{g>s\}:t, s\in[0, \infty)\}$ が (集合の包含関係で定まる
半順序に関して) 鎖となることである.

命題 37. 関数 $f,$ $g$ : $Xarrow[0, \infty]$ は $0$-可測とする. 次の条件は同値.

(i) $f$ と $g$ は共単調.
(ii) 任意の非加法的測度 $\mu$ : $Carrow V$ に対して $/X(f+g)d \mu=\int_{X}fd\mu+\int_{X}gd\mu$ .

4. ショケ積分の収束定理

この章ではショケ積分の収束定理を定式化する. その際, リース空間値単調関数

の不連続点集合の濃度が重要な役割を果たす. 以下では, $V$ はデデキント完備りー

ス空間, $a,$ $b\in \mathbb{R}$ は $a<b$ を満たす定数とする.

定義 4.1 ([19, Definition 5.6.4]). 関数 $g:[a, b]arrow V$ は, 制御列 $\{r_{i,j}\}_{(i,j)\in N^{2}}\subset V$ が

存在して, 任意の $\theta\in\Theta$ に対して, 適当な $\delta>0$を選べば, 任意の $t\in[a,$ $b]$ に対して,

$|t-t_{0}|<\delta$ ならば $|g(t)-g(t_{0})| \leq\sup_{i\in N}r_{i,\theta(i)}$ となるとき点 to で連続 (continuouS)
という. また, すべての $t\in[a, b]$ で連続のとき, $g$ は $[a,$ $b]$ 上で連続という.

注意 42. (1) 定義 4.1の制御列 $\{r_{i,j}\}_{(i,j)\in N^{2}}$ を連続性を定義する制御列と呼ぶこと
がある.

(2) 右側連続性や左側連続性も同様に定義される.

関数 $g$ : $[a, b]arrow V$ は, 任意の $t_{1},$ $t_{2}\in[a,$ $b]$ に対して, $t_{1}<t_{2}$ ならば $g(t_{1})\leq g(t_{2})$

のとき単調増加 (monotonely increasing) という. 単調減少関数も同様に定義できる.
関数が単調増加または単調減少のとき単に単調 (monotone) という. 以下では右側連

続なベクトル関数のもつ性質を考察するが, 簡単な修正で左側連続の場合や連続な

場合にも同様な結果が得られる.
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命題 43. 関数 $g:[a, b]arrow V$ は単調増加で, $t_{0}\in[a, b)$ とする. 次の 2つの条件を考

(ii) $g(t_{0})= \inf\{g(s);s\in[a, b], t_{0}<s\}$

える.

(i) $g$ は点 to で右側連続.

$V$ が弱 $\sigma$-分配的のとき (i) ならば (ii) が成り立つ. $V$ が順序可分のときは (ii) ならば
(i) が成り立っ.

単調な実数値関数の不連続点の集合は高々可算であるが, リース空間値単調関数
に対しては, その不連続点の集合が非可算となる場合がある.

例 44. 各 $t\in[0,1]$ に対して, $h_{t}\in \mathbb{R}^{[0,1]}$ を

$h_{t}(\xi):=\{\begin{array}{l}1if 0\leq\xi\leq t0 if \xi>t\end{array}$ $(\xi\in[0,1])$

で定義する. 各 $t,$ $\xi\in[0,1]$ に対して $g(t)(\xi):=h_{t}(\xi)$ とおく. 関数 $g$ : $[0,1]arrow \mathbb{R}^{[0,1]}$

は単調増加であるが $(0,1|$ の各点で不連続 それゆえ, $g$ の不連続点の集合は非可算.

上で与えた例は, リース空間に新たな有用な族があることを示唆している.

定義 45. リース空間 $V$ は, $\mathbb{R}$ の任意の有界閉区間上で定義されたすべての $V$-値
単調関数が高々可算な不連続点をもつとき単調関数連続性条件 (monotone function
continuity property) を満たすという.

単調関数連続性条件を満たす具体的なリース空間の例を与えるために, $\sigma$滑らか
な可算サブノルムリース空間の概念を導入する. この概念はリース空間の滑らかさ
の新概念として [13] で導入されたものの一つである. 関数 $\Vert\cdot\Vert$ : $Varrow \mathbb{R}$ は次の 3っ

の公理を満たすときリース空間 $V$上の束サブノルム (lattice subnorm) という.

(i) 任意の $u\in V$ に対して $\Vert u\Vert\geq 0$ . さらに $\Vert 0\Vert=0$ .
(ii) 任意の $u,$ $v\in V$ に対して $\Vert u+v\Vert\leq\Vert u\Vert+\Vert v\Vert$ .
(iii) 任意の $u,$ $v\in V$ に対して, $|u|\leq|v|$ ならば $\Vert u\Vert\leq\Vert v\Vert$ .

以下の 2つの性質は上の条件から自動的に導かれる.

(iv) 任意の $u\in V$ に対して $\Vert|u|\Vert=\Vert u\Vert$ . それゆえ $\Vert-u\Vert=\Vert u\Vert$ .
(V) 任意の $u,$ $v\in V$ に対して $|\Vert u\Vert-\Vert v\Vert|\leq\Vert u-v\Vert$ .

束サブノルムは一般には $V$上に局所凸位相を定義しないことに注意せよ. $V$ 上の束
サブノルム $\Vert\cdot\Vert$ は, 任意の点列 $\{u_{n}\}_{n\in N}\subset V$ に対して, $u_{n}\downarrow 0$ ならば $\Vert u_{n}\Vertarrow 0$

のとき $\sigma$-順序連続 ( $\sigma$-order Continuous) といい, 任意の有向族 $\{u_{\alpha}\}_{\alpha\in\Gamma}\subset V$ に対し
て, $u_{\alpha}\downarrow 0$ ならば $\Vert u_{\alpha}\Vertarrow 0$ のとき順序連続 (order continuous) という. 点を分離す
る束サブノルムの可算族をもつリース空間を可算サブノルムリース空間 (countably
subnormed Riesz space) という. 可算サブノルムリース空間は, 順序空間としてデデ
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キント $\sigma$-完備で, その束サブノルムがすべて $\sigma$-順序連続のとき $\sigma$-滑らか $(\sigma- smooth)$

という.

以下では, $\sigma$-滑らかな可算サブノルムリース空間のもつ性質をまとめる (詳細は
[13] を見よ). エゴロフ性や漸近的エゴロフ性の定義及びその性質, さらにリース空

間値非加法的測度に対するエゴロフ定理の成立性と漸近的エゴロフ性との密接な関
係については [11, 12] を参照せよ.

命題 46. $V$ は可算サブノルムリース空間とする.

(1) $V$ が $\sigma$-滑らかならば $V$ は超デデキント完備で, その束サブノルムはすべて

順序連続.

(2) $V$ が $\sigma$-滑らかならば $V$ は漸近的エゴロフ性とエゴロフ性を満たす. さらに
$V$ は弱 $\sigma$-分配的.

命題 47. $\sigma$-滑らかな可算サブノルムリース空間はつねに単調関数連続性条件を満
たす.

注意 4.8. 論文 [16, Theorem], [5, Proposition 3] の結果と命題 43より, $V$ がデデ

キント $\sigma$-完備なバナハ束ならば, $V$ のノルムの順序連続性と $V$ が単調関数連続性条
件を満たすことは同値となる ([6] も見よ).

$(T, \mathcal{T}, \nu)$ は $\sigma$-有限な測度空間とする. $\mathcal{L}_{0}(\nu)$ で $T$ 上で定義された $\nu$-可測な実数

値関数の $a.e$ . での同値類からなるリース空間を表す. $0<p<\infty$ とし, $\mathcal{L}_{p}(\nu)$ で

$\int_{T}|f|^{p}d\nu<\infty$ を満たす要素からなる $\mathcal{L}_{0}(\nu)$ の順序イディアルを, $\mathcal{L}_{\infty}(\nu)$ で $\nu$-本質

的に有界な要素からなる $\mathcal{L}_{0}(\nu)$ の順序イディアルを表す.

例 4.9 $([$13, Corollary 1, Proposition 5] $)$ . 次の数列空間や関数空間は $\sigma$-滑らかな可

算サブノルムリース空間.

(1) 実数列全体からなる超デデキント完備リース空間 $s$ 及びその順序イディアル
$c_{0}$ や $\ell_{p}(0<p\leq\infty)$ .

(2) 超デデキント完備リース空問 $\mathcal{L}_{0}(\nu)$ 及びその順序イディアル $\mathcal{L}_{p}(\nu)(0<p\leq$

$\infty)$ .

以下では, $(X,$ $\mathcal{F})$ は可測空間, $V$ はデデキント完備で弱 $\sigma$-分配的なリース空間と

する.

定義 4.10. 非加法的測度 $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は

(1) 任意の $\{A_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{F}$ と $A\in \mathcal{F}$ に対して, $A_{n}\downarrow A$ ならば $\mu(A_{n})\downarrow\mu(A)$ のと

き上から連続 (continuous from above) という.

(2) 任意の $\{A_{n}\}_{n\in N}\subset \mathcal{F}$ と $A\in \mathcal{F}$ に対して, $A_{n}\uparrow A$ ならば $\mu(A_{n})\uparrow\mu(A)$ のと

き下から連続 (continuous from below) という.
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ショケ積分の収束定理を証明する際には, 付録でまとめたリーマン・スティルチェ
ス積分の収束に関する Helly-Bray定理 (定理 A. 10) が決定的な役割を果たす.

定理 4.11. 非加法的測度 $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は下から連続とする. $V$ は単調関数連続性条
件を満たすとする. $\{f_{n}\}_{n\in N}$ は $X$上で定義された $\mathcal{F}$-可測な拡大実数値非負関数の単
調増加列で, $f$ もそのような関数とする. すべての $x\in X$ に対して $f_{n}(x)\uparrow f(x)$ な

ら $lh^{\backslash \backslash } \int_{X}fd\mu=\sup_{n\in N}\int_{X}f_{n}d\mu$ .

補題 4.12. $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は非加法的測度, 関数 $f:Xarrow[0, \infty]$ は $\mathcal{F}$-可測とする.

(1) $t\in[0, \infty)$ が関数 $tarrow\mu(\{f\geq t\})$ の連続点ならば $\mu(\{f\geq t\})=\mu(\{f>t\})$ .
(2) $V$ は単調関数連続性条件を満たすとする. このとき, $[0, \infty)$ 内の高々可算個
の点を除いて $\mu(\{f\geq t\})=\mu(\{f>t\})$ .

定理 413. 非加法的測度 $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は上から連続とする. $V$ は単調関数連続性条
件を満たすとする. $\{f_{n}\}_{n\in N}$ は $X$ 上で定義された $\mathcal{F}$-可測かつショケ可積分な拡大
実数値非負関数の単調減少列で, $f$ は $X$ 上で定義された $\mathcal{F}$-可測な拡大実数値非負
関数とする. すべての $x\in X$ に対して $f_{n}(x)\downarrow f(x)$ ならば, $f$ はショケ可積分で
$\int_{X}fd\mu=\inf_{n\in N}\int_{X}f_{n}d\mu=\lim_{narrow\infty}\int_{X}f_{n}d\mu$ .

定理 4.14. $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は非加法的測度とする. $V$ は単調関数連続性条件を満たすと
する. $\{f_{n}\}_{n\in N}$ は $X$ 上で定義された $\mathcal{F}$-可測な拡大実数値非負関数の列とする.

(1) $\mu$は下から連続とする. このとき $\int_{X}(\lim inf_{narrow\infty}f_{n})d\mu\leq\lim\inf_{narrow\infty}\int_{X}f_{n}d\mu$.
(2) $\mu$ は上から連続とする. $X$ 上で定義された $\mathcal{F}$-可測かつショケ可積分な拡大
実数値非負関数 $g$ が存在して, すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して $f_{n}\leq g$ とする. こ

のとき $\lim\sup_{narrow\infty}\int_{X}f_{n}d\mu\leq\int_{X}(\lim\sup_{narrow\infty}f_{n})d\mu$ .

定理 4.15. 非加法的測度 $\mu$ : $\mathcal{F}arrow V$ は連続とする. $V$ は単調関数連続性条件を満た
すとする. $\{f_{n}\}_{n\in N}$ は $X$ 上で定義された $\mathcal{F}$-可測な拡大実数値非負関数の列で, $f$ も

そのような関数とする. $X$上で定義された $\mathcal{F}$-可測かつショケ可積分な拡大実数値非
負関数 $g$ が存在して, すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して $f_{n}\leq g$ とする. すべての $x\in X$ に

対して $f_{n}(x)arrow f(x)$ ならば, $f$ はショケ可積分で $\int_{X}f_{n}d\muarrow\int_{X}fd\mu$ .

付録 A. リース空間におけるリーマンスティルチェス積分論

この付録ではリース空間におけるリーマンスティルチェス積分論を概観する. 実
際にはより一般的なクルズワイルスティルチェス積分の理論が [19] で既に確立さ
れているが, ショケ積分の定式化との結び付きを考慮して, リーマン・スティルチェ
ス積分に限定してその理論の概要を紹介する. 以下この付録を通じて, $V$ はリース

空間, $a,$ $b\in \mathbb{R}$ は $a<b$を満たす定数とする.

14



まず区間の分割に関する定義を復習する. 有界閉区間 $[a, b]$ の分割 (partition)

$\Delta$ : $a=t_{0}<t_{1}<..$ . $<t_{i-1}<t_{i}<...$ $<t_{n-}i<t_{n}=b$

を考える. ここで $t_{1},$ $t_{2},$
$\ldots,$

$t_{n-1}$ は分割 $\Delta$ の分割点 (dividing point) という. 分割 $\Delta$

を簡単に $\Delta=\{[t_{0}, t_{1}], [t_{1}, t_{2}], \ldots, [t_{n-1}, t_{n}]\}$ とかき, その全体を $\mathcal{D}[a, b]$ で表す. 分

害 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$」 $\Delta$ の大きざ (size) は $| \Delta|:=\max\{|t_{i}-t_{i-1}| :1\leq i\leq n\}$ で定義される.

区間 $[a, b]$ の分割 $\Delta=\{[t_{0}, t_{1}], [t_{1}, t_{2}], \ldots, [t_{n-1}, t_{n}]\}$ と各小区間から選ばれた点

$\xi_{1}\in[t_{0},t_{1}],\xi_{2}\in[t_{1}, t_{2}],$
$\ldots,$

$\xi_{n}\in[t_{n-1}, t_{n}]$

の組を $(\Delta,\xi)=\{([t_{0},$ $t_{1}],$ $\xi_{1}),$ $([t_{1},$ $t_{2}],$ $\xi_{2}),$
$\ldots,$

$([t_{n-1},$ $t_{n}],$ $\xi_{n})\}$ で表し, 組 $(\Delta, \xi)$ のこ

とも $[a, b]$ の分割という. 簡単のため, 分割 $\Delta$ 自身及び組 $(\Delta, \xi)$ の両方に対して, そ

れらの全体を同じ記号 $\mathcal{D}[a, b]$ を用いて表す.

定義 A.l ([19, Definition 5.6.2], [8]). $V$ はデデキント $\sigma$-完備とする. $h$ : $[a, b]arrow \mathbb{R}$

と $g$ : $[a, b]arrow V$ は関数とする. 要素 $J\in V$ と制御列 $\{r_{i,j}\}_{(i,j)\in N^{2}}\subset V$が存在して,

任意の $\theta\in\Theta$ に対して, 適当な $\delta>0$を選べば可積分性条件 (integrability condition):
任意の $(\Delta, \xi)=\{([t_{0},$ $t_{1}],$ $\xi_{1}),$

$\ldots,$
$([t_{n-1},$ $t_{n}],$ $\xi_{n})\}\in \mathcal{D}[a, b]$ に対して, $|\Delta|<\delta$ ならば

$|J-S_{h}(g, \Delta, \xi)|\leq\sup_{i\in N}r_{i_{t}\theta(i)}$ が成り立つとき, $g$ は $h$ に関して $[a, b]$ 上でリーマン

スティルチェス可積分 (Riemann-Stieltjes integrable) という. ここで $S_{h}(g, \Delta, \xi):=$

$\sum_{i=1}^{n}(h(t_{i})-h(t_{i-l}))g(\xi_{i})$ を $g$ の $h$ に関するリーマンスティルチェス和 (Riemann-

Stieltjes sum) という. 要素 $J$が一意に定まるとき, $J$を $g$ の $h$ に関する $[a, b]$ 上のりー

マンスティルチェス積分 (Riemann-Stieltjes integral) といい, $\int_{a}^{b}gdh$ とかく. また,

制御列 $\{r_{i,j}\}_{(i,j)\in N^{2}}$ を積分を定める制御列 (defining regulator for the integral) とい

う. $h(t):=t$ とした特別な場合には, $S( \Delta, \xi):=\sum_{i=1}^{n}(t_{i}-t_{i-1})g(\xi_{i})$ と $\int_{a}^{b}gdt$ をそ

れぞれ $g$ の $[a, b]$ 上のリーマン和 (Riemann sum), リーマン積分 (Riemann integral)

という.

注意 A2. (1) 上の定義で分割の各小区間内の点 $\xi_{1}\in[t_{0},t_{1}],$ $\xi_{2}\in[t_{1},t_{2}],$
$\ldots,$

$\xi_{n}\in$

$[t_{n-1},t_{n}]$ はすべて異なるように選べる. さらに, $V$ が弱 $\sigma$-分配的な場合は $J$ は一意

的に定まることが容易に示せる.
(2) 以下では “Riemann-Stieltjes”, “Riemann” をそれぞれ “$RS$”, $R$” と略記する.

(3) んの $g$ に関するリーマン. スティルチェス積分も同様に定義し $\int_{a}^{b}hdg$ で表す.

(4) 通常の定積分と同様に, $\int_{a}^{a}gdh$ $:=0,$ $\int_{b}^{a}gdh$ $:=- \int_{a}^{b}gdh$ と約束する.

リース空間におけるリーマン・スティルチェス積分に対しても部分積分法の公式
が成立する. 詳細は [19, Proposition 5.6.3] または [8, Theorem 1] を参照せよ.

命題 A.3. $V$ はデデキント $\sigma$-完備かつ弱 $\sigma$-分配的とする. $h$ : $[a, b]arrow \mathbb{R}$ と $g$ :
$[a, b]arrow V$ は関数とする. $h$ が $g$ に関して $[a, b]$ 上で RS-可積分であるための必要十
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分条件は $g$ がんに関して $[a, b]$ 上で RS-可積分となることであり, 部分積分法の公式
$\int_{a}^{b}hdg=h(b)g(b)-h(a)g(a)-\int_{a}^{b}gdh$ が成り立つ.

以下では, RS-積分 $\int_{a}^{b}gdh$ のもつ性質をまとめる. もうーつのタイプの RS積分
$\int_{a}^{b}hdg$ については自明な修正を施せばよい. 関数 $g$ : $[a, b]arrow V$ は, 適当な $v\in$

$V$ が存在して, 任意の分割 $\Delta=\{[t_{0}, t_{1}], [t_{1}, t_{2}]\ldots., [t_{n-1}, t_{n}]\}\in \mathcal{D}[a, b]$ に対して
$v_{g}(\Delta)$ $:= \sum_{i=1}^{n}|g(t_{i})-g(t_{i-1})|\leq v$ のとき有界変動 (of bounded variation) という.
リース空間 $V$ がデデキント完備のとき, 関数 $g$ の $[a, b]$ 上の全変動 (total variation)
を $v_{g}:= \sup\{v_{9}(\Delta)$ : $\Delta\in \mathcal{D}[a,$ $b|\}$ で定義する. これらの定義は実数値関数に対して
は通常の定義と一致する. 任意の単調関数 $g$ : $[a, b]arrow V$ は有界変動である. した

がって, 有界, すなわち, 集合 $\{g(t):t\in[a, b]\}$ は $V$ で順序有界となる. リース空

間値有界変動関数に関するさらなる情報については [9] を見よ.

リーマンスティルチェス積分の可積分性に関するコーシー型の判定条件は [8,
Theorem 2] と同様にして示せる.

命題 A.4. $V$ はデデキント完備かつ弱 $\sigma$-分配的とする. 関数 $h$ : $[a, b]arrow \mathbb{R}$ は有界変
動, 関数 $g$ : $[a, b]arrow V$ は有界とする. 次の条件は同値.

(i) RS-積分 $\int_{a}^{b}gdh$が存在する. すなわち, $g$ はんに関して $[a, b]$ 上で RS-可積分.
(ii)Cauchy-Bolzano条件が成り立つ. すなわち, 制御列 $\{r_{i,j}\}_{(i,j)\in N^{2}}\subset V$ が存
在して, 任意の $\theta\in\Theta$ に対して, 適当な $\delta>0$ を選べば, 可積分性条件: 任
意の $(\Delta_{1},\xi),$ $(\Delta_{2}, \eta)\in \mathcal{D}[a, b]$ に対して, $|\Delta_{1}|,$ $|\Delta_{2}|<\delta$ならば $|S_{h}(g, \Delta_{1},\xi)-$

$S_{h}(g, \Delta_{2}, \eta)|\leq\sup_{i\in N}r_{i,\theta(i)}$ が成り立っ.

命題A3と A4より, 通常の場合と同様にして次の 2つの結果を示すことができる.

命題 A.5 ([19, Theorem 5.6.6], [8, Corollary $1|)$ . $V$ はデデキント完備かつ弱 $\sigma$-分
配的とする. 関数ん: $[a, b]arrow \mathbb{R}$ は連続, 関数 $g$ : $[a, b]arrow V$ は有界変動とする. こ

のとき, んは $g$ に関して $[a, b]$ 上で RS-可積分. それゆえ $g$ もんに関して RS-可積分.

命題 A6. $V$ はデデキント完備かつ弱 $\sigma$-分配的とする. 関数 $h$ : $[a, b]arrow \mathbb{R}$は有界変
動, 関数 $g$ : $[a, b]arrow V$ は有界とする. $[c$ , 司は $[a, b]$ の部分区間とする. $g$ がんに関
して $[a, b]$ 上で RS-可積分ならば $[c$ ,司上でも RS-可積分.

大雑把に言えば, 積分論における $\epsilon-\delta$ 論法を制御列を用いる論法で置き換えるこ
とにより, 通常のリーマンスティルチェス積分論の基本的な結果が, リース空間
値関数に対するリーマンスティルチェス積分に対しても成立することを確かめる
ことができる. 以下では読者の便利のためにリーマン・スティルチェス積分の基本
性質を簡潔にまとめておく.
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命題 A.7. $V$ はデデキント $\sigma$-完備かつ弱 $\sigma$-分配的とする. $h,$ $h_{i},$ $h_{2}$ : $[a, b]arrow \mathbb{R}$ と

$g,$ $g_{1},$ $g_{2}$ : $[a, b]arrow V$ は関数とする. $\alpha\in \mathbb{R},$ $e\in V$ とする.

(1) $\int_{a}^{b}edh$ は存在し $\int_{a}^{b}ed$ん $=(h(b)-h(a))e$ .

(2) 関数んは有界変動で $\int_{a}^{b}gdh$が存在すると仮定する. さらに適当な $u\in V$が存在

して, すべての $t\in[a, b]$ に対して $|g(t)|\leq u$ とする. このとき $| \int_{a}^{b}gdh|\leq v_{h}\cdot u$ .
(3) $\int_{a}^{b}g_{1}dh$ と $\int_{a}^{b}g_{2}dh$ が存在すれば $\int_{a}^{b}(g_{1}+g_{2})d$んも存在して $\int_{a}^{b}(g_{1}+g_{2})d$ん $=$

$\int_{a}^{b}g_{1}dh+\int_{a}^{b}g_{2}dh$.
(4) $\int_{a}^{b}gdh$ が存在すれば $\int_{a}^{b}(\alpha g)d$んも存在して増 ( $\alpha$g)dh $= \alpha\int_{a}^{b}gd$ん.

(5) $\int_{a}^{b}$ gdhi と $\int_{a}^{b}gdh_{2}$ が存在すれば $\int_{a}^{b}gd(h_{1}+h_{2})$ も存在して $\int_{a}^{b}gd(h1+$ ん$2)=$

$\int_{a}^{b}gdh_{1}+\int_{a}^{b}gdh_{2}$ .
(6) $\int_{a}^{b}gdh$ が存在すれば $\int_{a}^{b}gd(\alpha h)$ も存在して $\int_{a}^{b}gd$( $\alpha$ん) $= \alpha\int_{a}^{b}gdh$ .
(7) $C\in(a, b)$ とする. $g$ が $h$ に関して $[a, c],$ $[c, d],$ $[a, b]$ 上で RS-可積分ならば

$\int_{a}^{b}gdh=\int_{a}^{C}gdh+\int_{C}^{b}gdh$ .

(8) $c\in(a, b)$ とする. $g$ は有界で, んは $c$で連続とする. $g$が $h$ に関して $[a, c]$ と $[c, b]$

上で RS-可積分ならば $[a, b]$ 上でも RS-可積分で $\int_{a}^{b}gdh=\int_{a}^{c}gdh+\int_{C}^{b}gdh$ .
(9) $g_{1}$ と $g_{2}$ はんに関して $[a, b]$ 上で RS-可積分で, $[a, b]$ 内の高々可算個の点を除

けば $g_{1}(t)=g_{2}(t)$ とする. このとき $\int_{a}^{b}$ $gidh= \int_{a}^{b}g_{2}d$ん.

(10) 分割 $\Delta=\{[t_{0}, t_{1}], [t_{1},t_{2}], \ldots, [t_{n-1}, t_{n}]\}\in \mathcal{D}[a, b]$ を考える. んは分割 $\Delta$ の

分割点 $t_{1},$ $t_{2},$
$\ldots,$

$t_{n-1}$ で連続とする. 関数 $g$ : $[a, b]arrow V$ を $g(t):=u_{i}$ if

$t\in[t_{i-1}, t_{i})(1\leq i\leq n),$ $g(b):=u_{n+1}$ で定義する. このとき $g$ は $h$ に関して

$[a,$ $b|$ 上で RS-可積分で $\int_{a}^{b}gdh=\sum_{i=1}^{n}(h(t_{i})-h(t_{i-1}))u_{i}$ .
(11) $h$ は単調増加で, $g_{1},$ $g_{2}$ はんに関して $[a,$ $b|$ 上で RS-可積分とする. すべての

$t\in[a, b]$ に対して $g_{1}(t)\leq g_{2}(t)$ ならば $\int_{a}^{b}g_{1}d$ん $\leq\int_{a}^{b}g_{2}dh$ .
(12) んは単調増加で, $g$ と $|g|$ はんに関して $[a, b]$ 上で RS-可積分とする. このと

き $| \int_{a}^{b}gd$ん $| \leq\int_{a}^{b}|g|dh$ .
(13) $\alpha,$ $\beta\in \mathbb{R}$ で $\alpha>0$ とする. 関数 $g_{\alpha,\beta}$ : $\mathbb{R}arrow V$ を $g_{\alpha,\beta}(t):=g(\alpha t+\beta)(t\in \mathbb{R})$で

定義する. $g$ は $[\alpha a+\beta, \alpha b+\beta]$上で R-可積分とする. このとき $g_{\alpha,\beta}$ は $[a, b]$ 上

で R-可積分で, 置換積分公式 $\int_{a}^{b}g_{\alpha,\beta}(t)dt=\int_{a}^{b}g(\alpha t+\beta)dt=\int_{\alpha a+\beta}^{\alpha b+I}g(t)dt/\alpha$

が成り立っ.
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注意 A8. 定義 A.1は通常のリーマンスティルチェス積分の定義がもつのと同じ
欠陥をもつ. 例えば, 共通の不連続点をもつ関数 $g$ , んに対しては RS-積分 $\int_{a}^{b}gd$んは

存在しない. 命題 A.7の (8) と (10) で関数んに特別な点での連続性を仮定せざるを
得ないのはこの欠陥のためである.

次の 2つの定理は $[$ 19, Theorem 5.7.3$]$ の僅かな一般化である. 詳細については

[5, 6, 9] も参照せよ.

定理 A.9 (The first Helly-Bray theorem). V はデデキント完備かつ弱 $\sigma$-分配的とす
る. 任意の有界閉区間上で定義されたどんな V-値単調関数も高々可算個の不連続点
をもつとする. 関数 $h$ : $[a, b]arrow \mathbb{R}$ は連続とする. 関数 $g_{n},$ $g$ : $[a, b]arrow V$ は有界変動
で, 次の 3つの性質を満たすとする.

(i) $g_{n}(n=1,2, \ldots)$ の全変動は一様有界. すなわち, 適当な $v\in V$が存在して,

すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して $v_{g_{n}}\leq V$ .
(ii) $[a, b]$ 内の高々可算個の点を除いて $g_{n}(t)arrow g(t)$ .
(iii) $g_{n}(a)arrow g(a)$ かっ $g_{n}(b)arrow g(b)$ .

このとき $\int_{a}^{b}hdg_{n}arrow\int_{a}^{b}$ ん$dg$ .

定理 A.10 (The first Helly-Bray theorem). V はデデキント完備かつ弱 $\sigma$-分配的と
する. 任意の有界閉区間上で定義されたどんな $V$-値単調関数も高々可算個の不連続
点をもつとする. 関数ん: $[a, b]arrow \mathbb{R}$ は連続とする. 関数 $g_{n},$ $g$ : $[a, b]arrow V$ は有界変
動で, 次の 3つの性質を満たすとする.

(i) $g_{n}(n=1,2, \ldots)$ の全変動は一様有界. すなわち, 適当な $v\in V$ が存在して,
すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して $v_{g_{n}}\leq v$ .

(ii) $[a, b]$ 内の少なくとも一点で $\{g_{n}\}_{n\in N}$ は一様有界. すなわち, 適当な $c\in[a, b]$

と $u\in V$ が存在して, すべての $n\in \mathbb{N}$ に対して $|g_{n}(c)|\leq u$ .
(iii) $[a, b]$ 内の高々可算個の点を除いて $g_{n}(t)arrow g(t)$ .

このとき $\int^{b}g_{n}dharrow\int_{a}^{b}gdh$.
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