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1. はじめに
統計的推測において, 母集団分布の母数の推定問題は重要である. 最小分散性の観点か
らは Cramer-Rao の不等式による不偏推定量の分散の下界が Fisher情報量の逆数で与えら
れ, これを $\theta$ について一様に達成する不偏推定量が一様最小分散不偏 (imiformly minimiim
variance unbiased, 略して UMVU) 推定量になる. 一方, 完備十分統計量が存在する場合
には, それに基づく不偏推定量が UMVU推定量になる ([LC98]). そこで, 本稿において

は, まず, 位置母数の推定問題において, 最良位置共変推定量 (Pitman推定量), UMVU
推定量について考える ([T94]). 次に, 指数型分布族の場合に, 母数の関数の UMVU推定
量の構成について, Jani and Dave[JD90] に従って考え, そこでは取り挙げられていない
具体的な例についても考える. さらに, 統計量の分布に条件を課して, 不偏推定量を求め

る方法による UMVU推定量の構成についても考察する.

2. 位置母数の最小分散推定
まず, $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも確率密度関数 $(p.d.f.)p(x, \theta)$ に従う確率

変数とし, $X:=(X_{1}, \cdots, X_{n})$ とする. ただし, $\theta\in\Theta=R^{1}$ とする. ここで, $\theta$ を位置母

数, すなわち $p(x, \theta)=p_{0}(x-\theta)$ とし, $E_{\theta}(X_{1})=\theta,$ $V_{\theta}(X_{1})=\sigma^{2}<\infty$ と仮定する. この

とき, $\theta$ の位置共変推定量全体のクラスの中で平均 2乗誤差を一様に最小にする推定量は

$\hat{\theta}_{PT}:=X_{1}-E_{0}(X_{1}|X_{2}-X_{1}, \cdots, X_{n}-X_{1})$

となり, これを $\theta$ の最良位置共変推定量または Pitman推定量という. また,

$\hat{\theta}_{PT}=\int_{-\infty}^{\infty}\theta\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}-\theta)d\theta//\infty\prod_{-\infty_{i=1}}^{n}f(X_{i}-\theta)d\theta$

とも表され, これは, 2乗損失と一般一様分布に関する一般 Bayes推定量にもなっている.
このとき, 以下のことが知られている ([T94]).
例 21 $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ が互いに独立に, いずれも一様分布 $U(\theta-(1/2), \theta+(1/2))$ に従う確

率変数とすれば, Pitman推定量は $\hat{\theta}_{PT}=$ $(n1in1\leq i\leq nXi+maxi\leq i\leq nX_{i})/2$ となる.
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$p$ .d.f. $p_{0}$ をもつ分布が正規分布のとき, Pitman推定量 $\hat{\theta}_{PT}$ は標本平均となり, 一様最

小分散不偏 (UMVU) 推定量になることが知られているが, その分布が正規分布でないと

きは, $\hat{\theta}_{PT}$ は, 位置共変推定量全体のクラスの中では最小分散不偏推定量であるが, 一般
に UMVU推定量にはならない. すなわち, 特定の $\theta=\theta_{0}$ を固定すると,

$V_{\theta_{0}}(\hat{\theta}_{PT})>V_{\theta_{0}}(\hat{\theta}_{0})$

となる不偏推定量 $\hat{\theta}_{0}$ が存在する. いま, $\overline{X}:=(1/n)\sum_{i=1}^{n}X_{i}$ とし, $n\geq 2$ について

$Y_{1}:=(X_{1}-X_{2})/\sqrt{2}$ , $Y_{2}:=(X_{1}+X_{2}-2X_{3})/\sqrt{6},$ $\cdots$ ,

$Y_{n-1}:=\{X_{1}+\cdots+X_{n-1}-(n-1)X_{n}\}/\sqrt{n(n-1)}$

とすると, 各 $i=1,$ $\cdots,$ $n-1$ について

$E(Y_{i})=0$ , $V(Y_{i})=\sigma^{2}$ , $Cov(\overline{X}, Y_{i})=0$

となり, 任意の $i,j(i\neq j)$ について Cm $(Y_{i}, Y_{j})=0$ となる. このとき、Pitman推定量 $\hat{\theta}_{PT}$

は

$\hat{\theta}_{PT}=\overline{X}-E_{0}(\overline{X}|Y_{1}, \cdots, Y_{n-1})$

と表すことができる.
定理 21 $Y_{1},$ $\cdots,$ $Y_{n-1}$ を与えたときのえの条件つき分散

$V(\overline{X}|Y_{1}, \cdots, Y_{n-1})$

が一定でないならば, $\hat{\theta}_{PT}$ は UMVU推定量にならない.

例 2.1の Pitman推定量は UMVU推定量にならない.

定理 2.2 $\hat{\theta}^{*}$ が $\theta$ の UMVU推定量であるならば, $\hat{\theta}^{*}$ は Pitman推定量 $\hat{\theta}_{PT}$ に一致する.

なお, $p$ .d.f. $p_{0}$ をもつ分布が正規分布以外の多くの分布について, Pitman推定量を具

体的に求めると, 定理 2.1の条件つき分散が一定でないことが分かり, それが UMVU推
定量にならないことが示される.

UMVU推定量が存在しない場合, 特定の $\theta=\theta_{0}$ の値に対応する分散を最小にするよう

な不偏推定量を, $\theta=\theta_{0}$ のおける局所最小分散不偏 (LMVU) 推定量という. 例えば, 例

2.1においては,

$\hat{\theta}_{0}=[X_{1}-\theta_{0}+\frac{1}{2}]+\theta_{0}$

は $\theta$ の LMVU 推定量である. ただし, $[\cdot]$ はガウス記号とする.
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3. 1母数指数型分布族の場合の UMVU推定量の構成法 I
まず, Jani and Dave[JD90] に従って, 指数型分布族のときに, 母数の関数の UMVU推

定量について考える. いま, p.d. $f$ .

$f(x, \theta)=a(x)b(\theta)\exp[C(\theta)d(x)](x\in T\subseteq R^{1}, \theta\in\Theta\subset R^{1})$ (3.1)

をもつ分布を 1母数指数型分布族に属するという. ただし,

$a(x)>0$ , $1/b( \theta)=\int_{x\in T}a(x)\exp\{C(\theta)d(x)\}dx$

とする. また, $f$ は次のように表せる.

$f(x, \theta)=\frac{a(x)[h(\theta)]^{d(x)}}{g(\theta)}(x\in T\subseteq R^{1}, \theta\in\Theta\subset R^{1})$ ,
(3.2)

$h(\theta)$ $:=\exp[C(\theta)],$ $g(\theta)$ $:= \int_{x\in T}a(x)h(\theta)^{d(x)}dx$ .

いま, $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ を (3.2) の p.d. $f$. をもつ分布からの無作為標本とすると, $Z:= \sum_{i=1}^{n}d(X_{i})$

が $\theta$ に対する完備十分統計量になる. このとき, $Z$ の分布は, また, 指数型分布族に属し,

その p.d. $f$. は

$f_{Z}(z, \theta)=\frac{B(z,n)[h(\theta)]^{z}}{(g(\theta))^{n}}$ $(z\in T(n)\subseteq R^{1}, \theta\in\Theta\subset R^{1})$ (3.3)

となる. ただし, $B(z, n)$ は

$(g( \theta))^{n}=\int_{z\in T(n)}B(z,n)(h(\theta))^{z}dz$

を満たすものとする.

次に, $T(n)=(O, \infty)$ とする. このとき, 次の補題において, $\theta$ の関数 $\phi(\theta)$ の UMVU推
定量が存在するための必要十分条件を得る ([JD90]).
補題 31 確率変数 $Z$ が (3.3) の $p.d$ . f.fz をもつ指数型分布族に従うとする. このとき,

$\phi(\theta)$ の UMVU推定量が存在するための必要十分条件は

$\phi(\theta)(g(\theta))^{n}=\int_{0}^{\infty}C(z,n)(h(\theta))^{z}dz$

と表現されることである.
次の定理, 系において UMVU推定量が与えられる ([JD90]).
定理 3.1 確率変数 $Z$ が (3.3) の pd.f.fz をもつ指数型分布族に従うとする. このとき,

$k>0$ について

$H_{k}(Z,n):=\{\begin{array}{ll}B(Z-k,n)/B(Z,n) (Z>k),0 (\text{その他})\end{array}$ (3.4)
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は $(h(\theta))^{k}$ の UMVU推定量である.

系 3.1 $H_{k}(z, n)$ の分散の UMVU推定量は次のように与えられる.

$\hat{V}(H_{k}(z,n))=H_{k}^{2}(z,n)-H_{2k}(z,n)(z>2k)$ . (3.5)

定理 32確率変数 $Z$ が (33) の $p$ .d.f.fz をもつ指数型分布族に従うとする. このとき,

$k\geq 1-n$ について

$G_{k}(Z, n);= \frac{B(Z,n+k)}{B(Z,n)}$ (3.6)

は $(g(\theta))^{k}$ の UMVU推定量である.

上記の定理を用いて, [JD90] では挙げられていないいくつかの例を与える.

例 31 $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ が互いに独立に, いずれも p.d. $f$.

$f(x, \theta)=\frac{x}{\theta}\exp(-\frac{x^{2}}{2\theta})$ $(x>0;\theta>0)$

をもつ Rayleigh 分布に従う確率変数とする. ここで

$a(x)=1,$ $h( \theta)=\exp(-\frac{1}{2\theta}),$ $g(\theta)=\theta,$ $d(x)=x^{2}$

とすれば, (3.2) よりこの $f(x, \theta)$ を $p$ .d.f. としてもつ分布は指数型分布族に属する. この

とき, $Z= \sum_{i=1}^{n}X_{i}^{2}$ は $\theta$ に対する完備十分統計量であり, その p.d. $f$. は

$f_{Z}(z, \theta)=\frac{B(z,n)(h(\theta))^{z}}{(g(\theta))^{n}}$

$= \frac{1}{\theta^{n}}\exp(-\frac{z}{2\theta})B(z,n)(z>0)$

になる. ただし, $(g( \theta))^{n}=\int_{0}^{\infty}B(z, n)e^{-z/(2\theta)}dz$ とする.

一方, VN[93] の p.388によれば, $Z$ の pd工は

$f_{Z}(z, \theta)=\frac{z^{n-1}}{(2\theta)^{n}\Gamma(n)}e^{-z/(2\theta)}=\frac{1}{2^{n}\theta^{n}}\frac{z^{n-1}}{\Gamma(n)}e^{-z/(2\theta)}(z>0)$

である. したがって, $B(z, n)=z^{n-1}/\{2^{n}\Gamma(n)\}(z\geq 0)$ となるから, 定理 3.1より $(h(\theta))^{k}=$

$e^{-z/(2\theta)}$ の UMVU推定量は

$H_{k}(Z, n)=\{\begin{array}{ll}\frac{B(Z-k,n)}{B(Z1n)}=\frac{(Z-k)^{n-1}}{Z^{n-1}} (Z\geq k),0 (Z<k)\end{array}$

$=\{\begin{array}{ll}(1-\frac{k}{Z})^{n-1} (Z\geq k),0 (Z<k)\end{array}$
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になる. ただし, $k>0$ とする. また, 定理 32により, $(g(\theta))^{k}=\theta^{k}$ の UMVU推定量は

$G_{k}(Z,n)= \frac{B(Z,n+k)}{B(Z,n)}=\frac{Z^{n+k-1}}{2^{n+k}\Gamma(n+k)}/\frac{Z^{n-1}}{2^{n}\Gamma(n)}=\frac{Z^{k}\Gamma(n)}{2^{k}\Gamma(n+k)}$

になる. ただし, $k\geq 1-7l$, とする.

例 32 $X_{1},$ $\cdots X_{n}7$ が互いに独立に, いずれも pdf.

$f(x, \theta)=\frac{1}{\theta}\exp(x-\frac{e^{x}-1}{\theta})$ $(x>0;\theta>0)$

をもつ極値分布に従う確率変数とすると,

$f(x, \theta)=e^{x}\frac{1}{\theta}e^{-Aarrow-}=e^{x}\frac{1}{\theta}x_{\theta}(e^{-1}\theta)^{e^{x}-1}$

となり, ここで

$a(x)=e^{x},$ $h(\theta)=e^{-1}\theta,$ $g(\theta)=\theta,$ $d(x)=e^{x}-1$

とすれば, (3.2) よりこの $f(x, \theta)$ を p.d. $f$ . としてもつ分布は指数型分布族に属する. この

とき, $Z= \sum_{i=1}^{n}(e^{X_{i}}-1)\#h\theta$ に対する完備十分統計量であり, その p.d. $f$ . は

$f_{Z}(z, \theta)=\frac{B(z,n)(h(\theta))^{z}}{(g(\theta))^{n}}=\frac{1}{\theta^{n}}e^{-(z/\theta)}B(z,n)(z>0)$

こなる. ただし, $(g( \theta))^{n}=\int_{0}^{\infty}B(z,n)e^{-(z/\theta)}dz$ とする.

一方, VN[93] の p.433によれば, $Z$ の p.d. $f$ . は

$f_{Z}(z, \theta)=\frac{1}{\Gamma(n)\theta^{n}}z^{n-1}e^{-z/\theta}(z>0)$

である. したがって, $B(z, n)=z^{n-1}/\Gamma(n)(z>0)$ となる. よって, 定理 3.1より $(h(\theta))^{k}=$

$e^{k/\theta}$ の UMVU推定量は

$H_{k}(Z,n)=\{\begin{array}{ll}\frac{B(Z-k,n)}{B(Z,n)}=\frac{(Z-k)^{n-1}}{Z^{n-1}} (Z>k),0 (Z\leq k)\end{array}$

$=\{\begin{array}{ll}(1-\frac{k}{Z})^{n-1} (Z>k),0 (Z\leq k)\end{array}$

になる. ただし, $k>0$ とする. また, 定理 32により, $(g(\theta))^{k}=\theta^{k}$ の UMVU推定量は

$G_{k}(Z,n)= \frac{B(Z,n+k)}{B(Z,n)}=\frac{Z^{n+k-1}}{\Gamma(n+k)}/\frac{Z^{n-1}}{\Gamma(n)}=\frac{Z^{k}\Gamma(n)}{\Gamma(n+k)}$

になる. ただし, $k\geq 1-7l$ とする.
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4. 1母数指数型分布族の場合の UMVU 推定量の構成法 II
確率ベクトル $X:=(X_{1}, \cdots, X_{n})$ に基づく統計量を $T=T(X)$ とし, その値城を区間

$(a, b)$ とする、 ただし, $a$ は $-\infty,$ $b$ は $\infty$ の場合を含むとする. いま, $T$ の (Lebesgiie測度

に関する)p. $d.f$ . を

$f_{T}(t, \theta)=B_{n}(t)\{\psi_{n}(\theta)\}^{-1}e^{b(\theta)t}\chi_{(a,b)}(t)$, $t\in(a, b);\theta\in\ominus$

とする. ただし, $B_{n}(t)$ は $(a, b)$ 上の $k$ 回微分可能関数で $B_{n}(t)>0(t\in(a, b)),$ $\psi_{n}(\theta)>0$ ,
$h_{n}$ は実数値関数で $h_{n}(\theta)\not\equiv 0$ とする. ここで, $k$ を自然数として次の条件を仮定する.

(Cl) 各 $j=0,1,$ $\cdots,$ $k-1$ について

$\lim_{tarrow a+0}B_{n}^{(j)}(t)e^{h(\theta)t}=0,\lim_{tarrow b-0}B_{n}^{(j)}(t)e^{h_{n}(\theta)t}=0$

である. ただし, 各 $j=1,$ $\cdots,$ $k-1$ について $B_{n}^{(j)}(t)=(d^{j}/dt^{j})B_{n}(t)$ とし, $B_{n}^{(0)}(t)=B_{n}(t)$

とする.

このとき, 次の定理が成り立つ.

定理 41条件 $($Cl $)$ の下で

$\hat{h}_{k,n}(T):=(-1)^{k}\frac{B_{n}^{(k)}(T)}{B_{n}(T)}\chi_{(a,b)}(T)$

は, $\{h_{n}(\theta)\}^{k}$ の不偏推定量である.
証明部分積分をし, 条件 (Cl) を用いると, 各 $n$ と各 $\theta\in\Theta$ について

$E_{\theta}[ \hat{h}_{k,n}(T)]=E_{\theta}[(-1)^{k}\frac{B_{n}^{(k)}(T)}{B_{n}(T)}\chi_{(a,b)}(T)]$

(4.1)
$=(-1)^{k} \{\psi_{n}(\theta)\}^{-1}\int_{a}^{b}B_{n}^{(k)}e^{h_{\eta}(\theta)t}dt$

となる. ここで,

$J_{n,k}( \theta):=\int_{a}^{b}B_{n}^{(k)}(t)e^{h_{n}(\theta)t}dt$

$=[B_{n}^{(k-1)}(t)e^{h_{n}(\theta)t}]_{a}^{b}- \int_{a}^{b}B_{n}^{(k-1)}(t)h_{n}(\theta)e^{h_{n}(\theta)t}dt$

$=-h_{n}(\theta)J_{n,k-1}(\theta)$

$=(-1)^{k}\{h_{n}(\theta)\}^{k}J_{n,0}(\theta)$

$=(-1)^{k} \{h_{n}(\theta)\}^{k}\int_{a}^{b}B_{n}(t)e^{h_{\hslash}(\theta)t}dt$
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となる、 よって (4.1) から

$E_{\theta}[ \hat{h}_{k,n}(T)]=\{\psi_{\tau\iota}(\theta)\}^{-1}\{h_{n}(\theta)\}^{k}\int_{a}^{b}B_{n}(t)e^{h_{n}(\theta)t}dt$

$=\{h_{n}(\theta)\}^{k}$

となる. ゆえに $\hat{h}_{k,n}(T)$ は $\{h_{n}(\theta)\}^{k}$ の不偏推定量になる. 口

注意上記で $k=1$ の場合には, 鈴木 $[$SOO] において論じられ, 多母数の場合へ拡張されて
いる.

系 4.1統計量 $T$ が完備十分統計量であるならば, $\hat{h}_{k,n}(T)$ は $\{h(\theta)\}^{k}$ の UMVU 推定量で
ある.

例 41 $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも正規分布 $N(\theta, \sigma_{0}^{2})$ に従う確率変数とする.

ただし, $\sigma_{0}^{2}$ は既知とする. いま, 統計量 $T:=\overline{X}$ は $N(\theta, \sigma_{0}^{2}/n)$ に従うから, $T$ の $p$ .d.f. は

$f_{T}(t, \theta)=\frac{\sqrt{n}}{\sqrt{2\pi}\sigma_{0}}\exp(-\frac{n\theta^{2}}{2\sigma_{0}^{2}})\exp(-\frac{nt^{2}}{2\sigma_{0}^{2}})\exp(\frac{n,\theta}{\sigma_{0}^{2}}t)$

となる. ここで,

$h_{n}( \theta)=\frac{n\theta}{\sigma_{o}^{2}}$ , $B_{n}(t)= \exp(-\frac{nt^{2}}{2\sigma_{0}^{2}})$

とすれば,

$B_{n}’(t)=- \frac{nt}{\sigma_{0}^{2}}\exp(-\frac{nt^{2}}{2\sigma_{0}^{2}})$

$B_{n}^{(2)}(t)=(- \frac{n}{\sigma_{0}^{2}}+\frac{n^{2}t^{2}}{\sigma_{0}^{4}})\exp(-\frac{nt^{2}}{2\sigma_{0}^{2}})$

$B_{n}^{(3)}(t)=( \frac{3n^{2}t}{\sigma_{0}^{4}}-\frac{n^{3}t^{3}}{\sigma_{0}^{6}})\exp(-\frac{nt^{2}}{2\sigma_{0}^{2}})$

となる. このとき,

$\lim_{tarrow\pm\infty}B_{n}^{(j)}(t)e^{\hslash_{n}(\theta)t}=\lim_{tarrow\pm\infty}P_{j,n}(t)\exp(-\frac{nt^{2}}{2\sigma_{0}^{2}}+\frac{n\theta t}{\sigma_{0}^{2}})=0$ $(j=0,1, \cdots, k-1)$

となり, 条件 (Cl) は満たされる. ただし, 各 $j=0,1,$ $\cdots,$ $k-1$ について $P_{j,n}(t)$ は $t$ の $i$

次多項式とする. また, $T$ は完備十分統計量であるから, 系 4.1より $\hat{h}_{k,n}(T)$ は $\{h_{n}(\theta)\}^{k}=$

$(n\theta/\sigma_{0}^{2})^{k}$ の UMVU推定量になる. 例えば, $k=3$ の場合,

$\hat{h}_{3_{1}n}(T)=-\frac{3n^{2}T}{\sigma_{0}^{4}}+\frac{n^{3}T^{3}}{\sigma_{0}^{6}}$

は $\{h_{n}(\theta)\}^{3}=(n\theta)^{3}/\sigma_{0}^{6}$ の UMVU推定量になる.
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例 42 $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ がたがいに独立に, いずれも正規分布 $N(0, \theta)(\theta>0)$ に従う確率変数

とする. ただし, $n\geq 3$ とする. このとき, 統計量 $T:=\Sigma_{i=1}^{n}X_{i}^{2}$ の $p.d.f$. は

$f_{T}(t, \theta)=\{\begin{array}{ll}\frac{t^{(n/2)-1}}{2^{n/2}\Gamma(n/2)}\frac{e^{-t/(2\theta)}}{\theta^{n/2}} (t>0),0 (t\leq 0)\end{array}$

となるから,

$h_{n}( \theta)=-\frac{1}{2\theta}$ , $B_{n}(t)=t^{(n/2)-1}$

とすれば,

$B_{n}^{(k)}(t)=( \frac{n}{2}-1)\cdots(\frac{n}{2}-k)t^{(n/2)-(k+1)}$

となり, $k<(n/2)-1$ となる自然数 $k$ について

$\lim_{tarrow 0}B_{n}^{(j)}(t)e^{h_{n}(\theta)t}=\lim_{tarrow 0}(\frac{n}{2}-1)\cdots(\frac{n}{2}-j)t^{(n/2)-(j+1)}e^{-t/(2\theta)}=0$ $(0\leq j\leq k)$ ,

$\lim_{tarrow\infty}B_{n}^{(j)}(t)e^{t_{h}(\theta)t}=\lim_{tarrow\infty}(\frac{n}{2}-1)\cdots(\frac{n}{2}-j)t^{(n/2)-(j+1)}e^{-t/(2\theta)}=0$ $(0\leq j\leq k)$

より条件 (A) は満たされる. また, $T$ は完備十分統計量であるから系 41より

$h_{k,n}(T)=(-1)^{k}( \frac{n}{2}-1)\cdots(\frac{n}{2}-k)T^{-k}\chi(0,\infty)(T)$

は $\{h_{n}(\theta)\}^{k}=(-1)^{k}(2\theta)^{-k}$ の UMVU推定量になる.
例 43 $X_{1},$ $\cdots,$

$X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも平均 $\theta$ をもつ指数分布 $Exp(\theta)$ に従う確率

変数とする. このとき, 統計量 $T:=\Sigma_{i=1}^{n}X_{i}$ の p.d. $f$ . は

$f_{T}(t, \theta)=\{\begin{array}{ll}\frac{t^{n-1}}{\Gamma(n)\theta^{n}}e^{-t/\theta} (t>0),0 (t\leq 0)\end{array}$

となるから,

$h_{n}( \theta)=-\frac{1}{\theta}$ , $B_{n}(t)=t^{n-1}$

とすれば,

$B_{n}^{(k)}(t)=(n-1)(n-2)\cdots(n-k)t^{n-k-1}$

となり, $k<n-1$ となる自然数 $k$ について

$\lim_{arrow 0}B_{n}^{(j)}(t)e^{h_{n}(\theta)t}=\lim_{tarrow 0}t^{n-j-1}e^{-t/\theta}=0(0\leq j\leq k)$ ,

$\lim_{tarrow\infty}B_{n}^{(j)}(t)e^{\hslash_{n}(\theta)t}=\lim_{tarrow\infty}t^{n-j-1}e^{-t/\theta}=0(0\leq j\leq k)$
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となって条件 (A) は満たされる. また, $T$ は完備十分統計量であるから系 4.1より

$\hat{h}_{k,n}(T)=(-1)^{k}(n-1)\cdots(n-k)T^{-k}\chi(0,\infty)(T)$

は $\{h_{n}(\theta)\}^{k}=(-1)^{k}\theta^{-k}$ の UMVU推定量になる.

5. 2母数指数型分布族の場合の UMVU 推定量の構成法
確率ベクトル $X:=(X_{1}, \cdots, X_{n})$ に基づく 2つの統計量を $T_{1}=T_{1}(X),$ $T_{2}=T_{2}(X)$ と

し, また $T:=(T_{1}, T_{2})$ の値城を $\mathcal{T}=(a_{1}, b_{1})\cross(a_{2}, b_{2})$ とし, $a_{1},$ $a_{2}$ は $-\infty,$ $b_{1},$ $b_{2}$ は $\infty$ の

場合を含むとする. いま, $T$ の (Lebesgue測度に関する)p.d.$f$. を

$f_{T}(t, \theta)=B_{n}(t)\{\psi_{n}(\theta)\}^{-1}[\exp\{c_{11}(\theta)t_{1}^{2}+c_{12}(\theta)t_{1}t_{2}+c_{22}(\theta)t_{2}^{2}$

$+c_{10}(\theta)t_{1}+c_{01}(\theta)t_{2}+c_{00}(\theta)\}]\chi_{\mathcal{T}}(t)$ ,
$t:=(t_{1}, t_{2})\in \mathcal{T};\theta:=(\theta_{1}, \theta_{2})\in\Theta\subset R^{2}$

とする. ただし, $B_{n}(t)$ は $\mathcal{T}$ 上の微分可能関数で $B_{n}(t)>0(t\in \mathcal{T}),$ $\psi_{n}(\theta)>0$ とし,

$c_{11}(\theta),$ $c_{12}(\theta),$ $c_{22}(\theta),$ $c_{10}(\theta),$ $c_{01}(\theta),$ $c_{00}(\theta)$ は定数とする. ここで

$A_{\theta}(t):=c_{11}(\theta)t_{1}^{2}+c_{12}(\theta)t_{1}t_{2}+c_{22}(\theta)t_{2}^{2}+c_{10}(\theta)t_{1}+c_{01}(\theta)t_{2}+c_{00}(\theta)$ ,

$B_{n}^{(0,1)}(t):= \frac{\partial}{\partial t_{2}}B_{n}(t)$

として, 次の条件を仮定する.

(C2) 各 $\theta\in\Theta$ と各 $t_{1}\in(a_{1}, b_{1})$ について

$t_{2} arrow a1in12+0^{B_{n}(t)\exp\{A_{\theta}(t)\}}=0,\lim_{t_{2}arrow b_{2}-0}B_{n}(t)\exp\{A_{\theta}(t)\}=0$.

このとき, 次の定理を得る.
定理 51条件 (C2) の下で

$E_{\theta}[ \frac{B_{n}^{(0,1)}(T)}{B_{n}(T)}]=-c_{12}(\theta)E_{\theta}(T_{1})-2c_{22}(\theta)E_{\theta}(T_{2})-c_{01}(\theta)$ (51)

が成り立っ.

証明条件 (C2) より

$E_{\theta}[ \frac{B_{n}^{(0,1)}(T)}{B_{n}(T)}]=\{\psi_{n}(\theta)\}^{-1}\int_{a_{1}}^{b_{1}}\int_{a_{2}}^{b_{2}}\{\frac{\partial}{\partial t_{2}}B_{n}(t)\}\exp\{A_{\theta}(t)\}dt_{2}dt_{1}$

$= \{\psi_{n}(\theta)\}^{-1}(\int_{a1}^{b_{1}}[B_{n}(t)\exp A_{\theta}(t)]_{t_{2}^{2}=a^{2}}^{t=b}2dt_{1}$

$- \int_{a_{1}}^{b_{1}}\int_{a_{2}}^{b_{2}}B_{n}(t)\{\frac{\partial}{\partial t_{2}}A_{\theta}(t)\}\exp\{A_{\theta}(t)\}dt_{2}dt_{1})$ (5.2)
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$=- \{\psi_{n}(\theta)\}^{-1}\int_{a_{1}}^{b_{1}}\int_{a}^{b_{2}}2B_{n}(t)\{c_{12}(\theta)t_{1}+2c_{22}(\theta)t_{2}+c_{01}(\theta)\}\exp\{A_{\theta}(t)\}dt_{2}dt_{1}$

$=-c_{12}(\theta)E_{\theta}(T_{1})-2c_{22}(\theta)E_{\theta}(T_{2})-$ (わ 1 $(\theta)$

になる. 口

例 51 $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも正規分布 $N(\mu, \sigma^{2})$ に従う確率変数とする.

ただし, $n\geq 4$ とする. このとき

$T_{1}= \overline{X}:=\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}X_{i}$ , $T_{2}=S^{2}:= \frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}(X_{i}-\overline{X})^{2}$

とすると, $T=(T_{1}, T_{2})$ の同時確率密度関数 (j.p.d.f) は

$f_{T}(t, \theta)=\frac{n^{3/2}t_{2}^{(n-3)/2}}{\sqrt{\pi}\Gamma((n-1)/2)(2\sigma^{2})^{n/2}}\exp[-\frac{n}{2\sigma^{2}}\{(t_{1}-\mu)^{2}+t_{2}\}]$ ,

$t=(t_{1}, t_{2})\in R^{1}\cross R_{+};\theta:=(\mu, \sigma^{2})\in R^{1}\cross R_{+}$

になる. ただし, $R_{+}=(0, \infty)$ とする. いま,

$c_{01}( \theta)=-\frac{n}{2\sigma^{2}}$ , $c_{12}(\theta)=c_{22}(\theta)=0$

となり,

$E_{\theta}(T_{1})=\mu$ , $E_{\theta}(T_{2})=(1- \frac{1}{n})\sigma^{2}$

になる. また,

$B_{n}(t)=t_{2}^{(n-3)/2}$

であるから, 各 $\theta\in\ominus$ と各 $t_{1}\in R^{1}$ について

$\lim_{t_{2}arrow 0+0}B_{n}(t)\exp\{A_{\theta}(t)\}=\lim_{t_{2}arrow 0+0}t_{2}^{(n-3)/2}\exp[-\frac{n}{2\sigma^{2}}\{(t_{1}-\mu)^{2}+t_{2}\}]=0$ ,

$\lim_{t_{2}arrow\infty}B_{n}(t)\exp\{A_{\theta}(t)\}=0$

となり, 条件 (C2) が成り立つ. よって, 定理 51より

$\ovalbox{\tt\small REJECT}[\frac{B_{n}^{(0,1)}(T)}{B_{n}(T)}]=\frac{n}{2\sigma^{2}}$ (5.3)

になる. 一方,

$B_{n}^{(0,1)}(t)= \frac{\partial}{\partial t_{2}}B_{n}(t)=\frac{n-3}{2}t_{2}^{(n-6)/2}$
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となるから

$\frac{B_{n}^{(0,1)}(t)}{B_{n}(t)}=\frac{n-3}{2t_{2}}$

になる. よって, (5.3) から

$E_{\theta}[ \frac{n-3}{nT_{2}}]=\frac{1}{\sigma^{2}}$

となり, また $(n-3)/(nT_{2})$ は $1/\sigma^{2}$ の不偏推定量であり, $T$ が $\theta$ に対する完備十分統計量
であるから) それは $1/\sigma^{2}$ の UMVU推定量になる.

例 52 $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも p.d. $f$ .

$p(x;\mu, \sigma)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{\sigma}e^{-(x-\mu)/\sigma} (x>\mu),0 (x\leq\mu)\end{array}$

に従う確率変数とする. ただし, $n\geq 4$ とし, $\mu\in R^{1},$ $\sigma\in R+$ とする. このとき,

$\theta:=(\mu, \sigma)$ の最尤推定量は

$\hat{\theta}:=(\hat{\mu},\hat{\sigma})=(X_{(1)},\overline{X}-X_{(1)})$

になる. ただし, $X_{(1)}= \min_{1\leq i\leq n}X_{i},\overline{X}=(1/n)\sum_{i=1}^{n}X_{i}$ とする. ここで, $T_{1}:=\hat{\mu}$ の

p.d.f. は

$f_{T_{1}}(t_{1};\mu, \sigma)=\{\begin{array}{ll}\frac{n}{\sigma}\exp\{-\frac{n}{\sigma}(t_{1}-\mu)\} (t_{1}>\mu),0 (t_{1}\leq\mu)\end{array}$

となり, $T_{2}:=\hat{\sigma}$ の p.d. $f$ . は

$f_{T_{2}}(t_{2};\mu, \sigma)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{\Gamma(n-1)}(\frac{n}{\sigma})^{n-1}t_{2}^{n-2}e^{-(n/\sigma)t_{2}} (t_{2}>0),0 (t_{2}\leq 0)\end{array}$

となる. いま, $T_{1}$ と乃はたがいに独立であるから, $T=(T_{1}, T_{2})=(\hat{\mu},\hat{\sigma})$ の jpdf. は,

$\theta:=(\theta_{1}, \theta_{2})=(\mu, \sigma)$ とすれば,

$f_{T}(t, \theta)=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{\Gamma(n-1)}(\frac{n}{\theta_{2}})^{n}t_{2}^{n-2}\exp(-\frac{n}{\theta_{2}}t_{1}-\frac{n}{\theta_{2}}t_{2}+\frac{n\theta}{\theta_{2}}1) ((t_{1}, t_{2})\in \mathcal{T}),0 (\text{その他})\end{array}$

になる. ただし, $\mathcal{T}=(\mu, \infty)\cross(0, \infty),$ $\theta\in R^{1}\cross R+$ とする. いま,

$c_{01}( \theta)=-\frac{n}{\theta_{2}}$ , $c_{12}(\theta)=c_{22}(\theta)=0$
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となり,

$E_{\theta}(T_{1})= \mu+\frac{\sigma}{n}$ , $E_{\theta}(T_{2})=\sigma$

となる. また,

$B_{n}(t)=t_{2}^{n-2}$

より, 各 $\theta\in\Theta$ と各 $t_{1}\in(\mu, \infty)$ について

$\lim_{t_{2}arrow 0+0}B_{n}(t)\exp\{A_{\theta}(t)\}=\lim_{t_{2}arrow 0+0}t_{2}^{n-2}\exp(-\frac{n}{\theta_{2}}t_{1}-\frac{n}{\theta_{2}}t_{2}+\frac{n\theta_{1}}{\theta_{2}})=0$ ,

$\lim_{t_{2}arrow\infty}B_{n}(t)\exp\{A_{\theta}(t)\}=0$

となるから, 条件 (C2) が成り立つ. よって, 定理 5.1より

$\ovalbox{\tt\small REJECT}[\frac{B_{n}^{(0,1)}(T)}{B_{n}(T)}]=\frac{n}{\theta_{2}}$ (5.4)

になる. 一方,

$B_{n}^{(0,1)}(t)= \frac{\partial}{\partial t_{2}}B_{n}(t)=(n-2)t_{2}^{n-3}$

となるから

$\frac{B_{n}^{(0,1)}(t)}{B_{n}(t)}=\frac{n-2}{t_{2}}$

になる. よって, $($ 5.4 $)$ から $(n-2)/(nT_{2})$ は $1/\theta_{2}=1/\sigma$ の不偏推定量であり, $T$ が $\theta$ に対

する完備十分統計量であるから, それは $1/\theta_{2}$ の UMVU推定量になる.

上記の議論は, $B_{n}^{(i,j)}(t)=(\partial^{i+j}/\partial t_{1}^{i}\partial t_{2}^{j})B_{n}(t)(i, j=0,1,2, \cdots)$ について $E_{\theta}[B_{n}^{(i,j)}(T)/B_{n}$

$(T)]$ に関する等式に拡張して, 同様に論じられる.

6. おわりに
本稿では, 位置母数の最小分散推定において, Pitman 推定量と UMVU 推定量との関

係を論じ, また, 指数型分布族において UMVU推定量の構成について論じた. 後者の場

合には, 完備十分統計量の分布を求めることが本質的で, [VN93] において, 既に分かっ

ているものについてはかなり網羅されているが, その分布を求めることは一般には難し $A|$

ことも多く, 別のアプローチが必要である.
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