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1次元 p-Laplacian をもつ非線形微分方程式

$(\phi_{p}(x’))’+a(t)f(x)=0$ , $f= \frac{d}{dt}$ (1)

の振動問題を考える. ただし, $p>1,$ $\phi_{p}(x)=|x|^{p-2}x$ , 関数 $a(t)$ は区間 $(0, \infty)$ 上で正値
連続かつ局所有界変動, $f(x)$ は実数値関数であり, 条件

$xf(x)>0$ if $x\neq 0$ (2)

を満たし, 方程式 (1) の初期値に関する解の一意性を保証できるぐらい滑らかであるとす
る. このとき, 方程式 (1) の全ての解は大域的に存在する ([14, Appendix $A]$ 参照). した

がって, 方程式 (1) の全ての解に対して, 無限遠における解の振動性が議論できる.
方程式 (1) の非自明解が振動するとは, 解が発散する無限個の零点をもつときをいう.

逆に, 非自明解が振動しないとは, 解が有限個の零点をもつときをいう. したがって, 非

振動解は終局的に正または終局的に負のどちらか一方である. そこで, 終局的に正の解
を正値解と, 終局的に負の解を負値解と呼ぶ.

$f(x)=\phi_{p}(x)$ のとき, 方程式 (1) は方程式

$(\phi_{p}(x^{l}))^{l}+a(t)\phi_{p}(x)=0$ $(H)$

になる. 方程式 $(H)$ は half-linear と呼ばれ, 線形微分方程式の解構造と類似点が多いこ
とで知られている ([1-10, 13] 参照). 特に, 方程式 $(H)$ には, 線形微分方程式と同様に
Stumm の分離定理が成り立っ.

定理 A. 方程式
$(\phi_{p}(x’))’+a_{i}(t)\phi_{p}(x)=0$, $i=1,2$ $(H_{i})$

を考える. 関数 $a_{1}(t)$ と $a_{2}(t)$ は十分大きな $t$ に対して, 条件

$a_{1}(t)\leq a_{2}(t)$ (3)

を満たすと仮定する. このとき, 方程式 $(H_{2})$ が非振動解をもつならば, 方程式 $(H_{1})$ の

全ての非自明解は振動しない.
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注意. 条件 (3) の仮定のもと, 方程式 $(H_{1})$ が振動解をもつならば, 方程式 $(H_{2})$ の全ての

非自明解は振動する. したがって, $a_{1}(t)=a(t),$ $a_{2}(t)=a(t)$ の場合, 条件 (3) は常に成

り立っので, 方程式 $(H)$ の全ての非自明解は振動しないかまたは方程式 $(H)$ の全ての非

自明解は振動するかのどちらか一方である. すなわち, 方程式 $(H)$ の振動解と非振動解

は混在しない.

定理 A から, 方程式 $(H)$ は係数項 $a(t)$ が小さくなれば非振動解を (または, 大きくな

れば振動解を) 持ち易い. この事実を説明するため, 方程式

(4)$( \phi_{p}(x’))^{l}+\{(\frac{p-1}{p})^{p}+\frac{\delta}{(\log t)^{2}}\}\phi_{p}(x)=0$

を考える. 方程式 (4) の振動問題は Elbert and Schneider [61によって研究され, 方程式 (4)

の全ての非自明解が振動しないための必要十分条件は,

$\delta\leq\frac{1}{2}(\frac{p-1}{p})^{p-1}$

であることが示された. すなわち, $\delta>((p-1)/p)^{p-1}/2$ ならば, 方程式 (4) の全ての非

自明解は振動する. 最近, Sugie and Onitsuka [11] や Sugie and Yamaoka[12] は, この必

要十分条件を利用して, 非線形方程式

$( \phi_{p}(x’))’+\frac{1}{t^{p}}f(x)=0$ $(E)$

の振動問題を考え, 次の非振動条件と振動条件を与えた.

定理 B. 条件 (2) を仮定する. このとき, 絶対値が十分大きな $x>0$ または $x<0$ に対
して

$\frac{f(x)}{\phi_{p}(x)}\leq(\frac{p-1}{p})^{p}+\frac{1}{2}(\frac{p-1}{p})^{p-1}\frac{1}{(\log|x|^{p/(p-1)})^{2}}$

を満たすならば, 方程式 $(E)$ の全ての非自明解は振動しない.

定理 C. 条件 (2) を仮定する. このとき, 十分大きな国に対して,

$\frac{f(x)}{\phi_{p}(x)}\geq(\frac{p-1}{p})^{p}+\frac{\lambda}{(\log|x|^{p/(p-1)})^{2}}$

を満たす $\lambda>((p-1)/p)^{p-1}/2$ が存在するならば, 方程式 $(E)$ の全ての非自明解は振動

する.

これらの結果から, 方程式 $(E)$ は非線形項 $f(x)$ の絶対値が小さければ非振動解を, 大

きければ振動解を持ち易いことがわかる. 本研究では, この性質を特徴づけるため, 定

理 A(Sturm の分離定理) に対応する方程式 $(E)$ の解の振動に対する比較定理を与える.

以下が本研究の主定理である.
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定理 1. 方程式

$( \phi_{p}(x’))’+\frac{1}{t^{p}}f_{i}(x)=0$ , $i=1,2$ $(E_{i})$

を考える. 関数 $fi(x)$ と $f_{2}(x)$ は条件 (2) を満たし, 絶対値が十分大きな $x>0$ (または,

$x<0)$ に対して,

$|f_{1}(x)|\leq|f_{2}(x)|$ (5)

を満たすと仮定する. このとき, 方程式 $(E_{2})$ が正値解 (または, 負値解) をもつならば,
方程式 $(E_{1})$ の全ての非自明解は振動しない.

系 1. 関数 $f_{1}(x)$ と $f_{2}(x)$ は条件 (2) を満たし, 十分大きな $|x|$ に対して, 条件 (5) を満た
すと仮定する. このとき, 方程式 $(E_{1})$ が振動解をもつならば, 方程式 $(E_{2})$ の全ての非自
明解は振動する.

注意. 定理 1と系 1から, $f_{1}(x)=f(x),$ $f_{2}(x)=f(x)$ の場合, 条件 (5) は常に成り立つの
で, 方程式 $(E)$ の振動解と非振動解は混在しない.

定理 1は相平面解析を用いて示すため, 方程式 $(E)$ と同値な方程式系を与える. 変数
変換 $s=\log t,$ $u(s)=x(t)$ によって, 方程式 $(E)$ は方程式

$(\phi_{p}(\dot{u}))$
.

$-(p-1)\phi_{p}(\dot{u})+f(u)=0$ , $\cdot=\frac{d}{ds}$

となるので, 方程式 $(E)$ は方程式系

$\{\begin{array}{l}\dot{u}=\phi_{q}(v),\dot{v}=(p-1)v-f(u)\end{array}$ $(S)$

と同値である. ただし, $q$ は

$\frac{1}{p}+\frac{1}{q}=1$

を満たす値である.

次の二つの補題を利用して, 定理 1の証明を与える.

補題 1([12, Lemma3.1]). 条件 (2) を仮定する. このとき, 方程式 $(E)$ が正値解 $x(t)$ をも
つならば, 十分大きな $t$ に対して $x^{f}(t)>0$ であり, $\lim_{tarrow\infty}x(t)=\infty$ である.

補題 2([11, Lemmas22and 231). 条件 (2) を仮定する. このとき, 方程式 $(E)$ が振動解
をもつならば, その解に対応する方程式系 $(S)$ の解軌跡は非有界かつ原点の中心を時計
回りする.

定理 1の証明. 条件 (5) より,

$f_{1}(x)\leq f_{2}(x)$ for $x\geq L>0$ (6)
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を満たす $L$ が存在する. 絶対値が十分大きな $x<0$ に対して条件 (5) が成り立っ場合は,

同様の手法によって証明できるので, 詳細は省略する.

定理の仮定より, 方程式 $(E_{2})$ は正値解 $x(t)$ をもつので, 補題 1より,

$x(t)\geq L$ and $x’(t)>0$ for $t\geq T$

を満足する $T>0$ が存在する. このとき,

$(u(s), v(s))=(x(e^{s}), \phi_{p}(e^{s}x’(e^{s})))$

とおけば, $(u(s), v(s))$ は方程式系

$\{\begin{array}{l}\dot{u}=\phi_{q}(v),\dot{v}=(p-1)v-f_{2}(u)\end{array}$ $(S_{2})$

の解であり,

$u(s)=x(t)\geq L$ and $v(s)=\phi_{p}(tx^{l}(t))>0$ for $s\geq\log T$

を満たす. したがって, $s\geq\log T$ における $(u(s), v(s))$ に対応する解軌跡を $\Gamma_{2}$ ,

$u_{*}=u(\log T)$ , $v_{2}=v(\log T)$ , $P_{2}=(u_{*},$ $v_{2})$

とおき, $R=\{(u,$ $v)$ : $u\geq L$ and $v>0\}$ と定義すれば, $P_{2}\in\Gamma_{2}\subset R$ となる.

証明は背理法で行うため, 方程式 $(E_{1})$ が振動解 $y(t)$ を持っと仮定する. このとき, 補

題 2より, $y(t)$ に対応する方程式系

$\{\begin{array}{l}\dot{u}=\phi_{q}(v),\dot{v}=(p-1)v-f_{1}(u)\end{array}$ $(S_{1})$

の解軌跡は非有界かつ原点を中心に時計回りする. したがって, 直線 $u=u_{*}$ を無限回通

過するので, $v>v_{2}$ で初めて交わる点を $P_{1}=(u_{*}, v_{1})$ とおき, 点君を通過する解軌跡
を $\Gamma_{1}$ とおく. このとき, $v_{1}>v_{2}$ なので, 点 $P_{1}$ は点乃より上に位置する.
方程式系 $(S_{1})$ と $(S_{2})$ のベクトル場から, 領域 $R$ で共に $\dot{u}>0$ であり, さらに, 解軌

跡 $\Gamma_{1}$ は $v=0$ に交わるので, $\Gamma_{1}$ と $\Gamma_{2}$ は, 領域 $R$ で交点をもつ. 初めて交わる点を

$Q=(u^{*}, v_{0})\in R$ とおく. このとき, 曲線 $P_{1}Q$ と $P_{2}Q$ は, $u$ に依存する関数とみなすこ

とができるので, それぞれを $v=\xi_{1}(u),$ $v=\xi_{2}(u)$ とおく. このとき, $i=1,2$ に対して,

関数 $\xi_{i}(u)$ は

$\frac{d}{du}\xi_{i}(u)=\frac{(p-1)\xi_{i}(u)-f_{i}(u)}{\phi_{q}(\xi_{i}(u))}$ , for $u_{*}\leq u\leq u^{*}$ (7)

を満足する. さらに, 曲線 $P_{1}Q$ は曲線 $P_{2}Q$ より上に位置し, 点 $Q$ で一致するので, $\xi_{1}(u)$

と $\xi_{2}(u)$ は

$0<\xi_{2}(u)<\xi_{1}(u)$ for $u_{*}\leq u<u^{*}$ , (8)

28



$\xi_{1}(u^{*})=\xi_{2}(u^{*})$ (9)

を満たす. したがって, (6)$-(8)$ より,

$\phi_{q}(\xi_{1}(u))\frac{d}{du}\xi_{1}(u)=(p-1)\xi_{1}(u)-f_{1}(u)$

$>(p-1) \xi_{2}(u)-f_{2}(u)=\phi_{q}(\xi_{2}(u))\frac{d}{du}\xi_{2}(u)$ for $u_{*}\leq u<u^{*}$

となる. 両辺を $u_{*}$ から $u^{*}$ まで積分すると

$\frac{1}{q}(|\xi_{1}(u^{*})|^{q}-|\xi_{1}(u_{*})|^{q})>\frac{1}{q}(|\xi_{2}(u^{*})|^{q}-|\xi_{2}(u_{*})|^{q})$

なので, 条件 (9) より, $\xi_{1}(u_{*})<\xi_{2}(u_{*})$ となる. これは u $=$ u、の条件 (8) に矛盾する. 口

主定理の適用例を説明するため, 方程式 $(E)$ における一対の非振動条件と振動条件を
与える.

例 1. 条件 (2) を仮定する. このとき, 絶対値が十分大きな $x>0$ または $x<0$ に対して,

$\frac{f(x)}{\phi_{p}(x)}\leq(\frac{p-1}{p}I^{p}$

を満たすならば, 方程式 $(E)$ の全ての非自明解は振動しない.

例 2. 条件 (2) を仮定する. このとき, 十分大きな $|x|$ に対して,

$\frac{f(x)}{\phi_{p}(x)}\geq\lambda$

を満たす $\lambda>((p-1)/p)^{p}$ が存在するならば, 方程式 $(E)$ の全ての非自明解は振動する.

例 1の証明. $fi(x)=f(x),$ $f_{2}(x)=((p-1)/p)^{p}\phi_{p}(x)$ とおく. このとき, 方程式 $(E_{1})$ は

方程式 $(E)$ に, 方程式 $(E_{2})$ は方程式

$( \phi_{p}(x’))’+(\frac{p-1}{p})^{p}\frac{1}{t^{p}}\phi_{(}x)=0$

になる. 関数 $fi(x)$ と $f_{2}(x)$ は条件 (2) と (5) を満足する. 実際, 絶対値が十分大きな
$x>0$ $($または, $x<0)$ に対して,

$|f_{1}(x)|=|f(x)| \leq(\frac{p-1}{p})^{p}|\phi_{p}(x)|=|f_{2}(x)|$

が成立する. 方程式 $(E_{2})$ は正値解 $x(t)=t^{(p-1)/p}$ (または, 負値解 $x(t)=-t^{(p-1)/p}$ ) を

もつので, 定理 1より, 方程式 $(E_{1})\sim$ の全ての非自明解は振動しない. すなわち, 方程式
$(E)$ の全ての非自明解は振動しない. 口
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例 2の証明. $f_{1}(x)=\lambda\phi_{p}(x),$ $f_{2}(x)=f(x)$ とおく. このとき, 関数 $f_{1}(x)$ と $f_{2}(x)$ は条件

(2) と条件 (5) を満足し, 方程式 $(E_{1})$ は方程式

$( \phi_{p}(x’))’+\frac{\lambda}{t^{p}}\phi_{(}x)=0$

(10)

に, 方程式 $(E_{2})$ は方程式 $(E)$ になる. 方程式 $(E_{1})$ の全ての非自明解が振動するための必

要十分条件は, $\lambda>((p-1)/p)^{p}$ なので ([1] 参照), 方程式 $(E_{1})$ は振動解をもつ. した

がって, 系 1より, 方程式 $(E_{2})$ , すなわち方程式 $(E)$ の全ての非自明解は振動する. 口

これらの例からわかるように, 方程式 $(E)$ の非振動条件や振動条件を得るには, 基準

となる方程式に対して, 非振動解または振動解をもつための十分条件を与えればよい. 例

えば, 方程式

$( \phi_{p}(x’))’+\frac{1}{t^{p}}\{(\frac{p-1}{p})^{p}+\epsilon(x)\}\phi_{p}(x)=0$

が正値解 (または, 負値解) をもつための十分条件が与えられたと仮定する. ただし, $\epsilon(x)$

は $\mathbb{R}$ 上で非負値連続関数である. このとき, 関数 $f(x)$ が条件 (2) を満たし, 絶対値が十

分大きな $x>0$ $($または, $x<0)$ に対して,

$\frac{f(x)}{\phi_{p}(x)}\leq(\frac{p-1}{p})^{p}+\epsilon(x)$

を満たすならば, 方程式 $(E)$ の全ての非自明解は振動しない. 一方, 方程式 (10) が振動

解をもっための十分条件が与えられたと仮定する. このとき, 関数 $f(x)$ が条件 (2) を満

たし, 十分大きな国に対して,

$\frac{f(x)}{\phi_{p}(x)}\geq(\frac{p-1}{p})^{p}+\epsilon(x)$

を満たすならば, 方程式 $(E)$ の全ての非自明解は振動する.
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