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概要

本論文では Laplace 変換の数値実逆変換について論じる. 提案する手法は, 再生
核 Hilbert 空間において Tikhonov 正則化法を適用し, 数値計算においては多倍長計
算を適用する. 多倍長計算をもちいることにより, 正則化法の数値計算が数値的に不
安定となる場合にも丸め誤差の影響を受けない数値計算が実現され. 高精度な数値実
逆変換が実現される. さらに, 典型的な例および応用で現れる問題に適用することで,
その有効性を示す.

1 緒言

本研究は, Laplace 変換

$F(p)= \mathcal{L}f(p)=\int_{0}^{\infty}e^{-pt}f(t)dt$

の実逆変換の数値的実現を目的とする. 再生核 Hilbert 空間での Tikhonov 正則化をもち
いることで特異性を有する原函数を近似し, 多倍長計算をもちいることでその数値的取り
扱いを実現する. また, 幾つかの間題への適用例を示し, その有効性を示す.
実逆変換とは, 正の実軸上で与えられた像函数 $F(p),p>0$ に対して原函数 $f=\mathcal{L}^{-1}F$

を求める問題である. 実逆変換は理工学, 情報学, 数理経済学など広範な分野にわたって現
れる [2, 4, 13, 22]. 一般には Laplace 変換表を索いて原函数を求めるが, これは順変換が
解析的に求まる場合に限られるため, 数値計算による実逆変換も必要とされる. これまでに
も幾つかの数値計算手法が提案されているが [3, 5, 6], 実逆変換の Hadamard の意味での
非適切性 (ill-posedness) に起因して, その直接離散化が数値的に不安定 (ill-conditioned)
となることから, 決定的な解決には至っていない.
これに対し, 齋藤らは, 再生核 Hilbert 空間上での Tikhonov 正則化法をもちいる実逆

変換を提案した [17]. そこで現れる Fredholm の第二種積分方程式は適当な位相のもとで
適切 (well-posed) であり, したがってその離散化スキームは解が一意に存在し, 安定性か
つ収束性を有することが期待される. しかし, 離散化スキームの理論的な安定性と, その
電子計算機上での数値計算過程の安定性, すなわち計算誤差の影響を受けずに進行するこ
とは, 必ずしも同値ではない. Tikhonov 正則化法においては, 解の不連続性や特異性を
捉えるためには正則化パラメータを小さくする必要があるが, その場合, 離散化スキーム
が理論的には安定であるにも関わらず, その数値計算過程は不安定となることがある [8].

数理解析研究所講究録
第 1638巻 2009年 137-145 137



正則化方程式は一般になめらかさを有することを考慮すると, その数値計算には多倍長計
算による高精度数値計算が有効となる. これにもとづき, 多倍長計算を適用して正則化パ
ラメータを充分小さくとることで, 原函数が特異性を含む場合においても高精度な数値実
逆変換が可能であることが示された [9].
再生核 Hilbert 空間による近似においては, 函数空間の設定が重要である. 齋藤らは,

再生核 Hilbert 空間の元 $f$ に

$\int_{0}^{\infty}|f’(t)|^{2}\frac{e^{t}}{t}dt<\infty$ ,

すなわち, 導函数が指数函数程度で減衰することを課した [18, 17]. しかし実逆変換の応
用の立場からは, この函数空間による近似は充分ではない. 一方, 再生核 Hilbert 空間の
重み函数を適当に選ぶことで, より広い函数空間での実逆変換が提案され [21], 典型的な
問題に対する数値計算例が示されている [10].
本論文では, 再生核 Hilbert 空間上での Tikhonov 正則化法について次節で述べ, Laplace
実逆変換への適用を第 3節で述べる. その数値的実現について第 4節で述べ, 工学など
で現れる問題に対する数値計算例をとおしてこれらの手法の有効性を示す.

2 再生核 Hilbert 空間上の Tikhonov 正則化法
$X,$ $Y$ を Hilbert 空間, $L:Xarrow Y$ を単射な有界線型作用素とする. $F\in Y$ に対して線
型方程式 $Lf=F$ を考える. このとき, 任意の正数 $\alpha$ に対し, Tikhonov 汎函数 $J_{\alpha}(f)=$

$\alpha\Vert f\Vert_{X}^{2}+\Vert Lf-F\Vert_{Y}^{2}$ の最小化元 $f_{\alpha}\in X$ がただひとつ存在し, $(\alpha I+L^{*}L)f_{\alpha}=L^{*}F$ の

解として得られる [14]. さらに $X$ が再生核空間の場合は, 次が成立する.

定理 1. $X,$ $Y$ を Hilbert 空間とし, $L$ : $Xarrow Y$ を単射な有界線型作用素とする. さらに
$X$ は再生核 $K(p, q)$ を有するとする. このとき, $Lf=F$ に対し, 正則化パラメータ $\alpha$

のもとでの Tikhonov 正則化解 $f_{\alpha}$ は,

$f_{\alpha}(q)=(F, LK_{\alpha,q})_{Y}$

と表される. ここで, $K_{\alpha,q}(p)=K_{\alpha}(p, q)$ は

$\alpha K_{\alpha}(p, q)+(LK_{\alpha}(\cdot, q),$ $LK(\cdot,p))_{Y}=K(p, q)$

のただひとつの解である.

証明. $K_{q}(p)=K(p, q)$ とする. 再生性により,

$f_{\alpha}(q)=(f_{\alpha},K_{q})_{X}$

$=((\alpha I+L^{*}L)^{-1}L^{*}F,$ $K_{q})_{X}$

$=(F,$ $L(\alpha I+L^{*}L)^{-1}K_{q})_{Y}$
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ここで $K_{\alpha,q}=K_{\alpha}(\cdot, q):=(\alpha I+L^{*}L)^{-1}K_{q}$ とすると, $f_{\alpha}(q)=(F, LK_{\alpha,q})_{Y}$ であり, $K_{\alpha,q}$

は $(\alpha I+L^{*}L)K_{\alpha,q}=K_{q}$ を満たす. さらに,

$K(p, q)=(K_{q}, K_{p})_{X}$

$=((\alpha I+L^{*}L)K_{\alpha,q},$ $K_{p})_{X}$

$=\alpha(K_{\alpha,q},$ $K_{p})_{X}+(LK_{\alpha,q},$ $LK_{p})_{Y}$

$=\alpha K_{\alpha,q}(p)+(LK_{\alpha,q},$ $LK_{p})_{Y}$

$=\alpha K_{\alpha}(p,$ $q)+(LK_{\alpha}(\cdot,$ $q),$ $LK($ ., $p))_{Y}$

を得る. 口

3 Tikhonov 正則化による Laplace 実逆変換
$w(t)$ を $t>0$ で定義される正値函数とする. $t\geq 0$ で定義されて絶対連続で, $f(0)=0$

かつ

$\Vert f\Vert_{H_{w}}^{2}:=\int_{0}^{\infty}|f’(t)|^{2}w(t)dt<\infty$

を満たす函数 $f$ からなる $H_{w}$ を考える. この $H_{w}$ は

$K(s,t)= \int_{0}^{\min(\epsilon,t)}w(\xi)^{-1}d\xi$

を再生核とする再生核 Hilbert 空間である. また, $p>0$ での正値函数 $u(p)$ に対して,

$L_{u}^{2}:=L^{2}((0, \infty), u(p)dp)=\{f;\int_{0}^{\infty}|f(p)|^{2}u(p)dp<\infty\}$

とする. このとき, $f\in H_{w}$ に対して

$Lf(p):= p\mathcal{L}f(p)=p\int_{0}^{\infty}e^{-pt}f(t)dt$

とすると, 次が成立する.

定理 2 $([$17, 11$])$ . 正値函数 $w(t),$ $u(p)$ が

$\int_{0}^{\infty}e^{rightarrow 2pt}w(t)^{-1}u(p)dpdt<+\infty$ (3.1)

を満たすとする. このとき, 任意の正数 $\alpha,$ $t>0$ に対し, 積分方程式

$\alpha H_{\alpha}(p, t)+\int_{0}^{\infty}H_{\alpha}(q, t)\mathcal{L}[\frac{1}{w}](p+q)u(q)dq=LK_{t}(p)$ (3.2)

の解 $H_{\alpha}(\cdot, t)\in L_{u}^{2}$ がただひとつ存在する. さらに $Lf=g$ に対する Lkhonov 正則化解
$f_{\alpha}$ は

$f_{\alpha}(t)=(g,$ $H_{\alpha}(\cdot, t))_{L_{u}^{2}}$ (3.3)

で与えられる.
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証明. $f\in H_{w}$ に対して,

$Lf(p)=p \int_{0}^{\infty}e^{-pt}f(t)dt=\int_{0}^{\infty}e^{-pt}f’(t)dt$

であるから,

$|Lf(p)| \leq\int_{0}^{\infty}|e^{-pt}w(t)^{-1/2}||f’(t)w(t)^{1/2}|dt\leq(\int_{0}^{\infty}e^{-2pt}w(t)^{-1}dt)^{1/2}\Vert f\Vert_{w}$ .

よって

$\int_{0}^{\infty}|Lf(p)|^{2}u(p)dp\leq(\int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}e^{-2pt}w(t)^{-1}u(p)dtdp)\Vert f\Vert_{w}^{2}$ .
したがって (3.1) のもとで, $L$ : $H_{w}arrow L_{u}^{2}$ は有界である [21]. 定理 1より, Tikhonov 正
則化解 $f_{\alpha}\in H_{w}$ は次で与えられる.

$f_{\alpha}(t)=(g, LK_{\alpha,t})_{L_{u}^{2}}$ .

ここで, $K_{\alpha,t}(s)=K_{\alpha}(s, t)$ は

$\alpha K_{\alpha}(s, t)+(LK_{\alpha,t},$ $LK_{8})_{L_{u}^{2}}=K(s, t)$

の解である. $L$ を $s$ について作用させて $H_{\alpha}:=LK_{\alpha}$ とすることにより,

$\alpha H_{\alpha}(p, t)+\int_{0}^{\infty}H_{\alpha}(q, t)[p\int_{0}^{\infty}e^{-ps}LK_{s}(q)ds]u(q)dq=LK(p, t)$ .

さらに,

$p \int_{0}^{\infty}e^{-ps}LK_{s}(q)ds=\mathcal{L}[\frac{1}{w}](p+q)$

より, (3.2) を得る. 口

定理 3 ([17, 10]). $F\in L_{u}^{2}$ を $H_{w}$ の元の Laplace 変換像とする. 各 $t>0$ に対して次が
成立する.

$\mathcal{L}^{-1}F(t)=\lim_{\alphaarrow+0}\int_{0}^{\infty}pF(p)H_{\alpha}(p, t)u(p)dp$ .

ここで, $H_{\alpha}$ は $($3.2 $)$ のただひとつの解である.

応用においては, $f^{\uparrow}\not\in H_{w}$ に対しても近似函数を構成することが重要である. 定理 2に
よると, $g^{\uparrow}(p):=p\mathcal{L}f^{\uparrow}(p)\in L_{u}^{2}$ であるならば, $g^{\uparrow}$ に対する正則化解 $f_{\alpha}^{\dagger}=L_{\alpha}^{-1}g^{\uparrow}\in H_{w}$

がただひとつ存在するが, $f_{\alpha}^{\dagger}\in H_{w}$ と $f_{\alpha}\not\in H_{w}$ の意味付けには注意を要する.
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4 Laplace 実逆変換の数値的実現
再生核 Hilbert 空間による近似理論においては, その函数空間の設定が重要となる. 以

下で示す数値計算例においては, (3.1) を満たす $w,$ $u$ として

$w(t)= \frac{1}{(t+1)^{2}}$ , $u(p)=\exp(\begin{array}{l}1-p-\overline{p}\end{array})$

をもちいる [11].
また, $f\in H_{w}$ には $f(0)=0$ を課しており, その近似のひとつとして軟化子の利用が

考えられる. ここでは,

$\rho(t)=\{\begin{array}{ll}t, 0\leq t<1;2-t 1\leq t<2;0 2\leq t\end{array}$

に対して

$\rho_{\epsilon}(x):=\frac{1}{\epsilon}\rho(\frac{x}{\epsilon})$ , $x\geq 0$

をもちいる. このとき正則化解に対する近似として

$f_{\alpha,\epsilon}(t)= \mathcal{L}_{\alpha,\epsilon}^{-1}F(t)=\int_{0}^{\infty}pF(p)\mathcal{L}\rho_{\epsilon}(p)H_{\alpha}(p, t)u(p)dp$. (4.1)

を考えると, $f_{\alpha}$ が $t=t_{0}$ で連続ならば

$\lim_{\epsilonarrow+0}f_{\alpha,\epsilon}(t_{0})=f_{\alpha}(t_{0})$

が成立する [10].

一般に正則化方程式は適当な位相のもとで適切性を有し, その離散化スキームは安定性
かつ収束性を有することが多い. しかしながら, 実際の数値計算過程においては計算誤差
が増大して数値計算が破綻することがある. そのため, 信頼できる数値計算のためには,
高精度離散化によって離散化誤差を充分小さくし, 多倍長計算によって丸め誤差の影響を
抑えることが有効である. 本研究においては, exflib [7] により 10進 200桁または 600桁
の精度でおこな $A^{a}$ , 丸め誤差の影響を抑制した. 第二種積分方程式 (3.2) の離散化には選
点法をもちい, 積分則としては二重指数型積分則 [23] をもちいた [9]. 正則化パラメータ
には, $\alpha=10^{-100}$ または $\alpha=10^{-400}$ をもち $A^{a},$ $\epsilon=0.01$ として (41) の数値計算をおこ
なった.

例 1[16] 回路理論に現れる問題として, $c,$ $h$ を定数として

$F(p)= \frac{1}{p(p+c)}(\frac{1}{2ph}-\frac{e^{-2ph}}{1-e^{-2ph}}I$ (4.2)

に対する実逆変換を考える. $c=h=1$ としたときの実逆変換の数値計算を Fig. l(a) に
示す.
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(a) Numerical results for (4.2) in circuit the
ory

(b) Numerical results for (4.3) in a inviscous
fluid mechanics problem

$t$

(c) Numerical results for (4.4) of the longitu-
dinal impact on viscoplastic rods

(e) Numerical results for (4.6) of the Gaussian
distribution

1

(d) Numerical results for (4.5) of shock waves
in diatomic chains

(f) Numerical results for (4.7) of the waiting
time distribution in the $M/D/1$ queue

Fig 1: Numerical real inversion of the Laplace transform in applications
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例 2[24] 粘性流体の扱いにおいて,

$F(p)= \frac{1}{p}\exp(-r\sqrt{\frac{p(1+p)}{1+\varphi}})$ (4.3)

の実逆変換が現れる. $c=0.4,$ $r=0.5$ としたときの数値計算結果を Fig. 1(b) に示す.

例 3[25] 塑性体に対する繊維方向の衝撃波の扱いで現れる

$F(p)= \frac{(100p-1)\sinh(\sqrt{p}/2)}{p(p\sinh\sqrt{p}+\sqrt{p}\cosh\sqrt{p})}$ (4.4)

に対する実逆変換の数値計算の結果を Fig. 1(c) に示す.

例 4[15] 二原子鎖での衝撃波で現れる

$F(p)= \frac{\exp(-2\Psi_{p})}{p}$ , $\cosh\Psi_{p}=\sqrt{1+p^{2}+p^{4}/16}$ (4.5)

に対する実逆変換を Fig. l(d) に示す.

例 5 [20] Gauss 分布の Laplace 変換は

$F(p)= \exp(\frac{\lambda}{\mu}\{1-(1+\frac{2\mu^{2}p}{\lambda})^{1/2}\})$ (4.6)

で与えられる. $\mu=5,$ $\lambda=10^{6}$ に対する数値実逆変換の結果を Fig. 1(e) に示す.

例 6[13] $M/D/1$ 型の待ち行列における待ち時間の扱いで,

$F(p)= \frac{1-r}{p-r(1-e^{-p})}$ (4.7)

の実逆変換が現れる. $r=0.7,0.8,0.9,0.95$ としたときの数値計算結果を Fig. 1(f) に示す.

一方, 数式処理ソフトウエア Maple12 (12.02, December 102008, Maple Build ID
377066, Linux にて利用 $)$ をもちいることで, 例 5に対する逆変換は, 数式として

$\frac{1\sqrt{2}e^{\frac{1}{200000}-20000t-\frac{1}{3200000000000000}}}{80000000\sqrt{\pi}t^{3/2}}$

と求まる. 他の例に対しては Maple12では逆変換を得ることができなかった.

以上の数値計算例から, 多倍長計算と高精度離散化をもちいることで, 正則化法に対す
る誤差, 離散化誤差および丸め誤差を任意に小さくすることが可能となり, 原函数を数値
的に構成することが可能となることがわかる.
応用においては, 原函数の解析性や連続性, 原点での挙動が事前に与えられる場合には,
それに応じた函数空間およびパラメータを選択することが望ましい. また, 像函数が離散
的に与えられる場合や誤差を含む場合への対処も必要となる.
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