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1 はじめに

本講演では, Ruppert 行列を用いて一変数多項式の GCD(最大公約因子) を求めることが可能 [6] との結
果を受け, 実際に Ruppert 行列で近似 GCD を計算し, 従来の方法との比較を行った. 結論から言えば, 求
めることは確かに可能であるが, 近似 GCD の計算を従来の方法ではなく, Ruppert 行列を使って計算する
ことに利点はないことが実験で確認できた.

定義 1(近似 GCD)
$n=\deg(u),$ $m=\deg(v)$ なる $u(x),$ $v(x)\in \mathbb{Z}[x]$ と $\epsilon(\in \mathbb{R}_{>0})\ll 1$ に対して, $g(x)\in \mathbb{Z}[x]$ が次式を満たす
$\hat{u}(x),\hat{v}(x)\in \mathbb{Z}[x]$ を割り切るとき, $g(x)$ は $u(x)$ と $v(x)$ の $\epsilon$-divisor という. このとき, 次数最大の $u(x)$

と $v(x)$ の $\epsilon$-dirisor を $\epsilon$-gcd$($近似 $GCD)$ という.

$||\hat{u}(x)-u(x)\Vert\leq\epsilon\Vert u(x)\Vert,$ $\deg(\hat{u})\leq n,$ $\Vert\hat{v}(x)-v(x)\Vert\leq\epsilon||v(x)\Vert,$ $\deg(\hat{v})\leq m$

なお, $\Vert\cdot\Vert$ は任意のノルムを表す. く

例 1(近似 GCD の例)
次の $u(x)$ と $v(x)$ の $\epsilon- gcd$ は, $1.0006x+1.0001$ となる (近似 $GCD$ は複数存在することに注意).

$u(x)=1.0001x^{3}-0.0003x^{2}+0.001x+0.9999,$ $v(x)=0.9999x^{3}+3.0001x^{2}+3.0001x+1.0001$

$\triangleleft$

2 QR分解による近似GCD の復習
近似 GCD については多くの研究 (例えば, [1, 2, 9] など) が行われており, その方法も唯一ではないが,
ここでは QR分解による近似 GCD 算法 [2] について簡単に述べておく. Corless らのアルゴリズムの基本は,
Sylvester行列の QR分解と GCDの関係を用いている. 参考のため, $u(x)=u_{n}x^{n}+u_{n-1}x^{n-1}+\cdots+u_{1}x+u0$ ,
$v(x)=v_{m}x^{m}+v_{m-1^{X^{m-1}}}+\cdots+v_{1}x+v_{0}$ としたときの, $u(x)$ と $v(x)$ の Sylvester行列 Syl$(u,v)$ を以下
に示す.
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$Sy1(u)v)=$ $[$ $v_{m}u_{0}000n$
$v_{m,.-1}u_{n.-1}v_{m}u_{n}.\cdot$

.

$v_{m_{0}-1}u_{n_{0}-1}$

$v_{m}u_{n}u_{1}v_{1}..\cdot$ $v_{m-1}u_{n-1}^{u_{1}}u_{0}v_{0}v_{1}.$

.

$u_{0}\circ v_{0}0.$

.

$u_{1}v_{1}$.

$u_{0}v_{0}o_{0}00$ $]$

Sylvester 行列の QR 分解による近似 GCD の計算は, Syl$(u, x)=QR$ と分解されたときに, $R$ のゼロベ

クトルでない最後の行ベクトルが, $u(x)$ と $v(x)$ の GCD の係数ベクトルになるという良く知られている性
質に基づいている. これに関する証明は古くから与えられている [8, 4]. この性質を用いた, Corless らの
アルゴリズム [2] の概要を下記に示す. なお, $\Vert\cdot\Vert$ は 2-nom を表す.

ア $)$レゴリズム 1 (Corless らのアルゴリズム [2])
(Step 1) 初期化

1-1. $u(x)$ と $v(x)$ の 2-norm を正規化, 主係数を正に.

(Step 2) $QR$分解

2-1. Syl$(u, v)$ の構成と Syl$(u,v)=QR$ の計算.

2-2. $R=(\begin{array}{ll}R_{11} R_{12}R_{21} R_{22}^{(k)}\end{array})$ と 4つの部分行列}こ分割する.

ただし, $R_{2}^{(k)}$ は $(k+1)x(k+1)$ 行列で, $\Vert R_{22}^{(k)}\Vert>\epsilon$ かつ $\Vert R_{22}^{(k-1)}||<\epsilon$ を満たすものとする.

2-3. $\Vert R_{22}^{(k_{1})}\Vert/\Vert R_{22}^{(k_{1}-1)}\Vert>0.1/\epsilon$なる最大の $k_{1}$ に対し, $\Vert R_{22}^{(k_{1})}\Vert$ の最初の行から多項式 $d_{1}(x)$ を構成.

(Step 3) 確認

3-1. $d_{1}(x)$ に関する余因子 $u_{1}(x)$ と $v_{1}(x)$ の計算.

3-2. $x^{\deg(u_{1})}u_{1}(x^{-1})$ と $x^{dog(v_{1})}v_{1}(x^{-1})$ に対して同じ操作を行うことで $d_{2}(x)$ を計算.

$d(x)=d_{1}(x)d_{2}(x)$ が近似 $GCD$. $\triangleleft$

3Ruppert行列の復習

二変数あるいはそれ以上の変数を持つ多項式の近似因数分解で利用される Ruppert行列とは, 次の Ruppert
による既約判定法で使われる偏微分方程式を線形化した際に表れる係数行列を指す.

定理 2 (Ruppert, W.M., 1999)
$f(x,y)\in \mathbb{C}[x,y]$ が絶対既約であることと, 次の微分方程式が自明でない解 $g(x, y),$ $h(x,y)\in \mathbb{C}[x, y]$ を持

たないことは同値である.
$f \frac{\partial g}{\partial y}-g\frac{\partial f}{\partial y}+h\frac{\partial f}{\partial x}-f\frac{\partial h}{\partial x}=0$ ,

64



$\deg_{x}g\leq\deg_{x}f-1,$ $\deg_{y}g\leq\deg_{\nu}f,$ $\deg_{x}h\leq\deg_{x}f,$ $\deg_{y}h\leq\deg_{y}f-2$ .
$\triangleleft$

具体的には, この偏微分方程式から $g(x,y)$ と $h(x,y)$ の係数を未知数とする線形方程式を作り, その係数
行列を Ruppert 行列 $R(f)$ とおく. ここで, $n=\deg_{x}(f)$ かつ $m=\deg_{y}(f)$ とすれば, Ruppert 行列 $R(f)$

のサイズは, $(4nm)\cross(2nm+m-1)$ となる. なお, この定理の拡張としては, 解 $g(x,y)$ と $h(x,y)$ に対
する次数上限を Newton polytope で与えるもの [3], 多変数多項式に対応させたもの [5] がある.

4 Ruppert行列と GCDの関係についての復習
$u(x)$ と $v(x)$ が互いに素であることと, $f_{0}(x)=u(x),$ $fi(x)=v(x)$ としたときの $f(x, y)=f_{0}(x)+fi(x)y$
が絶対既約であることの同値性を用いて, Ruppert行列と一変数多項式の GCD の関係が導き出されている
[6]. これについて簡単に復習しておく.

補題 3 (Lemma 1 in [6])
多項式 $f_{0}(x)$ と $fi(x)$ に対して, $f_{0}(x)$ と $fi(x)$ の Sylvester行列と $f(x,y)=f_{0}(x)+fi(x)y$ の Ruppert行
列は, $GCD$ の計算に必要な同じ情報を含んでいる. ただし, Ruppert行列は Ruppertオリジナルの微分方
程式と次数条件によるものとする $\triangleleft$

例 2(Sylvester 行列と Ruppert 行列)
$f_{0}(x)= \sum_{i=0}^{5}a_{i^{X^{i}}}$ と $f1(x)= \sum_{i=0}^{6}b_{i}x^{*}$ の Sylvester行列 Syl $(f_{0}, fi)$ と Ruppert行列 $R(f)$ を示す.

$Sy1(f_{0}, f_{1})=[a_{0}b_{5}00000005$ $a_{0}a_{0}b_{4}^{0}b_{6}00045$ $aga_{0}a_{0}b_{\theta}^{0}b_{4}b_{5}04a$ $a\iota a_{0}asa_{0}b_{6}b_{4}b_{\theta}b_{2}42$

$a_{6}aasa_{4}ab_{1}b_{8}bqb_{\delta}b_{4}21$ $a_{4}asa_{2}aa0b_{2}b_{1}b_{0}b_{3}b_{4}1$

$a_{0}a\iota a_{0}ab_{3}b_{2}b_{1}b_{0}023$ $a_{0}a_{0}a_{0}b_{1}b_{2}b_{0}0021$ $a_{0}a_{0}b_{1}b_{0}000001$ $a0b_{0}00000000]$

$\triangleleft$
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定理 4 (Theorem 1 in [6])
$f_{0}(x)$ と $f1(x)$ の GCD lは, $f(x, y)$ が $\mathbb{C}(y)$ 上で無平方ならば, $f(x, y)=f_{0}(x)+fi(x)y$ の Ruppert行列
の特異値分解で計算可能. ただし, Ruppert 行列は May による多変数版の微分方程式と次数条件伺によ
るものとする $(R$uppert と May の微分方程式と次数条件の違いは, 変数 $x$ と $y$ の役割が入れ替わっている
だけである). $\triangleleft$

定理 5 (Theorem 2 in [6])
$fo(x)$ と $fi(x)$ の $GCD$ は, $f(x,y)=$ fo $(x)+fi(x)y$ の Ruppert行列の最後の $3n0$ 行の転置行列の $QR$分解
で計算可能. 三角行列 $R$ のゼロベクトルでない最後の行ベクトルが $GCD$ の係数ベクトルとなる. ただし,

Ruppert行列は Mayによる多変数版の微分方程式と次数条件 $[5J$ によるものとし, $n_{0}=\deg(f_{0})$ とする. $\triangleleft$

例 3(May の方法による Ruppert 行列)
$f o(x)=\sum_{i=0}^{6}a_{i^{X^{i}}}$ と $f1(x)= \sum_{i=0}^{5}b_{i}x^{i}$ の Mayによる微分方程式を使った Ruppert行列 $R(f)$ を示す. な
お, 行列中の横線よりも下部が $3n_{0}$ 行 $(=15$ 行 $)$ となっている.

$\triangleleft$

5 Sylvester行列と Ruppert行列の $QR$分解の比較

Corless らの論文 [2] で使われている次の多項式 $f_{0}(x)$ と $fi(x)$ に対して, Sylvester 行列と Ruppert 行列
の QR分解による近似 GCD の計算を行い, 結果を比較する. なお, 実際に使用した多項式は, 展開後の各

係数を倍精度に変換したものである.

$f_{0}(x)$ $=$ $(x-5)(x- \frac{1}{2})(56x^{8}+83x^{7}+91x^{4}-92x^{2}+93x-91)$

$f_{1}(x)$ $=$ $(x-5)(x_{5)}^{1}-(32x^{8}-37x^{6}+93x^{5}+58x^{4}+90x^{2}+53)$
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それぞれの QR 分解で得られた三角行列 $R$ の右下の部分のみを引用する.

$(\begin{array}{lllll}0 0.0250l73 -0.13759 0.06254340 0 5.74888\cross 1 6 -2.87444\cross 10^{-6}0 0 0 2.20675\cross 10^{-17}\end{array})$

行 $F^{1}J$

$gcd(f_{0}, fi)=0.0250173x^{2}-0.137596x+0.0625434\approx(x-0.5)(x-5.00001)$

$(\begin{array}{lllll}-0.0249898 0.147421 -0 346 0.02494170 0.02501l2 -0 662 0.06252840 0 -l.l45 l0^{-6} 5.72827\cross l0^{-7}\end{array})$

行列

$gcd(f_{0},f1)=0.0250112x^{2}-0.137562x+0.0625284\approx(x-0.5)(x-5.00002)$

この結果を見てわかるように, Sylvester行列の方が良い結果になっている. また, 特異値分解などで GCD
の次数が判明している場合などは, QR分解を行う行列を, 終結式に対応する Sylvester 行列でなく, 部分

終結式に対応するよりサイズの小さい行列を使うことが多い. そこで, サイズを落とした Sylvester 行列に
対しても計算した結果を以下に示す.

$(00-.00249898$
$0.140..0250ll2.130l4742l11Sylvester$

行列 ( $1$

サ 775635イ 46562ズダウン)00
$5^{\cdot}$.00762242859242781x47 $10^{-7})$

$gcd(f_{0}, fi)=0.0250112x^{2}-0.137562x+0.06252S4\approx(x-0.5)(x-5.00002)$

6 Sylvester行列と Ruppert行列の特異値の比較
近似 GCD のアルゴリズムによっては, Sylvester行列の特異値 (これを大きい順に $\sigma_{1},$ $\sigma_{2},$

$\ldots,$
$\sigma_{r}$ とする)

を計算し, 前後の特異値の比 $(\sigma_{2}/\sigma_{1},\sigma_{3}/\sigma_{2}, \ldots, \sigma_{r}/\sigma_{r-1})$ の変化から近似 GCD の次数を推定することもあ
る (比が大きく変化した部分に近似 GCD が存在する). そこで, 実際にランダムに生成した各 1000個の多
項式ペアに対して, Sylvester 行列と Ruppert 行列の特異値を計算し, 前後の特異値の比がどのような関係
にあるかを実験した.

実験で使った 20次の GCD を持っ 50次の多項式ペアは, 各係数が区間 $[0,1]$ に収まるようランダムに生

成した密な多項式を因子に持つ 50次の多項式で, 10次の因子 2つの積を GCD に持ち, 30次の GCD を

持つ 100次の多項式ペアは, 各係数が区間 $[0,1]$ に収まるようランダムに生成した密な多項式を因子に持つ
100次の多項式で, 10次の因子 3つの積を GCD に持ち, 55次の GCD を持つ 200次の多項式ペアは, 各

係数が区間 $[0,1]$ に収まるようランダムに生成した密な多項式を因子に持つ 200次の多項式で, 1次から 10

次までの因子 10個の積を GCD に持ち, 10次の GCD を持つ 200次の多項式ペアは, 各係数が区間 $[0,1]$

に収まるようランダムに生成した密な多項式を因子に持つ 200次の多項式で, 10次の因子 1つを GCD に

持つ. どの多項式も有理係数として生成し, 因子の積を計算してから倍精度で係数を近似している.
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それぞれの実験結果が, 図 1, 2, 3, 4である. 図は全て常用対数グラフであり, 縦軸は特異値の比 $(\sigma_{i}/\sigma_{i-1})$

の平均を表し, 横軸は特異値の小さい順に各比を並べている. 記号 $rs_{J}$ は Sylvester行列の結果を表し, 記
号「 $R$」 は Ruppert 行列の結果を表している. 実験結果のどの図においても, もっとも下部に打たれてい
る点は Sylvester 行列のものであり, Ruppert 行列よりも旧来の Sylvester行列の方が優れていることがわ
かる.

図 1: 20次の GCD を持つ 50次の多項式ペア

7 まとめ

本講演では, Sylvester 行列の QR 分解を用いる近似 GCD アルゴリズムを取り上げ, その Sylvester 行列
を Ruppert 行列で代替した場合の数値実験を行った. 結果は, Ruppert 行列と一変数多項式の GCD の関
係を明らかにした論文 [6] でも示唆されていたように, 旧来の Sylvester 行列を用いた方が良いことが実験
からも判明した.
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図 2: 30次の GCD を持つ 100次の多項式ペア

図 3: 55次の GCD を持つ 200次の多項式ペア
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図 4: 10次の GCD を持つ 200次の多項式ペア
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