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1 序

本稿の目的は, 次の問題の新しい解答を報告することである.

“正則保型形式はどれだけのフーリエ係数により特定されるか?゛’

先ずは, これまでに知られてる結果を紹介する.
例えば, リーマンーロッホの定理を用いれば, 次の事実が容易に分かる. 重さ $k$

の一変数保型形式 $f\in\Lambda\prime f_{k}$ (SL2 $(\mathbb{Z})$ ) のフーリエ展開を

$f( \tau)=\sum_{t=0}^{\infty}a(t)e^{2\pi\sqrt{-1}t\tau}$

とするとき, もしも, $a( O)=a(1)=\cdots=a([\frac{k}{1_{d}^{=})}])=0$ ならば, $f=0$ である. ここ

で, $[x]$ は $x$ 以下の最大の整数を表す. この $\uparrow$,$\phi\grave$-ロ
$\hat$ ae-は帰納法を用 $A\supset$て、高次元に以下

のように拡張される (証明は例えば, [4] の 3章 2節を参照): 具体的に計算可能な

定数 $c_{n}$ が存在して, 重さ $\kappa$ の任意のジーゲル保型形式

$F(Z)= \sum_{h}A(h)e^{2\pi\sqrt{-1}tr(hZ)}\in\Lambda/f_{\kappa}(Sp_{\eta}(\mathbb{Z}))$

は, もしも tr $(h)<c_{n}\kappa$ を満たす全ての $h$ に対して $A(h)=0$ なら $lh^{\backslash }\grave,$ $F=0$ であ

る. 特に, ジーゲル保型型式は有限個のフーリエ係数だけで決定されることか分
かる. この結果は C. Poor と D. Yuen [7] により遥かに改良されている.

$arrow$

これらの結果は, 空間 $\Lambda^{J}f_{\wedge}$. $($ Sp$n(\mathbb{Z}))$ の次元の (粗い) 見積もりなども与える $h^{\backslash }$ ,

具体的なフーリエ係数の集合それ自身は技術的なものであり, 理論的な興味は薄
い. そこで次の問題を考えたい.
問題 1.1. $\Gamma$ を Sp$n(\mathbb{Z})$ の合同部分群, $\chi$ : $\Gammaarrow \mathbb{C}^{\cross}$ を $\Gamma$ の指標とする. このとき,

次の性質を持つ $\uparrow 1$ 次の対称行列の簡単かつ小さい集合 $S=S_{\Gamma.\chi}$ を見つ $\iota*$よ: 任

意の自然数 $\kappa$ に対して, 重さ $\kappa$ の任意のジーゲル保型形式

$F(Z)= \sum_{h}\lrcorner 4(h)e^{2\pi\sqrt{-1}tr(hZ)}\in A\prime f_{\kappa}(\Gamma, \chi)$

は、全ての $h\in S$ に対して $A(h)=0$ ならば、$F=0$ である.
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注意 12 (1) $S$ は無限集合である.

(2) 例えば $\Gamma=\Gamma_{0}^{n}(N)$ のときには
$\dagger$

任意の $G\in GL_{77}(\mathbb{Z})$ に対して,

$A({}^{t}C_{\tau}hG)=\chi$ (diag $[G,{}^{t}G^{-1}]$ ) $(\det G)^{\kappa}\lrcorner 4(h)$

が成り立つ. 従って, 以下の条件を $S$ に課すことも合理的であろう: 任意の
$h\in S$ と任意の $G\in GL_{n}(\mathbb{Z})$ に対して, ${}^{t}GhG\in S$ .
こうした問題が巖近まで研究されなかった理由は, 一変数保型形式の場合に興

味深い解答がなく, 高次の場合には特異保型形式のような多くのフーリエ係数が
消えている保型形式が実在するためかと思う, しかし, 一変数保型形式がヘッケ
同時固有形式である場合には, フーリエ係数がヘッケ理論と直接的に結び付いて
いるため, 保型形式のフーリエ係数に関する豊窟な情報が得られる. 例えば, 簡単
なことだが, 一変数のヘッケ同時固有形式 $f$ は $a(1)$ と全ての素数 $p$ に対して $n(p)$

が定まれば, $f$ は一意的に決定される. 高次の場合もヘッケ作用素の作用はフーリ
工係数の関係式により具体的に表されるが, あまり簡単ではなく, 例えば重複度一
定理のような結果は $\uparrow t$ が 2以上のときは知られていない. それでも, ヘッケ作用
素の尖点的な固有形式は, そうしたフーリエ係数とベッケ固有値の関係式から, 幾
分少ないフーリエ係数だけで定まることが想像される. 実際次の結果が $n=2$
の場合は S. Breulmann と W. Kohnen [1] により, 一般の場合は桂田 [3] により証
明された.

定理 1.3 (Breulmann-Kohnen, 桂田). $n$ 次の半整数対称行列 $h=(h_{ij})$ に対して,

$\epsilon(h)=gcd\{h_{ii}, 2h_{jk}|1\leq i\leq\uparrow t, 1\leq j<h^{\sim}\leq n\}$

とおく. 二つの $S_{\kappa}(Sp_{rz}(\mathbb{Z}))$ の関数

$F(Z)= \sum_{h}A(h.)e^{2\pi\sqrt{-1}t\iota\cdot(hZ)}$

と
$G(Z)= \sum_{h}B(f\downarrow_{t})e^{\underline{o}_{\pi\sqrt{-1}t.r(f\iota Z)}}$

がともにヘッケ同時固有関数であるとする. もしも, $\epsilon$ (ん) が平方園子を持たない
全ての $l\iota$ に対して. $A(h)=B(h)$ ならば, $F=G$ である.

注意 1.4. S. Breulmann と W. Kohnen [1] はケピアーマース級数, スピン $L$ 関
数や今井の逆定理を用いる解析的証明を与え, 桂田 [3] は代数的かつ初等的な証明
を与えた.

ところが, 2次のジーゲル保型形式の場合には, 1981年の時点で遥かに強い結
果が D. Zagier により証明されていた. 特に $\epsilon$ (ん) $=1$ となるんを原始的と呼ぶこ
とにすれば, 驚くべきことに $Sp_{\grave{4}}(\mathbb{Z})$ に関する (尖点的とも岡時固有形式とも限ら
ない) 任意のジーゲル保型形式は原始的なんのフーリエ係数のみで決定される. す
なわち, 次の定理が成り立つ.
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定理 1.5 (Zagier). $F\in\Lambda^{J}f_{\kappa}(S_{I)}2(\mathbb{Z}))$ が次のフーリエ展開を持つとする.

$F(Z)= \sum_{h}A(h)e^{2\pi\sqrt{-1}tr(hZ)}$ .

もしも, 全ての原始的なんに対して $A(h)=0$ ならば, $F=0$ である.

注意 16. 最近, B. Heim[2] も以下の結果を本質的に同じ方法で証明した. 自然
数 $m$ に対して, $\omega(7n)$ により $nl$ の素因数の個数を表す. 偶数 $\kappa$ に対して,

$k=\max\{diin_{\mathbb{C}}S_{i\cdot+2[\frac{\kappa}{10}]-2}$ (SL2 ( $\mathbb{Z})$ ), dini
$\mathbb{C}S_{\kappa+2[\frac{\kappa}{10}]}$ (SL2 ( $\mathbb{Z})$ ) $\}$

とおき, さらに次の原始的な半整数行列の集合の部分集合を考える:

$T=\{(\begin{array}{ll}a bb c\end{array})|a$ と $c$ は平方因子を持たず, 互いに素かつ $\omega(a),$ $\omega(c)\leq k\}$

( $T$ は注意 12(2) の条件を満たさないことに注意する). このとき, $F\in S_{i}(Sp_{2}(\mathbb{Z}))$

が全てのん $\in T$ に対して $A(h)=0$ を満たせば, $F=0$ である.

定理 15の簡単かつ非常に短い (僅かに 5行である ! [10, 387頁] を参照) 証明
は, 次の定理の証明中に隠れていたため, 長い間見逃されていたようである.

定理 1.7 (Zagier). $F\in\Lambda f_{\kappa}(Sp_{2}(\mathbb{Z}))$ が次のフーリエ展開を持つとする :

$F(Z)= \sum_{h}A(h)e^{2\pi\sqrt{-1}tr(hZ)}$ .

このとき以下の条件は同値である.

$(a)$ マース関係式が任意のん $(\neq 0)$ に対して成り立つ. すなわち,

$A(h)= \sum_{d|\epsilon(l\iota)}d^{\prime_{\dot{1}^{-1}}}A(d^{-1}h_{l})$
.

$(b)$ 任意の $A(h)$ は $\epsilon(h)$ と $\det h$ にしか依存しない.

(c) 任意の原始的な $h$ に対して, $A(h)$ は $\det h$ にしか依存しない.

定理 15は著者の論文 [9] により, 任意の次数 $n(\geq 2)$ の任意の $\Gamma_{0}(N)$ 型のレ
ベルを持つ主要な (ジーゲル, エルミート, 四元数ユニタリ群や直交群上の) 正則
保型形式に拡張された. 本稿では, 簡単のためにジーゲル保型形式の場合に限定
して一般化を解説する. 主定理を約言すれば、$n\geq 2,$ $\Gamma=\Gamma_{0}^{n}(N),$ $\chi$ が導手 $\dagger_{\lambda}$ の

ディリクレ指標により定義されるとき,

$S=\{h|\epsilon(fi)$ は $N/f_{X}$を割り切る $\}$

は問題 1.1の条件を満たす集合である.
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2 主定理

主定理を正確に述べるために, 少し記号を準備する. $7l$ 次のジーゲル上半空間を

$f)_{\tau\iota}=\{Z\in M_{n}(\mathbb{C})|\iota_{Z}=Z, I_{I}n\cdot(Z)>0\}$

と定義する. $n$ 次のジーゲルモジュラー群

Sp$r|(\mathbb{Z})=\{\gamma\in$ GL$2n(\mathbb{Z})|{}^{t}\gamma^{i}(\begin{array}{ll}0 -1_{n}1\}L 0\end{array})\gamma=(\begin{array}{ll}0 -1_{n}1_{r|} 0\end{array})\}$

は $\mathfrak{H}_{t}$ に

$\gamma’Z=(aZ+b)(cZ+d)^{-1}$ , $\gamma=(\begin{array}{ll}a \dagger)\prime c d\end{array})\in Sp_{ll}(\mathbb{Z})$ , $Z\in J\check{2}_{\tau\}}$

により不連続的に作用する. レベル $N$ の合同部分群として, 以下では,

$\Gamma_{0}^{\tau\iota}(N)=\{(\begin{array}{ll}(\lambda f_{J}c d\end{array})\in Sp_{n}(\mathbb{Z})|r,\cdot\equiv 0_{n}$ $(i\iota iodN)\}$

を扱う. $\lambda$ を $N$ を法とするディリクレ指標とすれば, $\chi(\gamma)=\lambda(\det d)$ により
$\Gamma_{0}^{n}(N)$ の指標が定まる. $\kappa$ を任慧の整数とする. $7l$ が 2以上のとき, $\mathfrak{H}_{n}$ 上の正則

関数 $F$ は, 全ての $\gamma=(_{cd}^{ab})\in\Gamma_{0^{\iota}}|(N)$ に対して,

$F(\gamma Z)=\chi(\gamma)\det(cZ+d)$
’ $F(Z)$

を満たすとき, $\Gamma_{0}^{r\iota}\cdot(N)$ と $\lambda$ に関する重さ $\kappa$ のジーゲル保型形式と呼ばれる. $\uparrow t=1$ の

ときには尖点での正則性が必要である. これらの保型形式の空間を $\Lambda f_{\kappa}(\Gamma_{0}^{n}(N), \chi)$

と書く. ケピアー原理により, $F\in M_{l\dot{v}}(\Gamma_{0^{\iota}}(N), \chi)$ は次のようなフーリエ展開を

reっ:

$F(Z)= \sum_{h}A(h)e^{-\pi\sqrt{-1}tr\langle hZ)}$
.

ここで, $h$ は半正値な半整数対称行列全体を渡る. このとき, 主定理は以下の通り.

定理 2.1. $\lambda$ の導手を観として,

$S$. $=$ { $h|\epsilon(h)$ は N/f
$\chi$.を割り切る}

とおく. $n$. が 2以上, $\kappa$ が自然数のとき,

$F(Z)= \sum_{/\iota}A(h)\epsilon:^{2\pi}$

$\sqrt{}$二了$tr(/,Z)\in\Lambda I_{\kappa}(\Gamma_{0}^{n}(N), \lambda)$

が全ての $h\in S$ に対して $A(h)=0$ を満たせば, $F=0$ である.

同様の定理は重さ半整数の保型形式に対しても証明できる. 重さ半整数のジー
ゲル保型形式の定義を簡単に復習する. $N$ を 4の倍数, $\ell$ を半整数 (すなわち,
$\ell\in\underline{\frac{1}{Q}}\mathbb{Z}\backslash \mathbb{Z})$ とする. $\gamma\in\Gamma_{0}^{r\iota}\cdot(N)$ に対して, 半整数の保型國子 $j(\gamma, Z)$ を

$j(\gamma, Z)=\Theta(\gamma Z)/\Theta(Z)$ , $\Theta(Z)=$
$\sum_{r_{J},r\in a^{7r}}e({}^{t}rZr)\}$

$Z\in \mathfrak{H}_{n}$ .
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と定める. $\Gamma_{0}^{n}\cdot(N)$ と $Y$ に関する重さ $\ell$ のジーゲル保型形式の空間を以下のように
定義する

$A4\prime f_{f}(\Gamma_{0}^{r\iota}(N), \chi)=\{F:t\dot{y}_{1}arrow \mathbb{C}$ 正則 $|$ .全ての今 $\in\Gamma_{0}^{\nu\iota}(.N)$ に対して

$F(\gamma Z)=\lambda(\gamma\cdot)j(\gamma, Z)\underline{)}pF(Z)$ を満たし, fJ $\grave$つ全ての尖点で $1TH_{\backslash }|$」}.

さらに,

$S_{X}=gcd\{f_{\chi\iota l)}|$ ディリクレ指標 $\psi$ : $(\mathbb{Z}/N\mathbb{Z})^{x}arrow \mathbb{C},$ $\psi^{\supset}=1,$ $\prime 1_{1}’l)(-1)=\lambda(-1)\}$

とおく. このとき, 次の定理が証明できる.

定理 22. $7l$ を 2以上, $p$ を半整数とし, 集合 $S$ を

$S=$ { $h|$ $\epsilon$ (ん) は $N/4$ と N/欧をともに割り切る}

と定義する. このとき,

$F(Z)= \sum_{\int_{1}}.4(h)e^{2\pi-1t\iota\cdot(l,Z)}\searrow’\in\Lambda\prime f_{f}(\Gamma^{\dagger l}0(N), .\backslash$

ノ $)$

が. 全ての $h\in S$ に対して $A(fi\cdot)=0$ を満たせば. $F=0$ である.

参考のために, 重さ半整数の $\sim$ –変数保型形式の決定に関する W. Laio と D. Ra-
makrishnan O)結果 [5] を挙げておく.

定理 2.3 (Luo-Raunakrishnan). 重さが半整数 $\ell$ の新形式

$f( \tau)=\sum_{t=0}^{\infty}a(t)_{C^{J}}^{2\pi\sqrt{-1}t\tau}\in S_{p}^{\iota 1e\iota v}(\Gamma_{0}(N))$

が, ヘッケ同時固脊形式でもあるとする. このとき. $f$ は

$\{0.(|D|)^{2}|D$ は $(-1)^{f-1/\cdot)}-D>0$ を満たす基本判別式 $\}$

の情報のみで符号を除いて決定される.

3 主定理の証明

簡単のために $\Gamma_{0}(N)=\Gamma_{0}^{1}(N)$ とおく. 次の補題は古典的である (証明は [6, 定理
468] と [8, 定理 1] を参照).

補題 3.1. $l$ を自然数, $k \in\frac{1}{2}\mathbb{Z}\backslash \{0\}$ とする. $f\in\Lambda’\prime f_{\lambda}.(\Gamma_{0}(N)_{:}\chi)$ のフーリエ展開を

$f( \tau)=\sum_{t=0}^{\lambda’}\alpha.(t)e^{2\pi\sqrt{-1}t\tau}$

とする. さらに, 次の条件を仮定する: $l$ と且いに素な全ての $t$ に対して, $a(t)=0$ .
このとき, 以下が成り立つ.
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(1) $k\in \mathbb{Z}$ のとき, $l$ と $N/f_{\lambda}$ が互いに素であれば, $f=0$ .

(2) $k\not\in \mathbb{Z}$ のとき, $l$ と $(N/4, N/s_{x})$ が互いに素であれば, $f=0$ .
注意 3.2. $k\not\in \mathbb{Z}$ のとき, もし $\chi(-1)=-1$ ならば, $f=0$ である.

補題 3.1は容易に次の補題に拡張できる (詳しくは [9] を参照).

補題 3.3. $l$ を自然数, $k \in\frac{1}{2}\mathbb{Z}\backslash \{0\},$ $f\in 11/\prime I_{A:}(\Gamma_{0}(N), \chi)$ とする.

(1) $k\in \mathbb{Z}$ のとき, もしも $l$ と $t$ の最大公約数が N/残を割り切る全ての $t$ に対
して, $(\iota(t)=0$ ならば, $f=0$ .

(2) $k\not\in \mathbb{Z}$ のとき, もしも $l$ と $t$ の最大公約数が $1V/l4$ と N/倣をともに割り切る
.
$\nearrow$

.-

$arrow\}\searrow$.:...ての $t$ に対して, $a(t)=0$ ならば, $f=()$ .

注意 34. 言い換えると, $7l=1,$ $\Gamma=\Gamma_{0}(N),$ $\chi$ が導手 $f_{\chi}$ のディリクレ指標のと
き, 任意の自然数 $l$ に対して, 集合

$S=$ { $t\in \mathbb{N}|t$ と $l$ の最大公約数が $lV/t_{\lambda}$を割り切る}

は問題 1.1の条件を満たす.
これより定理 2.1の証明を始める. $F$ が定理 2.1の仮定を満たし, かつ恒等的

に $0$ ではないと仮定して矛盾を導く. このとき、 $r|,$ $-1$ 次の対称行列 $T\neq 0$ を部分
フーリエ展關の $T$ での係数

$F_{T}( \tau,w)=\sum_{t=0r\in-7^{\tau-1}}^{\infty}\sum_{\prime}A(_{\frac{\iota_{r}}{2}}T\frac{7}{\frac{.}{t}})e^{2n\sqrt{}^{\prime^{w-}}\cdot(t.r+w)}-i^{-t_{?}}$

.

が恒等的に $0$ でないように選ぶことができる. 次に

$\lambda_{l}$

ノ $( \tau, ev)=\frac{1}{\iota \text{ノ}!}\sum_{t.=0r\in\prime u}^{\infty}\sum_{\pi n-1}(2\pi\sqrt{}=$了 $t_{\gamma\cdot w)^{l}}$

ノ
$A(_{\frac{\iota_{r}}{2}}T \frac{t}{2,t})e^{2\pi\sqrt{-1}t\tau}$

とおくとき, $F_{T}$ の $w=0$ でのテイラー展開は

$F_{T}( \tau, w)=\sum_{l’=0}^{\infty}\lambda_{\nu}(\tau, c\downarrow\})$

と与えられる. この展開の最初に $0$ でない項を $\lambda_{\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}_{tJ}}(\tau, \cdot\iota\iota\})$ とする. $F’\tau$ は任意の
$(\iota\tau bcd)\in\Gamma_{0}(N)$ に対して, 変換式

$\Gamma\{T(\gamma\tau,$ $\frac{w}{c\tau+d})=\chi(d)(c\tau+d)^{t^{\sim}}.\exp(\frac{2\pi\sqrt{-1}c^{t}\cdot\iota\downarrow 1T\uparrow v}{c\tau+d})F_{T}(\mathcal{T}, t11)$

を満たすので, テイラー展開を代入すれば,

$\sum_{l\text{ノ}=l\text{ノ_{}0}}^{\infty}\frac{\lambda_{\nu}(\gamma\tau,u1)}{(c\tau+d)^{\nu}}=\chi(d)(c\tau+d)^{\kappa}\sum_{j=0}^{\infty}\frac{1}{j!}(\frac{2\pi\sqrt{-1}ch\iota\dagger T\cdot tl}{c\cdot\tau+ct})^{j}\sum_{0IJ=l\text{ノ}}^{\infty}\lambda_{l\text{ノ}}(\tau,w)$
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が得られる. さらに, 先頭項を比較すれば, 変換式

$\lambda_{\nu 0}(\gamma\tau,\iota\iota))=\chi(d)(c\tau+d)^{h+\nu_{(1}}\lambda_{I\text{ノ_{}0}}(\mathcal{T}’t1’)$

を得る. 従って, $\lambda_{\nu 0}(\tau, w)$ は $\Lambda\prime f_{\kappa+\nu_{0}}(\Gamma_{0}(N), \chi)$ の元を係数とする $u$ の $\nu_{0}$ 次斉次
多項式である. 仮定より, それら各係数の $t$ 番目のフーリエ係数は $t$ と $\epsilon(T)$ の最
大公約数が $N/f_{\lambda}$ を割り切るときに消えるので, 補題 33(1) より $\lambda_{l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}}(\tau, u’)=0$ で
あるが, これは $l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}$ の取り方に反し, 矛盾である. 以上で証明は完了した 口

注意 35. 補題 33の (2) を用いて }-.記の議論を適当に修正すれば, 定理 22の証
明も得られる.
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