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この報告では, 石川秀明氏との共同研究 [5] の一部を紹介したいと思う.

1 導入

H. Bohr によって, 周期関数の自然な拡張として, 概周期関数が導入された.
その定義 理論の詳細については $[$3$]$ を参照されたい.
関数 $\varphi(t):Rarrow C$ が Bohr の意味での概周期関数であるとき, $\varphi(t)$ は有

界かつ一様連続である. また, 三角多項式の一様収束極限は Bohr の意味で
の概周期関数になることが知られている. この命題の逆が成立することを主
張するのが次の Bohr の主定理である :

(I) 関数 $\varphi(t):Rarrow C$ が Bohr の意味での概周期関数であるならば, 極限

$\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{T}\int_{0}^{T}\varphi(t)e^{-i\lambda t}dt$, $\lambda\in R$

が存在する. そこで $a_{\varphi}(\lambda)$ をこの極限で定義しよう. このとき

$\Lambda_{\varphi}=\{\lambda\in R|a_{\varphi}(\lambda)\neq 0\}$

で定義される集合 $\Lambda_{\varphi}$ は可算集合である.

(II) 任意の正数 $\epsilon$ に対し, ある複素数列 $\{b(n)\}_{n=1}^{N}$ と可算集合 $\Lambda_{\varphi}$ に属すあ
る有限集合 $\{\lambda_{n}\}_{n=1}^{N}$ が存在して

$\sup_{t\in R}|\varphi(t)-\sum_{n=1}b(n)e^{i\lambda_{n}t}|N<\epsilon$

$r$

となる.

ある程度のなめらかさをもっ周期関数はフーリエ級数で一様近似できる,
という命題の自然な拡張としても Bohr の主定理をとらえられる. $a_{\varphi}(\lambda)$ は,
フーリエ変換の一種の拡張であり, $\Lambda_{\varphi}$ はその拡張されたフーリエ変換の台で
あるといえる. その台が可算集合であるため, フーリエ反転公式による積分
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が離散和に減ぜられ, $\varphi(t)$ は一種のフーリエ級数で表現できるかもしれない
と感じる. それを実際に証明した Bohr の主定理は極めて重要であると思う.
もし, Bohrの概周期関数の拡張が何らかの形で導入されたなら, それが

三角多項式で何らかの位相のもとで近似できるかを論じることは極めて重要
な課題になるだろう. この課題のためには, まずフーリエ変換の拡張を導入
し, そのフーリエ変換の台を考察する必要があろう. 以下では Beurling [2]
によるフーリエ変換の拡張を紹介する.

定義 (Beurling) $\varphi$ は $R$ 上の可測関数で, 任意の正数 $u$ に対して

$\int_{-\infty}^{\infty}|\varphi(t)|e^{-u|t|}dt<\infty$

を満たすものとする. この $\varphi$ に対し $U_{\varphi}(u,$ $v),$ $u>0,$ $v\in R$ , を

$U_{\varphi}(u, v)= \int_{-\infty}^{\infty}$ $\varphi(t)e^{-u|t|}$ dt

で定義する. $\mathcal{O}$ は $R$ の開区間で, $\mathcal{O}$ に含まれる任意の $v$-閉区間上で $uarrow+O$

のとき, $U_{\varphi}(u, v)$ は一様に $0$ に収束するものとする. このとき

$S( \varphi)=(\bigcup_{o}\{$ そういう $\mathcal{O}\})$ の補集合

と定義し, $S(\varphi)$ を $\varphi$ のスペクトル集合と呼ぶ.

スペクトル集合が求まる典型例として, リーマンゼータ関数を考察しよ
う. $s=\sigma+it$ を複素変数とする. リーマンゼータ関数を $\zeta(s)$ で表す. $\zeta(s)$

は, $\sigma>1$ なる半平面では

$\zeta(s)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{s}}$ (1)

と絶対収束するディリクレ級数として表される. $\zeta(s)$ は, 垂直線 $\sigma=1$ を超
えて, 全 $s$ 平面に解析接続され, その特異点は $s=1$ における一位の極 (留数
は 1) のみである.
リーマンゼータ関数 $\zeta(\sigma+it)$ について, $\sigma$ を固定し $t$ 変数の関数とみた

とき, それを $\zeta_{\sigma}$ と記そう : $\zeta_{\sigma}(t)=\zeta(\sigma+it)$ . $\sigma$ を $\sigma>1$ に固定した場合, (1)
に基づく簡単な計算から

$S(\zeta_{\sigma})=\{-\log n\}_{n=1}^{\infty}$
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が得られる.
それでは, $\sigma$ を $\sigma<1$ に固定した場合, $\zeta_{\sigma}$ のスペクトル集合 $S(\zeta_{\sigma})$ は何

であろうか. オイラーマクローリン公式にもとつく $\zeta(s)$ の次の表示は良く
知られている :

$\zeta(s)=\sum_{n=1}\frac{1}{n^{s}}-N\frac{N^{1-s}}{1-s}$

$- \frac{1}{2N^{s}}+\sum_{m=1}^{M-1}(S)_{m}\frac{B_{m+1}}{(m+1)!N^{s+m}}$ -睾 $\int_{N}^{\infty}\frac{B_{M}(x-[x])}{x^{s+M}}dx$ , (2)

(ここで, $N,$ $M$ は自然数 $[x]$ はガウス記号, $B_{m}$ はベルヌーイ数, $B_{m}(x)$ は
ベルヌーイ多項式, $(s)_{m}$ は $(s)_{m}=s(s+1)\cdots(s+m-1)$ で定義される関数
である. 詳細については, 例えば, [4] p.114を参照されたい.) [6] では, こ

の表示 (2) と Beurling のスペクトル集合の定義に基づき, $0<\sigma<1$ の範囲
で $S(\zeta_{\sigma})=R$ となることを証明した.
その後, [8] によって, $\sigma$ の範囲に関する制限 $0<\sigma<1$ を取り除き, $\sigma<1$

の範囲で $S(\zeta_{\sigma})=R$ が成立することがわかった. [8] では議論に変化が起こっ
ている. Pr\"uss [10] Prop.0.5によって, $\varphi\in L_{1oc}^{1}$ によって生成される緩い超
関数のシュワルツ・フーリエ変換の台と $S(\varphi)$ は一致する’5ことが証明されて
いることを知り, 超関数の立場から $S(\zeta_{\sigma})$ を研究するようになったのである.
これについては以前の報告 $[$7] で報告させていただいたので, 詳細について
はそちらを参照していただきたいが, 大雑把なアイデアは説明したいと思う.

$s$ は $\sigma>-M+1$ なるよう固定する. 何らかの方法で

$\zeta(s)=\sum_{n=1}\frac{1}{n^{s}}-\frac{N^{1-\epsilon}}{1-s}-\frac{1}{2N^{s}}N+\sum_{m=1}^{M-1}(S)_{m}\frac{B_{m+1}}{(m+1)!N^{s+m}}+O(\frac{(1+|t|)^{C}}{N^{\delta}})$ $(3)$

($C,$ $\delta$ は正定数) を導く. 誤差項 $o( \frac{(1+|t|)^{C}}{N^{\delta}})$ に関して, 通常, $C$ は大きく $\delta$

は小さいので, (3) は近似式としては悪いのであるが, 超関数の議論に持ち
込むと, やっかいな $(1+|t|)^{C}$ はテスト関数に押し付けることができ, 壼が
$Narrow\infty$ としたとき $0$ に収束することのみ注目すればよいことになるのであ
る. こうして, (2) のような完全な等式がなくとも, (3) のような近似があり
さえすれば, その近似が成立する $s$ の範囲について, スペクトル集合を決定
できることがわかったのである.
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さて, リーマンゼータ関数 $\zeta(s)$ に限らず, 次のようなディリクレ級数の
族を導入しよう :

(Al) $F(s)$ は $s=1$ にのみ極を持ちうる $C$上の正則関数である. $F(s)$ が $s=1$

に位数 $l$ の極を持つ場合は, $s=1$ の近傍で

$F(s)= \frac{C_{-l}}{(s-1)^{l}}+\cdots+\frac{C_{-1}}{s-1}+$正則部分

と表示しよう. $\sigma>1$ では $F(s)$ は絶対収束する Dirichlet級数

$\varphi(s)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{a(n)}{n^{s}}$ , $a(n)\in C$

で表わされる.

(A2) $b$ は $b<0$ なる実数 $T$ は $T\geq 2$ なる実数とする. $b$ にのみ依存する正数
$C_{b}$ が存在して

$\sup_{x\geq b}|F(x+iT)|\leq C_{b}(1+|T|)^{(\frac{1}{2}-b)L}$ (4)

となる.

瓦は $F_{\sigma}(t)=F(\sigma+it)$ で定義される関数としよう. [8] では, 上述の超関
数を経由した議論によって, $S(F_{\sigma})$ がある制限された範囲 $\beta<\sigma<1$ で決

定できることを論じた. 例えば, リーマンゼータ関数の二乗 $\zeta^{2}(s)$ に関して,
$\frac{1}{2}<\sigma<1$ の範囲で $S(\zeta_{\sigma}^{2})=R$ となる. 仮に, 全ての $s$ について

F(s) $=$ (デイリクレ多項式) $+$ (極からくる表示) $+$ O $( \frac{(1+|t|)^{C}}{N^{\delta}}I$ (5)

というような近似が得られさえすれば, 超関数の議論を経由して, $\sigma<1$ の

範囲で $S(F_{\sigma})$ を決定できるのであるが, [8] の時点では (5) のような近似式が
得られていなかったため, $S(F_{\sigma})$ が決定できる範囲が制限されていた.

今回の共同研究 [5] によって, 仮定 (Al), (A2) を満たす $F(s)$ について, (5)
型の近似を構成することができたので, スペクトル集合 $S(F_{\sigma})$ が決定できる
範囲の制限も取り除くことができた. 結果を以下に紹介したい.

定理 $F(s)$ は仮定 (Al), (A2) を満たすとする. 凡は $F_{\sigma}(t)=F(\sigma+it)$

で定義される関数とする. $F(s)$ が $s=1$ に極をもつときは, $\sigma<1$ の範囲
で $S(F_{\sigma})=R$ となる. $F(s)$ が整関数のときは, $\sigma\leq 1$ の範囲で $S(F_{\sigma})=$

$\{-\log n|n\in Nst. a(n)\neq 0\}$ が成立する.
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2 リーマンゼータ関数の近似

前節の定理を証明するには, (5) のような近似式を構成すればよかった. その
ような近似式を構成するアイデアを得るために, リーマンゼータ関数の場合
を再考察することは十分有効であろう. ここでは, メリン. バーンズ積分によ
る $\zeta(s)$ の表現を考察する. 何をもってメリン. バーンズ積分となすかは, 筆
者の知識不足もあって説明できないので, 詳しくは [9] などを参照されたい.
大雑把にいって,

$\frac{1}{2\pi i}\int_{\frac{3}{2}-\iota’\infty}^{\frac{3}{2}+i\infty}\frac{\Gamma(w)\Gamma(s-w)}{\Gamma(s)}N^{w}\zeta(w)dw$

のように, $\frac{\Gamma(w)\Gamma(s-w)}{\Gamma(s)}$ を含む積分をメリン. バーンズ積分と呼ぶようである.
さて, $(0, \infty)$ 上の関数 $\psi_{S}(x)$ を

$\psi_{s}(x)=\frac{1}{(x+1)^{s}}$

で定義する. $s$ と $w$ が $0<\Re w<\sigma$ を満たすとき

$\frac{\Gamma(w)\Gamma(s-w)}{\Gamma(s)}=\int_{0}^{\infty}\psi_{s}(x)x^{w}\frac{dx}{x}$ , (6)

っまり, 左辺は $\psi_{S}(x)$ のメリン変換として表されることに注目しよう. (6) を
証明するには,

$\psi_{s}(x)=\frac{1}{(x+1)^{s}}=\frac{1}{\Gamma(s)}\int_{0}^{\infty}e^{-(x+1)y}y^{s}\frac{dy}{y}$ , $\sigma>0$

を用いて, $\int_{0}^{\infty}\psi_{s}(x)x^{w}\frac{dx}{x}$ を計算してゆけばよい. (6) にメリン反転公式を適
用させて

$\frac{1}{2\pi i}\int_{\frac{3}{2}-i\infty}^{\frac{3}{2}+i\infty}\frac{\Gamma(w)\Gamma(s-w)}{\Gamma(s)}N^{w}\zeta(w)dw$

$= \sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{2\pi i}\int_{\frac{3}{2}-i\infty}^{\frac{3}{2}+i\infty}\frac{\Gamma(w)\Gamma(s-w)}{\Gamma(s)}(\frac{n}{N})^{-w}dw$

$= \sum_{n=1}^{\infty}\psi_{s}(\frac{n}{N})=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{(\frac{n}{N}+1)^{s}}$ (7)
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る

を得る. さて, $b$ は $b<0$ なる実数, $T$ (は $T\geq 2$ なる実数とすと, $b$ にのみ依
存する正数 $C_{b}$ が存在して

$\sup_{x\geq b}|\zeta(x+iT)|\leq C_{b}(1+|T|)^{\frac{1}{2}-b}$ (8)

となることが知られている. 一方, $\frac{\Gamma(w)\Gamma(s-w)}{\Gamma(s)}$ は $|\Im w|$ について指数関数的に
減少する. 従って, (7) の最左辺の積分路を左にシフトすることができ

$\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{(\frac{n}{N}+1)^{s}}=-\frac{N}{1-s}+\sum_{m=0}^{M-1}(s)_{m}\frac{(-1)^{m}\zeta(-m)}{m!N^{m}}$

$+ \frac{1}{2\pi i}\int_{-M+\frac{1}{2}-i\infty}^{-M+\frac{1}{2}+i\infty}\frac{\Gamma(w)\Gamma(s-w)}{\Gamma(s)}N^{w}\zeta(w)dw$ (9)

を得る. (9) の両辺に $\frac{1}{N^{s}}$ をかけたのち

$\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{(n+N)^{s}}=\zeta(s)-\sum_{n=1}^{N}\frac{1}{n^{s}}$ (10)

を用いれば

$\zeta(s)=\sum_{n=1}^{N}\frac{1}{n^{s}}-\frac{N^{1-s}}{1-s}+\sum_{m=0}^{M-1}(s)_{m}\frac{(-1)^{m}\zeta(-m)}{m!N^{m+s}}$

$+ \frac{1}{2\pi i}\int_{-M+i\infty}^{-M++i\infty}\sum_{\frac{1}{2}-}^{1}\frac{\Gamma(w)\Gamma(s-w)}{\Gamma(s)}N^{w-s}\zeta(w)dw$ (11)

を得る.
(11) は $\sigma>\frac{3}{2}$ のもとで導かれたが, 解析接続によって, $\sigma>-M+\frac{1}{2}$ なる

半平面に属す $s$ について成立することがわかる. (11) 式の右辺第 4項の垂直
積分の絶対値は, ある正定数 $D_{t}$ を用いて $D_{t} \frac{1}{N^{\sigma+M-}21}$ で押さえられる. 従っ

て, $\sigma>-M+\frac{1}{2}$ なる $s$ については, $N$ を十分大きくしたときの近似

$\zeta(s)=$. $\sum_{n=1}^{N}\frac{1}{n^{s}}-\frac{N^{1-\epsilon}}{1-s}+\sum_{m=0}^{M-1}(s)_{m}\frac{(-1)^{m}\zeta(-m)}{m!N^{m+s}}$ (12)

を得た. もちろん, この近似の.t に関する依存度の考察は保留している.
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3Dirichlet級数の族と近似
近似式 (12) を導くためにメリン. バーンズ積分を用いたが, その過程で $\zeta(s)$

の情報として用いたものは

(i) $\zeta(s)$ の解析的性質 (解析接続, 極に関する情報, ディリクレ級数表示)

(ii) $\zeta(s)$ の虚軸方向への増大が多項式オーダーであること ((8) 参照)

(iii) $\zeta(s)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{s}}$ とディリクレ級数表示したとき, ディリクレ係数が恒
等的に 1であること ((10) を導くのに必要)

である. 我々は, $\zeta(s)$ に限らず, (i), (ii) に対応する仮定 (Al), (A2) を満たす
関数 $F(s)$ について, (5) のような近似式を構成したいのであった.
この課題について, まず, メリン. バーンズ積分を用いる方法を考えてみ

よう. (11) 式に $\frac{1}{N^{s}}$ をかけるところまでは, 全く同様にできて,

$\sum_{n=1}^{\infty}\frac{a(n)}{(n+N)^{s}}={\rm Res}_{w=1}\frac{\Gamma(w)\Gamma(s-w)}{\Gamma(s)}N^{w-s}F(w)+\sum_{m=0}^{M-1}(s)_{m}\frac{(-1)^{m}F(-m)}{m!N^{m+s}}$

$+ \frac{1}{2\pi i}\int_{-M+\frac{1}{2}-i\infty}^{-M+\frac{1}{2}+i\infty}\frac{\Gamma(w)\Gamma(s-w)}{\Gamma(s)}N^{w-s}F(w)dw$ (13)

を得る. この先で問題になることは, $a(n)$ が特殊な性質をもたない限り,
$\sum_{n=1}^{\infty}\frac{a(n)}{(n+N)^{s}}$ と $F(s)$ のつながりが切れてしまい, (10) に対応する等式が得ら
れない” ということである. この原因ン変は換

$\psi_{s}(x)=\frac{1}{(x+1)^{s}}$ $\frac{\Gamma(w)\Gamma(s-w)}{\Gamma(s)}$

$\frac{J-}{\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash /}X^{\backslash }\theta_{\backslash }^{I}$

において, $\frac{\Gamma(w)\Gamma(s-w)}{\Gamma(s)}$ は $|\Im w|$ に関して急減少なので, それの逆メリン変換で
ある $\psi_{s}(x)$ は $x$ に関してあまり急に減少しない, という (フーリエ変換に関
してもよくみられる) 現象にあるといえよう. 従って, 我々は, 大筋として
は, メリンバーンズ積分に類似する積分のシフトによる近似を目指すもの
の, 基礎となる関数 $\psi(x)$ とそれのメリン変換 $K_{\psi}(w)$ については, もっと適
切なものを選ぶ必要がある. つまり, $\psi(x)$ については, コンパクト台をもつ
急減少な関数を選択し, $K_{\psi}(w)$ については, あまり急には減少しないものを
選択していこう.
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$M$ を自然数とし, $\psi(x)$ を $(0, \infty)$ 上の $C^{M+1}$ 級関数で

$\psi(x)=\{\begin{array}{ll}1, 0<x\leq 10, x\geq 2\end{array}$

を満たすものとする. $\psi(x)$ のメリン変換 $K_{\psi}(w)$ を

$K_{\psi}(w)= \int_{0}^{\infty}\psi(x)x^{w}\frac{dx}{x}$ , $\Re w>0$

で定義する.

補題 $K_{\psi}(w)$ について次が成立する.

(i) $K_{\psi}(w)$ は $w=0$ を除き, $C$ 上の正則関数に解析接続される. $w=0$ で
は一位の極をもち, その留数は 1である.

(ii) $K_{\psi}(w)$ は帯領域 $-\alpha_{0}\leq\Re w\leq-\beta_{0},$ $\alpha_{0}>\beta_{0}>0$ , に属す $w$ について一

様に

$K_{\psi}(w)=O( \frac{1}{(1+|\Im w|)^{M+1}}I$

と評価できる.

(証明) (i) まずは $\Re w>0$ で考える. 部分積分により

$K_{\psi}(w)=- \int_{1}^{2}\psi’(x)\frac{x^{w}}{w}dx$ (15)

を得る. この表示によって, $w=0$ 以外の $w\in C$ への解析接続が得られる
し, $w=0$ では留数 1の一位の極をもつこともわかる.

(ii) (15) にさらに部分積分を繰り返すことにより

$K_{\psi}(w)=(-1)^{M+1} \int_{1}^{2}\psi^{(M+1)}(x)\frac{x^{w+M}}{w(w+1)\cdots(w+M)}dx$

を得る. 右辺の積分の絶対値を評価すると, $\Im w\neq 0$ なる $w$ について

$K_{\psi}(w)=O( \frac{2^{\Re w}+1}{|\Im w|^{M+1}})$ (16)
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を得るし, 一方, $K_{\psi}(w)$ の正則性によりー $\alpha$O $\leq\Re w\leq-\beta_{0},$ $|\Im w|\leq 1$ なる
$w$ について

$K_{\psi}(w)=O(1)$ (17)

も得る. (16) と (17) により (ii) の評価を得る. 口

ここから積分

$\frac{1}{2\pi i}\int_{1}^{\frac{1}{2}+i\infty}K_{\psi}(w)N^{w}F(s+w)dw\varpi^{-i\infty}$ (18)

を考察していこう. 仮定 (A2) 内の評価に現れる $L$ に対して, 自然数 $M$ を
$M\geq L$なるようにとる. この $M$ に連動させて $(0, \infty)$ 上の $C^{M+1}$級関数 $\psi(x)$

で (14) を満たすものをとる. $\alpha$ は $\frac{1}{2}<\alpha<\frac{M}{L}$ なるようとる. $s$ は $\sigma>-\frac{M}{L}+\alpha$

なるものとする. このとき, (18) における積分路 $\int_{\frac{1}{2}-i\infty}^{\frac{1}{2}+i\infty}$ を $\int_{-\sigma-+\alpha-i\infty}^{-\sigma-\frac{M}{\tau ML}+\alpha+i\infty}$ ヘ

シフトすることができる. このシフトの正当性は慎重に確認しなければなら
ないが, (4) や補題の (ii) を用いて

$| \int_{-\sigma-\frac{M}{L}+\alpha-i\infty}^{-\sigma-M}\tau+\alpha+i\infty K_{\psi}(w)N^{w}F(s+w)$伽 $|$

$\leq\int_{-\infty}^{\infty}|K_{\psi}(-\sigma-\frac{M}{L}+\alpha+iy).|N^{-\sigma^{M}}-\tau+\alpha|F(-\frac{M}{L}+\alpha+i(y+t))|dy$

$\ll\frac{1}{N^{\sigma+\frac{M}{L}-\alpha}}\int_{-\infty}^{\infty}\frac{1}{(1+|y|)^{M+1}}(1+|t|+|y|)^{(\frac{1}{2}+\frac{M}{L}-\alpha)L}dy$

$\leq\frac{(1+|t|)^{(\frac{1}{2}+\frac{M}{L}-\alpha)L}}{N^{\sigma+\frac{M}{L}-\alpha}}\int_{-\infty}^{\infty}\frac{1}{(1+|y|)^{1+(\alpha-\frac{1}{2})L}}dy\ll\frac{(1+|t|)^{(\frac{1}{2}+\frac{M}{L}-\alpha)L}}{N^{\sigma+\frac{At}{L}-\alpha}}$ (19)

という評価ができることからも, シフトの正当性を推察できよう. いずれに
せよ, 積分路のシフトを実行して

$\frac{1}{2\pi i}\int_{\frac{1}{2}-i\infty}^{\frac{1}{2}+i\infty}K_{\psi}(w)N^{w}F(s+w)dw=F(s)+{\rm Res}_{w=1}K_{\psi}(w-s)N^{w-s}F(w)$

$+ \frac{1}{2\pi i}\int_{-\sigma-\frac{M}{L}+\alpha-i\infty}^{-\sigma-\frac{M}{L}+\alpha+i\infty}K_{\psi}(w)N^{w}F(s+w)dw$ (20)

を得る. (20) の左辺は $F$ のディリクレ級数表示とメリン反転公式により
$\sum_{n=1}^{\infty}\frac{a(n)}{n^{\epsilon}}\psi(n/N)$ と表.される (厳密には $\sigma>1$ で Dirichlet 級数表示を用い
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て, その後で解析接続により, $\sigma$ の範囲を $\sigma>-\frac{\Lambda i}{L}+\alpha$ に拡張する). (20) の
右辺第 2項は

$- \int_{0}^{\infty}\psi’(x)\sum_{h=0}^{l-1}C_{-(h+1)}\sum_{k+k’=h}\frac{(\log xN)^{k’}}{k’!}\frac{(-1)^{k}(xN)^{1-s}}{(1-s)^{k+1}}dx$

$k’=0,1,2_{;}k=0,1,2,\cdot.\cdot.\cdot$.

に等しいことが証明できるし, (20) の右辺第 3項は (19) により, $\ll\frac{(1+|t|)^{(}2^{+}T^{-\alpha)L}1M}{N^{\sigma+}\tau^{-\alpha}M}$

と評価できる. 以上により次を得る.

命題 $F(s)$ は仮定 (Al) と (A2) を満たすとする. 仮定 (A2) 内の評価に現れ
る $L$ に対して, 自然数 $M$ を $M\geq L$ なるようにとる. この $M$ に連動させて
$(0, \infty)$ 上の $C^{M+1}$ 級関数 $\psi(x)$ で (14) を満たすものをとる. $\alpha$ は $\frac{1}{2}<\alpha<\frac{M}{L}$

なるようとる. $s$ (は $\sigma>-\frac{M}{L}+\alpha$ なるものとする. このとき

$F(s)= \sum_{n=1}^{\infty}\frac{a(n)}{n^{s}}\psi(n/N)$

$+ \int_{0}^{\infty}\psi’(X)\sum C_{-(h+1)}$ $\sum$
$\overline{k’!}\overline{(1-s)^{k+1}}dx$

$l-1$
$(\log xN)^{k’}(-1)^{k}(xN)^{1-s}$

$h=0$ $k+k’=h$
$k=0,1,2,\cdots$

$k’=0,1,2,\cdots$

$+O( \frac{(1+|t|)^{(\frac{1}{2}+-\alpha)L}TM}{N^{\sigma+\frac{M}{L}-\alpha}})$

が成立する. ただし, $\sum_{h=0}^{l-1}$ は $l=0$ のとき, つまり $F(s)$ が整関数のときは
$0$ とみなす.

4 結論, 今後の課題など

前節の命題によって, 仮定 (Al), (A2) を満たす関数 $F(s)$ について, (5) のよ
うな $F(s)$ の近似を得ることができた. この近似と, [7] で紹介した超関数を
経由する方法によって, Section 1の定理を証明することができる.
さて, 仮定 (Al), (A2) を満たす $F(s)$ のスペクトル集合を考察した理由は,

Bohr の概周期関数の拡張として, ディリクレ級数が絶対収束しない領域, つ
まり $\sigma<1$ における $F(s)$ が候補になるかもしれないという期待にもとつく.
(実際, この期待を実現した一つの重要な研究として, Besicovitch の概周期
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関数の理論がある. 詳しくは [1] を参照されたい.) そのように期待する限り,
$\sigma<1$ における $F(s)$ のスペクトル集合を研究しておくことは意義があると
思う. 当初, $\sigma<1$ において $\zeta(s)$ のスペクトル集合が $R$ になることがわかっ
たときは, 若干の驚きを感じた (それが $R$ になるのは $\zeta(s)$ が $s=1$ に極をも
つことによるのであり, 今では当然のような気もする). $\sigma<1$ において $\zeta(s)$

のスペクトル集合は $R$ になるのだけれど, この $R$ は, ディリクレ級数表示
からくる離散集合 $\{-\log n\}_{n=1}^{\infty}$ と極からくる連続集合 $R$ が混ざりあってい
るのかもしれないとも思う. Beurling のスペクトル集合の定義を細分化する
ことは今後の課題であろう. 最終的な目標は, スペクトル集合の元を指数と
するような三角多項式によって, もとの関数が復元できるかどうかを論じる
ことであり, これは途方もなく難しい課題と思うけれど, いつの日か少しで
も貢献できればいいなと思っている.
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