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1 Entropy Power 不等式
連続型の Entropy Power 不等式

$c^{2h(X)}+e^{2h(1^{\gamma})}\leq c^{2h(X+1)}\lrcorner.\cdot$ (1)
は Shannon [6] が初めて示したもので, その不等式が成り立っことはよく知られて
いる. 後に関連した不等式が示されたが, 離散型の Entropy Power 不等式

$e^{2H(X_{nt})}+c^{2H(X_{J1})}\leq e^{2H(arrow Y_{m}+X_{\eta})}=e^{2H(X_{?1+})}\eta$ (2)

は一般には成り立たないことが知られている. 離散型の Entropy Power 不等式が成
り立っ特別な場合の考察を行う.

2 超加法性

Definition 1 関数 $n$ (鞠が以下をみたすとき, 超加法性をもつという.

$\forall_{7\gamma\iota,n}I_{m+n}’\geq I_{m}^{r}+1_{n}’$ .

超加法性の十分条件は以下の結果から与えられる.

Proposition 1 $\frac{)_{t1}’}{n}$ が ?7関して増加であるとき垢は超加法性をもっ.
また琉が超加法性をもっならば $\lim_{narrow\infty_{n}}^{\underline{Y}_{\Delta}}=\sup$ 守が存在する.
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Proof. 任意の $l72,$ $l\gamma(?l\geq n)$ に対して次が成り立つ.

$\frac{1_{m+n}^{r}}{77l+n}\geq\frac{1_{rn}}{7n}$ .

すなわち
$1_{7n+n}^{-}’ \geq 1_{n}’,+\frac{n}{?\gamma\iota}1_{\tau n}^{r}$ .

$\uparrow\prime t\geq n$ より

$\frac{1_{m}^{r}\text{ノ}}{m}\geq\frac{1_{n}’}{n}$ .

よって
$I_{m+n}^{r}\geq 1_{m}^{r}+I_{n}’$ .

口

$1_{n}^{r}=c^{2H(X_{n})}\sim$ (3)

が超加法性をもつことを示すためには, $\uparrow\tau c\sim I_{n}^{r}$ が $7l$ に関して増加であることを示
せば十分である.

3 情報理論の不等式

Definition 2独立な二項分布 $41_{n}’\sim B(?\tau,p)$ とベルヌイ分布 $B\sim Ber(p)$ に対して

次の確率変数を定義する.
$X_{n+1}=X_{n}+B$ (4)

このとき,

$\lrcorner Y_{n+1}=$ 馬 $+B=\{\begin{array}{ll}X_{n} B=0 \text{すなわち, 確率} q \text{のとき}X_{n}+1 B=1 \text{すなわち, 確率} p \text{のとき}\end{array}$

となる. また, 確率分布は次のような関係がある.

$P_{\iota,\backslash }\vee=P_{r}\cdot*P_{B}P_{\lambda_{n}’}+P_{d}1\neq$
、 $\mathfrak{n}$

(5)

それぞれの確率分布は次のようになる.

$Pr(X_{n}=k)$ $=$ $(\begin{array}{l}7lk\end{array})p^{k}q^{n-k}$ , $k=0.1,$ $\cdots,$ $n$ (6)

$Pr(X_{n}=n+1)$ $=$ $0$
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また,

$Pr(X_{n}+1=k)$ $=$ $(\begin{array}{ll} \prime\prime lk -1\end{array})p^{\text{ん}-1}q^{n-k+1}$ , $k=1,$ $\cdots,$
$/\iota+1$ (7)

$Pr(X_{n}+1=0)$ $=$ $0$

さらに, (5),(6),(7) より,

$Pr(X_{n+1}=k)=(\begin{array}{l}7l+1k\end{array})p^{k}q^{n+1-k}$ , $k=0,1,$ $\cdots,$ $n+1$

となる. すなわち
$\lrcorner 1_{n+1}^{r}\sim B(n+1,p)$ .

Lemma 1

$H(P_{\lambda_{n+1}}\cdot)$

$=$ $pH(P_{\lambda_{1}^{\vee}+1})+qH(P_{\lambda^{\vee},},)$

$+pD(P_{1_{11}^{-}d+1}||P_{\backslash }\prime n+1)+qD(P_{\lambda_{n}’}||P_{\lambda_{\iota+1}}\cdot,)$ (8)

Proof. 以下のエントロピー及び相互情報量を用いて (8) を示す.

$H(P_{\lambda_{n+1}’}\lrcorner)$ $=- \sum_{i=0}^{n+1}(\begin{array}{ll}n +1 i\end{array})p^{i}q^{n+i-i} \log(\begin{array}{ll}n +1 i\end{array})p^{i}q^{n+i-i}$

$H(P_{\lambda_{n}’+1})$ $=$ $- \sum_{i=1}^{n+1}(\begin{array}{l}7li-1\end{array})p^{i-1}q^{n-i+1}\log(\begin{array}{l}ni-l\end{array})p^{i-1}q^{n-i+i}$

$H(P_{X_{n}’})$ $=$ $- \sum_{i=0}^{n}(\begin{array}{l}ni\end{array})p^{i}q^{n-i}\log(\begin{array}{l}ni\end{array})p^{i}q^{r\iota-i}$

$D(P_{\lambda_{1}’+1}||P,\cdot,)$ $=$ $\sum_{i=1}^{n+1}(\begin{array}{l}\uparrow 2i-l\end{array})p^{i-1}q^{n-i+1}\log\frac{(_{i-1}n)p^{i-1}q^{n-i+1}}{(^{n+1}i)p^{i}q^{n+1-i}}$

$=$ $\sum_{i=1}^{n+1}(\begin{array}{l}7li-1\end{array})p^{i-1}q^{n-i+1}\log\frac{i}{p(/\iota+1)}$

$D(P_{\lambda_{1}}\cdot,||P_{d\grave{\backslash }21+1})$ $=$ $\sum_{i=0}^{n}(\begin{array}{l}ni\end{array})p^{i}q^{n-i}\log\frac{(_{i}^{n})p^{i}q^{n-i}}{(^{n+1}i)p^{i}q^{n+1-i}}$

$=$ $\sum_{i=0}^{n}(\begin{array}{l}?2i\end{array})p^{i}q^{n-i}\log\frac{7l+1-i}{q(r\iota+1)}$
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ここで (8) の右辺は,

$pH(P_{\backslash ,\iota+1})+qH(P_{X_{I1}})+pD(P_{\lambda_{n}\prime+1}||P_{\lambda_{\mathfrak{n}+1}’\wedge})+qD(P_{\lambda_{n}}\cdot||P_{X_{n+1}})$

$=$ $p(- \sum_{i=1}^{n+1}(\begin{array}{l}71i-1\end{array})p^{i-1}q^{n-i+1}\log(\begin{array}{l}ni-1\end{array})p^{i-1}q^{n-i+1})$

$+q(- \sum_{i=0}^{n}(\begin{array}{l}?li\end{array})p^{i}q^{n-\dot{f}}\log(\begin{array}{l}ni\end{array})in-i$

$+p( \sum_{i=1}^{1+1}(\begin{array}{l}|\iota i-1\end{array})l^{J^{i-\iota_{q^{n}}-i+\downarrow\log\frac{i}{\int’(\iota\iota+1)}I}}$

$+q( \sum_{i=0}^{n}(\begin{array}{l}\uparrow li\end{array})p^{i}q^{n-i}\log\frac{n+1-i}{q(n+1)})$

$=$ $p( \sum_{i=1}^{n+1}(\begin{array}{l}ni-1\end{array})J^{y^{i-1}}q^{n-i+1}\log\frac{i}{p(n.+1)(\begin{array}{l}li\end{array})p^{i-1}q^{n-i+1}})$

$+q( \sum_{i=0}^{n}(\begin{array}{l}\iota i\end{array})p^{i}q^{n-i}\log\frac{n+1-i}{q(n.+1)(\begin{array}{l}\prime\prime i\end{array})p^{\dot{f}}q^{n-i}})$

$=$ $p( \sum_{i=1}^{n+1}(\begin{array}{l}ni-1\end{array})p^{i-1}q^{n-i+1}\log\frac{i(i-1)(\uparrow\iota-i+1)}{(n+1)1\varphi^{i}q^{n-i+1}})$

$+q( \sum_{i=0}^{n}(\begin{array}{l}7l?\end{array})p^{i}q^{n-i}\log\frac{(\iota+1-i)i!(n-i)!}{(n+1)71!p^{i}q^{n-i+1}})$

$=$ $(p \sum_{i=1}^{n+1}(\begin{array}{ll} 77j -l\end{array})p^{i-1}q^{n-i+1}+q \sum_{i=0}^{n}(\begin{array}{l}ni\end{array})p^{i}q^{n-i})\log\frac{1}{(\begin{array}{l}n+1f\end{array})p^{i}q^{n+1-i}}$

$=$ $-(q (\begin{array}{l}710\end{array})q^{n}+\sum_{i=1}^{n}\{$ $(\begin{array}{l}\uparrow 7i-1\end{array})+(\begin{array}{l}|\iota i\end{array})\}p^{\dot{t}}q^{n-i+1}+p(\begin{array}{l}n\uparrow 1\end{array})p^{71})$

$\cross\log(\begin{array}{ll}n +l i\end{array})I^{3^{i}}q^{n+1-i}$

$=$ $- \sum_{i=0}^{t?+1}(\begin{array}{ll}n +l i\end{array})p^{i}q^{n+1-i} \log(\begin{array}{ll}|\iota +1 i\end{array})p^{i}q^{n+i-i}$

$=$ $H(P_{\backslash d^{\backslash )}}’,\}+1$

よって (8) の左辺になる. 口

Corollary 1 (Jensen-Shannon divergence)

$\mathcal{J}S\mathcal{D}(P.Q)\equiv\frac{1}{2}D(P||\frac{P+Q}{2})+\frac{1}{2}D(Q||\frac{P+Q}{2})$ (9)
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$p=$ �のとき, $H(P_{1_{t}’}\sim’)=H(P_{\lambda_{7\mathfrak{l}}’+1})$ なることに注意すると (8) は (9) より

$H(P_{\lambda_{n+1}})=H(P\vee x_{n}^{r})+\mathcal{J}S\mathcal{D}(P_{1_{\gamma}^{-}}1’ P_{X_{n}+1}\sim\cdot)$

となり, 二項分布のエントロピーは $\uparrow\iota$ に関して増加である. ここで, $\frac{J^{-J1}}{n}$ が $n$ に関し
て増加であることと次の式は同値である.

$\log\frac{1_{n+1}^{r}}{n+1}\geq\log\frac{1_{n}^{r}}{?7}$

また臨 $=e^{2H(X_{n})}$ を用いると次のようになる.

$\mathcal{J}S\mathcal{D}(P_{J}\backslash n’ P_{\lambda_{\eta}’+1}))\geq\frac{1}{2}\log\frac{\uparrow 7+1}{n}$ (10)

Lemma 2任意の分布 $P,$ $Q$ と任意の $\alpha_{-}\partial\geq 0(\alpha+,B=1)\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して, Jensen Shaniion
divergence は次のように拡張される.

$C(P, Q)$ $\equiv$ $\alpha D(P\Vert\alpha P+\beta Q)+\mathcal{B}D(Q\Vert\alpha P+\beta Q)$

$=$ $\sum_{\nu=1}^{\infty}\frac{1}{2\nu(2\nu-1)}\triangle_{\nu}(P, Q)-\log 2-\alpha\log\alpha-\beta\log\beta$ ,

ただし

$\triangle_{\nu}(P, Q)=\sum_{i=1}^{n}\frac{|p_{i}-q_{i}|^{2_{J}\text{ノ}}}{(p_{i}+q_{i})^{2l\text{ノ}-1}}$ .

ここで $\alpha=\beta=\frac{1}{2}$ のときは

$C(P, Q)= \sum_{\nu=1}^{\infty}\frac{1}{2\iota \text{ノ}(2\prime \text{ノ}-1)}\triangle_{\nu}(P, Q)$ .

Proof. 次のようにおく.

$\uparrow n_{i}$ $=$ $\alpha q_{i}+_{l}l’ip_{i}$

$\epsilon_{i}$ $=$ $|\mathfrak{a}q_{i}-\beta p_{i}|$

$k_{i}$ $=$ $\frac{m_{i}}{\epsilon_{i}}=\frac{a\cdot q_{i}+\mathcal{B}p_{i}}{|-l}$
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このとき各 $i$ にっいて次の関係が成り立つ.

$1j 3p\log\frac{p}{\uparrow 1\iota}+c\supset q\log\frac{q}{\gamma n}$ (11)

$=$ $\beta p\log\frac{\beta p}{(\mathfrak{a}q+^{\wedge}\llcorner ip)\beta}+c\iota q\log\frac{cq}{(oq+_{l}l3p)\alpha}$

$=$ $(jp$ $\log\frac{\partial_{I^{J}}}{aq+\iota^{l}3p}+(3p\log\frac{1}{d^{(}}+oq\log\frac{\mathfrak{a}q}{oq+\partial p}+oq\log\frac{1}{\alpha}$

$=$ $inax\{\mathcal{B}p.\alpha q\}\log\frac{\max\{3p,’ c\iota q\}}{oq+(9p}+\min\{\beta p, \mathfrak{a}q\}\log\frac{\min\{l3p,.\alpha q\}}{aq+\prime 3p}$

$-\iota^{\prime 3p\log\beta-\alpha q\log c\iota}$

$=$ $\frac{m+\epsilon}{2}\log\frac{1/2(m+\hat{c})}{\uparrow n}+\frac{m-\epsilon}{2}\log\frac{1/2(m\llcorner-)}{m}$ (12)

$-\beta p\log t3-oq\log\alpha$

$=$ $\overline{2}’\wedge(_{arrow}^{\underline{m}}-+1)\log\frac{1/2(\prime n’\vee^{\wedge}-+1)}{m/\hat{c}}+\vee-\overline{2}\wedge(\frac{m}{\hat{c}}-1)\log\frac{1/2(m’\overline{\llcorner}\prime-1)}{\iota n/\sim\prime-}$

$-3p\log\beta-aq\log a$

$=$ $\frac{\hat{c}}{2}\{(k+1)\log\frac{1/2(k+1)}{k}+(k-1)\log\frac{12(k-1)}{k}\}$

$-\beta p\log\beta-c\iota q\log\alpha$

$=$ $\overline{2}-\wedge\{k\log(1-\frac{1}{k^{2}})+\log(1+\frac{1}{k})-\log(1-\frac{1}{k})-2k\log 2\}$

$3p$ log.i3 –a $q\log\alpha$ (13)

したがって

$C(P, Q)$ $=$ $\sum_{i=0}^{n+1}\beta p_{i}\log\frac{p_{i}}{m_{i}}+\sum_{i=0}^{n+1}\alpha q_{i}\log\frac{q_{i}}{m_{i}}$

$=$ $\sum_{i=0}^{7?+1}\frac{-\wedge i}{2}\{k_{i}\log(1-\frac{1}{k_{i}^{2}})+\log(1+\frac{1}{k_{i}})-\log(1-\frac{1}{k_{i}})-(2\log 2)k_{i}\}$

ここで (13) より

$C(P, Q)$ $=$ $- \prime 3\log\angle 3\sum_{i=0}^{n+1}p_{i}-\alpha\log o\sum_{i=0}^{l+1}q_{i}$

$=$ $\sum_{i=0}^{n+1}\frac{\hat{c}i}{2}(\sum_{\nu=1}^{\infty}\frac{1}{\nu(2\nu-1)}k_{i}^{-(2\nu-1)}-(2\log 2)k_{i})-\beta\log\beta-\alpha\log\alpha$

最後の式は $|k_{i}|<1$ と $\log(1+x)$ のマクローリン展開から得られる. したがって

$C(P, Q)$ $=$ $\sum_{i=0}^{n+1}-\vee i\wedge\sum_{\nu=1}^{\infty}\frac{1}{2\nu(2t\text{ノ}-1)}k_{i}^{-(2\nu-1)}-\log 2\sum_{i=0}^{n+1}\llcorner\wedge k_{i}-3\log\beta-\alpha\log\alpha$
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$=$ $\sum_{i=0}^{n+1}\in i\sum_{\nu=1}^{\infty}\frac{1}{2_{l\text{ノ}}(2\nu-1)}k_{\dot{7}}^{-(21\text{ノ}-1)}-\log 2_{1}-l^{(}3\log_{l}\theta-c\iota\log\alpha$

なぜなら $\sum_{i=0^{-i}}^{n+1_{-}}\llcorner k_{i}=\sum_{i=0}^{7l+1_{?\prime 1- i}}=1$ であることを用いた. したがって

$C(P, Q)$ $=$ $\sum_{\nu=1}^{\infty}\frac{1}{2_{J\text{ノ}}(2\nu-1)}\sum_{i=0}^{n+1}\epsilon_{i}k_{i}^{-(2\nu-1)}-\log 2-\beta\log\beta-\alpha\log\alpha$

$=$ $\sum_{\nu=1}^{\infty}\frac{1}{2\iota \text{ノ}(2\nu-1)}\triangle_{\nu}(P, Q)-\log 2-\beta\log\beta-\alpha\log\alpha$

ただし

$\triangle_{\nu}(P, Q)=\sum_{i=0}^{n+1}\tau h_{i}^{-(2_{J}\text{ノ}-1)}=\sum_{i=0}^{n+1}\frac{\llcorner-\wedge 2\nu i}{l\prime l_{i}^{2_{J}\text{ノ}-1}}=\sum_{i=0}^{n+1}\frac{|\alpha q_{i^{-l}},9p_{i}|^{2\nu}}{(\alpha q_{i}+,\mathcal{B}p_{i})^{2\nu-1}}$

とおいた. $\square$

Lemma 2を $P=P_{f}\iota_{n},$ $Q=P_{\backslash +1}’\eta’\alpha=q,$ $\beta=p$ の特別な場合に用いると次の結果
を得る.

Lemma 3 $P-\cdot\backslash _{\iota}’$, と $P_{X_{\tau-}’+1}$ について拡張された Jensen Shannon divergence は次の
ようになる,

$c(\prime n’\neq.$ $=$ $\sum_{J\text{ノ}=1}^{\infty}\frac{12^{2\nu-1}}{\nu(2\nu-1)(n+1)^{2\nu}}\sum_{i=0}^{n+1}(i-\frac{n+1}{2})^{2\nu}((1Pi+qp_{i})$

$-\log 2-p\log p-q\log q$

ここで $p=q= \frac{1}{2}$ のときは $m_{2\nu}(B( \uparrow\iota+1, \frac{1}{2}))$ を二項分布 $B(n+1, \frac{1}{2})$ の $2\nu$ 次の中
心積率 (central moment) とすると次のようになる.

$c(P_{d} \backslash n\backslash n+1)=\sum_{J\text{ノ}=1}^{\infty}\frac{12^{2\nu-1}}{\nu(2_{l\text{ノ}}-1)(1z+1)^{2\nu}}rn_{2\nu}(B(n+1,$ $\frac{1}{2}))$

Proof. 次のことに注意する.

$\Delta_{\nu}(P, Q)$ $=$ $\sum_{i=0}^{\prime\iota+1}\frac{|pq_{i}-qp_{i}|^{2\nu}}{(l^{J}q_{i}+ql^{J_{i}})^{2_{J}\text{ノ}-1}}$

$=$ $\sum_{i=0}^{n+1}(\frac{|pq_{i}-qp_{i}|}{pq_{i}+qp_{i}})^{2\nu}(pq_{i}+qp_{i})$

$=$ $\sum_{i=0}^{n+1}(\frac{1^{J}q_{i}-qp_{i}}{pq_{i}+qp_{i}})^{2\nu}(pq_{i}+(1p_{i})$
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ここで

$\frac{pq_{i}-qp_{f}}{pq_{i}+qp_{i}}$ $=$ $\frac{l^{j}(if-11)_{1)^{i-\downarrow}}q^{r\iota-i+1}-(1(ri\iota)p^{\dot{\tau}_{(l}n-i}}{]’(_{i-1}n)_{P^{i-1_{(]}n-i+\downarrow+q()p^{i}q^{r\iota-i}}}ni}$

$=$ $\frac{i-(n-i+1)}{i+(\uparrow\tau-i+1)}=\frac{\underline{)}i-l1-1}{1\tau+1}$

したがって,

$\triangle_{\nu}(P, Q)$ $=$ $\sum_{j=0}^{n+1}(\frac{i-n-1}{71+1})^{2\nu}(pq_{i}+qp_{i})$

$=$ $( \frac{\sim)}{1\iota+1})\sum_{?=0}^{2_{J\text{ノ}}n+1}(i-\frac{l1\tau+1}{2})^{2\nu}(I^{\prime q_{i}}+qp_{i})$

ここで $p=q= \frac{1}{2}$ のとき

$\sum_{i=0}^{71+1}(i-\frac{1l+1}{\underline{\gamma}})^{2\nu}(pq_{i}+qp_{i})=\prime n_{\underline{o}_{\nu}}(B(\uparrow?+1,$ $\frac{1}{2}))$

口

4 離散型 Entropy Power 不等式
$\prime l$ へ $\frac{1_{n}}{n}$ が増加関数であることと (10) は同値である.

Theorem 1 $p=q= \frac{1}{2}$ のとき確率変数系列 $X_{n}$ は以下の離散型の Entropy Power
不等式をみたす.

$\forall_{l?x.n\geq}1$ . $c^{2H(X_{t’ 1})},+e^{2H(.\lambda_{n})}\leq c^{2H(X,+X,)}\lrcorner=e^{2H(X_{1+’\}})})1$”.

Proof. 次の不等式を示せば十分である.

$\sum_{\nu=1}^{3}\frac{1\underline{7}^{2\nu-1}}{l\text{ノ}(\underline{)}_{l\text{ノ}-1)(??+1)^{\underline{y}_{J\text{ノ}}}}}\uparrow?1_{2\nu}(B(\iota+1,\underline{\frac{1}{)}}))\geq\frac{1}{2}\log(1+\frac{1}{l1})$ (14)

ただし $\eta_{2\nu}(B(n+1. \frac{1}{2}))$ の $\nu=1,2,3$ の中心積率はそれぞれ求めると次のように
なる.

$\prime\prime 72=\frac{1\tau+1}{4},17?_{4}=\frac{(|\iota+1)(3\uparrow|+1)}{1C},$ $) \iota_{6}=\frac{(n+1)(1\overline{:0}71^{2}+1)}{64}$ .
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ここでこれらを (14) の左辺に代入して計算すると (14) が成り立つことがわかる. $\square$

$p\neq\underline{\frac{1}{9}}$ の場合, $\backslash _{A}Iath(-)iiiatica$ の数値計算によると, 次の式のグラフが得られる.

$\triangle_{n}=\frac{c^{2I\neq(\backslash )}J\vee n_{T}1}{1?+1}-\frac{c^{2If(X_{1})}\wedge}{r\iota}$ (15)

Figure 1: $\triangle_{n}$ のグラフ $(n=1,2,3,4,5)$

Figure 2: $A_{1}l$
’ のグラフ $(n=2,3,4,5,9,15)$

したがって次の Conjecture が考えられる.

Conjecture $1\uparrow\gamma 7,$ $\iota\geq 2$ かつ $\frac{1}{4}\leq p\leq\frac{3}{4}$ のとき, 確率変数系列 $X_{n}$ は以下の離散
型の Entropy Power 不等式をみたす.

$\forall_{\uparrow 1?,\iota\geq 2}$ . $e^{2H(X_{l1})}+e^{2H(X_{1})}\leq c^{2H}(=c^{\lrcorner}\wedge i$
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この Conje $(tur\epsilon^{1}$ が成り立っことを示すには, 次の不等式を示せばよいが, 今後の
課題として残しておく.

$\sum_{\nu=1}^{\infty}\frac{1}{2_{l\text{ノ}}(2\nu-1)}(\frac{2}{n+1})^{2\nu}\sum_{i=0}^{r\iota+1}(i-\frac{?\gamma+1}{2})^{2\nu}(pq_{i}+qp_{i})$

$-\log 2-p\log p-q\log q$

$\geq$ $\frac{1}{2}\log(\begin{array}{l}l+^{\underline{l}}??\end{array})$
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