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1 背景と目的

計算機で扱う多くの問題は, グラフ構造でモデル化
することができる. こうした問題を効率よく解くには,
グラフ理論と, アルゴリズム理論がともに重要な役割
を果たす. グラフの認識問題は, アルゴリズム理論と
グラフ理論に深く関係する問題の中でも, 基本的な問
題の一つである.
グラフクラス $C$ の認識問題とは, あるグラフが与

えられた時にそのグラフがグラフクラス $C$ に属する
かどうかを判定する問題である. グラフの認識問題の
困難さは, グラフクラスの包含関係と無関係である.
これまでに区間グラフや弦グラフなどのグラフクラス
について認識問題を解く高速なアルゴリズムが開発さ
れた [1]. 本研究では, 区間二部グラフの認識問題に
ついて扱う.

区間二部グラフとは, 2種類の (数直線上の) 区間の
集合上で定義される交差グラフで, 頂点が隣接するた
めの必要十分条件は対応する区間が異なる集合に属し,
かつそれらが重なりを持つときである. 区間二部グラフ
は 1980年代初頭に Harary, Kabell, McMorris によっ
て導入された [2]. しかし, 1997年に元の論文の特徴づ
けに間違いがあることが指摘され, さらに区間二部グ
ラフが多項式時間で認識できることが示された [3]. こ

の認識アルゴリズムの計算時間は $O(nm^{6}(n+m)\log n)$

であった. しかしこの論文にも間違いがあることがわか
り, 修正版がWeb 上で公開されている [4]. そのWeb
上で公開されている正しい認識アルゴリズムの計算時
間は $O(n^{5}m^{6}\log n)$ である.

近年, 区間二部グラフの非常に単純な特徴づけが与
えられた [5]. その特徴づけとは, あるグラフが区間二
部グラフであることの必要十分条件は, そのグラフの
補グラフが, 円弧グラフと呼ばれる違うグラフクラス
に属していることである, というものである. この補
グラフによる特徴づけは非常に優れたアイデアであっ
た. しかし, これはグラフ理論的な結果であり, これ

に基づいたアルゴリズムは知られていない. 区間二部
グラフは. 自然なグラフのモデルであるが. グラフア
ルゴリズムの観点からはあまり研究されているとはい

えない. この [5] の特徴づけを利用すれば, 区間二部
グラフの既存の認識アルゴリズムを改善できると予想
できる.

本研究では, 区間二部グラフの認識アルゴリズムヘ
の足がかりとして, 真区間二部グラフの認識を行う.
真区間二部グラフは区間二部グラフの部分クラスで,
区間二部グラフよりも良い特徴を持っている. そのた
め, 区間二部グラフより真区間二部グラフのほうがア
ルゴリズムの開発が容易であることが予想される.
真区間二部グラフの認識アルゴリズムについては別
の特徴づけに基づく線形時間アルゴリズムが存在する
[6]. しかし, それらのアルゴリズムを一般の区間二部
グラフに拡張することは難しい. [5] の結果によると,
真区間二部グラフに対しても, 補グラフによる特徴づ
けが存在する. 本研究では, この補グラフによる特徴
づけを用いて, 真区間二部グラフの認識をする.

2 準備

グラフに関する基本的な用語と定義を説明する.
グラフ $G=(V_{:}E)$ の補グラフ $\overline{G}=(V,\overline{E})$ は, 辺集合

が $\overline{E}=\{\{x,y\}:\prime I:, y\in V,x\neq y, \{x,y\}\not\in E\}$ で定義
されるグラフである. グラフ $G$ の頂点集合を 2つの互
いに素な集合 $X,Y$ に分割し, $G$ のすべての辺が $x$ の

頂点と $Y$ の頂点を結ぶようにできるとき, $G=(V, E)$
は二部グラフという. グラフ $G=(V, E)$ が与えられた
とき, $v$ の部分集合を $u$ とし, $E$ の部分集合を $E’=$

$\{\{u,v\}\in E|u\in U$ かつ $v\in U\}$ とする. このとき, グ
ラフ $G[U]=(U, E’)$ を $u$ による $G$ の誘導部分グラ
フという. グラフ $G$ の k-クリークカバーとは, $G$ の頂
点集合 $v$ の $k$個の分割 $V=|V_{1}UV_{2}UV_{3}U$ $\cup v_{k}],$ $v_{i}\cap$

$V_{j}=$ $(i\neq j)$ である. ただし, $V_{i}(i=1, \ldots, k)$ はク

リークである. また, グラフ $G$ の $k$ クリークカバー

を与えるような $k$ の最小値のことをクリークカバー
数という. 特にクリークカバー数 2のグラフを 2-ク
リークという. グラフ $G=(V, E)$ における頂点 $v\in V$

の隣接点集合は $N(v)=\{u\in v|\{u, v\}\in E\}$ とす
る. また, 頂点集合 $V_{1}\subseteq V$ に対応する隣接点集合は
$N(V_{1})=\{v\in V|$ ヨ $u\in V_{1}, \{u,v\}\in E\}$ とする. グラ
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フ $G=(V, E)$ のある頂点 $’|A,$ $|)\in V$ が twin であると
は, $N(u)$ と $N(v)$ が等しいことである. $x,y$ をグラフ

$G=(V)E)$ の相異なる 2頂点とする. グラフ $G$ の $x,$ $y$

に関する縮約とは, 頂点集合 $V’=$ $(V\backslash \{x, y\})\cup$ {z}(た
だし,z $\not\in v$ である) と次の辺集合 $E’$ を持つグラフ
$(V’, E’)$ である.

$E’=\{\{v, w\}\in E|\{v, w\}\cap\{x, y\}=\}\cup\{\{z, w\}|$

$\{x, w\}\in E\backslash \{x_{i}y\}$ または $\{y, w\}\in E\backslash \{x,y\}\}$

3 グラフクラス

3.1 区間二部グラフ

定義 1. $B=(X, Y, E)$ を二部グラフとする. 以下を
満たすような区間集合 $\mathcal{I}=\{I_{1}, \ldots, I_{r}\}(r=|X|)$ と

$\mathcal{J}=\{J_{1}, \ldots, J_{s}\}(s=|Y|)$ が存在するとき, $B$ は区
間二部グラフという. $B$ の頂点 $x_{i}\in X$ は区間 $\mathcal{I}$ に対
応し, 頂点 $y_{j}\in Y$ は区間 $\mathcal{J}$ に対応し,

$\{x_{i},y_{j}\}\in E\Leftrightarrow I_{i}\cap J_{j}\neq$ ただし,i $\in$ $\{$ 1, $\ldots,$
$r\},j\in$

$\{1, \ldots,s\}$

このような, 区間の集合 $(\mathcal{I}\cup \mathcal{J})$ を $B$ の区間表現とい
う. 図 1は, $X=\{v_{1}, v_{3}, v_{5}, v_{7},v_{9}\},Y=\{v_{2}, v_{4}, v_{6}, v_{8}\}$

で, 図 2の区間表現において区間 $T_{v_{4}}$ と区間 $T_{v_{5}}$ には

重なりがあり, 対応する区間二部グラフの頂点 $v_{4}$ , 頂
点 $v_{5}$ の間には辺がある. また, 同じ頂点集合 $x$ の二

つの要素に対応する区間に重なりがあったとしても,
対応する頂点間には辺がない. 頂点集合 $Y$ について

も同様である.

$\underline{I}$

$\underline{I_{v}}\underline{I_{v}}$

$\underline{I}X$

$\overline{J_{v}}\overline{J_{v_{\frac{\backslash \overline{J}}{J_{v_{v}}}}v_{1}}}\overline{I_{v_{7}}}.Y$

図 1区間 $=$部グラフ
図 2 区間表現

3.2 真区間二部グラフ

真区間二部グラフは区間二部グラフの部分クラスで
ある.

真区間二部グラフは, どの区間も別の区間に真に含
まれることはないという区間表現を持つ区間二部グラ
フのことである.

図 3, 図 4は真区間二部グラフとそれに対応する区
間表現である. 図 4の区間表現において, それぞれの
区間は別の区間を真に含んではいない.

$\infty-I^{\underline{I_{v}}}’\underline{I_{v_{J}}}\underline{I_{v.X}}$

$\overline{\underline{J_{v_{:}}}J_{v_{\subset}}\underline{J_{v}}}$

$\overline{J_{v_{7}}}$

$Y$

図 3真区間二部グラ
図 4 区間表現

フ

3.3 チェーングラフ

二部グラフ $G=(V, E)$ に対して, $X$ の順序 $\sigma_{x}$ が

adjacency property を持つとは, 任意の $y\in Y$ に

ついて $N(y)$ が $X$ の順序 $\sigma_{x}$ 上で連続していることで
ある. 二部グラフ $G=(X,$ $Y,$ $E)$ がチェーングラフで
あることの必要十分条件は, adjacency property を満
たす $X$ と $Y$ の順序が存在し, かつ $X$ の順序 $\sigma_{x}$ が

$N(x_{n})$ $N(x_{n}1)$ $N(x_{2})$ $N(x_{1},)$ を満たす
ことである. 図 5はチェーングラフの例である.

図 5 チェーングラフ

3.4 円弧グラフ

円弧グラフは以下の定義で与えられる.

定義 2. 円弧グラフとは, 各頂点が円周上の互いに異
なる弧に対応し, 2つの弧が重なっているとき, また
そのときに限り, 対応する 2つの頂点は辺で結ばれる,
という弧の集合を持つグラフである.

弧の集合を円弧表現と呼ぶ. 図 6,7は円弧グラフと
対応する円弧表現である.

図 6 円弧グラフ 図 7 円弧表現
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3.5 真円弧グラフ

真円弧グラフは, どの弧も別の弧に真に含まれるこ
とはないという円弧表現を持つ円弧グラフのことで
ある.

図 8, 9は真円弧グラフとそれに対応する円弧表現
である. 図 9の円弧表現において, それぞれの円弧は
別の円弧を真に含んではいない.

図 8 真円弧グラフ 図 9 円弧表現

4 真区間二部グラフの新しい特徴づけ

本節の最初に, 二部グラフの補グラフについて述
べる.

二部グラフ $G=(X, Y)E)$ の頂点集合 $X,Y$ は, ど

の二頂点間にも辺がない. よって $G$ の補グラフ $\overline{G}$ の

頂点集合 $X,Y$ はそれぞれクリークである. つまり, $\overline{G}$

は 2-クリークグラフである. 図 10に例を示す. 図 10

の左のグラフは二部グラフ $G$ の例である. 図 10の右
のグラフは $\overline{G}$ の例である.

図 10 二部グラフの補グラフの性質についての例

真区間二部グラフに対する [5] の特徴づけとは以下
である.

補題 1. 二部グラフ $G=(X, Y, E)$ が真区間二部グラ

フであることの必要十分条件は $\overline{G}$ が以下を満たす真
円弧表現を持つ円弧グラフであること.

1. どの二つの弧も円全体をカバーしない.

2. $x$ の要素に対応する弧がすべて通り,

$Y$ の要素に対応する弧が 1つも通らない点 $p$ と,

$Y$ の要素に対応する弧がすべて通り,

$x$ の要素に対応する弧が 1つも通らない点 $q$ が
ある.

3. 各円弧が互いを真に含むことはない.

図 11, 図 $- 12$ はそれぞれ, 真区間二部グラフ $G$ と
$\overline{G}$ に対応する円弧表現である.

$X$

$Y$

図 11真区間二部グラ
図 12補グラフ $\overline{G}$ の円弧表フ $G$

現

5 真区間二部グラフの認識アルゴリズム

5.1 問題の定義

真区間二部グラフの認識問題を以下のように定義
する.

定義 3. 真区間二部グラフの認識問題
入力. 二部グラフ $c=(X, Y, E)$
質問 ; グラフ $G$ が真区間二部グラフかどうか$\sim$

5.2 認識アルゴリズム

提案アルゴリズムは, 補題 1の真区間二部グラフの
補グラフによる特徴づけを用いる. つまり, 与えられ
た二部グラフ $G$ の補グラフを構成し, そのグラフ真円
弧グラフかどうかを真円弧表現が作れるかどうかで,
判定する. 最初に, 区間二部グラフの認識アルゴリズ
ムの概要を示す.

1. 二部グラフ $G$ の twin の関係にある頂点集合を
1頂点に縮約したグラフを $G’$ とする.

2. $G’$ がチェ-ングラフであるかどうかを線形時間
でチェックする.

3. $G’$ の補グラフ $\overline{G}$ を構成する.

4. $\overline{G}$ の真円弧表現を作る.
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各ステップについて述べる. 1. について, 今回提案す

るアルゴリズムはアルゴリズムを簡単にするために,

twin の頂点を一つに縮約する. 縮約された頂点は真円
弧表現において, それらを同一の弧として持つ真円弧

表現が存在するので twin の頂点集合を一頂点として
考えることができる. twin を見つけるのに prefix tree
を使うと, 線形時間で見つけることができる. 図 13

は twin の関係にある頂点集合を一頂点に縮約する例
である.

図 13 twin の関係にある頂点集合を一頂点に縮約

2. について述べる. グラフ $G$ がチェーングラフで

あることと, これが [7] において提案された levelwise
laminar ordering で 2 レベルしか持たないことは同値
である. したがって, [7] の levelwise laminar ordering
をチェックするアルゴリズムを使えば $G’$ がチェーング

ラフであるかどうかを線形時間で判定できる. 1., 2.
より, 3. 以降では, $G$ は twin を持たず, チェーング

ラフでもないと仮定できる.

4. では, $G’$ の真円弧表現を作る. 4. のアルゴリズ
ムを以下に示す.

4-(1) 最初に次の条件を満たす $x_{i_{1}},$ $x_{j_{1}}\in X$ を選ぶ.

$N(x_{i_{1}})\backslash N(Xj_{1})\neq$ かつ

$N(x_{j_{1}})\backslash N(x_{i_{1}})\neq$

アルゴリズムの 1. より, グラフ $\overline{G}=(V’,\overline{E})$ に

対して, 任意の 2頂点 $v_{i_{1}},$ $vj_{1}\in V’$ は, $N(v_{i_{1}})\neq$

$N(vj_{1})$ である. また, $G’$ はチェーングラフでな

いことから, こうした $:I_{i_{1}\cdot j_{1}}J$ は存在する. $Y_{t_{1}}=$

$N(x_{i_{1}})\backslash N(x_{j\iota})_{)}Y_{t_{1}}=N(xj_{1})\backslash N(x_{i_{1}})$ とする.

真円弧表現について考える. 補題 4.1より真円
弧表現において, 頂点 $x\in X$ は点 $p$ を通り, $q$

を通らず, 頂点 $y\in Y$ は点 $q$ を通り, $p$ を通ら

ないという, 2点 $p,$ $q$ が円周上に存在する. $p$ か

ら $q$ への時計周りの半弧を top とし, $q$ から $p$

への時計周りの半弧を bottom とする. ここで,

円弧表現において, $x_{i_{1}}$ と $Y_{t_{1}}$ は top で重なると

.する. このとき, $Y_{b_{1}}$ は $x_{i_{1}}$ と重なりを持たず,

また $xj_{1}$ と $Y_{t_{1}}$ は top で重なりを持たないので,

$Xj_{1}$ と $Y_{b_{1}}$ は bottom で重なりを持つ. 図 14に

例を示す.

図 14 円弧表現

4-(2) 適当な $y_{i_{1}}\in Y_{t_{1}},$ $y_{j_{1}}\in Y_{b_{1}}$ を選ぶ.

ここで, $X_{t_{1}},$ $X_{b\text{、}}\subset X$ を $X_{t_{1}}=N(y_{i_{1}})\backslash N(y_{j_{1}})$

$X_{b_{1}}=N(\uparrow/j$
、

$)\backslash N(y_{i\text{、}})$ とする. このとき, $y_{i_{1}}$

と $X_{b_{1}}$ は重なりを持たない. また, $y_{j_{1}}$ と $X_{t_{1}}$

は重なりを持たない. そのため, 円弧表現にお

いて, $X_{t_{1}}$ は $y_{i_{1}}$ と top で重なりを持ち, $X_{b_{1}}$ は

$y_{j_{1}}$ と bottom で重なりを持つ (図 15参照). こ

こで $x_{i_{1}}\in X_{t_{1}},$ $x_{i_{2}}\in X_{b_{1}}$ に注意する.

図 15 円弧表現

4-(3) top に現れる $X_{t_{1}}$ の端点の位置を決める.

任意の 2頂点 $x_{t_{1}},$ $x_{t_{2}}\in X_{t_{1}}$ に対し, 次の 3つ

の場合分けによって, $x_{t_{1}}$ と $x_{t_{2}}$ のどちらの端点

が $q$ に近いかを決める.

case(a) $|N(x_{t_{1}})\cap Y_{t_{1}}|\neq|N(\prime r_{t_{2}})\cap Y_{t_{1}}|$

$|N(x_{t_{1}})\cap Y_{t_{1}}|$ と $|N(x_{t_{2}})\cap Y_{t_{1}}|$ を比べる.

頂点集合 $X_{t_{1}}=N(y_{i_{1}})\backslash N(yj_{1})$ なので, $yj_{1}$

と $X_{t_{1}}$ の各頂点は隣接していない. $X_{t_{1}}$ の

頂点が $Y_{t_{1}}$ の頂点と隣接しているときは,真

円弧表現において対応する弧は top で重な

りがある. そのため, $|N(\alpha_{t_{1}})\cap Y_{t_{1}}|$ が大き

いとき, $x_{t_{1}}$ の topの弧の端点は $x_{t_{2}}$ の弧の

よりも, 点 $q$ に近づける. 同様に, $|N(x_{t_{2}})\cap$

$Y_{t_{1}}|$ が大きいとき, $x_{t_{2}}$ の top の弧の端点

は $x_{t_{1}}$ の弧のよりも, 点 $q$ に近づける.

case(b) $|N(x_{t_{1}})\cap Y_{t_{1}}|=|N(x_{t_{2}})\cap Y_{t_{1}}|$ かつ

$|N(x_{t_{1}})\backslash (Y_{t_{1}}\cup Y_{b_{1}}\cup N(X_{b_{1}}))|\neq|N(x_{t_{2}})\backslash$

$(Y_{t_{1}}\cup Y_{b_{1}}\cup N(X_{b_{1}}))|$

$N(x_{t_{1}})\backslash (Y_{t_{1}}\cup Y_{b_{1}}\cup N(X_{b_{1}}))$ と $N(x_{t_{2}})\backslash (Y_{t_{1}}$

$\cup Y_{b_{1}}\cup N(X_{b_{1}}))$ の頂点集合の大きさを比
べる.
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A-7. $Y_{r\text{、}}=N(x_{t_{1}})\backslash (Y_{t_{1}}\cup Y_{b_{1}}\cup N(X_{b_{1}}))$ ,
$Y_{r_{2}}=N(x_{t_{2}})\backslash (Y_{t_{1}}\cup Y_{b_{1}}\cup N(X_{b_{1}}))$ とす
る. 頂点集合 $Y_{r_{1}},$ $Y_{r_{2}}$ の各頂点は $X_{b_{1}}$ と

は隣接しないので, $x_{t}$ . や $x_{t_{2}}$ に対応する
弧と bottom で重なりを持たず, top で重
なりを持つ. よって, $|N(x_{t_{1}})\backslash (Y_{t_{1}}\cup Y_{b_{1}}\cup$

$N(X_{b_{1}}))|$ が大きいとき, $x_{t_{1}}$ の top の弧の
端点は娩 2の top の弧の端点よりも, 点 $q$

に近づける. 同様に, $|N(x_{t_{2}})\backslash (Y_{t_{1}}\cup Y_{b_{1}}\cup$

$N(X_{b_{1}}))|$ が大きいとき, $J:_{t_{2}}$ の top の弧の
端点は $x_{t_{1}}$ の弧の端点よりも, 点 $q$ に近づ
ける.

case $($ c $)$ $|N(x_{t_{1}})\cap\gamma_{t_{1}}|=|N(x_{t_{2}})\cap Y_{t_{1}}|/]^{a}$つ

$|N(x_{t_{1}})\backslash (Y_{t_{1}}\cup Y_{b_{1}}\cup N(X_{b_{1}}))|=|N(x_{t_{2}})\backslash (Y_{t_{1}}$

$\cup Y_{b_{1}}\cup N(X_{b_{1}}))|$

$N(x_{t_{1}})\cap N(X_{b_{1}})$ と $N(x_{t_{2}})\cap N(X_{b_{1}})$ の頂
点集合の大きさを比べる.

case(c) を選ぶ場合, case(a), case(b) によ
って端点の位置を決めることができない.
つまり, top での重なりによって, 弧の端
点の位置が決まっていない. また, 1. より,

隣接関係の等しい頂点はない. そのため,
bottom で弧の位置を決めることができる.
$|N(x_{t_{1}})\cap N(X_{b_{1}})|$ と $|N(x_{t_{2}})\cap N(X_{b_{1}})|$ を

比べる. $|N(J,t_{1})\cap N(X_{b_{1}})|$ が大きいとき,
$x_{t_{1}}$ の bottom の弧の端点は, $x_{t_{2}}$ の弧の端
点よりも, $/t$ に近づける. $|N(a:_{t_{2}})\cap N(X_{b_{1}})|$

が大きいとき, $x_{t_{2}}$ の bottom の弧の端点は,
$J:_{t_{1}}$ の弧の端点よりも, $q$ に近づける. これ
で, $X_{t_{1}}$ の弧の位置が決まる.

頂点集合 $X_{b_{1}},Y_{t_{1}}$ , $Y_{b_{1}}$ についても, 同様である.
この時の真円弧表現を $C_{i_{1}j_{1}}$ とする.

4-(4) 頂点集合 $X_{c}=X\backslash (X_{t_{1}}\cup X_{b_{1}})$ について, 頂点
が選べなくなるまで 4-(1) から 4-(3) を繰り返す.
これにより, 貞円弧表現 $C_{i_{1}j_{1}},$ $C_{i_{2}j_{2}}$ , . . . がで

きる.

$4-(5)$ 真円弧表現 $C_{\mathfrak{i}_{1}j_{1}},$ $C_{i_{2}j_{2}},$
$\ldots$ を組み合わせて $\overline{G}$

の真円弧表現を作る.

各 $r=1_{i}2,$ $\ldots$ に対して w $\subset_{i_{r}j_{r}}^{\urcorner}$ において, $4-(1)$

から 4-(2) の操作で 4つの集合に分けた頂点集
合を $X_{i_{r}},$ $X_{j_{r}},$ $Y_{i_{r}},$ $Y_{i_{r}}$ とする. このとき, 頂点
集合 $X_{t_{r}}$ と $Y_{i_{r}}$ に対応する弧は, top で重なり
を持つとする. 頂点集合 $X_{j_{\Gamma}}$ と $Y_{j_{r}}$ に対応する
弧は, botf, $\circ\cdot m$ で垂なりを持つ. それぞれの $X_{i_{r}}$

, $X_{j_{r}},$ $Y_{t_{r}}$ , $Y_{j_{r}}$ に対して, top で最も点 $q$ 側にあ

る弧の端点に対応する頂点 $x_{q_{ir}}\in X_{i_{r}},.i:_{q_{3\gamma}}\in$

$X_{j_{r})}y_{q_{1}}r\in Y_{i_{r}},$ $y_{q_{Jr}}\in Y_{j_{\Gamma}}$ と, 最も $p$ 側にあ
る弧の端点に対応する頂点 $x_{\rho_{r}}.\in X_{i_{r}},x_{p_{jr}}\in$

$X_{j_{\Gamma}},$ $y_{p_{r}}.\in Y_{i_{r}},$ $y_{p_{3r}}\in Y_{j_{r}}$ を選ぶ.

$C_{i_{r}j_{r}}$ と $C_{i_{r},j_{r’}}$ の真円弧表現を組み合わせる.
$C_{i_{r}j_{r}}$ で選んだ頂点集合 $\{x_{q_{ir}},x_{q_{jr}’ q\iota_{r}}\tau/,$

$y_{q_{jr}},x_{p_{ir}}$ ,
$x_{p_{jr}},$ $y_{p_{r}}.,$ $y_{\rho_{Jr}}\}$ に対して, 次の 2つの場合わけ
を川いる.

case(1) $C_{i_{r}j_{r}}$ で選んだ頂点集合は $C_{i_{r}j_{r}}$ , で選
んだ頂点すべてと隣接している.

この場合, $C_{i_{r}j_{r}}$ は最後に弧の端点の位置
を決めることができる. よってこの時は保
留し, 一番最後に, 今までにできた真円弧
表現と組み合わせる.

case(2) $C_{i_{r}j_{r}}$ で選んだ頂点集合のある頂点と,
$C_{i_{r},j_{r}}$ , で選んだ頂点集合のある頂点が隣接
していない.

この場合, $C_{i_{r}j_{r}}$ の II点集合什 qi, $x_{q_{jr}},$ $t/q_{r}$ ’

$y_{q_{jr}},x_{p_{\backslash r})}x_{p_{jr}},$ $y_{p_{r}}.,$ $y_{p_{jr}}\}$ に対して, $C_{i_{r},j_{r}}$,

の頂点 1$\sim$合 $\{x_{q_{r}}.,$
$,x_{q_{j_{r}}},$ $,$ $y_{q_{r}}.,$ $,y_{q_{j_{r}}},$ $,x_{p_{i_{r}}},$ $,x_{p_{j_{r}}},$ ,

$y_{p_{\mathfrak{i}_{r}}}$ , , $y_{\rho_{j_{r}}},$
$\}$ を組み合わせることができる.

これは, 頂点集合 $\{x_{q_{r}}.,x_{q_{\dot{g}_{r}}},$
$y_{q\iota_{r}},$ $y_{q_{Jr}},x_{p_{\mathfrak{i}r}}$ ,

$x_{p_{3r}},$ $y_{\rho_{r}},$ $y_{p_{jr}}\}$ と TE点集合 $\{x_{q_{r}},,$
$,x_{q_{j_{r}}},$ $,$ $y_{q_{r}}.$ ,

, $y_{q_{j_{r’}}},x_{p:_{r’}},x_{p_{3_{r’}}},$ $y_{p_{r’}}.,y_{p_{g_{r’}}}\}$ について 4-

(1) から 4-(3) を適用することで得られる.
ここから, $C_{i_{r}j_{r}}$ と $C_{i_{r},j_{r}}$ , の組み合わせを
得ることができる. 得られた真円弧表現を
$C_{i_{r}j_{r}}$ とする.

上記の議論により, 以下の定理が与えられる.

定理 1. 与えられたグラフ $G$ が真区間二部グラフなら
ば, 提案アルゴリズムは $\overline{G}$ の真円弧表現を $o(n^{2})$ 時
間で作る.

証明. ここでは, 定理 1 で作った提案アルゴリズ
ムの計算時間を評価する. まず, 1. の twin の頂点を
一つに縮約するための計算時間はすでに述べた通り,
$O(n+m)$ 時間である. 2. のチェーングラフである
かどうかをチェックする計算時間についても同様に,
$O(n+m)$ 時間である. 3. の補グラフを構成するとき
は, すべての 2頂点間に対して, 辺が存在するかどう
かを調べる必要がある. よって補グラフを構成する計
算時間は $O(n^{2})$ である. 1. と 2. および 3. のステップ

は独立なのでこれらのステップの計算時間は, $o(n^{2})$

である. 次にステップ 4の計算時間を考える. ステッ
プ 4 (1) は $x_{i},x_{j}$ を選ぶとき, 各頂点 $x_{i}(1 i |X|)$

に対して, $x_{j}$ の候補が $|X|$ 通りあるので, $O(n^{2})$ 通り
考えればよい. よって, $x_{i},$ $x_{j}$ を選ぶ計算時間は $O(n^{2})$

時間である.
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4 (2) においては, まず $y_{i)}yj$ は適当に
選ぶことができる. したがって計算時間は, $O(1)$ 時
間である. 次に, $X_{t_{1}}$ と $X_{b_{1}}$ を選ぶときの計算時間は
4 (1) と同様に計算できる. よって, $X_{t_{1}}$ と $X_{b_{1}}$ を

選ぶ計算時間は $O(n^{2})$ 時間である. ステップ 4 (2)
での計算時間は $O(n^{2})$ 時間である.
ステップ 4(3) において, まず case $(a)$ の計算時

間を考える. $|N(x_{t_{1}})\cap Y_{t_{1}}|$ と $|N(x_{t_{2}})\cap Y_{t_{1}}|$ を比較
し, 次数の大きい頂点の順に弧の端点を並べることが
できる. よって, この計算時間は $O(n)$ 時間である.
次に, case $(b)$ の計算時間を考える. $|N(x_{t_{1}})\backslash (Y_{t_{1}}\cup$

$Y_{b_{1}}\cup N(X_{b_{1}}))|$ と $|N(\backslash I_{t_{2}})\backslash (Y_{t_{1}}\cup Y_{b_{1}}\cup N(X_{b_{1}}))|$ を
比較し, 次数の大きい頂点の順に弧の端点を並べるこ
とができる. よって, この計算時間は $O(n)$ 時間であ
る. case $(c)$ の計算時間を考える. $|N(x_{t_{1}})\cap N(X_{b_{1}})|$

と $|N(x_{t_{2}})\cap N(X_{b_{1}})|$ を比較し, 次数の大きい頂点の
順に弧の端点を並べることができるから, この計算時
間も $O(n)$ 時間である.

$X_{b_{1}},Y_{t_{1}}$ , $Y_{b_{1}}$ についても同様である. したがって, ス
テップ 4 (3) の計算時間は $O(n)$ 時間である.
ステップ 4 (4) に関しては, この時点で選ばれて

いない頂点集合に対して, 4 (1), (2), (3) の操作を適
用するので, 計算時間は $O(n^{2})$ 時間である.
ステップ 4 (5) の計算時間は $O(n^{2})$ 時間である.

まず, それぞれの頂点集合 $X_{i_{r}},$ $X_{j_{r}},$ $Y_{i_{r}},$ $Y_{i_{r}}$ から top
で最も点 $q$ 側にある弧の端点に対応する頂点と, 最も

$P$ 側にある弧の端点に対応する頂点を選ぶときの計算
時間を考える. この計算時間は $O(r\iota)$ である. なぜな
ら, すでに順序づけられた真円弧表現について弧の端
点を順に調べればよいからである. case(1) の計算時
間を考える. この計算時間は $O(n)$ 時間である. なぜ
ならば, 各 $C_{i_{1}j_{1}}$ , Ci $2j_{2}$ , . . . に対して, top で最も点
$q$ 側にある弧の端点に対応する頂点と, 最も $p$ 側にあ

る弧の端点に対応する頂点を選ぶのに必要な計算時間
は $O(n)$ 時間であり, すべての真円弧表現を組み合わ
せるのに必要な計算時間は $O(n)$ 時間である. case(2)
の計算時間を考える. この計算時間は $O(n^{2})$ 時間であ
る. なぜなら, 4 (1) から 4 (3) を繰り返すので,
計算時間は $O(\tau/^{2})$ 時間である.

各ステップの計算は独立なので, このアルゴリズム
の全体の計算時間は, $O(n^{2})$ 時間である. 口
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