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1 緒言

責量を持つ Bose粒子集団をある温度以下に冷却すると，巨視的な数の粒子が 1つの量子状態に

落ち込む.この現象を Bose-Einstein凝縮 (BEC)，基ま状態を占めている巨視的な粒子集団を凝縮

体と呼ぶ.粒子関相互作用のない気体による BECの存在はすでに 1925年に Einsteinによって理

論的に予言されていたが [1}，その理論が適用できる系を実験的に作り出すことは長らく不可能で

あった.例えば液体4Heの超流動 [2]，半導体中のエキシトンの凝縮現象 [3]などの本質は BECに

よるものだが，この系においては粒子間相互作用が大きいなどの理由のため，理論計算と実験結果

を比較することは困難である.

1995年，中性原子気体による BECが初めて実現された [4ラ 5，6].この系は， Doppler効果を原理

とするレーザー冷却により中性原子気{本を冷却し，磁気的・磁気光学的に空間的に間じ込めた後，

蒸発冷却を行いμKのオーダーまで冷却することにより実現する.このようにして作られた中性原

子気体の BECの特徴は希薄かっ原子関相互作用が弱いという点である.実際?この系では相互作

用の弱さのため絶対零度付近では殆ど全ての原子が 1つの量子状態を占める.これは凝縮原子の

割合がせいぜい 10~もである液体 4He 超流動の系などとは対照的である.また外部ポテンシャルの

形状，温度，相互作用の大きさなどを精度良く制御することができるため，理論と実験の詳細な比

較が可能である.マクロな量子現象である BECの性賓を理解するに当たって，また量子多体系の

理論の検証の場として，中性原子気体による BECは大きな意味を持つ.そのため理論，実験ともに

盛んに研究が行われている.

実験制御性の長さを示す例として，光学格子中の凝結体についての実験がある.光学格子とは対

向するレーザーによる定在波によって斧られる周期的なポテンシヤノレでありうこれにより格子欠協

のそ字在しない理想的な結品を模すことができる.そのため光学格子の系は国体物理等の理論の検

証をするシミュレータとしての役割も期待される.これに関連して光学格子中の BECにおける超

流動-絶縁体転移 [7]，Bloch振動 [8]などが報告されている.

また BECの示す多彩な現象の 1つに，凝縮体の渦がある.後述するが凝縮体を記述する秩序変

数の 1髄性により，この渦は量子化されており，離散的な錆環しか許されない.非対称な回転トラッ

プを用いたりう f光スプーンj を用いて経縮体をかき混ぜることにより，凝縮体に渦や渦格子を作

ることができる [9，10， 11， 12].また位相幾何学的な手法を用いて高次渦度の渦を作ることもでき

る[13，14J. 
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このように様々な理論・実験双方からの研究が行われているが，その中でも接結体の不安定性に

かかわる研究が興味深い.凝縮体の不安定性への理解はヲ不安定系・非平衡系に対する量子多体理

論の定式北へ足掛りになるであろう.有限j昆衰の凝縮体では全ての原子が凝縮するわけではなく，

その一部が熱的に励起している.もし凝縮体iこ負の勃起モードが存在する場合、非凝縮相がエネ

ルギー的な散逸機構の役蔀を果たし，その結果として凝縮体が不安定性を示すことがある [15].こ

の様な機講による凝縮体の不安定性のことを Landau不安定性というーしかし非凝縮の熱浴として

の効果が無視できるほどの極低温でも，満度2の渦を持つ凝結体における渦の分裂 [14]，凝縮体が

光学格子中を流れる場合の疑結体の巌壊 [16J，反強磁性のスピノノレ BECにおける磁区構造の崩壊

[17]などで凝縮捧の不安定性が報告されている.これらの現象はエネルギー的な散逸機講を必要

としない不安定性であり，動的不安定性 (dynamicalinstability)と呼ばれる.

凝結体の不安定性を記述する方程式として Bogoliubov-deGennes (BdG)方程式 [18，19， 20]が

ある.BdG方程式は凝縮体を記述する時開放存Gross-Pitaevskii(TDGP)方程式 [21]の定常状態

からの線形の変位が従う方程式として導出され，その国右植は経縮体の励起スベクトノレを決定する.

BdG方程式の屈有笹は複素数になる場合があり，複素固有笹の出現は凝縮体の動的不安定性を表

していると解釈される.凝縮体が高次渦度を持つ場合 [22，23ラ 24]，凝縮体が光学格子中を流れる場

合 [25，26Jにおいて BdG方程式に複素固有値が現れることが数値計算により確認されている.ま

たその他にも数誼計算により，ギャップソリトンがある場合 [27Jや多成分BECの場合 [28，29，30]

などについても， BdG方程式に複素国有値が現れることが報告されている.また Taylor等 [31]は

経縮体が光学格子中を涜れる場合に関して， Skryabin[32]は2成分BECが渦を持つ場合に関して，

解析的な研究を行った.

凝縮体が光学務子中を流れる系において， Wu等 [25，26]の BdG方程式による動的不安定性の

解析は実験 [16]を良く説明できている.一方凝縮体が渦を持つ場合宅 TDGP方程式やBdG方程式

による解析が実験を説明できるのかどうかは自明ではなかった.Shin等 [14]の実験において渦は

棺互作用定数の檀に依らず分裂したにもかかわらず， PU等 [22]のBdG方程式に関する数値計算

では複素習存値は棺互作用定数に関して周期的に出現したためである.しかしこれは PU等は計算

を2次元系に限って行っていたためで、あった.3次元系では BdG方程式による結果は実験と矛麗

しない [24].また実験状況を忠実に再現した 3次元 TDGPを数値的に解くことにより， Shin等の

結果を良く再現できることが報告されている [33，34].このように BdG方程式やTDGP方程式を

用いた解析は?実験結果を説明することができると考えられている.

一方，動的不安定性に対する別の手法がRossignoliとKowalski[35]によって定式化された.ここ

ではその方法を託Kの方法と呼ぶことにする.RKの方法では生成請滅演糞子による 2次形式のハ

ミルトニアンを考える.動的不安定性を示す複素モードはハミルトニアンの対角化の際に現れる.

この時ノ¥ミノレトニアンを対角イとする演算子は生成消滅演算子の代数に誕わない.なお実モードや

複素モードに関して， RKの方法と BdGの方法が同等であることが示されている [36].我々の研究

グ、ループは以前，凝縮体が高次渦度を持つ場合について， RKの方法を用いて解析的に複素モード

出現条件を導出した [37].この解析ではハミルトニアンのモードを 2つに限る 2モード近松が本質
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的で、あった.2モード近似の妥当性を示すために 3モード呂を取り入れた計算を行い， 3モード目

が護素モード出現条件に影響を与えないことの確認を行ったが何故 3モード冒が効かず， 2モー

ド近似が有効であるかまでは明らかにすることができなかった.

本論文では BdG方程式における複素圏有値出現条件を‘摂動計算を行うことによってそデルに

よらず解析的に導出する.この方法は先行研究 (31，32)に対する単なる一般化だけではなくうより

篇潔な定式化になっている.またこの方法を具体的なモデルに適応し複素国有値出現条件を導出

し，中性漂子BECにおける不安定性解析を行う.得られた結果は数値計算による結果を再現する.

本論文は以下のように構成される.

第 2章では捕提された中性原子気体の作用を与え，ハミノレトニアンを導出する.続いて中性原子

気体の BECを扱うために宅自発的対称性の破れの機構を通して凝結体を記述する秩序変数を与え

る.次に凝縮f本が従う方程式である TDGP方程式，定常状態に対する Gross-Pitaevskii(GP)方

程式 [38)宇及び凝結体の定常状態からの微小変位を記述する酉有値方程式である BdG方程式を導

出する.最後に凝縮体が渦を持つ場合，及び凝縮体が光学格子中を流れる場合における凝縮体の振

る舞いを整理する.

第3章では BdG方程式に対する摂動計算を行うことで複素毘有値出現条件を導出し本論文の

主題である中性原子召ECにおける不安定性の解析を行う.BdG方程式が持つ対称性に注目し，国

有関数間に不定計量の内積を定義する.BdG方程式の Oでない実固有値に嵩する国脊関数は，この

不定計量のもとでノルムが正のものと負のものとに分類できる.BdG方程式に対する摂動計算を

定式化することで，正ノルムと負ノ/レムの国存関数間の縮退が複素国有{直出現に必要で、あるという

ことを示す.前述した BdG方程式に関する数値計算においてもこの特別な縮退が重要であること

が示唆されていた.またTaylor等 [31Jは光学格子の強さ v=O周りの， Skryabin[32]は棺互作毘定

数g=O回りの摂動計算をそれぞれ行い，この特別な縮退の必要性が示したしかしこれらはあく

まで特定のモデルに対する研究であり，これまで、モデルによらない解析は行われてこなかった.本

論文で展開する方法は摂動させるパラメータの種類，非摂動パラメータの値によらない解析である

だけでなく，より簡潔な定式化となっている.

第 4章では円筒対称、な調和振動子型ポテンシヤノレに捕捉された渦度 κの量子漁を持つ凝結件を

考える.第 3章にて定式化した手法を適応し相互作用 g=O馬りの摂動展開を行うことで、相互作

用が小さい極限における複素国有笹出現条件を導出する.さらにこの解析を通して，我々の以前の

研究 [37Jにおける 2モード近似の妥当珪を確認し，何故2モード近年iが有効で、あったかを示す.

第5章も第3章で定式化した手法の応用である.第5章では光学格子中を流れる 1次元系の凝縮

体を考える.光学格子の強さ v=O周りの摂動展開を行うことで，光学格子が弱い極限における複

素国有値出現条件を求め， Wu等による数輩計算， Taylor等による解析計算の結果を再現する.

第6章では本論文を総括し，今後の展望を述べる.

付録Aラ付録Bではハミルトニアンを対角化する方法の 1つである BdGの方法と RKの方法に

ついてそれぞれ紹介する.
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2 中性原子気体による Bose-Einstein凝縮

この章では中性原子気体の BECを理論的に記述するための枠組みを与える.まず捕捉された中

性原子気捧を記述する作用を与え，場のハミルトニアンを導出する.続いて中性原子気体の BEC

を理論的に扱うために，自発的対称性の破れの機構を通して凝縮体を記述する秩序変数を与える.

またこの秩序変数が従う方程式である GP方程式を導く.続いて BdG方程式を TDGP方程式よ

り導き，その複素国有値の存在が凝縮体の動的不安定性を表していることを示す.最後に凝縮体が

渦を持つ場合，及び凝縮体が光学格子中を流れる場合における疑結体の振る舞いを整理する.

2.1 作用とハミルトニアン

捕提された希薄な中性原子気体を記述するラグラジアン密度.:f，作用 Sを

2=を↑(x)(T-K -V +μ)町x)-g¥]!tり河川りを(x)守(x)， (2.1) 
2 

Sニ介x.:f， (2.2) 

と与える ここでt ニ (x，仏 T= ih%t， K = -1:幸子，V=V(切であり ，!vIは原子の質量 μは

化学ポテンシャルである.なお系は十分希薄かっ極低温ため原子関相互作用は2体の接触型相互作

用で良く記述できる [39].ここで相互作用定数gはg=4πがα1Mである.ただし αはs波散乱長

である.

世(x)に共役な量TI(x)を
8.:f 

TI(x)ニーナニ Z再建tl(x)， 
a~量

(2.3) 

で定義し

[寺叩(怜W川忽弘ω叫，t刈t吟帆)

[ を叩(拘W川z瓜U叫，t刈t吟け)

と量子化条f件宇を課すe 交換関係 (2.4) の立を ~qこ書き換えれば

[を(x，け

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

となっている.ハミルトニアン H は

亘=f d3x [舎内相+V-付金(x)+ザ(x)寺町x)を(清い)]う (2.7) 

となる.
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2.2 大域的位相変換対称性とその破れ

ハミノレトニアン立は大域的位相変換

守(x)----+ e~η雪 (x) ，

が(x)----+ e一向がい)， 

(2.8) 

(2.9) 

に対して不変である.この変換の生成子は

向)ニJd
3x lI1t (x)寺(x)ラ (2.10) 

である.ここで片的とハミルトニアンは交換する.つまり史的ニ Nは時間に依存しないことが

示される.また Nは確かに上記の大域的位相変換を引き起こすことが確認できる:

eZηNを(x)ε-i"1Nニ eiη量(x). (2.11) 

通常の原子気体の系で、はハミルトニアン丘は場の大域的位和変換に対して対称であり，物理量

は柱相の取り方によらない.一方BECが実現した場合では位棺変換に対する対称性が自発的に破

れ，位相が確定すると考えられている.凝縮体の干渉実験などを通して，中性原子気体の BECで位

棺が確定した状況が実現されていることが確認されている [40，41， 42]. 

BECの実現した真空を 10)とする.ここで 10)は位棺変換に対して対称ではない:

eiηNIO)ヂ10)ー (2.12) 

つまり lをは真空を消去しない:

NIO)#O. (2.13) 

Nが真空を消去する場合?場の譲算子宮(りは真空期待値を持ち得ない.一方Nが真空を消去しな

い場合，lI1 (りは真空期待値を持つことができる:

(01守(x)10) =と(x). (2.14) 

ただし真空期待値ぷx)は時間に依存しないものと仮定した.この真空期待値が凝縮体を記述する

秩序変数となる.Iと(x)12は装結療子密麦，その空間積分は凝縮原子数 Ncと解釈される.

場の演算子守(x)を以下のように凝縮棺と非凝縮桔に分割する:

を(x)=と(x)+φ(x) . 

世(x)の交換関係、 (2.6)より， φ(x)の交換関係は

[手針仇(拘悦♂弘州州叫ラJ刈，t)，吟札ω)，

{ν手(x，t吟)，必φ{忽ヘ"t吟)Jニ 0，

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 
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と定まる.また手(x)の真空期待植は Oである:

(口!φ(x)!fl) = O. (2.18) 

をい)で書かれたハミルトニアン (2.7)を以下のようにφ(x)で書き直す.

H = Ho + HI ， (2.19) 

立Oこ f 凸 [ot釧内(い叫Z

+;シg(C山以仲桝仰Z吟桝)汐φ仲 f作州(伊例忽叫)則山山手d州山T町恥切(伊例Z司)Ot凶山州(μω吋叫Zり寸叫)今外)リlラ 問)

亘Iニ jめ [ト←トれr引作本吋*(x怜叫z

+ぱ必耐(何Z川内州十山附帥Z州仲桝)十;む炉炉ωd手戸?川川沖以州川(い例吋Z吋イ)] 問

ただだ、し場の演算子手以(x吋)の 2次形式;にこなつている部分を非摂動部Ho，それ以外を摂動部 HIとした.

このハミルトニアンは場の演算子手(りの大域的泣梧変換に対して不変ではない.

2.3 Gross-Pitaevskii方程式と Bogoliubov-deGennes方程式

本節では秩序変数と(叫が従う方程式である GP方程式，凝縮体の定常状態からの微小変位を記

述する方程式である BdG方程式を導出する.

守(x)の時鴎発屡は Heisenberg方程式より

せを(←[をい)，h] 

= (K + V-μ十gをt(x)をい))を(り， (2.22) 

で与えられる.ここで非凝縮棺の効果が十分に小さいとして禁視し，場の演算子釘坊を c数量(x)

に置き換えれば， TDGP方程式を得る:

せめ)= (K + Vー μ+仲 )12
)をい}

さらに定常状慈を考えをい)=ご(x)と量き，時間に依存しない GP方程式を得る:

(K+V-μ+ glc-{的12)ご(x)= O. 

(2.23) 

(2.24) 

GP方程式は極低逼の凝縮体の実験を良く再現することが分かつている.

続いて TDGP方程式 (2.23)を用いて，定常解からの微小な変位の時開発展を調べる.w(x) = 

ご(x)+ d守(x)としdw{x)に関して 2次以上の項を落とすと

泊三6をい}ニ [K+Vー μ+2glミ(x)12]d世(x)十 gC-(x)2dw*(x)， (2.25) 
at 

ウ

t
q
，，，“ 
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を得る.さらに

6言(Xぅt)= Un(x)e-iEnt/1ï 十 v~(x)eiE;'仰ヲ

と変数分離することにより， BdG方程式を得る:

ここで

と2重項表示を導入した.また

と置いた.

T恥 (x)= EnYバx). 

T=(ムヨ)
n(x)ニ (:;j:;)

乙=K+V-μ+2glc(x)12 ， 

M ニぱ(X)2，

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

BdG方程式の国有値Enは徴小変位に対する国有“振動数"を表すが，行列Tがエ/レミートでは

ないため，これは実数とは躍らない.式 (2.26)からも読み取られるように，富有値 Eη が複素数に

なれば6を(りは指数関数的に増減する.これは定常状態における凝縮体の密度分布則的1
2が崩れ

ることを意味し，このため BdG方程式における複素固有値の存在は凝縮体の動的不安定性を表し

ていると解釈される [22，23， 25].従って BdG方程式を解き，複素因有値の存在を確認することに

より装結体の動的不安定性を議論することができる.

BdG方程式の性質については3章にて詳しく述べる.

2.4 定常状態における凝績体の振る舞い

本節では定常状態の凝縮体の振る舞いについて述べる.まずTDGP方程式から導かれる連続の

方程式を用いて，凝縮捧の速度を定義する.さらに凝縮体が渦を持つ場合について，凝縮体が光学

格子中を流れる場合について詳しく調べ，その振る舞いを整理する.

TDGP方程式 (2.23)より，凝縮体の密度 nc(x)=持(X)12は

ふ仙v.j(吟 =0，

と連続の方程式を溝足する.ただし凝縮体の密度流j(x)を

j(x) =土(宮本(x)Vw(x)ーをい)Vw*(x)ト2i!vf¥- ，--，. -'--j -，-， --'--'J 
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中性原子 Bose-Einstein (疑結体における不安定性の解析

で定義した特に凝縮体が時間依存せず町x)=ご(x)となっている場合はV.j(同 =0である.疑

縮体の速度 v(x)をこの密度流を使って

j(x) =ηc(x)V(x) ， (2.34) 

と定義する.ここで GP方程式の解ぷx)を凝結体の密度 nc伊)と位相 S(x)に分けて

ご(x)= vnc戸7etS(z)? (2.35) 

と書くとう凝縮体の密度流は

的)= nc(科会v桝?

となる.従って凝縮体の速度は位指の勾配で表される:

V仲会VS(x)

(2.36) 

(2.37) 

2.4.1 溝を持つ義語体

位棺 S(x)が特異点を持たない限り，凝縮体の速度のポテンシャル性 (2.37)より Vx V(約二 O

が成り立ち，凝縮棒は非自転的であることが分かる.凝縮体が渦を持っときその位相iこは特異点が

存在しなくてはいけない.

さらにと(叫のー値性より，閉経路に沿った位棺の変化は2π の整数倍に限られる.従って循環F

Iま

r= fV.dl二千， (2.38) 

と2π五1Mを単位として量子化されていることが分かる.ただし κは整数である.

ここで円僑対称なトラップに捕捉された定常状態の凝縮体が軸中心に渦を持つ場合を考える.凝

縮体の回転対称性を坂定すると，位相 Sは円笥座標系 (rヲ(}，z)でS= r;，{)となり，軸周りの回転の

速さは Ve=岩戸となる.従って κヂ0の場合，軸上 T ニ0において速度は発散し，位相は特異点

を持つ.これより r=Oにおいてとニ Oでなくてはいけないことが分かる.そうであれば位指の特

異点は運動エネルギーの発散を引き起こさない.このようにして凝縮体は渦を持つことができる.

整数κは識の循環を決めるものであり， 71晶度と呼ばれる.特iこ円簡対称なトラップポテンシャルに

捕捉されている凝縮体がトラップポテンシヤルの軸中心に渦を 1つ持ち，定常状態である場合， GP

方程式の解とは

c(r，O，z) =品抗θ川?

と変数分離することができる.κ ヂ8のとき f(r，z)にはr=O周りの境界条件

(2.39) 

iiEbf(TJ)=o， (2.40) 

が課される.言い換えれば，渦の中心では装結体の密震は Oでなくてはならない.

n可
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2.4.2 光学格子中を涜れる凝縮体

ここでは箆単のため‘議論を 1次元iこ限る.本節の議論は容易に3次元に拡張することができる.

なお，本論文では光学格子に関する議論は全て I次元でしか行わない，

位相の揃った渡長入のレーザーを対向させると定在波を作ることができ，凝縮体はこの定在波の

作る罵期 d=入/2の電場を感じる.つまりレーザーにより周期的なポテンシヤノレ

V(x) =むcosGx， (2.41) 

を作り出すことができる.このような周期的なポテンシヤルのことを光学格子と呼ぶ.ここでuは

光学格子ポテンシヤノレの強さ， Gは単位逆格子ベクトノレで、あり，格子関縞dを使って Gニ 2π/dと

表される.凝縮捧の密度 ηc(りが格子関隔dに対して，周期的であるとする.このとき GP方程式

の解ご(りは以下の Bloch条件に従う [31}: 

ご(x)= εikxごk(X)， 

とはx)=ごた(x+ d). 

(2.42) 

(2ι3) 

ここで k= 27rf/Lである.ただし Lは系の大きさ，lは整数である.Ck(吟の位和を Sたい)と書く

ことにすると，凝縮体の速度v(x)は

た(_ d ~ ，¥ 
(x) = ~~r I k + -i--Sk(X) ) ， ]¥J[ \-~ ， dx-"'-' J 

となる.従って kは凝縮体の平均的な速度肢/Mを与える.

(2.44) 

3 Bogoliubov-de Gennes方程式における複素毘有僅出現条件

この章では BdG方程式に対する摂動計算を行うことで，正ノルムと負ノルムの居有関数による

縮退が複素直有笹を引き起こしていることをモデルによらずに示し，複素富有植が出現するのため

の条件を解析的に導出する.

しかし解析的な議論の前に， BdG方程式の固有関数の性質を詳細に謂べることが必要となる.

BdG方程式の非エルミート性，それによって許される複素因脊値の存在などのため， BdG方程式

の菌有関数の性賓は自明ではない.まずは富有関数の規格化，亘交性を調べなくてはいけない.こ

の様な議論は一般的な系では文献 (43)にて，特定の系では文献 [23，32，44)などにて行われている.

固有関数の性賓を整理した後，適切な完全系を用意し， BdG方程式に支守する摂動計算を定式fとする.

3.1 複素国有値が存在しない場合の富有関数の性質

ここではBdG方程式に複素国宥植が存在しない場合を考える.BdG方程式が複素国有値を持つ

場合の議論は次節で行う.

nu 
町
、

υ
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中性原子 Bose-Einstein凝縮体における不安定性の解析

3.1.1 固有関数の規格化と直交性

BdG方程式 (2.27): 

M=gご(X)2ヲ

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

TYn(x) = EnYη(x) ， 

において，Tの非エルミート性のため，屈有隠数関には通常の意味での直交関係はない.そこでT

が持つ対称性に注目し不定計量の内積を定義する.不定計量の内積のもとで，国有関数は亘交系を

なすことが示される.

まず T{こは

σlTσ1二一T本ヲ (3.5) 

(3.6) σ3Tσ3二 T¥

としづ対称性があることに注冒する [43，44]. BdG方程式の解析において，この 2つの対称性が重

要である.ただし

¥
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(3.7) 

である.2つの 2成分量8(X)，t(x)間に不定計量の内積を以下のように定義する.

ヤパトJd3x内同納

不定計量の内積 (3.8)のもとでは対称性 (3.6)により

(3.8) 

( 8， Tt ) = ( 8，σ3Ttcr3t) 

二 f ん ?可恥(何附2

= (T8， t ) ， (3.9) 

となり ，Tはこの不定計量内積のもとで擬エルミート性を示す.

またノルムを

118112 = (ぃ)= Jん同倒的， (3.10) 

のように自分自身との内積で定義する.不定計量σ3のため， 118112は正とは限らず負にもo~こもな
り得ることに注意する.BdG方程式の線形性より，富有関数に 0でない複素数 αを掛けることで

規格化することができる.しかし

11α8112 
= Iα12118112， (3.11) 
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となるため『規格化によりノルムの 2乗の符号を変えることはできない.つまり BdG方程式の国

有関数はそのノルムの 2乗の符号によって正ノルムラ負ノルム，ゼロノルムと 3種類に分類される.

Yn(X)， Ym(x)はそれぞれ面有値En，Emに罵する圏害関数であるとする.

Em(古川智m)二(宮町 T宮m)
= (TYn，川
=Eπ(智n，Ym)， (3.12) 

より

(Em一向 (Yn，Ym) = 0， (3.13) 

である.つまり異なる固有笹に属する国有関数段不定計量内穫のもとで直交する.また Gramm

Schmidtの直交化法を用いることにより詞じ固有値に属する霞有関数でも互いに直交するように

とることができる.

また Yn(叫が国脊{直Eηiこ震する匿有関数であるとするとう対称、性 (3.5)より

TσlY~(X) = -σT*y~(x) 

= -EnσlY~(X) ， (3.14) 

が成り立つ.従って

九二 σ1g;， (3.15) 

は国脊{直 -Eη に嘉する国有関数であることが分かる.Zn(X)の定義より

IIznll2 
= -IIYnI12， (3.16) 

である.つまり正ノルムの毘有関数と負ノルムの国有関数はベアで現れる.これ以降は正ノルムの

固有関数を智π(X)，負ノノレムの国有関数を Zn(X)と書くことにする.また宮川X)の匡有値を Enと

書く.従ってみ(X)の国有笹は -Enである.それぞれ提格化を行い，以下の正規直交関係、を得る.

(言問智m)=仏

( Zn，匂 )=-ιm，

(Yn， Zm) = 0 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

3.1.2 ゼロモードと完全系

BdG方程式には次のゼロ毘有値の固有関数を持つことが指撰されている [45，46]: 

( c(x) ， 
智o(X)= ( "'，，~-;'， t 

¥-C*(X)J 
(3.20) 

っ“つd
ウ
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yo(x)が確かに BdG方程式の国有関数であるこ左は， GP方程式 (2.24)とBdG方程式 (2.27)か

ら宣ちに分かるョ Yo(x)はゼロノルムで、ありう自分自身を含めた全ての国有関数と車交してしまう.

従って BdG方程式の居有関数だけでは完全系を張らない.そこで完全性を保証するために

ふ仲Mh*(x)ニ主(x)， 

を満たす関数 h(x)を用いて，新しい関数Y-l(X)を次式で導入する [46]: 

(3.21) 

( h(x) ¥ 
g-dz)=i i 

¥h本(x)J

ただし I は実数であり雫その値は後で決定する • Y-l{X)はBdG方程式の固有関数ではなく，ゼロ

(3.22) 

モード yo(x)と

Tyーが)二;的)， 

とし、う関孫にある • Y-l(X)とBdG方程式の固有関数との直交性を調べてみる.まず

(3.23) 

ι( Y-lラ払)= ( Y-l， TYn) 

= (TY-ll Yn ) 

ニ ~(yo ， Yn) 
ニ 0， (3.24) 

より (Y-b Yn ) = 0となる同様にして (Y-l， Zn ) = 0が分かるまた

Ily-dl2 
= J d

3
x (lh(x)1

2 
- Ih(x)1

2
) 

=0， (3.25) 

(智一}，約)= Jd3
X (削減(x)+取)削)

= 1， (3.26) 

である.ただし式(3.26)の最後の等号が成り立つように， 1を定義する.このように y-I(x)はゼロ

ノルムであり ，Yo(同以外の富有関数とは亘交する.また?

σlYO(X) = -Yo(x)， 

σlY:'_l(X) = Y-l(X)， 

(3.27) 

(3.28) 

とし、う対称性が成立している.

以上を踏まえて，{Ynl Znl Yo， y-t}で張られる完全性を次式で復定する:

乞{Yn(x)y~(ピ)-Z謝礼(ピ)} +言。(柳川ピ)+払1(x)必(ピ)=σ内 -X') . (3.29) 

円
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この完全系を用いて，任意の 2重項 s(x)を

取)=乞{An宮市)一弘以外 +CYo(x) + DY-l(X)， (3却)
τz 

と展開できる.たf三し，

An = (割引s)，

C=(智_}， s ) ， 

九=( Zn， S ) ， 

D=(釣， s )， 
(3.31) 

(3.32) 

である.

3.2 複素固有{直が存在する場合の臣有関数の性質

次に BdG方程式に複素固有値が存在する場合の議論に移る.

まず複素富有笹Eμ に履する固有関数YJ.L(X)について

EJ.LIIYJ.L11
2

ニ (yμ，Tyμ) 
ニ (TYJ.LlYμ) 
=E;II型μ112， (3.33) 

であり，条件より ImEμ#0であるから

lIyμ112
ニ 0， (3.34) 

となる.つまり護素モードは必ずゼ、ロノルムで、あることが分かる.

さらに

Eμ(Yv， Yμ) = (Yv， TyJ.L) 

= (TYVl YJ.L) 

二号(智v，言μ)， (3.35) 

であるので，Eμ ヲfE~ であれば他の複素モードと直交する . YJ.L(X)は全ての実モードヲゼロモード

と直交することも容易に示される.つまり YJ.L(討と重交しない富有関数は，直有値E;に属する酉

宥関数のみである.もし毘有値E;に屠する酉有関数が存をしなければ，YJ.L(X)は全ての毘有関数

と亘交することになり，完全性が壊されてしまう.しかし BdG方程式の持つ対称性(3.6)より ，Eμ

がBdG方程式の固有{重であればE本もまた富有値であることが保証される.この証明は本実的にμ 

は次式で行われる:

Det IT -EJ.LI* = Det ITt -E;Iニ DetIσ3Tσ3 -E;Iニ DetIT -E;I . (3.36) 

これより E".が国有値ならば E本も固有笹であることが分かる.μ'μ  

A
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中性京子 Bose-Einstein凝縮体における不安定性の解析

以後 ， E~，こ属する国有関数を払μ(x)と書くことにしよう.これを一般性を損ねずに以下の様に

規格北する.

(智伊払ν)ニ OI-LV

また実呂脊値の場合と同様にして，固有関数gμ(x)に対して

Zμ=σlg;， 

(3.37) 

(3.38) 

は酉有値 -E;iこ属する国有頭数であることが分かる.zμ(x)は全ての実モード，ゼロモードと度

交し

IIZI-LI12 = 0， 

(zμ， Y*v ) = 0， 

(zμヲめ)= 0， 

(zμラムv)=-ι 
(3.39) 

(3.40) 

を満たす.

以上を踏まえて‘援素固有値が存在する場合の完全性を次式で復定する:

工{Yn(X)Y~(ど)一 zn(X)Z)L(おう} + YO(X)Y~lぱ)+言収)話(ピ)

+2二{百μ(X)y!ρ')+ Y*I-L(X)品川一zρ)z!〆)一Z*I-L(X)zt(ピ)}

=σ30(X -X') . (3.41) 

この完全系を用いて，任意の 2重項s(討 を

s(X) =乞{An古川)-Bnzn(x)} + Cyo(x) + Dyーが)

十乞{AI-LYI-L(x) + A*I-LY以X)-Bん(叫 -B仏刈}， (3.42) 
μ 

と展開できる.ただし

An = (Yn， s )， 
C二 ( Y-I， s ) ， 

Aμ=(Y叩 ，s ) ， 

Bμ= (z*l-L' S )， 
である.

ι= ( zn， S ) ， 

D = (YO， s )， 
A戸(吉伸 s)，

B*I-L = (zμ， s )， 

(3ι3) 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

3.3 Bogoliubov-de Gennes方程式に対する摂動計算

以上の準舗のもとに， BdG方程式に対する摂動計算を定式化する.GP方程式がある微小パラ

メータ εで摂動展開することができたとする:

と(X)こと(0)(x) 十 ε~(l)(X) + O(ε2) ， 

μ=μ(0)十εμ(1)+ O(ε2) . 

(3.47) 

(3.48) 
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BdG方程式に現れる Tはご(叫， μを含むので、同じく εの幕で屡関される;

T=九十εT'十 O(ε2). (3.49) 

ただし，

(3.50) 

(3.51) 

乙ニ乙0+ε乙'+O(ε2) ， 

λイニん10十 ε人イ'+O(ε2) ， 

(3.52) 

(3.53) 

であるーここで

σlToσ1ニ -To司

σ3九σ3ニ TJ，

σlT'σ1 =-T件、

σ3T'σ3=TFI， 

(3.54) 

(3.55) 

であり ，Tが持っていた対弥性 (3.5)，(3.6)は摂動の次数ごとに保たれている.

Tの展開に伴い BdG方程式に関する諾量も εで展開される:

Uπ(x) = y~O)(x) + εy~l)(X) + O(ε2) ， 

Ez=EF) 十 εE~l) + O(ε2) . 

同様に zバx)，YO(X)， Y-l (X)，型μ(x)，zμ(x)‘Eμ もεで屡関される.

展開を BdG方程式に代入して εの幕について整理すると 0次の BdG方程式

(3.56) 

(3.57) 

(お -
E~O))y~O)(x) = 0， (3.58) 

及び 1次の BdG方程式

(九 _E~O))弘円x) + (T' -E~l) )y~O)(x) = 0， (3.59) 

を得る.ここで0次の BdG方程式は完全に解けているものとし，その国有関数は以下の完全系を

なすもとする.

ε[Y~O)(吻判的 - z~O)(X)z~O)t (x')J + ~ [Y60) 
(叫宮町(ピ)+必(x滅的t(x') ] 

+ 乞[Y10) (例2吋)yi~t↑t(x'伊ゲ糾zピ的f
う)+ Yi~(伊例抑♂司榊)版UdぽrP)円t(x'糾zピ的') 一Z4ポrP)(同z叫)

μ 

二 σ3d(X-x'). (3.60) 

まずは錆単のために句。次の BdG方程式の全ての罰有笹が実数の場合を考える.その後，議論を

0次の BdG方程式に複素富有値が存在する場合に拡張する.
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中性原子 Bose-Einstein 凝縮体における不安定性の解析

3.4 全てのo次の臣有値が実数の場合の摂動計算

ここではO次のBdG方程式に複素富有笹が存在しないものとする.従って完全性の条件 (3.60)は

乞[ば)(x)y~o)t (x') -Z~O)(X)Z~O)t (Xf)] + y~O)(X)Y~r(X') + y~l(x)品川的

=σ3d(X -X')， 

となる.この完全系を黒いて， 1次の固有関数弘り(討を以下のように震関する.

y~l)(X) = 乞 [AmY~)(x) -Bmz~)(x)] + Cy~O)(x) + DY~l(x). (3位)

(3.61) 

τn 

ただし

Am二(ば)， Y~l) ) ， 

Cニ (Y弓，y~l) ) ， 

Bm=(zp，uf)) 

D ニ (ydO
)，y~l))， 

(3.63) 

(3.64) 

である.

3.4.1 注匡する準{立に縮退が存在しない場合

まずは注自する準位 EiO)に縮退が存在しない場合を考える.これらの計算は基本的には良く知

られた Schrるdinger方程式に対する摂動計算と同じである.ただし不定計量内積のため議論は自明

ではなく，計算を lつ 1つ確認していく必要が忘る a

1 次の BdG 方程式 (3.59) に左から y~O)(x) を内積させると

( y~O) ヲ {To -E~O)}ば)) + (y~O) ， {T' -E~l)}y~O)) = 0 

キ E~1) = (似 T'y~O) ) ， (3.65) 

とな号， 1次の固有笹 41)が求められる

また m-l-η として，宮町(x)を左から内積させると

( y~) ， {お_E~O)}y~l) ) + ( y~) ， {T' -E~l)}ぽ)二 O

Arn = (y~) ， T'例)y~J ， T'y~ 
-

m 一 (0) v(O) Ei，_V}  - E~ 

とAm(m内)が求められる同様に zP(的， d)(討を左から内積させ

=? (3.66) 
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中村祐 介

を得る.なおここで E~O) + E~) = 0となることはないことを注意しておく.もし 0になるのであ

ればそれは y~O)拘)と Z~)(X) が縮退することを意味し?注 E する準位に縮退がないという現在の

仮定に反するためである.

最後に，左から山(討を内積させることで，Cを決める式を得る;

(此{九_E~O) }Y~l) ) + (此 {T'- E;;)}y~O) ) = 0 

{ ~.(O) 中'A.(母、
C一一ι÷luuunj -

IE~O) . E~O) 

(_.(0) fT1'_.(O)ミ (_.(0) 引 (0)¥ 
¥ Yo " 1.. Yn' J ¥ Y ~ i， 1.. Yη1 

c = ¥. ，_，_ / + ノ
IE~0)2 E~O) 

=> 

=主〉 (3.68) 

ここで

(dj，九型炉)= (TOY合，y~l) ) 

=j(dd)) 
D 

l' 
(3.69) 

であることを用いた.

ここまででAn以外の全ての係数が決定された.次に通常の摂動論と同様An=0と置くことが

できることを確認する.BdG方程式の隷形性より Yn(X)の定数倍

(1一品川市)ニ宮市)+ε(ば)-Ad))十町内 (3.70) 

もYn(忽)と同じ国有関数である.これは (3.62)でAn=0と置いたものに位ならない.このように

Anの不定性はBdG方程式の線形牲に記因する.従ってYn(X)が規格化条件を満足するように Aη

を選んでしまえばよい.

IIYnl12 = IIY~O) +εy~1)112 + O(ε2) 

=1+2εReAn +O(ε2) ， (3.71 ) 

であるから，Anニ Oとすれば己のオーダーで規格化される.以上で摂動計算により 1次の臣有値，

居有関数を求めることができた:

EF=(d)，乃~O)
) 

… ~(d， TJ) I~' _ (d，Trug)トー
y~l}(X) =

、¥fgiUJ(2)-〉;¥fzr(z)

お EP-EF m 

そご E~O) + 

+{ i
y~O) ， T'Y~O) 1+1山川 (0) 1_  ¥ ， ¥ 

YF)Td))叩
\)/}gbI(忽)十 1-I01 智~{(X)

1 E~O)2 
' E~O) r 

(3.73) 

(3.72) 
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中性原子 Bose-Einstein 凝縮体における不安定住の解析

ここでTの擬エルミート性と内積の共役対称性により

( y~O) 1 T' y~O) ) = ( T机 y~O) )本

= (y~o) ， Tψ)*， (3.74) 

が成立するので，E~I) は実数になる

同様にして zF(討を求める.まずみ(x)，こ対する BdG方程式は

(九十 E~O))z~O)(x) = 0， 

(百十 E~O))Z~I)(X) + (T1 十 E~l) )z~O)(x) = 0， 

(3.75) 

(3.76) 

であり同様の計算iこより

~一(y~) ， T' Z~O) ) ，~ー (zP ， TfzP)
zど}(x)= _ ) >~的、 rQ1/U2j(z)+ 〉 :\i叫山 Lz~)(x)

τ.. Eri，vJ + E;;{J ζZz Enf-Em 

( (品。)， TfzP))(dJ，TzP))ω(vjO)?TFziO))ω 
+ < ¥. _ _(fli? / + ~川!_ > YOV'(X) _ ~川 !_y~{(x) . 

I 1 ErivJ“ E戸I I - E:九VI

(3.77) 

を得=る.ここで

( y~) ， T'y~O) )二 (σ1Z~) ， T'* 0"1 Z~o) ) 

ニ (zg，TId)) (3.78) 

などに注意して計算すると

z~l) (x) = σly~l)*(X)， (3.79) 

が示される.ここで示されたように，摂動によって民的と判的の間の対称性は崩れない.これは

Tの対称性 (3.5)，(3.6)が摂動のそれぞれの次数で守られていたためである.

なおゼロモードに関する摂動計算を行う必要はない.ゼロモードに慢する 1次の固有関数，居手干

値は自明である:

(3.80) 

(3.81) 

3.4.2 注目する準位に y(O)f奇士の縮退が存在する場合

注目する準位 E~O)，こは T個の居有関数吉野{z)，uii)(zi-。，ui?{叫が縮退しているとする.縮

退がある場合の摂動法の一般論に則り，。次の屈有関数を

y~O)(x) =玄αjuJP(同， (3.82) 
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中村祐介

と書く.これを 1次の BdG方程式(3.59)に代入し，左から吉野切)を内積させると

宇[( y~~) ， 叫)一山jα3 二 0 ，

が得られる.つまり

(ν忠TV2)Eil}(dJU)
( y~üj ， T'y~~) ) (必ずば)) -E~l) 

(3.83) 

、、2
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/
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S
1

、i'
2
1
1

α1 。
。α2 

(ν忠TFug) ( y~o;， T' y~~) ) (y~o;， T'例 )-FWy~:: ， 1'1ん!r ι;i
L

' I ¥α 

である.{αi}が非自明となるためにう

(必 T'Y~~) ) -E~l) 

(必 T'y~~) ) 

(必 T'y~~) ) 

( y~~) ， T' y~~) ) 

( y~~) ， T' y~~) ) ← EiI) 

(y忠 Trd)

。
(3.84) 

((0)(日y~~) ， T'y~~ 

uii)，Tfd) 
=0， (3.85) 

(U3，Tfd))-41} 

でなくてはいけない.これが 1次の酉宥値 EP)を決定する永年方程式である.E~l) は行列

j(0) 抑)"¥ (~.(O) 'T'， ~.(O) 
yiì~J ， T'yπ1iiun1，T un2 
(0) 'T" ~ .(0)"¥ (_.(O) 'T" ~ .(0) 

y~"，j， T'yη1i iun2 ラ T'yiì~

(ぷ)?Trd))(vt)，TVZ))

¥
1
2
2
1
J
1
1
S
1
1
r
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的目叶旬
。

/Is--1、

の国脊{直である • T'の擬エルミート性と内積の共役対称、性により

( y~~) ， T'y~~) ) = (必ず吉野) (3.87) 

となるため，この行列はエルミート行列であるこ ξが分かる.従ってEi1)は必ず実数になる

また縮退がない場合と同様に，込町x) 二 σly~l)*(x)が成立する.従って Z(O)(x)同士が縮退する

場合にも，複素富有笹は現れない.

3.4.3 注目する準佳にがめとが0)との縮退が存在する場合

注巨する準{立 E~O) {こは γ個の正ノルムの固有関数宮町(的，ug(z)f--JZ}〈z)，s個の負ノノレム

の冨有関数《)(z)幻(z)， ，zZ)(z)，が縮退しているとする

9 次の富有関数 u~O)(x) を

u~O)(x) 二乞αjY~~>(X) + LβjZ1)(z)， 

-740ー

(3.88) 



中性嘉子 Bose-Einstein (;疑結体における不安定住の解者

と書く 1次の BdG方程式 (3.59)に代入し，左から吉野伊)， z~~) (的を内積させると

宇引判[ド(宮dぽ2貯}T~九恥U払hη~寸j

宇か(トzぐ4:r尽ドν}人汁γ，T'九T'y九恥川'y弘hg仏h叫ηnj )μ匂 + 宇引判[(z弓マ4炉:r尽ν)人γ，T'九T乃九内吋Z九引引ψη吋小j)山)わ+吋吋可昨刷刷}弘匂£九ψj
となる.従って {αふ{烏}が非自明となるためには‘永年方程式

( y.~~) ， T'y~~) ) -E~l) '" (仕 T舟21nz，TZJnI-Eη1  

(引)， T'Y~~)) t(Z1TF現)+ E~l) 
二 0， (3.91) 

が成立していなくてはいけない.小行列

iLyiTXT，ti=(dLTFd)ラ

[Lふ w=(4T句)，
i抑M叫Jrドr打 州吋唱づ1勺叫X川川〈ω叫sム，

を導入して‘この永年方程式を以下のように書く:

(3.92) 

(3.93) 

(3.94) 

(九 .Nf ¥

ーペ
f O)|-o 

Mt L z } 

-
-'-'n 

¥ 0 -1 J
ー

ただし Iは適当な大きさの単位行列である.上式を変形して，

(主?ヱ)-E~') = 0 

(3.95) 

(3.96) 

を得る従って Ei1}は行列

T=( ら ~J (3.97) 
-Mt -Lz 

の圏有値として与えられる.この行列は一般にエルミート行列でない.従って EC)は実とは限ら

ない.

さて， 7が持つ対称性

S37S3ニ 7h (3.98) 

に注目する.ただし

ぬ=(~ ~I) (3.99) 

である.7が固有値EC}を持つならば，yに相似な ytも同じ霞有笹Eil)を持つ.さらに ytのエ

ルミート共役である 7 はヲ複素共役 E~ゆを富有笹に持つ従って Eil〉が複素固有値の場合，必ず

複素共役EF*を伴って出現する.
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中村詫介

3.5 複棄匡有値出現条件

以上までで得られた結果を整理する.前節では摂動O次のオーダでは護素匿有僅が存在せず，全

ての富有値が実である場合を考えた.。次に縮退が存在しない場合，もしくは存在したとしてもそ

の縮退が正ノルムの国有関数y(O)(x)のみによる縮退や負ノルムの国有関数Z(O)怜)のみによる縮

退の場合， 1次の自存値は必ず実数になるということを示した.1次の酒有{直が複素数になるため

には，智(O)(x)とz(O)(x)との縮退が必要である.この特別な縮退が複素自存値に必要であるという

ことは，特定なモデルのBdG方程式を数値的に解し、た先行研究[23，24，25]においても示唆されて

いる.本章では複素富有笹出現のための正ノルムと負ノルムの固有関数の間の縮退の必要性を，モ

デルに依らず一般的に示した.

この特別な縮退はあくまで、複素富有笹出現のための必要条件で、あって，十分条件ではない.例え

ば，ある正ノルムの富有関数 yiO\x) と負ノルムの固有関数 z~O)(x)との 2重縮退を考える このと

き1次の富有笹E(りを決定する永年方程式は

(ば)， T'yiO) ) -E(l) ( yiO
)) T' z~O) ) 

( z~O) ， T'yiO) ) ( z~O) ， T' z~O) ) + E(l) 

となる.これを書き直せば，

二 0， (3.100) 

E(1)2 _ { ( yiO) ， T' yiO) ) -( z~O)) T' z~O) ) } E(l) 

I ( yi
O
)， T' z~O) ) 1

2 
- ( yiO

)) T'yiO) ) ( z~O) ， T' z~O) )ニ 0， (3叫

が得られる.従って E(りが護素数になるのは不等式

!(ば)， T' yi
O
) ) + ( z~けψ)! < 21 ( yiO

)， Tザ)!' (3.102) 

が満たされるときである.

実際に護素固有値出現条件を得るためには次の 3つの手旗を踏めばよい:

1. 0次の BdG方程式を解き，正ノルムの国存関数と負ノルムの固有関数との縮退を探す.

2.その縮退している国有関数による Tの行列要素を計葬し‘永年方程式を立てる.

3.永年方程式を具体的に解き，国脊値E(りを求める.

具体的なモデルによる複素富有僅出現条件の導出は 4章及び5章で行う.

3.6 0次に複素面有値が存在する場合の摂動議

続いて G次に複素国脊f直が存在する場合の摂動論を議論する.0次の富有関数に関して完全性条

件 (3.60)が成立しているものとする:

乞[y~O)(x)y~O)t (x') -z~Ol(x)Z~O)t (x')] + ~ [y~O>Cx)凶lt(x') + y~{(x滅的t(x')] 

÷ 乞 [y10)ヤ(伊例Z刻)Y~Vt(x') + 宮;訟?仇(拘例附z討仰)版ぽy10)t(x')ト一 z10)(x)叫z斗iβかVt(町t(x'伶忽ピ')一z込必;忠町2抗(x)球z4伊伊rFP)汁h↑
μ 

二 σ3d(Xーピ). (3.103) 
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中性原子 Bose-Einstein (;疑結体における不安定'註の解析

3.6.1 注目する準位が実モードの場合

実毘有笹 EF)に属する毘有関数の 1つuP(叫に詮目する.ここで結退はあってもなくてもか

まわない.またここでは正ノルムの固有関数 y~O)(叫についての議論を行うが， y(x)とZ(同開の

対称性により，直ちに Z~O)(x)についても分かる.

1次の富有関数uiり(x)は以下のように展開される:

y~I)(X) ニ乞 [AmY~)(x) -Bmz~)(寸 + [Cy~O)(x) + DY~i(x)] 
m 

+乞 [AlLy1
0
)(x)+ A*lLyiV(x) -B/LZ1

0
)拘)-B*ぷ2(2)](3削

μ 

ただし

Aμ=(gJ1d))? 
Bμ=(d，d))， 

Af(d)，uF)， 

Bf(zf)，d))， 

(3.105) 

(3.106) 

であり ，Am，Bm， C， Dは式 (3.63)，(3.64)で定義したものと同乙である.

展開 (3.104)を 1次の BdG方程式に代入し，左から uF)(討を内積させ

(いUば叫rP仇)人， {何お一 EザirPO的~)}y

A 一(Y1
0
)， T'y~O) ) 

本μ E~O) _ E10)* ' 

({0) 中 f 抑)) 

A" = ，， 1'*iI-' ryn 
μ - E~O) -E10) ， 

n(zJ1TfgP) 
一一
uμ-40}十 EP)* ，

を得る.績退がある場合でも，これらの形は変わらないまた毘有値EC)に関する結論も影響を受

=主〉

を得る.同様にして

けない.

(3.107) 

B*" = izFJFJ) 
叩 - E~O) + E~O) ， 

(3.108) 

(3.109) 

3.6.2 注目する準佳が縮退しない複素モードの場合

縮退していない複素富有僅EiO}に属する国有関数y10)(x)について考え，その 1次を

ば)(的=日AmY~)(x) -BmZ~)(X)] + CydO)(x) + DY~i(x) 

+乞 [AvytO)(x)+ A*vyiV(x) -Bvz~O)(x) -B*νzi~)(x)] ， (3.110) 
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中村祐介

と展開する.これらの係数は 1次の BdG方程式

同 -EAO))品川a)+ (T' -EA1))品。ヤ)= 0， 

を使えば求めることができる:

A~" = {例悼yi;;'， T'yμ 

-
m EY)-E2)' 

c-((0〉 r 例 )+((0}F拘)) y~V" T'yμy~í， T'yμ 
-

f E i m ' E P )  

n ( z~) ， T'yAO) ) 
一一
"""'m EAO)十 E2)'

D = (y~的中'y10) ) Yo'， ry.μ 
-

l;'(O) 
.L.Jμ 

(3.111) 

(3.112) 

(3.113) 

A." = (y~~~ ， T'~~~) ) -
w-EY}-EY)ネヲ

A((0}(0)) Zi'*J， Tずyμ

ν EAO) -E~O) 
(ν ヂμ)、 (3.114)

B." = -

*V - EAO) + E~O) ラ

s"ー(z~~) ， T'y~O) ) 
-

V 40}十 EY)本.

(3.115) 

ただし Aμ だけは決定されない.実モードの場合同様，この係数の不定性は BdG方程式の線形性

に起因する しかし糠モードの u規格化条件"は (yμ，y*p， ) = 1であるので， d(討について

も考えなくてはいけない giY伊〉の 1次の BdG方程式は

(五 -EiO)つ叫汽a)+ (T' -E~~)y~O)(æ) 二 0 ， (3.116) 

であるただし払μ(的の 1次の国有笹はEYHとなるべきであるが，自暁ではないので、EJ;Jとし

た EJY=41Hが成立していることは後に確認する uiY伊)を

品川=I:[切れa)-bmZ~)(X)] + [cy~O)(æ) + dY~i(æ)] 
m 

+乞トvy~O)(æ) 十 a*Vy~V(x) -bvz~O)(æ) -b*Vz~~)(æ)] ， (3.117) 

と震関する.これらの係数は α叩を除いて決定することができる.ここで“規格化条件聞は

( yll'宮本μ)= ( y~O) 十吋)12÷ε必) +O(ε2) 

ニ 1+ε(ば)， y~~) + ε (y~l) ， yiV)十 O(ε2)

二 1+ε(α*μ 十 A;)+ O(ε2) ， 

となる.従って Aμ=α切 =0とすればよい.

Uμ(a)が摂動 1次のオー夕、、でもゼロノルムであることを確認しておく:

A~.. = {uf¥Tfup))二一Aw"
(0)* dO) ‘咋μ

Eμ -Eμ 

-744一

(3.118) 

(3.119) 
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より ReA切二 Oでありラ

I!YJlIl2ニ i!uF+εザ 112+ O(ε2) 

=2εReA叩
+O(ε2)

ニ O十 O(ε2)， (3.120) 

る
2
しマてっ

た

な

ま

と

EF)=(d，TV)， E~~.> = ( 'U~?). T' 'U~?! ) 
*μ -¥::1μ ， .L ::1*μ J ' 

(3.121) 

であるから， A;J=EiI}*が確かに満たされている.つまり 0次で複素国有値が複素共役のベアを

伴っていれば， 1次でもそれは保たれる.

3.6.3 注目する準位が縮退している複素モードの場合

複素モードに関する毘有関数は Yf-L(X)，ヲ*μ(X)，Z/.L(X)， Y*μ(討の4種類があり?それぞれ居有寵

Eμ、E;
‘
-E;ヲ -Eμに属する.実モードに関しては正ノルムと負ノルムの回宥関数Yn(X)，zn(x) 

の差異が本質的であったが宅複素モードの場合は4種類の富有関数の名付け方iこ任意性がある.伊j

えば

言μ(X)=吉本μ(X)， 

乏μ(X)= z*/.L(x)， 

払μ(X)二宮μ(X)， 

ふμ(X)ニ Zμ(X)， 

(3.122) 

(3.123) 

とすると，チルダ付きの国有関数間の“規務化"，ま

(品川二 1，

(九九)= -1， 

(3.124) 

(3.125) 

となっている.島(叫が属する富有値はE;である.また

。μ(忽)=Zμ(X)， 。*μ(X)= -z*μ(X) ， (3.126) 

む(X)= yμ(X) ， ふμ(X)=一払μ(X)， (3.127) 

としても

言μ(X)こみμ(X)， 仏μ(X)= -zμ(X) ， (3.128) 

£μ(X) =宮本μ(X)， ふμ(X)= -yμ(X) ， (3.129) 

としても同じ“規格化"(3.124)，(3.125) を満たす.今震は Yf-L (X) が嘉する富有植はそれぞれ -E~ ，

-Eμである.このように 4つ経の護素囲脊値のうち，どれを Uμ(叫が属する固有値とするかは任

F
O
 

后
斗
a

【，

i
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意に選ぶことができる.従って縮退のある複素モードを考える場合，Y/1-(同開の縮退のみを考えれ

ば十分である.

注自する準位EFには γ個の固有関数d)(z}J2)(zL-JP〈叫が縮退しているものとする

実モードの議論と同様

Y10)(x) =乞αJUP(z)， (3.130) 

3 

と書く 1次の BdG方程式 (3.59)に代入し，左から智忠(討を内積させると

ヰ[(必 T'yμj)一可)oij]日， (3.131) 

を得る従ってEJPは永年方程式

((0〉 F 附 E∞ ((0)r(0))
払 μl' T'yμ1 ]一 μi払 μ1，Tgμ2j

((G)rm((0)r(0))(1) 
払 μ2'T'yμ1 J t Y本的，T'yμ;' ) - Eμ =0， (3.132) 

によって決定される.

このとき同時iこE10
)*tこは詰弘同，ui弘(zL-JSkz)が縮退している同じ議論により E2

を決定する永年方程式は

(gt}，T叫 j-EiY(u;?，Truiz
(ur，TV21)(d，TV2)-EJY =0ラ (3.133) 

であることが分かる.内積の共役対称性と T'の擬エノレミート性により直ちに， EJP=E;(1)とな

ることがE雀言翠できる.

4 多重渦度を持つ凝縮体の不安定性

この章で、は円筒対称な講和振動子型ポテンシヤノレ V(r，z) 二 ~M(ωiT2 十 ωア)に捕捉された漁

度 κの量子識を持つ凝縮体を考える.3章で定式化した手法を用いて相互作用 g=O周りの摂動展

開を考え，相互作用が十分弱い状況下における複素国有植出現条件を導出する.

4.1 0次及び 1次の方程式

量子漁は z轄に沿って存在するものとし，秩序変数を

と(r，わ)= \/~主eú•øf(r， z) 
￥ L:Tr 

と仮定する.ここでは一般牲を損ねることなく渦度 κを非負の整数にとる.

(4.1) 
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相互作用定数gをg=O十εg'と書き換え，諸量を εで屡関し

ι。ニK 十 V(r，z) -μ(0}， 

ζf二一μ(1)+ 2g'1と(0)12
ヲ

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

ん10= 0， 

んヂ二二 g'c(0)2ラ

る
E
U
V
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m
 

的

2
h

拝

約

九

式

解

=

程

H

J

m

方

式

均

点

値

程

ど

η

町

方

痘

毘

旧

和

は
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国

間

(
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る

蜘
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(4.6) 

(4.7) 

[K+V(r，z)一川U山(叫z)= (4.8) 

の固有関数である.この司有値問題はすぐに解くことができる:

九，f，m(刊 z)ニ，/0

1
_ ei(f+r.Wun，e，m(r， z)， 

V 2π 

Un，f，m(r， z)二 C吋 me-iαiT2-jα;Z2(αj_ r )If+κ|Lr+吋(αiT2)Hm(αZz)， 

ぃ =ルょ(川l+ KI + 1) 巾z(m+~)- μ(0)

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

ただし

Cn，e，m = 
n! 

2m ml (/f +κ/ +n)!' 
(4.12) 

αょニF子
αz-再

( 4.13) 

(4.14) 

である.量子数n，f，mはそれぞれη=0，1，2，"'， f = 0，土1，土2，'・" m = 0， 1 ， 2γ ・\また L~(x) ，

Hm(りはそれぞれ Laguerre多項式， Hermite多項式であり，

一-k _m 

Lι~(ωZ司)=ゴε♂zミ云了孟お互 (e-X戸zγZπ+k) ヲ

Hι刷m孔(x吋←)ド=(川一-1)り)me
X2♂〆
2乙f
αx"坤

. 

(4.15) 

(4.16) 
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と定義されている.また O次の秩序変数と化学ポテンシヤノレは

ご(O)("O，z)二 VNUo望。ぷ1'，0ぅz)， 

円=恥よい+1〉+;ルz，

( 4.17) 

( 4.18) 

である.1次の化学ポテンシヤルμ(1)を決めるためにはj 次の GP方程式を考えなくてはいけない

んご(1)+ (ζ'cCO) _ M' cCO)勺=0

左からと(0)*を掛けて全空間で積分することにより，

μ(1) =中3X 1~(0)14 

D¥2κ)! 
(κ!)2 ' 

( 4.19) 

(4.20) 

を千尋る.ただし

α
一叶

α
一ア

《
一
がD

 
(4.21) 

4.2 永年方程式の分解

さて， 1次で BdG方程式に複素昌存笹が生まれるためにはが0)(x)とz(O)(x)間の縮退が必要で、

ある.第3章で述べた通り，縮退のある場合では 1次の固有誼は永年方註式により決定される.永

年方程式iこ中に現れる T の行列要素は以下の 3種類がある:

可弘ゐyダIぺ(Ud山2η;問 T'吠Udd品3烈!LEF~，市ぱm')= ゐωf，E乎子1万f合似ωd白zイ[r山叫吋u44ι2Zむ，0山 tω川m日 Un司が…，

巧乙乙z〆，: (z幼22;，mwJ，JT，z点め仇5史仇九九!L〉LEFK，ヘ'，m')川，m')問m')=O必tuf，E巴:宝主 f似 zrγ44ι点，0，仏川，0U叫，川 包h山hηが爪川川，ヘソ叩，iよ，f，m'ι仇ω，川，m'斗，1-Onn，OaOmm'll(l)， (4.23) 
1 ノ 7τ 1/ l -，-，- J 

ル:(d，wTZ3L，w)=ゐ-rrzjyω[ru6，0，0Un，l，m un'，-e，m'] (4.24) 

これらの行列要素は永年方程式に現れるものであり?そのために量子数に制限がつく.つまり刀y"

T;Zlに関しては

正 Pn> ξ IP' 'TYJI n，t，m - '-n' ，t' ，m' ， (4.25) 

T~ZI ，こ関しては

ξn，l，m ニ -En'，f.'，m勺 (4.26) 

が成立している.

T~z' ，こ関して，付-f.'ならば(d，wTZ3九1)=0 またf=-f'であるとするとヲ式(4.26)

より

ω上(仰げ)+ IC+κ1+lf-κト 2κ}+ wz(m + m')ニ G、 (4.27) 

-748-
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を満たさなくてはいけない.しかし Ifl>κ であるとすると，

W j_ {2(ηば)+ If + ~I + Ifー κ1-2κ}+ぬかけm')

三ωj_{ 2( n + n') + 21fl -2κ}+ωz(m + m') 

>2ωム(η 十 n')+ wz(m十 m')

> O. (4.28) 

従って式 (4.27)は溝たされない.一方 Ifl三κとすると，

Wj_ {2(nげ)十|山I+ If -~I -2~ }刊z(m+ m') 

ニ 2ωム〈η十が)+ωz(m+m'). (4.29) 

よって n= n' = m = m' = 0のときのみ等号が成立する.以上より永年方程式iこ現れる T;ZIの

タイプの行列要素のうち 0山らないものはヲ (U207fz払。)のみである ただしここでは

Ifl ~κ でなければならない.

次に T;yl，T~ZI Iこ関して， R弄e'ならば

(uaw Tf百九州)= 0， 

(zmm，TFZ3!日)=0， 

(4.30) 

(4.31) 

である.また f= e'であるとすると， (4.25)より

2ωょ(η ーが)+ωz(m-m') = 0， (4.32) 

である.ωょとめの詑が有理数である特別な場合に限り?この等式を溝たす n，n'，m，m'の組は無

数にある.ただしn=m=Oの場合は，等号が成立するのはが =m'=Oのときに眠ることを注意

しておく.またωょと ωzの比が無理数の場合，等号が成立するのはn= n'かつ m=m'の場合の

みである.

以上より永年方程式の左辺は以下の3種類の行列式の積に分解できることが分かる:

、、審
E
E

，，
.，E--

〆

'E司、、 (griw TFU2n)-E吐

(Z3m，T幼，m)+ E(l) ， 

(ug，o，TruS。)-51)(uao，Tf4fzs)
(zjfz，oJruns)(ztι0' T' z~~与。)十 E(l)

、‘2z''p
.‘.a 

---A 
''Z1
‘、

、をき，，，
.，
z--
.

.

 曇

A

.
‘
暑
&

，，a'
・・・a
・・‘

ただし (iii)が現れるのは Ifl~κ の場合だけである.また L九と ωz の比が有理数である特別な場
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合， (i)と(ii)は

(Urim，Tfufim)-UI)(Urim，TFd)Em，) 

(iy i (U3imJFV2m) (dw TrdL，)ーが

(Z2w TFZ3m)÷E(1)(zf;，w TFZ3Lm') 
(ii)'i(Z3imHTfzm，m)(4LrTFdim，)+E(1} 

となる.このように γ方向と z方向の励起が共鳴し争 E(りの形が変わってくる.しかし (iii)は変更

を受けない.

4.2.1 分解の異体例 1

例えばωょと Wzの比が無理数で、ありう κ=1のときヲ E(O)=一九九となる準位に注目することに

する.この準位には品。11が)， zjT。(ぉ)， zJ43ρ)ラui011μ)の4つの固有関数が結退している

従って E(l)を決定する永年方程式は以下の通り:

(321ぃTF3211)-Eω (uifI，T'Z2) いと11'Z213) (32L T'zfL) 

(zn，TFurlz) (Z2i，γZ2)÷U1〉 (Z2，TFZ213) (zti，T'zRL) 

(Z23T'u;?11) (zrL，T'z民) (Z213，TFZ213)+E(1} (Z213，Tzでし)

(41TV;?11) (zih，T明) ( zi竺1，T'Z23) (zih，T'tI)÷E{1) 

=0. (4.33) 

ただし全ての富有関数について量子数m は0なので省略した.式 (4.22)-(4.24)で調べた性質を

使えば

(3211，T3211)-が1) (vifI，Trzn) 。

(zjtTF詰~~1 ) (zri，TrzE)÷E{1) 。

。 。 (Z213，TJZ213)十 E(l)

。 。 。

。
。
。

=0. 

(zifuT'zifI)+E{1} 
(4.34) 

つまり

い21uTF智211)-E例

(Z2i，TFt1) 

(必I，Tzm)
(ZれTFZ2)+E(1)

x {(ポ3JIZ23)÷EP)){(zihfrzifl)÷EP)}=o，(435)
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となる.このようにして，永年方程式の左辺は(りかめのよち小さな行列式に分解される.

4.2.2 分解の異体例2

先ほどと同じようにκ=1においてE(O)=一九九となる準位に注目する.ただし今度はωJωz-

1の場合を考える この準位に縮退している固有関数は先ほどの 4つの他に， zjtdz)，U2121(z)，

uF112(討の 3つが加わる従って永年方程式は以下の様になる:

(uifmTfg;?119)-E(1}(uiho，T叫，0
(Z207叫し。) ( Z泣か T味。)+ E(l) 
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×((4I，T明 1) + E(l)} { ( Z位2.1'T'z払 1) + E(l) }二O 柱部)

4.3 複素国有値出現条件

分解された行列式 (i)-(iii)のうち， (i)と(ii)は明らかに複素富有鐘を引き起こさない.唯一複素

匡有鑑を引き起す可能性があるのは， (iii)のみである.またω上と Wzの比が有理数である特別な場

合，変更を受けるのは (i)と(ii)のみであり，これは複素国有値出現には関係しない.

(iii)から生まれる酉有値 E(めは，方程式

("(0)TF{0))-M1)("(0}，TFJ)) uo，t，o，A Uo，r，O AJ1YO，E，o j 
¥ /iニ 0，

(ztmT点。) ( Z6乙かTFztr，o)十E(l)

(4.37) 

により決定される.この E仰が複素毘有値と f，f.るの辻，

!( Yω段O，TUd叙0)+ (Z机札巴払i仰，

のときである.ここに現れる全ての行列要素は計算できる:

(uU，oJ減。)= g: r r drdz rU6，ω ，e，町，0-μ(1) 
7r I I 

ー今日 (2κ÷の!_!_ _ ，，(1) 

-MUd(κ+の!2f r 
(4.39) 

(←z;tf乙九九Eωωo伊0'T'札 0)ト=主乎子lグfω 問43O拘此一tωO仰叫u

一つnQ(ロ2κ一寸tの〉!土一 J刈 } 

一κ!(κーの!2-[ r 
(4.40) 

(点。，Trztzo)=4PlfMTd山 e.ouoイ

D 2κ)! 

κ!ゾ石宇奇!(κ -f)! 
(4.41) 
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さらに式 (4.20)を代入し，複素酉有{直出現条件

12
f
(，い)! (2κ ーのf 附 附+ ，，-1/ ーっ1< ラ 山 )2fκ! (κ+ f)! ' 2-fκ! (κーの! (九!)

を得る.

r r;¥il! 11 0 1 1 I 2 I 3 I 1 I 'i I _o_J 
o 

2 × 

:ょ × × 

i × × 

ミJ × × × 

6 × × × 

町4 × × × 
寸

式 × X × × 

表 4.1:複素|吋有{慌が出現するパラメータ領壊.xが記されたパラメータで'捷奉j古1;制約:が出現する.またも影の主li分は

正ノルムと負ノルムの毘右関数による縮退が存n二ーする鎮域コこの桔退が(-{存ーしても条件え (4A2)が満たされなければ

控素因釘値は出現しない

条件式 (4.42)はκ=1では満たされず， κニ 2では III= 2，κ=3では III= 2，3のときのみ満た

される.この結果は BdG方程式の数値計算の結果 [22，23]を再現している.また，我々のグルーフ。

が行った RKの方法による解析 [37]の結果も再現する.その解析では 2モード近似が重要であっ

たが， f可故それが妥当で、あったかは明らかにすることができなかった.本研究で誌， (iii)から分か

るようにヲこの系では 2つのモードしか複素富有値出現には関与しないことが示され?先の解析に

おける 2モード近似の有効性も確認された.

5 光学格子中を流れる凝縮体の不安定性

この章では光学格子 V(x)= vcosGx中を流れる凝縮体を考える，ただし G=守は単位逆格子

ベクトルで、ある.3章で定式化した手法を用いて v=o周りの摂動展開を考え，光学格子が十分弱

い状況下における複素固有値出現条件を導出する.ただしここでは g>0， 0三k:;Gj2の範囲の

みを考える.また GP方程式の定常解はBloch条件に従うものとする:

ご(X)ニ eikXck(X)， Ck(X)ニごk(X十 d). (5.1 ) 
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中性原子 Bose-Einstein (疑結体における不安定性の解析

5.1 光学格子中を流れる凝縮体に対する Bogoliubov-deGennes方程式

2章にて導出した BdG方程式をそのまま使うより，定常解が Bloch条件に従うことを反映させ

た BdG方程式を用いるほうが議論が見えやすい.そこでこの節では，改めて光学格子中を流れる

凝縮体に対する BdG方程式を導出する.

まずと(x)に対する GP方程式は

[一長手十vcosGx十glc(り1
2

ー μjω =0，

であるので，ごk(X)に対する GP方在式は

( よ ι 十什叶吋イi仇サイがkサゲr+竹 vcωC∞叩O21λ¥;1 ¥ dx' 'J . J ''''''-¥'' 11 r' I 

(5.2) 

(5.3) 

となる.次に

を(x，t) = eikx (ι(x) +持た(x，t))ラ

6雷(a，t) = Uk(X)e-iEktjた+uZ(z)ezEZt/h，

(5.4) 

(5.5) 

と定常状慈から微小に変位させ‘ TDGP方程式を線形化することで BdG方程式

TYk(X) = EkYk(司、 (5.6) 

を千尋る.ここで

T=( ζ~.) 
ーんf ーζ*

('lぱx)¥
gk(z)=ii 

いたい)J 
五2 (d  .¥2 

乙=一一{';_ + ik} + vcosGx + 2glck(X)12 -μヲ

2M ¥ dx . "J 

M = gCk(X)2， 

である.新たに Tの (22)成分に複素共役が付くが， BdG方程式の持つ重要な対称性

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

σlTσ1 =-Tホ， σ3Tσ3ニ Th (5.11) 

が破られていないことを強調しておく.従って 3章で定式化した手法は，この BdG方程式に対し

ても伺様に適用することができる.

5.2 0次及び1次の方程式

5.2.1 Gross-Pitaevskii方程式

光学格子が弱い極限を考えるために u→ εdと置き換え， εについての摂動展開を考える.これ

に伴い諸量を εで展開し，。次の GP方程式

[ι(かが
円
台

υ
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中 村 祐 介

及び， 1次の GP方程式

[-一£ (仕三トド÷打吋吋i北サがk)
十トfcosGx-μ(1) + gckO¥x) (ci1

)(x) + ck1勺 ))]ciO)(x) = 0， 

を得る.

0次の GP方程式では空間的にー撲な解を仮定して

ciO
) (x)ニゾ兄

長2k2

μ(0)一一一↓口
2M I ::J'"C， 

(5.13) 

(5.14) 

とする.これより 1次の GP方程式 (5.13)は

[-一£ (仕tト+付i北サがkサ)
一 (5.15)

となる これを解くために， ç~1\x) が周期 d の周期関数であることに注目して‘

ぜい=乞初戸tEGz， (5.16) 

と展開する.すると

ムEeG+kWe十;JEurOEI+ゐ-1)-Fcf-L(l)deo + gnc (均十山)=0. (5.17) 

ただし
まミ2

ムEKニ L(K2-K2)，
2M 

(5.18) 

と置いた.f= 0では

一〉定μ(1)十 gnc(wo +吋)= 0， (5.19) 

となる.ここで

11とkl12ニ Jdx 1 ciO)(x) + Eck
1
)(x) +。め 1

2

ニ j叫Fc+ε旬。+EW1eiGx + EW_1e-ikx 1
2 
+ O(♂) 

ニ Nc+εL(加。+初計十 O(ε2). (5.20) 

規格化条件より却。÷吋 =0，つまり初oは純童数である これはとiO)(x)の位相に吸収させること

ができるため，WO=0としてよい.(5.19)より μ(1)= 0であることが分かる.

さて Ifl三2では

ムEeG+kWe+ gnc (We +ιε) = 0， (5.21) 

A
せFhυ 

可

i



中性原子 Bose-Einstein 議結体における不安定性の解析

であるため，f!→ -f!とし複素共役をとると

(ムらコー叫rJ(ζ)=m
が成立する.ここで行列式辻

(5.22) 

ムEeC+k十 gnc gnc 

gnc ムEeC-k十 gnc

=ムEeC+kムEeG-k+ gnc (llEeG+た+ムE正C-k)

>0， (5.23) 

であるため，1f!1三2において We= 0である.なおここで

土2

ムEec土k=二:I {(f!G土 k)2ーが}2lvl ~ ¥ -----I -- J 

nこf!G(f!G土 2k)
2Al 

J三0， (5.24) 

であることを用いた.ただし不等式の評価では0:::;k:::; G/2を箆った.

最後に 1f!1= 1のときを考えると

(4KMgnc 仇山1 ¥ 1 r-， {l¥ 
J I -* >- J = -;; v瓦v'I ~ J ， (5.25) 

gnc llEc-k 十 gnc)¥町三lJ 2
v 

v ¥lJ 

となる.これより

.;r:Lcv' d.Ec執
(5.26) 

2 llEc+kd.Ec-k + gnc (ムEC+k+ムEC-k)

である.

以上までで 1次の GP方程式が解くことができた:

~kl)(X) =山 leiCx十四_le-
iCx

μ(l) = O. 

(5.27) 

(5.28) 

なお

!とk(x)12= l~kO)(x) + ε~k内x)1 2 + O(ε2) 

= nc十 2εvnc(間十初-1)cos Gx + O(e2) ， (5.29) 

であり， 1次の範囲では!とたい)12は空間反転に関して対称であることが確認された.
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中 村 祐 介

5.2.2 Bogoliubov-de Gennes方謹式

。次の BdG方程式は

(ユ52)upz
ただし

乙o h2/dyh2K2  
一一一.r (一十法 i一一一一 +gnc，2M ¥ dx ' ... / 

ん10= gnc. 

これを解くために

YkO)(x) = 三点etq¥

q=一∞

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 

(5.33) 

と接関する.ただし q=2πn/L(nは整数)である.BdG方程式は qに関して対角的になり

いEH+gnc gnc id)二 EF32)き (5.34)
¥ -gnc -i).Eq-k一伊c)07Kq 日qV' Kq 

である.国有植は

埼増)= ~ [ドムιι÷刊+k-ド一 ムE呉刊ι一寸kはベ士ザJ叫 +k+ ム叫ι_k)2+ 4勾伽恥4gnc(伊仇州η鳥川Cパ(叫十吋k+ム叫叫ι斗一寸k

長2 " I長2q2fた2q2 凸¥
= l¥i/qK工訂 2M¥ 2王子-t-zgnc} 

=;(いーら-k)土 tわ

である.ただし

ξq=  2M' 

ξq = Eq + gnc， 

ι二五:;J+恥)ラ

とした.

国有値 EEU=i(Eq+k-Eq-k)÷tqiこ嘉する酉有関数点)(x)は

1 1.. / f.~ -En ¥ 
Yk~)(x) = eiqx ~ I V -'1 - :  I 

尭 両五〔ぷ工五j
固有値 EZ)z=i(Eq十た - f.q-k)一 Eq'こ属する富有関数zZいは

¥
E
1
1
E
l
f
-
/
 

一喝一

ι

了
匂
一
-
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/
t
5
5
2
2
1
1
1
、
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中性原子 Bose-Einstein凝縮体における不安定性の解析

それぞれ Ilyii112 = 1， Ilzk~) 112 = -1と規格化されている ここで、uごい)と〈)(吋との簡には

zl~\x) =σ4h(z}という対称性がある ここで戎)い)を Zk~)(X) =σ4?よい)と定義しなかっ

たのは，単に表記の利便さによるもので本質的なものではない.

5.3 脊効な縮退

ここでは富有植が負になるものだけを考える.すると対呑性により国有値が王の場合も分かる

ので，これで十分である.凶作)とが(仰縮退を調べる前iζ まずは E2)U<0となるパラメー

タ領域を調べる:

;(い-Eq-k) + E，q < 0， 

q2(q23仇 i<。I a"' +一一一一・ ー，

¥. 2Erec J 
(5.41) 牛ヰ〉

ただし
fi2π2 

r!.trec = EG 12 = 21T~d2 ' 

は光学格子を作るレーザーによる反跳エネノレギーで、ある.ここで

(5.42) 

q
A
 Q

a
 

>
 

¥
1
1
1
F
ノ

C

一

:

η
一

叙

g
一

作

ヲ
“
-
，

z

G
一2+

 

9
“
 

Qι 

/
I
t
-
-
¥
 

ぅ“
Q
4
 

(5.43) 

よりう条件 (5.41)が満たされるには

q2 < -2qk， 

特ー2k< q < O. (5.44) 

が必要であることが分かる.一方0三k三gなので，qは-C< q < 0の範囲を考えればよい

たとえが0)(吟と z町X)とが縮退していたとしても，永年方程式に現れる内積 (d，TFzS)
がOであれば，護素国有植を引き起こさない.いま

1:，' =1んosCX+ 2gゾ五(Ck(X)+誌(X))一μ{1)，

M' = 2g..j石;db)，

(5.45) 

(5.46) 

であるから

(ur，T叫)ニJdxe叶 q')x(A + B♂Gx+c円) (5.47) 

従ってこの内積が消えないためには，ぎを整数として q'= q + fCが成立している長要がある.

さて， EC)U=ECLGとは

…((q + fC)2 +生)=抑ヲ (5.48) +
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中村 祐 介

である.等号成立のためにはぜ >0が必要.また式 (5.43)のため，以下の不等号が成立していなく

てはいけない.

計十 (g+ fG)2 < 2fGk. (5.49) 

この不等式を解くと

k-qーゾP二三ん三手 <fG < k -q + Vk2 -2kq -q2 ， (5.50) 

となる.ところで
_~ __ ~ G G 

k-q+、/k2-2kqーポ<一 +G+:==2Gヲ (5.51) 
v :<.~ 2 2 

であるから等号成立には 0<fG < 2Gが必要.つまりぎ =1でなくてはならない.

f=lとして，もう一変式 (5.48)を見る.式 (5.48)の左辺

lっ(') ， G2g叫¥， 1/ . .rI¥') (/  . rY¥') • G2gnc ¥ 
f(q)三 ，1q2 ( q2十一一一 I+ ¥ I (q + G)2 ( (q + G)2 +一一一)， (5.52) V"2 ¥"2 . 2Erec} . V ¥"2 . - I ¥ ¥"2 . - I • 2Erec} 

iま

のひ一一
G
一2

r
J
 

f吋q)> 0， (5.53) 

を満たすため，q= -Gj2 で最小値 f(-~) ニ ~V1+ まきをとる従って縮退の条件 (5 制を満

たすためのたの必要条件として

G r. . 2gnc _ 
k > ~ ¥/1十一一==kc， (5.54) 

4 V . Eτec 

を得る.もし智(0)(x)とZ(O)(りと関の縮退がなければ，摂動の範囲で複素酉有値が引き起こされな

いため?凝縮捧は動的安定である.この議論には外部ポテンシャルの情報を使用していない.従っ

て次のことが外部ポテンシャルの形に依らず結論される:斥力相互作用が働く一様な凝結体に弱

い外部ポテンシャルを加えた場合，凝議体の流れが臨界値kcよりも遅く|恒三 kcであれば，凝縮捧

は動的安定である.臨界笹kcは外部ポテンシヤノレの局期が短く，棺互作用が強いほど，大きくなる.

最後に智(O)(x)とz(O)(x)の縮退が起きるとき，有効な縮退は 2重縮退しか起こらないことを示

すまず -2k< q < 0のuZ)(坊に対して，有効な縮退ihC+G(z)のみつまり z町x)同士の縮

退はない一方 -G< q < 0でなくてほEC均 <0になれないのだから， 0でない整数れこ対して

Ef;LG三0であるそのためEru手Ef;LGとなる以上で、智内吟と z叫坊の縮退が起きる

とき，有効な 2重縮退しか起こらないことが示された.

5.4 複素固有値出現条件

以上の準備のもとに永年方程式を解き，複素屈有笹出現条件を導出する.まず

叶ふ三) (5.55) 
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中性原子 Bose-Einstein凝縮体における不安定性の解析

の縮退した富有関数による行列要素を計算する.ただし，

.C' = v' cos Gx + 2g~ (ck1)(X)吋ゆ(サ，
M ニ 2gJ吋 l¥X)， 

ご;~

(5.56) 

(5.57) 

(5.58) 

である.既に示した通り，複素国有値を引き起こす縮退は次の富有関数による 2重縮退しかない:

必dゆ)町ヤ切(いω一Z吟〉
三芳(じ:)

zr;÷Gー+G)品以:;GJ;::)
三千(~:)

(5.59) 

(5.60) 

T'には♂Gxかe-iGxを含んだ項しか存在しないため対角成分は0になる.
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一方，非対角成分は

(いU必ψψ2ドνT'叫F

二=(u←uy vy吋)(!v' +←ドい山むd山F川'+2リ2:zCz叫叫;ぷぷ:乙γ:「?ケ刊九山~切札山一斗-1)ο~)υi←ドいUザ山Jf匂+Jごz応i〕一J))比)(ω::サ:) ) 

とg予三 Oならば，一般にはGにならない.これより永年方程式は

_E~l) ~ kq i=O， 
-r 47 

(5.64) 

となり，ほの臣有値EA)は

Ei;)=土ilム1， (5.65) 

と複素数になる.
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中村祐介

以上よりう O三K55の範囲で複素数富有蓋が現れるのは ESU=E2:EGが満たされるとき，

つまり

( ，..2 __L G2_j]_nc，¥ _]_ . I (.n _]_ r-<¥2 ((.n j_ r-<¥2 __L G2gnc '¥ 
2 (q2 + 二:'~c ) + ¥ I (q十G)2( (q十G)2+一一ト 2Gk， (5.66) 
¥.. . 2Erec) . V'''' . -I ¥'  'z . - I • 2Erec} 

が満たされるときであることが求められた.ただしここで qは-∞ <q<∞の範囲を動いてよ

い.しかし既に示した通り縮退条件 (5.66)が成立するためにはラ -G< q < 0であることが必要で

ある.ここでqを還元ゾーン形式を使って q= ij + Gl と書くことにする • lはバンド指数であり ，q

は -GJ2三d三G/2を講たす.これより鎮素固有値出現条件を書き換える:

ij2 ( ij2 +設け十 J(ij+ G)2 ((ij + G)2 +窪ま)ニ 2Gk (-GJ2汁三 0のとき)ぅ

(日F((ij-G)2十艶)十戸(れ22r)=2GK( 0三七 G/2のとき)

(5.67) 

この条件は dに関して損なので1 0 ::; ij ::; GJ2の部分だけ考えれば十分である. これはもTU 等

[25， 26]が行った BdG方程式における数値計算の結果を良く表している.Wu等も光学格子ポテン

シヤノレが弱し三状況下における複素毘有債の出現条件がう縮退条件 E(OM-E(0〉zG に関係している
kq - LJk.q+ 

ことを指摘しているがこれに関する理論的な説境は与えていなかった.本研究では BdG方程式に

対して光学格子ポテンシャルの強さ υによる摂動計算を行うことで，この縮退が複素固有{直を引き

起こしていることを解析的に示した.この結果はTaylor等 (31]による先行研究の結果を再現する.

1/2 
I(a) (d) )

 
、，l
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(c) 

竺 1/4
Pミ2問

。 1/4 

k/G 

1/4 

k/G 

1/2 0 1/4 

k/G 

1/2 0 1/4 

k/G 

1/2 

図 5.1:詑素居合・fr室が出現するノくラメータ領域，完縁部では 0次の BdG方掠式;こJl:ノルムと負ノルムの回f1'関教に上

る結illがあり.1次の湖有梢:に捷素数が出現する.また影の部分は正ノルム;こ負のj詞有11貨が仔在し‘ Landau不安定a註を示

す領j或栴互作用定数の強さはそれぞれ (a)タ科 二 O.08Ew，・(b)9凡=O.4Ere... (ぞ)gll，、 =O.8Erpr. (<1) gn，二 1.2En'，
複素[i'l!If1'fi直が出現するためのたの最小値ムは相互作111が強くなるにつれて僧加する.

さらに強議すべき点は，この章で、行った解析は摂動ポテン、ンャルの形を本質的には捷っていない

ということである.この章では，先行研究の数値計算の設定，実際の実験設定と対応して摂動ポテ

ンシヤノレとして cos型の光学格子ポテンシャルを用いた.しかし周期的な摂動ポテンシャルで、あれ

ば，ポテンシヤルの具体形に依らず同じ複素富有値出現条件が得られる.このことは以下のように

確認される.まず0次の議論は影響を受けない.さらに 1次の GP方程式は式 (5.27)の形ではなく

〆Gx (Iil i= 1)の項も含むようになる.ただし定数項がないことだけは示される:

~kl) (x) = I: w[eilGx 
Z子長。

(5.68) 
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このため乙F とM'にも定数項が含まれない.従って

(d，TruC))=o， 

(zk，M'Tfz払C)ニ 9

(vg?T14÷G)ニム

(5.69) 

(5.70) 

(5.71) 

であり j 次の富有僅 E;;)の形は式 (5同と変わらないただしムの値は考える摂動ポテンシヤ

ノレの具体形によって変化する，このようにして，周期的な摂動ポテンシヤルを加えた場合そのポテ

ンシャルの具体形に依らず，複素固有鐘出現条件は式 (5.67)で与えられることが示された.

6 まとめと展望

本論文では BdG方程式における複素届有輩出現条件を導出することによりう中性原子 BECに

おける不安定性の解析を行った.以下では本研究の成果と今後の課題を述べる.

第 2章では中性原子気体を記述する作用を与え，中性原子 BECのハミルトニアンを導出した.

また凝縮体が従う方程式である TDGP方程式，定常状態に対する GP方程式，また凝縮体の安定

性を議論するのに必要な BdG方程式を導出した.最後に漁を持つ凝縮体ヲ光学搭子中を流れる凝

縮体に注目し，その定常状態における振る舞いを整理した.

第3章では BdG方程式に対する摂動計算を行うことで，複素固有値出現条件を導出した.BdG 

方程式に対する摂動計算の定式化を行うために，まず BdG方程式の持つ性費詳しくを謂べた.こ

の捺?固有関数関に不定計量の内積を定義することが重要であった.それに伴い富有関数は王ノノレ

ム，負ノルムヲゼロノノレムの 3種類に分類される.続いて BdG方程式に支守する摂動計算の定式化

を行い，複素国有{直出現には正ノルムと負ノルムの国有関数による縮退が必要であることをそデノレ

によらず一般的に示した.また BdG方程式が持っている性質である不定計量内積の元での直交性，

富有笹に対する規射性が摂動 1次のオーダーでも確かに守られていることを確認することで，計算

の自己無撞着性を確認、した

第 4章では渦がある凝縮体について，第 3章で用いた手法を適用し，相互作用定数が小さい極限

における複素富有値出現条件を導出した.得られた複素固有値出現条件は数笹計算による先行研

究 [22，23Jを再現する.また我々のグループによる 2モード近似と RKの方法を用いた解析 [37]の

結果も再現するとともに，正ノルムと負 /Jレムの国有関数による 2重縮退が複素臣有誼を引き起こ

していることを明らかにすることで，その解者では明らかにされなかった 2モード近訟の有効性を

示すことができた.さらに相互作用が弱い極限において，複素国有檀出現条件が軸方向のトラップ

ポテンシャルの強さ叫に依存しないことを示した.反対に相互作用が大きい場合においては，複

素固有値の出現条件が ωzに強く依存するとし、う数値計算の結果 [24]が報告されている.

第 5章では光学格子中を流れる凝縮体について，光学啓子が弱い極限における複素国有{直出現条

件を導出した.ここでは複素毘有値を引き起こす縮退を特定し，考えているパラメータ領域で起こ

り得る全ての複素富有笹を求めた.これは Wu等による数笹計算 (25今 26]の結果を再現する.また
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Taylor等 (31)による解析計算の結果も再現しているが， Taylor等は Wu等が指擁した縮退に関し

てのみ摂動計算を行っており，それ以外の部分から複素富有笹が出現するかどうかを議論していな

い.さらに第5章で

を本質的iにこは使用しなかつた.そのため，加える周期ポテンシャルが cos型のものでなくても，同

じ複素匝有値出現条件が得られる.その意味で第 5章の結果は Taylor等の解析を含んだヲより広

し、一般化になっている.

本論文では簡単のため I成分BEClこ限って解析を行ってきた.その場合BdG方程式は2重項に

対する固有値方程式となっていた.しかし第3章で

ている 2つの対称性σ町lTσ内1ニ一T*とσ3Tσ3= Ttを使っているだけであり， BECが1成分である

ということは重要で、はなかった.n成分系に対する BdG方程式は 2n重項に対する方程式となる

が，それでも上達の 2つの対称性を持っている.そのため多成分系に対する BdG方程式において

も，本論文で

ことが結論される.本論文では簡単な例として，装結体に渦がある場合，凝縮体が光学格子中を流

れる場合の具体的な複素固有{重出現条件を求めラ不安定性の解析を行った.今後，より複雑な艇と

して多成分BECにおける複素国有値出現条件なども求めたい.また本研究は古典場の範囲を超え

ていえtいe 本研究で明らかにした複素国有値の出現の仕方を足掛かりにして，場の量子論的記述を

目指したい.

付録A Bogoliubov-de Gennesの方法による非摂動ハミルトニアンの

対角化

この付録で、は非摂動ハミノレトニアンを対角化する方法の 1つで、ある BdGの方法について紹介

する. この方法では場の演算子を BdG方程式の完全系で屡関することにより，非摂動ハミノレト

ニアンが対角化される.ゼロモードを考書、にした定式化は LewensteinとYou[45]，Matsumotoと

Sakamoto[46]によってラ複素モードを考患に入れた定式化は Mine等 [43]によって行われた.

A.l 複素国有f直が存在しない場合

まず非摂動ハミルトニアン (2.20)

んニJd'x [内)(K+ V-μ+2州市(x)

十 :g(F2(判的研仲♂(x例 的l)]， は1)

をBdG方程式に現れる Tを使って書き表す.争(x)を

¥、
I
t
-
-
/
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と定義すると，非摂動ハミルトニアン立。を

ん =~Jω(ふ

(A.3) 

と書くとができる.

ここでる(x)をBdG方程式の完全系 (3.29)で屡関する:

(A.4) め)ニ乞{anYn(X)+仇同}-ゆ0+おーが)

(A.5) 孔=-( Zn，る)， 

ド I(恥る)， 

an = (雪山岳)，
Qニ i(Y-l，る)， 

ただし

(A.6) 

とした.ここでみ(叫の定義 (3.15)とる(X)の定義 (A.2)より，誌が確かに弘のエルミート共役

であることが確認される.また Yo(X)，Y-l(X)の定義 (3.20)，(3.22)より ，PとQがともにエルミー

ト演算子であることが示される.これらの演算子の交換関係を以下のように課す:

(A.7) [Q，ρ] = i， 

[an， am] = dnm (A.8) 

その他の同時刻交換関係、は全て Oである.

さて φ(X)，こ課されている正準交換関係 (2.16)，(2.17)はる(X)を用いて

め)的')一(る打倒的I)r二 σ3d(X-X') (A.9) 

この式にる(討の屡開 (A.4)を代入し，展開係数に課した交換関係 (A.5)，と書くことができる.

(A.10) 

(A.6)を患いて整理すると，

ε{ Yn(x)話(X') 一山)z~(ピ)}+ YO(X)Y~l(X') + Y-l(X)必(X')=σ3d(X -X')， 

を得る.これはまさしく BdG方程式における固有関数の完全性条件 (3.29)である.これより展開

係数に課すべき交換関係が (A.5)-(A.6)であることが確認された.
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このように準備した争い)を (A.3)に代入することで、非摂動ノ、ミルトニアン Hoを

品=;02(釦 T釣)+長(Y-1， TY-1 ) + i笠(Yo， Ty -1 ) - i守(智 1，TyO) 

+;ε(私ゅう Tyη)+似 (Yoヲ Tzn)

÷?ι(ιT智n)十 54(ム Tzn)} 

十 iz(-taLQ(um，T豹)一丸Q(Zm， TyO) 

問、 +a:n~ (Ym， TY-1) +am ~ (Zm' T川)
+ ~~{恥(智m ， T払)+似(Ym ， Tzn) 、

山 +aman(Zm ヲ T仇)十 âmâ~( Zm， TZn ) ~ 

=工ι仇÷芸十時)， (A.ll) 

と対角fヒすることができる.ゼョモードは量子座標として非摂動ハミルトニアンに現れている.ま

たこのように非摂動ノ、ミルトニアンを対角化して初めて 1 BdG方程式の富有僅 Enを準粒子のエ

ネルギーと解釈することができる.ここで EnはYn(X)が属する自害値である.一方Zn(叫が嘉す

る固有値である -Enは非摂動ノ、ミルトニアンには直接は現れない.

A.2 複素国有値が存在する場合

ここまでの議論を BdG方程式に複素臣有値が存在する場合に拡張する.完全性条件が (3ι1)に

変化しヲ場の展開は

め)二乞{anYn(X)+仇伊)}ーの'O(X)+与ーが)

十乞{A/LYJl(X)+ E/LY*Jl(x) + Â~ZJl (x) + E!z*μ(X)} ， (A.12) 
μ 

となる.ここで

Aμ= (Y*μ，る)， 

九=(仰る)，

Aト-(Zゅ争)， 

勾=-( Zμ，る)， 

(A.13) 

(A.14) 

であり， φ(X)の王準交換関係を守るために，これらには交換関係

[Aμ、会tJ二 6μv，

[Aμラ Bv]=0， 

[Aμ，A:i=O， 

iβJl' '1え]=0， 

(A.15) 

(A.16) 
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が課されている ここでAμや丸はボソン型の生成消滅演算子の交換関係を満たしていないこと

に注意する.またAμ と亘μのエルミート共役は確かにそれぞれALと記になっている.このよう

に展開したる(的を (A.3)に代入すると，

P2/¥  
Ilo=乞EAan十三7÷乞(E;48μ 十ι8;Aμ)+ (c数)， (A.17) 

n μ 

と“対角化押される.

非摂動ハミルトニアンの対角北可能性を調べるために‘その複素モード部分を 2jc〉と書く:

2jc)二乞(E;ALBμ 十 EAん) (A.18) 
μ 

ここでボソン型の生成消滅演算子の交換関係を満たす演算子ちヲ &μ を

む=会(Aμ÷ι)， 

九=方(A;-4)，

(A.19) 

(A.20) 

と導入するむ，むを使って 4c)は

aj九玄[R叫)(仇-仇)-Im(~μ) (品{Lai+仇)]， (A.21) 
{L 

と表される.さらに以下の様な Bogoliubov変換で対角化を試みる:

&μ Cん -sμ己ぃ
孔=-sμむ+Cμ己.

(A.22) 

(A.23) 

ただし ci-4=1でありうむとιはボソン型の生成消滅演算子の生成治滅演算子の代数を満た

すする左巧C)は

4c)ニ玄I{Re(E，μ) -2c{LsμIm(E，μ)ド;ι-{Re(ι)十 2cμ仰 (E，斗dtμ
μ 』

一叫)府中(伺÷払)]， 仰の

となる しかし Eμ は複素固有{直なので ImEμ=1=0であり，毛÷岳 =0となることも不可能であ

る従 っ て 巧C)はボソン聖の生成泊滅演算子で対角化できないことが示された このように複素

眉有値が出現する場合は非摂動ハミノレトニアンは通常の意味での対角化されず，ハミルトニアンの

複素モード蔀分を“対角北"する演算子は示、ソン型の生成消滅演算子の代数に従わない.そのため

複素富有僅は準粒子のエネルギーと解釈することはできない.またこの場合通常の Fock表現が取

れず，状態の決め方は自明ではない [43，44].
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付録B Rossignori-Kowalskiの方法による非摂動ハミJレトニアンの対

角化

この付諒で、は非摂動ノ、ミノレトニアンを対角化する方法の 1つである RKの方法 [35]について紹

介する.RKの方法をによっても BdGの方法と同様，動的不安定性を示す接素モードを含めた f対

角化j を行うことができる.BdGの方法とは異なりラ RKの方法ではゼ、ロモードを考慮に入れた定

式化はされていないが，その点を除けl:f， 2つの方法が同等で、あることが示されている [36].

B.1 Rossignori-Kowalskiの方法

RKの方法では，生成消滅演算子による 2次形式のハミルトニアンを考える.そこでまず場の演

算子を遥当な正規完全直交系{叫切)}を用いて

仰)=乞いi(X)， (B.l) 

と展開し、非摂動ハミルトニアン (2.20)をボソン型の生成治滅演算子の交換関係を満たす演算子bi

を用いて書き表す:

品
=~ (ht h) (ユ!')(t) 

(B.2) 

ただし

Aij = Jん川町(ぉ)，

Bij = Jん ;(x)M

(B.3) 

(B.4) 

であり
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(B.5) 

(B.6) 

とした.Hoのエルミート性を受けて Aはエルミート行列，Bは対称行列になる.またたに課され

る交換関孫を Zで書き換えると

z zt _ (Ztt zt ) t二九 (B.7) 

となる.ただし
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である.

続いて Zに関する隷形変換

を考える.ただし
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(B.9) 
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ig--、

である.ここで同はb;のエルミート共役である必要はないが，以下の交換関係は満足するものと

する:

z'2't -(2句 trこら 、も'S
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I
i
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、

ただし

2' = (b' b') = zfts1， 
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(B.12) 

である.

次に zt= 2'ゆとなるようにWを定義したい.これはztt= (2'W)t =玩句lZ'であることと

ztt = SlZ =ふれノz'であることを利用すれば

政=SlWtS1， (B.13) 

とすれば長いことが直ちに分かる.交換関孫 (B.ll)の要請のために，変換W は等式

WS3W=S3， (B.14) 

を満たさなくてはいけない.特iこW が正員IJであるならば

Wニ S3W-1S3， (B.15) 

が成り立つ.

以上の準備のもとに非摂動ハミルトニアンを対角化する.まず以下では W の正射性を仮定し，

Hoを

主。 =;MZ¥ (B.16) 

と書き換える.ただし

げ =W1lW ， (B.17) 

である.ここで?ずを対角行列にするような W を見つけたい.そのため (B.15)を使い (B.17)を

S3冗，二 W-1S31lW， (B.18) 
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と書き換える.このようにして非摂動ノ¥ミルトニアン左。の対角化は

I A B ¥ 
冗 =S3冗=r -:_，.. ~.t I ， (B.19) 

¥-B本 -AtJ 

に対する対角化問題に掃着された.冗はエルミート行手IJではないため，棲素数国有値を持つことが

できる.1iが持っている BdG方程式と同様の対称性

Sl1iSl = -1i*、 (B.20) 

より， E(RK)がえの固有値ならば _E(RK)本もまた国有値であることが分かる.非摂動ハミルトニ

アン立ofまえの国有値 EJRK)う -EJRK)*を使って，

立。=LE;RK)り;十(c数)， (B.21) 

と「対角化j することができる EjRK)が実菌剤直の場合はムニ可であるが， EJRK)が譲素固有

値の場合は主#可であり，通堂の意味では対角化されないまたるわ長の待問発展は

82=84 e-zE:RK)t/h， 

bt=AetEjRK)t/h， 

(召.22)

(B.23) 

であり，複素国宥{直が存在する場合，指数関数的iこ増減する振る舞いを示す.つまりえにおける護

素国有値の存在は，系の動的不安定性を表している.

B.2 Bogoliubov-de Gennesの方法との同等性

( u(x) ¥ 
BdG方程式 (2.27)の固杏関数(~~~ ~ )を， RKの方法で用いた正規完全直交系 {Wi(X)}で

¥ V(X) J 

u(X) =乞ωi(X)， (B.24) 

り(X)= LVi叫(X)ぅ

と展開する.すると BdG方程式は

工(巧乙初J(X)+巧M 切';(X))ニ EL恥 μ)， 

一玄(UjM*ぉj(X)+巧ω';(X))= EL巧巧(X)ヲ

となる.それぞれ左から Wi(x)，Wi(叫を掛けて全空間で積分し

乞(Aめ+BijVj) = Eι 

-乞(BijUj+ Aji巧)ニEVj，
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を得る.ただし A，Bは (B.3)‘(B.4)で定義されたものである.ここで UとVを
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と定義すると
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となる.これはRKの方法における冗の思有笹需題に他ならない.以上をもって RKの方法と BdG

の方法が同等であることが示された.BdG方程式の固有{直EはRKの方法の富有笹E(RK)に完全

に一致する.また，冗の固有ベクトルと BdG方程式の富有関数は (B.24)，(B.25)によって結ばれ

ている.ただし RKの方法ではゼロモードを考慮に入れた議論を行っていない.ここで示されたの

はあくまで 2つの方法における，ゼロモードを除いた同等性である.
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