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1 Introduction 

これまで分子生物学の発展により，遺伝子やアミノ酸などの，生命の機能を担うパーツの性

質が明らかにされてきた. しかしパーツーつだけでは，生命が見せる豊か会機能は発揮されず，

複数集まることによって初めて機能する.実際にこれらのパーツを組み合わせる場合，その方

法は膨大な数に及ぶ.その中で、機能を持つ組み合わせは ほんの一部である.

例えばタンパク質について考えてみる.タンパク質の一次元鎖は 20種類のアミノ酸から講成

される.アミノ酸の一次元鎖は，分子内，分子聞の相互作用に従って三次構造に折り畳まれる.

その一次元鎖が，ある唯一の三次構造(nativestructure) ，こ折り豊まれることで，タンパク質は
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正しく機能する.この性質はタンパク質に特異的なものであり，タンパク質と間程度の分子量

をもっ一般的な高分子鎖においては，唯一の状態に折り畳まれることはほとんどない.このタ

ンパク質の折り畳みの過程は古くから研究されており，相互作用同士が互いに consistentであ

ること (consistencyprinciple， [1])，またそのポテンシヤル地形は，あらゆる初期条件から唯一

の解 (natIvestructure)をもたらすものであることなどが知られている.この特徴的ポテンシャ

ル地形は，ファンネルと呼ばれる [2]，[3].

タンパク質同様に， RNAにおいても一次元鎖から二次構造への折り畳みが正確であることが

知られている.このように，実際のタンパク質やRNAの配列には，ランダムiこアミノ畿や塩

基を組み合わせて作った配列にはない特徴がある.これらの配列は，進化を通して，膨大な組

み合わせ方の中から選ばれたものであると考えられている.

ここで，一般化された「遺伝子型j と「表現型Jr適応度j という単語を用いて，このような

進化の過程を考えてみる.以下，情報をコードする配列を「遺伝子型j と呼び，遺伝子型の持

つ情報に基づいて実際に発現した性質を「表現型j と呼ぶ.また表現型から決まる，その配列

の生存の有利さを「適応度j と呼ぶ.進化とは，遺伝子型に変異が起こり，その影響が表現型

に現れ，適応度が変化し，適応度の高い値体が生き残り，結果として，環境に適応した表現型

を発現する遺伝子型が得られる，とし寸仕組みで進む.例えばタンパク質であれば「遺伝子型j

はアミノ酸配列に対応するj遺伝子型j から折り畳みのダイナミクスを通して三次構造が得ら

れる.この三次構造が f表現聖j であり，表現型から f適応変j であるタンパク質の機能が決

まる.また絹臨であれば f遺伝子型j はそのまま遺伝情報であり，そこから遺伝子発現のダイ

ナミクスを経て遺伝子が発現する.発現した遺伝子パターンが f表現型j であり，表現型から

適応度が決まる.また多細胞生物の発生であればj遺伝子型j は遺伝情報であり，発生過程の

ダイナミクスを経て多細胞の状態iこ至る.この多締胞の状態が f表現型j であり，表現型から

適応度が決まる.

表現型は遺f云子型が与えるノレーノレに基づいて時開発展した結果として表れるものである.集

団遺伝学においては，遺伝子型は表現型から決定論的に決まると考え，遺伝子型をヲi数とする

関数により適応震を決め，集団内の遺伝子頻度の変化を譲べる方法が主流で、あった.実際の表

現聖発現ダイナミクスは，環境からの揺らぎを受けるため決定論的ではなく，同じ遺伝子を持

つ恒体罰で、も表現型は揺らいでいる [4].近年，これらの揺らぎを定量的に祷るととが可能にな

り，表現型揺らぎと遺伝子型進化の関係について活発に議論されるようになった [5]，[6].理論

の面からも，遺伝子聖と表現聖の双方の揺らぎを取り入れたモデノレを用いて，表現型の揺らぎ

が進化にもたらす影響について議論する必要がある.

本研究では，遺伝子型から表現型の発現に確率的な表現型発現ダイナミクスを挟み，その過

程にかかる揺らぎが進化に与える影響を検証する.同様な巨的の研究として， RNAのそデ、ノレ

[司や遺伝子ネットでのそデ、ノレ [8]，[9] ，[11] ，[12] ，[13]があるが，遺伝子型と表現型というこ自由度

のダイナミクスを，スヒ。ンモデ、/レ上で、表現する.抽象的であるが実体があり，また解析的に扱

えるスピンモデ、ノレ上で、モデル化することにより，統計物理の観点からこのような問題を考える.

ここで，議論を進める基盤となる概念についていくつか説明する.まず，遺伝子型の状態空

間は遺伝子型空間と呼ばれる.N個の遺長子座を持つ半数体を考え，各遺伝子は二つの対立遺

伝子A，Bを持っとする.仮にタンパク質の状慈空間を議論するのであれば，各「遺伝子J(ア

ミノ酸)は20種類の状態をとり得る.例として，簡単に対立遺伝子が二つの場合を考える i番

呂の遺伝子座に遺伝子 Aがある場合は lを， Bがある場合はむで示す.N遺伝子座の配位は 1

とGからなる N次元ベクトルで、表される.このベクトルを遺伝子型とする.各遺伝子型は超立

方格子上の格子点に置き，その最近接サイトには一つの遺伝子だけ配位の異なる遺長子型を置
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く.これらの遺伝子型が作る超立方格子が遺伝子型空間である.たとえばN=4の場合，全部

で24= 16の遺伝子型が存在し， (1，1ラ1，1)は (0，1，1，1)，(1，0，1，1)， (1，1，0，1)， (1，1，1，0)の4
つの最近接遺伝子型を持つ.各遺伝子型は，表現型発現ダイナミクスを与える.発現した表現

型は，それぞ、れ環境適応度を持つ.その適応度値を遺伝子型空間からの高さとし，その曲面を

適応度地形と呼ぶ.遺伝子型空間と適J;t;度地形を用いることで，進化とは適正;度地形のピーク

に対応する遺伝子型を探して，遺伝子型空間をサーチするダイナミクスであると表現すること

ができる.また表現型発現とは，遺伝子型空間から適応度地形へのマップである.

進化が起こるためには，遺志度地形iこはどのような構造が要求されるだろうか.Kauffmanは

様々な方法で遺伝子型に適応度植を割り振って適正、度地形上を作り，その上で適応衰のピーク

を探すことを試みた.まず出発点の最近接遺伝子型からランダムに 1つの遺伝子型を選び，そ

の適応震が出発点の適応度より高ければ，移動する.同じように，次の点の最近接遺伝子型か

らランダムに 1つ選び，その遺伝子型の方が適応度が高ければ移動する，ということを繰り返

す.このような進化ダイナミクスを行った結果，適応度ピークと適応度の谷がランダムに分布

している適応度地形上では進化が不可能であったため，現実の進化は，近接サイトが近い適応

度を持つような適応度地形，すなわち相関のある講造をした適応度地形上で起こると結論付け

た [14][15].
本窃究において，スピンモデル上で、進化を議論することにより，生物学的概念を統計物理の

言葉で説明することを試みる.ここでは特に，ロバストネスとしづ概念について考える.ロバ

ストネスとは，系の損失や突然変異などの遺伝的揺らぎ，また表現型発現にかかる揺らぎを受

けても機能を保持することができる性質を指す.例えば，代議tt支芯のネットワークが何らかの

影響で欠撰しでも，機能が失われることはほとんどないことが知られている.また化学反応は

揺らぐ環境下で行われるが，生物は機能を保つことができる.前者は遺伝子変異 (geneticnoise) 

に対するロバスト不ス，後者はノイズ (epi-geneticnOIse)に対するロバストネスと呼ばれる.ロ

バストネスは進化により得ることの出来る特性であり，ランダムな遺伝子型には錆わっていな

い.またロバストネスの進化は，表現型の揺らぎにより影響を受けることが，実験などから知

られている.今回の研究で考意する表現型発現過程のノイズは，遺伝的要因が全く作用しない

epi-genetic noiseである.二方向のロバストネスには正の相関があるとされている [11]，[12J.表

現型にかかるノイズを通して，変異に対するロバストネスがどのように変色するのか，またそ

れが統計力学的にどのように説明されるのか，このそデ、/レを用いて検証したい.

この論文の構成は以下の通りである. 2章で、モデ、ノレの説明をする. 3章で数鑑計算によりモデ

ルの振る舞いを見る.4章で解析的な説明を試みる.5章でまとめと今後の課題についてふれる.

2 Model 

N個の遺伝子を考える.各遺伝子の状態は {Si}(i = 1γ ・.，N)で表す.全Nfl臣の遺伝子の配

位を表現型とし，ベクトノレSで表す.Siは土1の二状態を取るスどンえある.遺伝子型は，N

個の遺伝子関の相互作用行列{ゐ}(i，j=lγ ・.，N)の配位とし，ベクトルJで表す. {Jij}は

全結合で対称な行列 (Jij= Jji)とする、 Jijも簡単のため二状態をとるものとし，それぞれ土1

で表す.したがって相互作用の組はct_'組存在し，遺伝子型の状態数は 2げである.進化ダイ

ナミクスでサーチする遺伝子型空間は最近接サイト数が CFの， (Cf /2)次元超立方格子であ

る.また適応度地形は， 2CJVの遺伝子型が作る適応度曲面である.

まず表現型 Sの発現ダイナミクス，すなわち遺伝子型空間から適応度地形へのマップを設定

する.ここでの設定法グラウパー模型に従う [16J.Nスピンから成る系は，温度むの熱浴に接
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している.Tsは表現型発現において環境から受けるノイズ強度を表す.各スピンは土1の二状

態を遷移する.その遷移確率は温度むの熱浴と，自分以外のスピンの状態によって与えられ

る.毎ステップ，あるスピンがランダムに選ばれ，状態遷移するか否かが確率的に決まる. 1 

ステップに 1スピンの遷移を試行する場合，相互作用配位 J，温度 Tsの環境下での N スピン

の確率分布嬰数民SIJ，Ts，TS)は，次のマスター方程式で記述することができる.

竺P(SIJ，Ts， Ts) = 一)~叫(Si → -SiITs)P(SIJ ， Ts，な)dt ム」

÷三ンi(-Si→ SdTs)P(SiIJ， Ts， Ts) (2.1) 

アsはスピン時間変数である.Wi(Si→ -Si!TS)は，スピン Siが時刻なにおいて Siから -Siへ

反転する確率を表している.また SLは.Sと比較して i番目のスピンのみが反転している状態

である.ハミノレトニアン

H(SIJ) =古54州 (2.2) 

を与えた場合，温度 Tsでの平苦言状態は，カノニカ/ルレ分布

P 仰 ，Ts刈Tむ匂5)= zぷT九s)eε内f1sll(一一Il(SI川 叩f汽m判ω{但例仰附S明印刷iμ凶J幻)? ゐ叩(μJ川 )= 亨苧e内削M山…H州H(SI叩叩(伊何附S訊印制iμ山J幻) ρ 

に収束する.ここでβ5= 1/むとした詳細釣合の条件

切る(Si→ -Si)P(S!J，Ts) =問 (-Si→ Si)P(stIJ，Ts) (2.4) 

を満たすようにダイナミクスを構成すれば，スピン辻カノニカル分布で与えられる平衡状態へ

叙束する. (2.4)に従うと，遷移確率は

釦 i(Si→ -Si) r丈........... T n 1 
= exp 12 ) • Jij Sj I (2.5) 

jヲii

となる.この遷移確率を用いてマルコフ過程を構成しこれを表現型ダイナミクスとする.す

なわち，スピン Sは遺伝子型Jが与えるハミルトニアンが作る自由エネルギーランドスケープ

の上で緩和する.緩和状態におけるスピン配位を，発現した表現型とする.一つの遺伝子型か

ら唯一の表現型が決まるのではなく， (2.3)の分布に従い，温度Ts唱に対応する多様性を持って

いる.

次に，遺伝子型 Jのダイナミクスを与える.遺伝子型の進化が起こるために必要なことは，

発現した表現型に適応度の差があち，そこに海汰がかかることである.その結果として，最も

高い遥応度を中心とし，淘汰圧が与える分散内の適応度を持つ個体が生き残り，遺{云子型が後

世にイ云わっていく.遺伝子型の進化の道読を示す適応度は，表現型 Sにより与えられる関数で

ある.表現型ダイナミクスの設定で，表現型 Sは緩和後の記位であるとした.つまり表現型S

は遺伝子型 Jの 1ステップ内で緩和しており，時間スケールが完全に分離されている.遅い変

数 Jのダイナミクス内で，速い変数Sは統計平均を取り，消去する.この近叡操作は，遺伝子

型と表現型のダイナミクスのスケールの違いを表している.遺伝子の突然変異は一極体内でも

頻繁に見られる現象であるが，実際に次の世代に{云わるのは一世代周期である.一方，表現型

発現ダイナミクスは化学茨芯の時間スケールで、あるため，表現型のダイナミクスと遺伝子型の

ダイナミクスの時間スケールには大きな開きが忘る.また，この近訟を使うことにより安クエ

ンチ系の統計力学の手法を用いた解析を行うことができる.
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スピンダイナミクスにおけるハミノレトニアンのように， Jダイナミクスの参照関数となるの

は，適応度である.適正:度は次式で定義する.

日 t(JIむ)= ¥日制-Sj)) = 1r rr似 -Sj)P(SIJ芯) (2.6) 
t<jモt t<Jεz 

H(SIJ)は(2.2)で与えられるハミルトニアンである.tをターゲットベクトノレと呼ぶ.ターゲッ

トベクトノレは任意の t個のスピンの indexが作るベクトノレである. これら t個のスピンをター

ゲットスピンと呼ぶ.スどン定常状態において，全スピンのうちターゲットスピンのみにかけ

た局所的拘束条件が満たされる割合として，適応度を定義した.d関数部分はF ターゲットベク

トノレが全て同じ{重であれば+1，それ以外は -1を取る.つまりターゲットスピンの配位が揃っ

た状患を実現させやすい Jほど適応度が高い.このターゲットが捕った配位を適応配位と呼ぶ.

全スピンの表現型のうち，適応変に顕わに寄与しているのはターゲット部分の表現型である.

海汰に大きく影響するのはターゲット部分である.一方，ターゲット以外のスヒ。ンの影響は小

さい.このように，論じている表現型に対して中立であるスピンを設け，中立スピン間の相互

作用車己位という，温震依存性が反映される元長性をモデルに与えた.

スピンと同援に，グラウパー型のダイナミクスに従い， 1ステップに 1つのらの状態遷移を

試行する.Jのマスタ一方程式法

シシかF刊(ロJI陀己丸Tj，TJア乃件J

i~ iくj

(2.7) 

で与えられる • Wij(Jij→ -JijITJ)は時刻 η で Jij→ーよりに反転する確率を表し，喜三位 Jijは，

Jと比較して Jijのみ反転した配f立を表す.温度Tj の熱浴に接しているとすると，遷移確率は

他の相互作用の状態と，熟浴により与えられる.ここでの熱浴の意味とは，淘汰圧である.定

常状態は，適応関数 (2.6)とわが与えるカノニカル分布

P(J，号、TJ)=IJIFzt(Jrs¥ZJ{TqTF)=ITJIFzt{JFs)(28) 
ZJ(Ts ， TJ)~ '~J\~C"~ .J J J 

に収束する.詳締釣合の条件

日 ij(Jij→ -Jij) 

Wij( -Jij→ Jij) 

r

一ロ
t

一日

F

一F

b

一β
e
一f一一 (2.9) 

を講たす遷移薙率によりマノレコフ過程を構成し，これを Jの進化ダイナミクスとする. 1ス

テップに 1つの Jijの状態遷移が試行され，遷移確率は 7.tJij(Jij→ -Jij)であるので突然変異率

は 1jcfx切り(Jjj→ -Jij)である.Wij(Ji.i→ -Jij)壬1であるので，突然変異率は最大でも

ljCt'である. Eigenが示したように高い突然変異率での進化は errorcatastropheに陥る可龍

性がある [1可.また 1つの Jijあたりの突然変異率が低い笹で国定されていても，Nが大きい場

合はCITorcatastrophcに陥る可能性が高い.そこで， N'こ依らずに最大でも 1つの Jげだけが

変異する，歩福 1の遺伝子型空間のサーチとした.以上の設定を模式的に図 1に示す.

3 数値計算の結果と考察

3.1 適応度とエネんギーの振る舞い

まずは接々なTs，TJで、のモデノレの振る舞いを観察するため，スピン数 N= 15，ターゲット

数 /'=3として数誼計算を行った.スゼンダイナミクス， Jダイナミクスともメトロポリスモ
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Fitness landscape 
(Pheno匂pe)

Phenotypic 
expression dynamics 

Genotype Evolutional dynamics 
Genotype space 

罰 1:遺伝子型空間と適応度地形の図.遺伝子型空間を構成する格子点は遺伝子型 (Jの配位)に対応している.最

近接iこ存夜する二つの遺伝子型 JA，Jaが与える白白エネルギー上で、逼度九，でそンテカノレロシミュレーションを

行い，適応変 Fil(JA)，Fil(J討を得る.JA，JB のどちらが生き残るかiま，Pit(JA)とFil(JB)と淘汰fETJで決

まる.

ンテカ/レロ法を用いた.特にスピンダイナミクスについては，効率よく適応度を祷る必要が島

るため，交換モンテカルロ法を用いた [18].遷移確率は，それぞれ詳細釣合の条件を満たすよ

うに与える.

切 i(Si→ーSJ=m凶 (3.1) 
J 

Wij(Jij→ -Jij) = min(l， exp[βJ(Fit(J) -Fit(JtJ))]) (3.2) 

JlJはJのうちんのみが反転した配位を表す.これらの設定のもと，適応度(3.3)とエネルギー

(3.4)のTs，でI依存性を観察した.

[Vil] (九九)=亨P(Jjち)Fu(JITs) (3.3) 

[E](むヲTJ)= T}P(JITs， TJ)E(J， Ts)二宮町JITs，TJ)1}H(SIJ)P(SIむ，J) (3.4) 
J '8  

P(SITs， J)， P(JITs， TJ)はそれぞれ (2.3)，(2.8)であり， (3.3)， (3.4)ともスピン，J(こ関して

二重平均された物理量である.温度依存性について触れておくと ，TJは淘汰圧，つまり分布の

編を決めるパラメータで、あったので，Jの分布関数が TJ依存性を持つ.適f，芯度，エネノレギー

とも J平均を取ることでT.，掠存性を持つようになる.一方，む依存性は，スゼン平均を取る

ことで生まれる.国 2に，適応度とエネノレギーのTs，TJ'依存性を示す.タ軸方向にスピン温度

Ts • y軸方向に TJをとり ，z軸方向を適応度またはエネルギーとした.

適応度は，Ts， TJの単調減少関数である.ちが上昇すると適応度は下がるが，その下がり

方はじによって異なる.むが抵温の場合，TJを上昇させても高い適応震を保つことができる

が，Tsが高い場合は，TJ上昇に対して連続的に適応度を下げる.

一方，エネルギーは非単調な振る舞いを見せる.まずTs，TJ低温領域には等エネルギ一面が

形成される.Tsを上昇させるとわによりエネルギーが下がる場合とエネノレギーが上がる場合

が見られる.TJ高温領域では，Ts上昇に従ってエネルギーは緩やかに上昇していく.しかし

TJ抵温領域では，Tsを上昇させていくとち r-v2.0付近で、エネルギーが急激に下がり，その後
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(a) 
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|吋 2:(a): j車定、度の 7ト 1'J怯存性.1's，1'Jの単調減少関数である，

(b):エネルギーの 2三，1'J抜存性.1'sを上昇に対し，エネルギーは 1'.1低逼では下がり ，1'J 高謹では上がる.
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以13:む=0.5 X 10-3での適応、度とエネルギーの 1's依存性.(a)に適応変， (b) Iこエネルギーを示す.

再び上昇するという非単調性が見られる.この非単語性は通常の熱力学では見られない現象で

あり，ある温度領域で、は負の比熱を持つことがわかる.このような非単調な振る舞いは， 7，低

温の場合のみに観察されるため，以下の議論は主にちを低逼で止め，むを動かした場合の系

の振る舞いの変化を調べる.そこでちを十分低い温震(=0.5 X 10-3
)で止めた場合の，適応度

とエネルギーの変化をち依存性を図 3にプロットする.これは図 2をわ=0.5 X 10-3平面で

切った留に対Eむしている.

TJ i託温，九"-'2.0の領域では，高い適応、と低いエネ/レギー状態、が同時に実現していることが

わかった.すなわち，適応配{立が低いエネルギー状態に対応するような Jが選択的に存在して

いると考えられる.また，適応条件はターゲットとしづ局所的部位に課しているにもかからず，

全スピンの関数であるエネルギーに非単調な振る舞いが見られることから，全スどンの協同的

な振る舞いと局所的適応の関連性が示唆されている.このような Jはどのような仕組みで選択

されたのか，またそれが有限7<;で見られるのは何故か.以下の章で詳しく考えていく.

3.2 Jの構造

本節ではJの温度依存性を特徴づけるパラメータを設定することにより，む rv2.0で見られ

たエネルギーの減少について考察してみる.まずターゲットスピンという特別なスピンが存在

することにより，進化の過程で相互作用んにかかるバイアスは一様ではないと考えられる.そ

こで Jを，ターゲットスピン関の梧互作用{Jij} (i) j E t)三 Jttと，ターゲットとターゲット

以外のスピン関の相互作用 {Jij} (iε t，j t/: t) 三 Jto • ターゲット以外のスピン掲の棺互作用
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{ J;j}布、jf-t)三 JO()という 3種類の Jリ iこ分ける. J = {JU1 Jt01 JOO}である.適応を獲得しつ

つ，エネルギーも下げるために， 3種類の Jijが満たすべき条件を考える.

(a) 

司，
h

-

d
z
-

よ
亀
-

(b) 

1><1 4:ターゲットスピン 5tl' 5t2， 5t:;と，ターゲット以外のスピン 501，502
の相互作用.

い)::3つのターゲットが作る二三角形. .Ifl12 = Jt2t:< ニ λ1t
3

二 iであれば，安定にターゲットスピンの記{立が揃う.

(b): 5tlぅ5t2と5
01

の作る三角形.JttU1 X Jt201 = 1なら安定.

(c): :3つのターゲットと 2つのターゲット以外のスピンが作る六面体.ターゲットとの t本の掠亙作照を一本の陪

1.i.f乍用で去しその桔瓦詐用と J0102の作る三角形にフラストレーションがなけれぜ安定，

まずターゲットスピン関の桔互作用 Jttが強磁性棺互作用であれば，ターゲット関が揃うこと

で、エネルギーは砥くなる(図 4(a)). そこで，Jttが+1を取る割合を表す次の量を定義する.

争1(Ts，TJ)=1f，2， \r~Jijl (3.5) 
的-1)lqtZ31 

(. • • ]は Jの分布 (2.8)による平均，係数は組み合わせの数を表す.ターゲット関相互作用が強

磁性棺互作用であれば， (3.5)は 1に近い値を取る. ~l は，ターゲット間の直接的な相互作用

のエネルギー的安定性(フラストレーションの有無)を示すので> 1st order e百ectと呼ぶ.

次に，ターゲットとターゲット以外のスピン間の相互作詞 Jtoの配位を考える.ターゲットス

ピンのうち 2つ (Stl)St2)と，ターゲット以外のスピンの 1つ (SOl)で作る三角形を考える.SOl 

とStl'St2との相互作用に Jt101 X Jt202 = 1の関係があれば，三角形をフラストレートさせるこ

となく SIIとSt2は揃うことができる(図 4(b)).そこで，次の量を定義する.

制 Ts，TJ)=百七;[ZEMKl (3.6) 

ふが 1に近い値を取るときは，ターゲット以外のスピンkもターゲットが適応配位を実現する

協力をしている.もは， 1つのターゲット以外のスピンを挟み. 2本の棺互作用を介してター

ゲットを安定に揃える効果を表すので， 2ndorder effcdと呼ぶ.

さらにターゲット以外のスピン間の相互作用 Jo。を考える.ターゲット以外のスピン Solは

全ターゲットと相互作用しているので;， Jtoタイプの相互作用を全部で t本持つ.~2 の{亘が示

すことは，t本のよ。のうちの 2本が揃っているかどうかであり ，t本全ての記{立は分からない.

そこでまず， !.<)Olが持つ t本のよ。相互作用を一本の相互作男 ?E二日Jo}，iで表し，ターゲ、ツトの

つムq
t
u
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作る平酉と，この重みで桔互作用をしていると考える.同様に，802とターゲット関の t本の相

互作用を，一本の相互作用 fLiEt Jo2，iで表す.J.ω2の取るべき配位は，これらの相互作用と作

る三角形にフラストレーションを与えない配位である.そこで次の量を定義する.

2 r~/l~ ¥ 11...---.. ¥1 

争3(Ts，TJ) {1¥r ，¥I1¥T 丞唱、 12二(i1: Jik) J kl ( i乞Jメ)I (3.7) 
kくlf/.t iモt jモt

二つのターゲ、ツト以外のスピン 01，02間の相互作用は， (3.7)を1に近づける配位を取れば，ター

ゲットを安定に揺える効果を持っと考えられる.すなわち，J0102は，01と3つのターゲットが作

る四面体での dominantな相互作用と， 02と3つのターゲットが作る四面体での dominantな相

互作用に協力する配{立を取ればエネルギ一的に安定で、ある(国 4(c)). (3.7)は， 3本の桔互作用

を介してターゲットを安定iこ揃える効果を表すので， 3rd orむre長 ctと呼ぶ.これらのも， <T2， 

hの温度依存性の結果をそれぞれ図 5に示す.また特にエネルギーの低い預域での<Tl，争2，争3

を見るため，図 3同様iこ， 1'.， = 0.5 X 10-3での 1'."、依存性を同時に示す.
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図 5:φ)，CT;l，φ3のむ，TJ依存性.右下の密は T.， = 0.5 X 10-3での争i(口)，CT2(O)， CT3(6)の Ts依存性.

国 3.(b)でエネルギーの減少が見られた Ts"-' 2β 近傍で， <Tl'<T2，<T3が全て最大値をとって

いることがわかる.Tsを上昇させると，まず Jttが全て十1をとるようになり，その後 Jt。が

ターゲットを助ける配位をとり， さらにみ。もターゲットを助ける百三位をとる.Ts '" 2.0で，

Jtt1 Jto， Jo。の全てがターゲットを安定に捕える配位をとっている.

ここで，次の量を考えてみる.

r ~ _ 1 _. 2 r...---.. 1 
争! =i、、 Jijl， <T;=lllT ，，¥/;， .1 1\1)~Jìjl (3.8) 

庁(N-t) l向計上 3-(N-t)(N-t-1)ldt j 

これらは<1>2ヲ向とは異なり，Jto， Jooの単純和である.TJ = 0.5 X 10-3における，これらの Ts
荻存性を菌己に示す.<T2'争3とは異なり， (3.8)は，どのTsにおいても 9のまわちで揺らいで

いる.このように Jto，Jo。のち依存性は，<1>;，4>;では観謝できないが，争2，<1>3だと観測できる

q
J
 

qu 
oo 
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ことがわかる.一方でみのj量産抜存性は争lで観測することができ，特に中間温度のむでは

最大値を取った.これらの結果は， Hopfieldの連想記態モデ、ノレと関連付けて理解することがで

きる [19]，[20].

2
T
げ

同 6:φ~(口)と争~(O) の Ts 依存性，中央の線は O を示す.

Hop五ledmodelの連想記憶、モデルは，発火(+1)，非発火(-1)の二状態を取る N倍のニュー

ロンのネットワーク {Si}~こ， Hebb員Ijを用いて p倍の N次元ベクトノレのパターン{ごつい=

1 ・.，p)を記憶させ，それらを想起させる陪題である. Hebb長lJでは，相互作用行列 {Jij}は

J，j 二 ε:=1E，rE，1のように与えられる.この Jが作る自由エネルギーの globalまたは local

Illuumumは，記憶させたパターンに対応している.N留のニューロンは時開発展の結果，初期

条件から最も近いアトラクタに落ち，アトラクタに対応するパターンを想起する.埋め込む記

掻パターンが有担額の場合は，臨界温度以下での安定な想起が実現するが， p=αN(αと0.14)

だと，記{意させたパターンがスピングラス的自由エネルギ一地影を作り，想起に失敗すること

が知られている.特iこp=lとし，その 1つのパターンを想起した状態を Mattisstateと呼ぶ.

p=lであるため，一つの globalminimumが存在し， Mattis state (こはフラストレーションが

無い.

すなわち，ある特定のパターン(ただしE二Siヂ0)を埋め込んだJを多数用意しそれら Jij

の和を計算すると，有限の値を取ることは明らかである.進化させた Jの，ターゲット関 Jij

の和であるふは Ts中間温麦では有摂の値をとるが，その{也の Jijの和(争i，争;)は Gであるこ

とから，ターゲット以外の部分には特定のパターンが埋め込まれていないことがわかる.

まとめると) Ts rv  2.0での分布 P(JITs，Tj)に従って分布する J群のターゲット間相互作用

Jttには，適応配位という共通のパターンが埋め込まれている.したがってスゼンが適応配位

をとった場合，ターゲット部分に関してはフラストレーションはOである.一方)Jto，Jo。には

そのような一意的構造は存在しない.代わりにフラストレーションが少ないという特徴を持ち，

ターゲット部分の安定な想起をサポートしている.このような Jが実現していることにより，

右中間温度では適応と由時iこエネルギーが下がるとし 1う結果が得られていたことがわかる.

最後に，rある中間温震で進化させた Jtこはフラストレーションが少なしリという現象は，ター

ゲットのパターンに依存しないことを注記しておく，ここまで，ターゲットの適応ノえターンを

お1，SI2'S，.:>， (1，1，りとしていたが参加の記位を適応ノミターンとする場合は，Jをゲージ変換

し， <1>1 r-..; <1>3を定義し直すことで同様の議論が可能である.
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3.3 緩和ダイナミクスの温芝依存性

ここまで定常状態の性質を観察してきたが，本節では緩和のダイナミクスを考えてみる • TJ 

は十分低温で画定して (TJ= 0.5 x 10-3)， Tsのノイズ環境下で適応した JをJadp(Ts)と表記

しておく • Jadp(Ts)とは，温震Tsで，スピンのエルゴード性が破れていない場合に適応できる

Jであると解釈することができる.

この Jadp(Ts)の上でのスピンの緩和ダイナミクスを観察するわけであるが，適応度というも

のは，平傷状態、に行きついた後に時龍平均をとる物理量であるので，横軸をスピン時間(モン

テカノレヨステップ)としてプロットする三とができない.そこで代わりに等価な物理量として

target magnetization 

t = I~ 工兵| (3.9) 

を導入し，その時開発畏を観察する.t = 3の場合. mtは二値をとる変数であり，適応配f立が

実現しているときは mt= 1. そうでない場合は mt= 1/3である.

特にフラストレーションが多い領域と少ない領域を比較するため，Jadp(Ts = 10-3)とJadp(Ts= 
2.0)上での緩和ダイナミクスを観察する.その際のスどン温度は，共通の極低逼スピン塩度

T~ = 10-5とした.これは.Jadp(Ts)の構造を際立たせる呂的がある.初期条件と Jadp(Ts)に

関する平均を((. • • ))と表記し，平均化した ((mt))の持関変化を調べた{図 7).
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国 7:({rnt))の Jadp担治上での持開発展.Ts = 10-3とTs= 2.0の場合を示している.inset は，((mt))を (3.10)

でフィッティングしたときの緩和時詞ァとq又東{直m;の湿度依存性.左の軸i土ァに，右の軸はm;にそれぞれ対応

している.

その結果.Ts = 2.0で適r.むした J上でのダイナミクスは緩和が早く，またi反束値が高い.一

方で，号=10-3で適応した J上でのダイナミクスは.T._"・中間温度と比較して遅く，また収束

{直も低い.そこで様々な J(Ts)でのダイナミクスを観察し， ((mt))を

((mt)) = m; + cexp[-t/T] (3.10) 

でブイツテイングし，緩和時間ァと収束値m;を見積もった.その結果を図 7に同時に示した.

収束僅m~ はむ低温で抵くなり，緩和時間 T はち低温で長くなる.これは， Ts低温では初期条

件飲存性が残っていることが原因である.ある初期条件によっては，長い間適応できない local
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mlllllllumにトラップされてしまい，平均適応度も下がる* Jαdp(Ts = 10-3
)上では，T，去のス

ピンは最大適応度を獲得できない.すなわち Jadp(Ts)はスピングラス的地形になっていること

がわかる---方，Ja判む=2.0)は，T~ としづ極低温のスピンでも最大適応度を獲得できる.
これは J山 11'(Ts= 2.0)のエネノレギ一地形がスムースで，あらゆる初期条件から簡単に緩和でき

ることを表している.

前節の結果とまとめると ，Ts低温での適応 Jにはフラストレーションが多く存在しまたエ

ネルギ一地形はスピングラス的である.一一方Ts中間温度での適応J'こはフラストレーション

が存在せず，スムースなランドスケープであることが明らかになった.

3.4 変異に対する口バストネス

前節の結果から，Ts低握，Ts rv  2.0で実現している Jの，配位に関する性質と，エネノレギ一

地形に関する性質を得ることができた.本節では，これらの Jが遺{云子型の変異に対してどの

ような応答を示すかを検証し，ロバストネスについて議論する.

本モデルにおいて変異とは， J の配{立をランダムにフリップさせることに対応する • Jadp(Ts) 

に突然変異率μで変異を与え，変異遺伝子型 Jadp(1トμ)を得，撞抵温環境下 (73=10-5)で，

変異遺伝子型の適応度(すなわち Fit(Jadp(T:.ιμ)I'T;幻)を祷ることで，Jadp(Ts)の変異に対する

ロバストネスを観察する.この際，表現型発現にかかるノイズを極力消し，変異による影響の

みを取り出す狙いで極低温スピンを用いている.低温を代表して Ts= 10-4と，中間温度を代

表して Ts= 2.0の Jadp(Ts)をそれぞれ 150サンフ。ノレ用意し，変異 Jの遥応度を観察した，図

8に， 150サンプルの Fit(Jadp(Ts ヲ μ)IT~) の平均笹の μ 依存性を示す.

Fit(J'吋(穴、μ)I T，' = 10-5) 

;;!! 
0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 
g 

をT=2，0 

0.2 0.4 メ1 0.6 0.8 1.0 

留任突然変異率 1Iで変異を与えられた Judp(T..c;， 11.)の，T.去=10-5における適応度.適応震が 1からずれ始める

突然変異本をんと定義する

J(Ts = 10-4
)の適応度は，少しでも変異が入ると下がり始める.一方Ts= 2.0では，突然変

異率がある関値j1，cを超えたところで適応度が下がり始める.JI"c以下の突然変異率では，適応震

は変異の影響を全く受けずに，最大の適応、度を保つことができる.そこで，んのTs依存性を調

べた.μcの値とフラストレーションの有無の関係を明らかにするため，図質的に，q.l)争2，争3

とμぜを同時にフ。ロットした.Ts低温ではん =0であるが，む中間温度ではんは有摂の値を

取る.さらに乃を上昇させると ，licは再びGになる・んが有限である温度領域は，特にター

.Ys i氏ゐlで緩和喜与問が非詩li越になっているのも，これが原凶である.初期条1'1こによっては長い間適応度の低い localminimumにトラップ
されることになるため，指数緩和よりも遅い緩和を見せ，フィッティング関数 (3.10)が適切でなくなる.またそのような localminimumに
トラップされる初期条件の割合は， 'ntl が iと 1/3をとる -.fl出変数であることを考えれば，国 7から見積もることができる
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ゲット近傍のフラストレーションがO(2nd order effect cf>2 = 1)の領域と対応していることがわ

かる.そこで弘が最大値 1をとる温度領域を 72三Ts三TS2と定義する(図 9(a)).

(a) 、‘，Jb
 

1.0 
0.1 1.2 

0.8 0.16 
0.08 

0.8 

0.6 0.06 
句、

ら『

0.6 

0.4 白書.08 0.04 。‘4

0.2 

TJZ 
0.02 。

0 

o 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.号 3.5 4.0 

主

-0.2 
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 

τ s 

図 9:(a): T， = 0.5 X 10-3における，んとフラストレーションのパラメータの Ts依存性.口 iまφ].0は(1)2.

ムは令3. 本 iまμc.

(0):ターゲット周りのフラストレーション (2ndorder e長 ct，φ2)の Ts.TJ依存性.色の明るい領域が.local 
M乱 lissLateの得られる温度額域である.

731 5玉Tss; T~2 ではふは 1 であるが久は Ts r-..J 2.0を徐き，厳密に Iではない.争1 争2ニ

1， <1>3ヂlである Jとは，ターゲットとその周菌の相互作用(よれよ。)には，フラストレーショ

ンが存在していないが，み。関に有摂のフラストレーションが存在している Jである.このよ

うな争1 争2= 1である JをlocalMattis stateと定義する.特に争3の場合は Mattisstateで

ある. local Mattis stateは変異に対してロバストであることがわかった.

最後に， local Mattis stateの実現する温度領域73152TS52TFのわ依存性について議論す

る.ここまでお=0.5 X 10-3で酉定した場合のむ依存性を観察してきたが，一般のちにお

ける TShTfを見積もるため，図 9(b)に〈んの笹を 7トTJ平面上にプロットする¥その結果，

T.， を上昇させると， local Mattis stateの得られる温度領域が狭くなり，むと 0.05では local

Mattis stateが存在しないことがわかる.

以上をまとめると， T.， 三0.05では， TSi，TFを用いて Jの棺を分けることができる.ノイズ

強度の号品、環境下(TsfETF)で適応した Jにはプラストレーションが多く存在し， ruggedなエ

ネルギ一地形を持ち，変異に対して不安定である.この梧はスピングラス拐に対応していると

考えられる.一方，ノイズ強度のやや強い環境下 (7215;TS55732)で進化すると)local Mattis 

stateと呼ばれる，変異に対してロバストな Jを得ることができる.この Jにはフラストレー

ションが無く，またスムースなエネルギ一地形を持つ.またノイズが強すぎる場合 (Ts 三 T~2)
は適応できない.この桔は常磁性棺に対応していると考えられる.

このように，ターゲットを基準としたフラストレーションで Jを特徴づけることにより，ノ

イズに対してロバストである， local Mattis stateとしづ特徴的遺伝子型を定義することができ

た.また localMattis stateを基準にすることで， T51τT52を用いて， Jの相を議論することが

できた.一方，なぜlocaltvlattis stateがち有限温度で得られるのか，という間いに対しては

この段階ではまだ答えられていない.そこで次の章では， TSlfETS55T52でロバストな local

Mattis stateを獲得できる仕組みを，解析計葬から探ってみる.

車{主19(出)の 4・2は，紋19(b)の TJ= 0.5 X W-3平而を切り 1lJしたものである，
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4 解析計算による説明 ー適応度地形の構造ー

スピン温度7315ETS55132で進化した Jはなぜロバストであるのか，またなぜ有限温度であ

るのか，その理解のためには適応度地形の講造を把握することが必要である.本章では Mattis

stateおよびlocalMattis stateと，その近傍の Jの適応度の Ts依存性を解析的に譲べること

で，これらの開題に答えることをE指す.

まず4.1節で強磁性体の適tt震を求める.そして強磁性体から，全てのMattisstate(争1-色=

争3)の配位と適f，芯度が得られることを 4.2節で示す.またその他の弘ヂ 1のlocalMattis state 

の適応度が，強磁性体の適応震から得られることを 4.4節で示し，導出する.また争1，もチ l

である Jの適応度も導出し，最後に適応度地形の構造について説明する.

4.1 強磁性体の適応度

Mattis stateとは，フラストレーションのパラメータ争11""'-'争3が全て 1をとる J配位である.

この条件を満たす Jのうち，もっとも簡単なものは強磁性体である.そこでまず強磁性体の適

応変を求めてみる.

J の第 η励起状態の状繋数を ~F(En(J)) ， そのうち適応条件を溝たす配位数を Wf(En(J)) と

定義すると，適応変 (2.6)は，次のように表すことができる.

zn H'j(En(J))eβsEn(J) _ Zj(J) 
Fit(JITs) = 一 一 一 一 (壬1)

2二 ~V(En(J))ε-ßsE，， (J) - Z(J) 

適応度を求めるには，Zj(J)， Z(J) を求めなくてはならない• Z(J)は分配関数である.強磁性

部を JOと表記すると，強磁性体の適応変を得るためにはZ.r( JO)， Z ( JO)を知る必要がある.そ

こで， local Mattis stateの解析の第一歩として，これらを求めてみる.

4.1.1 強謡性 Jの分配頭数

JOの分配関数を求めるためにはJOの与えるエネルギー準位 En(JO)とその縮退度 W(En(JO))

を得る必要がある. JOの基底状態に対応するスピン配{立は，全てのスピンの方向が擬う配位で

ある¥相互作用は全結合であるので，この配位の与える基底エネルギーとその縮退度は，

Eo(JO) = -C~ぺ ~V(Eo(JO)) = 1 x 2 (4.2) 

である，ここでハミルトニアン (2.2)の係数l/VNは省略した.

全スヒ。ンが揃っている配位からスピンを一本ずつ反転させていくと，エネノレギーは上昇する.

第 η励起状主主に対応する配位は，Nスピンのうち η スピンが反転している寵位と，その Z2対

称な配位である.エネルギー準位と縮退度は，それぞれ

E托(JO
)= Eo(JO) + 2(N -η)n， ~V(En(JO)) = C1~ X 2 (4.3) 

で与えられる. (4.2)と同じく，ハミノレトニアンの係数 l/VNは省略した.nには上譲nmaxが

存在する.Nが偶数の場合，N本中 N/2本が反転しているスピン配位が最大励起状惑を与え

る.ただし，そのみ対称な配位も自分自身であるので，

lV(EnmJ=ctiαx' nma.I N/2 for 1Veven (4.4) 

本-rスピンが +1. あるいはその Z2対称な配伎でふる，令:スピンが 1という配位である
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となる.Nが奇数の場合は，N本中 (N-1)/2本が反転する配位が最大励起状態を与える.そ

の Z2対称な配位は N本中 (N十1)/2本が反転する配位である.よって Nが調数と奇数の場合

で最大励起状態の縮退度が異なり，

W(En…) = C::mnx X 2， nmax = (N -1)/2 for N odd (4.5) 

となる.これらをまとめると，エネルギー準位と縮退度を用いた JOの分配関数の表記を得る

ことができる.

( 2fßcf デ竺~:r; C!! r-2β(N-n)π 

Z(J
O

) = t e{Jc2"" (2 i:~~2~; Cごε一山-hdnaze-m-HmadnmM)

変形すると{再数と奇数の場合を合わせた表記を得る，

N 

Z(JO) = esCご2ンfe-m-nM
九=0

for N odd， 

for N even， 

nmnT  N-l -
max 2 

れ 一三rnax - ') 

(4.6) 

このように，エネルギー準位と縮退度を求めることで，強磁性体 JOの分配関数を厳密に求め

ることができる. (4.6)の和の nは十1スピンの数，あるいは -1スピンの数であると解釈でき

るが，便宜上 -1スピンの数と考えることにする.

4.1.2 強躍註体の適応度

次に Zf(JO)を求める.そのためには第 η励起状態の配{立のうち，ターゲット部分の揺った配

位数日Tf(En(J))が分かればよい. -1をとるスピン数を nとしたので， JOの第 n励起状態iこ

は， -1を取るスピンが π個存在し，残りの N-nスピンが +1を取るスピン配位が対応して

いる.n個の -1スピンと N-n個の +1スピンが存在するという条件下でターゲットを揃え

るに辻，n留のー1スピンを全てターゲット以外の部分に入れるか，ターゲット部分を -1で揃

え，残りのn-l舗の -1スピンをターゲット以外の部分に入れるというこつの方法がある.し

たがって， lVf(En(J))

'

土二つの方法の和として，次のように与えられる.

I~Tf(En(JO)) = 2(C:-t + C~エワ (4.7) 

第一項は，ターゲット以外に n本 Iスピンを入れる場合の数を表す.第二項は，ターゲット

を全てー1にして，残りの n-t本の -1スピンをターゲット以外に入れる場合の数を表す.そ

のみ対称な配f立も適応配位であるので，係数2をかけた.ただし N-t< ねである場合は第一

項は0であり ，71， -t<Oである場合は第二項がOである. (4.7)を用いると， (4.1)の分子部分

Zf(JO)は
N-t 

Zf(JO) =乞町ι(JO)
)e-sEn(JO

) 
= 2escf乞cf-ぃm ゆ (4.8) 

n=O π=0 

となる. (4.6)と合わせると，強磁性体 JOの適応度は次の式で与えられる.

Zf(JO) 2 :z=::; C:;-te-2s(N-n)n 
Fu(J

O
) =一一一=

Z(JO) L:=oC;:e-2s(N-n)n 

4.2 ゲージ変換と Mattisstate Jの適応度

(4.9) 

JO(強磁性体)以外の Mattisstate Jの配位とその適応度は，ゲージ変換の考えを用いて JOを

変形することによって得られる.まずはゲージ変換について説明する.
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4.2.1 ゲージ変換

ゲージ変換は，スピンと相互作用の，次のような変数変換である.

Si→ Siσゎ si→ S7σ7ヲ Jij→ Jij(Jiσj (4.10) 

σzは，各サイト dこ与えられた変数であり，イジングスピン同様に士Iの二値をとる.ゲージ

変換(4.10)により，ハミルトニアンは

H=ーヱJi.}SiSj→ -L Jij叩 j. Sι S円=一三JijSi$j (4.11) 
ZくJ l<J 1く3

となる.ハミルトニアンはゲージ変換により変化しない.このことを，ハミルトニアンはゲー

ジ対称性を持ち，ゲージ不変であるという [10].したがって，分配関数，自由エネルギーもゲー

ジ不変である.

ここで， (4.10)で定義されるゲージ変換のうち，特に σi -1，σi 1となる変換を「サイ

トiのゲージ変換j と呼ぶことにする.その物理的意味は次のように説明できる，ある相互作

用配位 Jの J k番目のサイトでゲージ変換を実行した相互作用語己位を kJとすると J k Jij 

Jij(iヲiヂk)，kJkj = -Jkjである.Jにおいて，配位 Sが与えるエネルギーは，kJにおいて配

泣 S'いSi= Si， kSkニーSk)が与えるエネルギーと等しい.例として N =4の場合の，サイ

ト1のゲージ変換による Jの変化と，各エネルギー準位に対r.&する配位の変化を図 10に示す.

J = {J12， J13ヲJI1，J23ヲJ21，J3~} のサイト 1 をゲージ変換した配位 IJ'土，サイト 1 にかかる棺

互作用が全て反転した配位であり J lJ={-J12、-J13、-J14，J23， J24宅
h4}となるー例えばJOの

サイト 1をゲージ変換した配位 IJOは IJO= {-1， -1. -1，十上 +1，+りとなる.JOの基まエネ

ルギーはスピン Sが全て捕った配位により与えられるが，サイト 1をゲージ変換した lJOの

基底エネルギーは，スピン SIが反転した配位により与えられる.

このようにサイト iのゲージ変換により，異なる配位 lJが得られる.もちろんこの変換によ

りエネルギー準位，縮退度とも不変で、あるので，Z(J) = Z('J)となり，新しい配位 iJの分配

関数も得られたことになる.

一方ZJ(En(J))は，どのサイトをゲージ変換するかにより穫が異なる.同じく N=4で， S} 

とおがターゲットの場合を開iこ説明する(国 11). 図l1(a)は， JOのエネルギー準位と対応す

る配位であり， (b)は， JOのすイト 1をゲージ変換した lJOのエネルギー準位と配位， (c)は，

ターゲットではないサイト 3をゲージ変換した 3JOのエネルギー準位と対応する聖位である.

円で屈まれている配位が適応百三位である. (b)のように，ターゲットであるサイト 1をゲージ変

換すると，各エネルギー準位で、の適応配位数 VJ'J(En)は変化するため，適r.&度も変化する.一

方 (c)のようにターゲット以外のサイトをゲージ変換しでも WパEn)は変化しないので，適応

度は変化しない.このように Zf(EバJ))はターゲット部のゲージ変換については変化するが，

ターゲット以外のサイトのゲージ変換については不変である.また Z2対称性より，ある一つの

サイトをゲージ変換することと，残りの N-1サイトをゲージ変換することは等しい.N=4 

の場合で言うと，サイト 4をゲージ変換することとサイト1， 2. 3を全てゲージ変換すること

は等しIt¥.したがって「ターゲット以外のサイトのゲージ変換について不変であるJとは， r全
てのターゲットサイトをゲージ変換することについて不変であるj と言い変えることもできる.

このように「サイト tのゲージ変換j の考え方を用いることで，任意の Jから，新たに同じ

分配関数を持つJ配位を得ることができる.特にゲージ変換したサイトがターゲットサイトで

なければ，その Jは同じ適応度を持つ.
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(a) 

JO = {+，+，+，+，+，+} I JO = {_，_，_，+ム+}

1 14 t 4 

サイト1ゲージ変摸

(b) 

2 

Eラ(JO)+(+，十〔一)(+，-，+，-) (-，+，+，一)

E民1(はJO灼り0)+ (や十，十入一→)(い+，+，

) E"β(υJυ0)十(←+，十九+斗

3 

(c) 

2 3 

E2(1 J
O
) + (-，+，一，-)(-，-，+，-) (+九十，ー)

ElJO
)十(-，+，+，ー)(一九一庁)(一九十，+)(十点+，+)

Eo{'JO)十(-，+，+，+) 

匝 10:N = 4の場合のエネノレギー準位と対応するスピン配位.

(a):サイト 1のゲージ変換による J~2.{立の変化. Jflは強蕗性体を表し lJOは JOのサイト Iをゲージ変換L

たもの. (+，+，+，+)はs= {51 =十1，52= + 1，53 = + 1，54 = + 1}を意味する.

(h): JO のエネルギー準位• Z2対称な重i:!.f立は省略した.

(c): 1 JOのエネルギ一類、f¥'[. Z2対称主配イ立は省略した. (b)と比較して，サイト 1が反転している.

(a) 

E，，(J")↓《5

E，('J") 

E，，('J")+ζ;) 

(c) 

E
2
('J!l) 

E，CJ" 

ι('JIl) + (_，+，+，+) 

(b) 

毘 11:N=4の場合のエネルギー準位と対応するスピン配泣.Z2対幹な配位は省略した. (+，十，+，十)は s=

{51 =十1，52= +1，53 = +1，54 = +1}を意味する.0で臨んだ配{立は， t = {l， 2}の場合の適応配泣である.

(a):強磁性 JOのエネルギー準位.

(b):サイト lをゲージ変換した IJOのエネルギー準位.

( c):サイト 3をゲージ変換した 3JOのエネルギー準位.
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4.2.2 ゲージ変換によるl¥1attisstateの導出

JOをゲージ変換することにより ，JO以外の Mattisstate，つまり争1 争2 争3 = 1を満た

す Jの配位を得たい.そのためには，<J?l 1，すなわちターゲット間相互作用は全て十lとい

う特徴と， <J?2 =色 1，すなわちターゲット以外の部分にフラストレーションが無いという

こつの特徴を保存したままゲージ変換をしなくてはならないへ

まず図 11.(b)から明らかなように， JOのように弘 =1である Jの，ターゲット部分をゲー

ジ変換して得られる Jはhヂlであり， Mattis stateではない.つまり φ1= 1左いう性賓を保

存するためには， JOのターゲット部分をゲージ変換してはならない.一方， <1>2 =争3= 1とい

う性質の保存については特に考慮する必要が無い.というのは，フラストレーションはゲージ

不変性を持つからである.フラストレーションのゲージ不変性を説明するため，簡単に， zふk

スピン関のフラストレーションを， 3スヒ。ン閤の相互非fflが作るルーフ。の積 JijJjkJkiで定義し

ておく.通常のゲージ変換の定義(4.10)に戻ってゲージ変換すると，ループ JijJjkJkiは

J;jJj"Jb → .]i_iaiσj . .]jl.σ7σJ.: . .]J，;i内向 =.]ij .]jJ，;.] ki ( 4.12) 

となり，ゲージ不変であることがわかる.もちろん「サイト tのゲージ変換(σi= -1，σ3戸 =+l)J 

iこ対しても不変である.

したがって， JOからゲージ変換で得られる Jは全てフラストレーションを持たない.逆に言

えば，全ての non-frustrated Jは，ゲージ変換により JO，こ変換される.その中でも争1=1が

実現しているのは，ターゲットがゲージ変換されていない Jであり，これらは全て JOと同じ

適応度を持つ.この Jが，ここで定義した Mattisstateに対応している.ゲージ変換で得られ

るJの偲数は具体的に求めることができる.一般に N値のスピンが存在する場合，ある Jの

ゲージ変換により得られる J配位は，自身も含めて

J :去主(げ7N3← 6N2十32N十壬必8) fiおO悦rN cv陀VCI白Ili 
IV竹y

~ ，-. J l会(N+ 1)(7N2 
- 16N + 33) for N odd 

である.よって Mattisstateの掴数は L九(N-t) (1患である.またこれらの Jの，遺伝子型空間

上での位震関係も把握することができる.国 12に N=4の場合の具体例を示す.

N =4の場合， JOをゲージ変換の中心にすると，全部で 8個の JOが得られる.これらはす

べて Gフラストレーションである.図 12の赤い矢印はゲージ変換を意味し，番号はゲージ変換

するサイト番号を表している.図 12(こは一部の矢印のみ書き込んでいる.また円は，量換に関

して閉じていることを意味している • 9田ゲージ変換した JとJOのハミング距離T9は次の栴

化式を満たす.

(4.13) 

Tq = 1'9-1 + (N -1) -2(g -1)， r(J = 0 

ただし !Jには上摂がある.これをタmaxとすると，

i与 f01"N even 

gnl.1l:t: i 左手 for N odd 

(4.14) 

(4.15) 

である.サイト 1をゲージ変換した Jと残りの N-1サイトをゲージ変換した Jが等しいこと

から孫、数 1/2がかかる. Mattis sta七eは，遺伝子型空間上で図 12のように位置している.これ

らの Mattis::itate近傍に存在する localMattis stateの遺応度は 4.4節で導出する.

eただし 4古二円 =0であり，特定のパターンタめ込まれている必要はない

円
/
“

バ斗
aco 
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|滋 12:強磁性体のゲージ変換で得られる，語数の l'vlaももisstateの，遺伝子聖空間上での位量関採.例として N 二 4

の場合を示す.矢印はゲージ変換を意味し，番号はゲージ変換するサイトを表す.中央の強長益性体 Jひと (a)，(b)， 

(c)が Mattisstateである.

最後に，ターゲット部分のゲージ非対称性，ターゲット以外の部分のゲージ対称性について

考察することで国 5汁こ説明を与えてみる.ターゲット部のゲージ非対称性(ターゲットをゲー

ジ変換すると適応度が変化する)は， rターゲットが掠ったら適応j という拘束条件によるもの

である.タ)ゲット部が全て十1，または全て -1というパターンを局所的に埋め込むため，そ

の部分だけゲージ不変性が崩れている.ターゲット部分の相互作用 Jttはゲージ対称性の破れ

により +1しか許されず，その和(争dは有限の{直を持ち得る，一方，ターゲット以外の棺互作

用のゲージ変換に対して適正;度は不変である.ターゲット以外の部分には拘束条件が無いため，

ゲージ変換の自由度が存在する.ゲージ変換の自由度が存在することでそのため，ある Jが適

応を獲得して存在している場合，その Jのターゲット以外のサイト iをゲージ変換した iJも

存在している.J， lJのうち iの関わる相互作用の和は Oである* 同様のことが全てのター

ゲット以外のサイトで成り立つので，相互作用 Jto • Jo。の和(粍?匂)は8になる.一方，ゲージ

変換ではフラストレーションは不変であり ，Jと 'Jの争2，争3は同じ値であることから， <T2ぅ
<T3

はJと iJで打ち消し合わず，脊限の値を取りうる.

4.3 ターゲットのゲージ変換に対する Jの適応度変化

前節では，適応度がターゲット以外のゲージ変換に対して不変であることを見た.では， JO 

のターゲット部分をゲージ変換することにより，適応度はどのように変化するのか.JOのター

ゲ、ット部分をゲージ変換して得られた Jとは，フラストレーションは無いが， <Tlヂlという J

である.このような Jをソ(lと表記する.図 12に示した N = 4，t = {S1，S2}の場合を例にと

ると， (d)， (e)， (f)がこの tJOである.JOを中心とするハミング距離らを半径とする円上に

は，説attisstate ，こ加えて，このような lJOも存在している.これらの適応度は JOとは異なる

が， JOの適応度の表式を用いて記述できることを示す.ここでの議論は，ゲージ変換の中心が

強磁性体でなくても一般的に成り立つ議論で、ある.

国 11に示した，エネルギー準{立とスピン配位をもう一度見てみる. (b)が強磁性JO，中央が

‘あらゆる Tsでやらふ;=0であることを示している.

"Lj Jij +乞j '.J'j = L，Uり十 'Jij)= () 
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ターゲットサイト SIをゲージ変換した J，(c)がターゲットではないサイトらをゲージ変換し

たJである. (b)の適応獲得配位 (S1= S2である配位)は，元の強磁性 JOにおいては，適応し

ていないおヂらの配位に対応していることがわかる.同様に一般の N とtでも，ゲージ変換

する前のエネノレギー準位図において，ゲージ変換したターゲットが -1をとっている艶位を数

えて，エネルギーで、重みづけて足し合わせれば適応度が求まる.強磁性 JOのターゲット t}を

ゲージ変換した t1Jの適応変は

Fil(N， t， t1 JO
) 力[rrd(Si -Sj)]C-sH(SI明

会~[rrb(Si -l)]e-sH(SI叫

おb(St1十 1)[ rr b(Si -咋 βH(SI

となる.同様に t1とらのこつのターゲットをゲージ変換した t1hJOの適応変は

2___ .f TT  _._ .1 
Fit(N， t， 11hJ勺=~n 12r6(St十l)b(St十1)I n b (Si -1) Iε-(n収 JO)

ZO!i~\~q ， ~'~\~[2 '-'L _l_l ~\-， -'J 
z弓 ¥tlh

(4.16) 

( 4.17) 

となる.b関数を挟むことにより ターゲットサイトをゲージ変換した tJOの適応度は，元の

JOの与えるハミルトニアンを用いて書き下すことができる. さらに， JOの適応度が

Fil(町、 J
O
)=手12dn b(Si -1)1 esH仰

0)./:'0 fi L .1..1. -¥ -・ -I J 
iξt 

=去をb(St1寸)[ rr bは _l)]eslI(SIJ
O

) (4同
iEt¥tl 

と変形できることを用いて， (4.16)式と合わせると

2_fTT  _. .1 
F川N，tヲJO)十 Fit(Nラt，t1 JO

) = :fl 12r I n b(Si -1) I esH(SIJ
O

) ZO '!i l .1..1. -¥ -， -， J 
iモt¥tl

ニ F叫N，t'， JO
) (4.19) 

となる.ここでずは，tから t]を除いたターゲットであり，要素数は t-1である.したがって

Ftt(N17t1J勺=Fit(N， t'， JO) -Fit(N， t， JO
) ( 4.20) 

となり，ターゲットむをゲージ変換した Jの適応度が求められた.特に JOのように一様な相

互作用の場合は，適応変はターゲットの選び方に故らないので (4.20)は

Fit( N， t， 11 JO
) = Fit( Nぅt-1， JO

) - Fit(N， t， J'l) (4.21) 

となる.同様に，ターゲットを 2つゲージ変換した Jの適応度(4.17)も求めることができる.

( 4.16)を変形すると

2 _ _ _ f T-r  .1 
Fit(N，ιt1 JO)二 r71¥12rb(九十 1)五山2-1)1 n d(Si-l)le-sH(SI

JO
) Zo s--¥--q ， -r ¥-<2 -/l 孟且 j 

iEt¥tlh 
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となるので， (4.17)と合わせて

Fit(N， t戸JO
)+ Fit(N， t，山JO)=土1}8(Stl十 1)1 n 8(Si_l)le-sH

(SIJO) ZO s--¥ -.， • -I L J..孟 j

iξt¥tl，t2 

= Fit(N， tぺt1JO) ( 4.22) 

を得る.ここでfは，まかららを除いたターゲットである. したがって

Fit(N， t，川2JO)= Fito(N， t"， tlJO) -FitO(N， t， tlJO) 

= Fit(N， tペJO)-Fit(N， t"， JO)一(Fit(N， t'， JO) -Fit( tヲJO))

(4.23) 

となる.t'"はまからむ?ちを除いたターゲットである.JOのように一様な相互作用の場合.(4.23) 

式は

Fit(J忙 t，t1hJO) = Fit(N， t -2， JO) -2Fito(N， t -1， JO
)十 FitO(凡 t，JO) ( 4.24) 

と書ける.一般に

Fi/.(凡 t，tI，ーんJO)二 Fu(N，t ¥ ln， t1， ..tn-1JO) -FuO(Nヲt，t1， ，tn-1JO) (4.25) 

とし 1う漸化式が成り立つ.この式は，ターゲット数の増加に伴う相空間の分割に基づいている

ことがわかる.図 13に，ターゲット数l=2守 3、4の場合の桔空間の構造を示す.tニ 2の場合は，

桔空間はSI=らと SIヂらというこつの空間に分かれる.適応度目t(Nヲt=2司 J)は， 81 = 82 

の相空間に屠す西三位を数え上げ，エネルギーで、重みづけて足し合わせることで求めることがで

きる.t = 3の場合は.t = 2の棺空間がさらに二つに分かれる.同様に適応度 Fit(Nヲt= 3， J) 
はS1= S2 =おの相空間に属す配位を数え上げることで求めることができる.ターゲットサイ

ト3をゲージ変換した Jの遥応度は，元の Jにおいて S3のみ反転している配位を数え上げる

ことに対応していた.これはS1= S2の梧空間からおこら=おの棺空間を引し、た部分である.

Eヨ

』

， 

11 =31 

Fit(N，t == 3，3 J) 

iFi削 ，t=3/ J) == Fi削 ，t==之J)一Fit(N，t = 3，J)1 

名手S2=S、=名

S) =S， =s‘予tS1

11=41 

=S2 =s)手 S4

Fit(N，t = 4， 4J) 

SI =S2 *S弓=S4

Fit(N，t = 4，4 J) == Fit(N，t == 3，J)-Fit(N，t == 4，J) 

図 13:ターゲット数が l= '2から l= 4の場合の梧空需.ターゲットがーつ増えると，相空間が分割される.ター

ゲット部をゲージ変換した Jの適応度は，元の Jで適応してない配位を拾ってくることに対容するので，梧空間

の構造を考慮することで理解できる.

ここまでの計算により .M試 tisstatc内1-争2= <1>3)の適応度 (4.9)と， tJO(争1i-1， <1>2 = 
争3= 1)の適応変 (4.25)が求まった.次の節では， Mattis stateの近傍に存在する localMattis 

8ta.tcの適応度について考える.
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4.4 local Mattis stateの遥応度

前節で得た MポtIH:-;tatけま，中間遅度 Ts(T2157L52Tf)，特に Ts"-' 2.0で進化させること

により，特異的に選択される.その近傍にある localMattis stateの適応度を導出したい.五f試 tis

stateを除く localMattis stateとは φ1ニ争2ニlであるが争3ヂ1，つまりターゲット以外のス

ピン間相互作用(.1，∞)に有援のフラストレーションが存在している状態で、あった.そこで，ま

ず全ての Mattisstatcのゲージ変換の中心である JOに，摂動的に反強磁性格互作用を加え，そ

の適応疫を書き下す.その際争1= 1， <T2 = 1ヲ争3ラ.f:_1という localMattis stateの性質を保存す

るため，ターゲット以外のスピン関の相互作用に反強磁性棺互作用を加える.また， [支強磁性

相互作用の数とフラストレーションの数 (JijJ戸Jkl= -1となるループの数)を等しくさせるよ

うに，反強磁性相互作用同士がサイトを共有しないように入れる.このように?な本の反強訟性

相互作用を持ち，n~ 留のフラストレーションをもっ local Mattis state を Jn~ と定義する.上
付きのoは，ターゲット以外の相互作用iこ~本の反強磁性相互作用が入っていることを示して

いる.またサイトを共有しないという制限から， n;には上限〈morが存在する.

日 J (N -t -1)/2 for N -t odd 
ら WX= 1 (N -1) /2 for N -l cven 

( 4.26) 

Jn~ の適応度の導出の出発点は，強磁性体 JO である .cf 本の ferro ポンドのうち na 本を
<tllti-fer・I・0ポンドに変えることで，エネルギー準位と縮退度がどのように変化するかを追い，分

配関数と適応度を求める.

まず Jn~ の分配関数を求めるには，エネルギー ι(JnZ ) と縮退度 W(ι(Jn~))が求まればよ

い.図 14 に JO と Jn~ のエネルギー準位と縮退震を示す.ハミルトニアンの係数 1八!Nは省略
する.ここで¥エネルギーの抵い反強議性ボンド(南端のスピンが反転している)を happybond， 

エネノレギーの高い反強磁性ボンド(高端のスヒcンが捕っている)を unhappybondと呼ぶ.反強

磁性ボンドの増加により happybondが生まれた場合，エネルギーは 2減少し， unhapp:γbond 

が生まれた場合，エネノレギーは2増える.図 14に示すように， n;本の反強磁性が加わった場合，

JOの基底の配位 ({Si}= {+，十γ ・. ，+})については，nα本の反強磁性ボンドが全て unhappy

bond になるので，エネルギーが 2n~ 上昇する.状態数は W(Eπ(JO)) = lV(E托 (Jn~)) = 1 x 2の

ままである • JOの第一励起状態、の配位は，一つのスピンだけーし残りは +1をとる配{立とその

Z2対称な配位であったへ その 1つの -1スピンが，薪たに加えられた反強磁性示、ンド上に存

在していれば，n~ 本の反強磁性ボンドのうち 1 本は happy hondになる. -1スピンが反強磁性

ボンド上に存在していなければ， n;本の反強磁性ボンドはすべて unhappybondである.よっ

て，n~ 留の反強磁性ボンド全てが unhappy hondであるスピン配位と，そのうちの 1つの反強

磁性ボンドが happybondであるスピン配位へと，縮退が 2つにほどける.前者のエネルギー

は E1(JO ) 十 2n~ ， 後者は E1(JO ) + 2(n~- りとなる.また縮退慶は合計で lV(El (JO))になるの

で，片方の縮退度だけ求めればよい.そこで九本の反強磁性ボンドのうち 1本が happybond 

となる場合の数を求める.山本の反強磁性ボンドから 1本の happybondを選ぶ方法はCJ2通

ちである. happy bond部に 1つの -1スピンが与えられている.第一励起状態、は， 1つの -1

スヒ。ンを持っていた. したがって，反強磁性示、ンドに寄与してない残りの N-2n~ スピンに割

り当てるべき -1スピンは 0本であるので，その場合の数はC11同 =1である. happy bond 

の両端のスピンを丘、 Sjとすると ，(Si二十114=-1)と(Si= -1， Sj = +1)の 2通りの配f立
が考えられるので場合の数は x21となる.よってエネルギ一旦(JO)+ 2(可 -1)を持つ， happy 

車始起数 nは lスピンの数である. (+1でも燐わないが{受'氏 i二一 1としている. ) 
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1エネルギー i 仁画亙コ

旦(JO)，W(E}(J"))

E}(JiI)+2n"、W(E可(J()))ー下の3つの状態象

E)(J")+2(n，， -I)， 

2IC，n. (Cご78a+CFセ三~2na ) 

第二lJ{

I本@小.rVVG
1本8̂ '"山̂ 'G
その他§…仏G

E3(30)+2(n。-2i22cpctfna

EAr)+2(na-3L23crctrna 

.. E
2
(J(I) + 2n

D 雪
W(E，(J{)))-L2iC:"C;~~2"， 

E2(J
O)，W(ε川)令 E2(J

O
)+2(n。ー11 2IClnaC:-~2n. 

司王(SO)+2(na-2}， 22qftlh 

~ E，(J(l)十2n"， W(E，(J"))-2'C，代ア'
E，(JO)，W(E，(J"))C -， 

、‘ E，(JtI
) + 2(n" -1 ~ 2' Cln"CI~~2n.， 

EO(JIl)， W(EO(Jil))→瓦(J
O
)+初出 n判 J

O
)) 

密 11:強磁f主体 JOに na本の anti-fcrroボンドを，サイトを共有しないように入れた場合のヱネルギー準位と結

退要の変北

bondが 1本存在する配位数は21cFctl叫である.JOの第二励起状態も同様である.ただし

反強磁性 happybond数が最大で 2になるので，。本の場合， 1本の場合， 2本の場合の 3つ

に縮退がほどける.第三励起状態以上では注意が必要である.happy bondが n+本寄在する場

合，残りの -1スピンは η -n+本である.n-n+が2以上である場合， (Si = -1， Sj = -1)で

損をする反強磁性体が出現する.伊iえば第三励起状態では， happy bondが 1本存在する場合，

残りの -1スピンは 2つであり， (St=-l?Sj=-1)で損をする反強議註体が出現可能である.

この場合， 3つの -1スピンを全て反強磁性示、ンドに寄与するスヒ。ンで、使っているため，残りの

たrroボンドに寄与するスピンに割り当てられる -1スピンは0である.このように，反強磁性

ボンドに寄与していない残りの N-2n~ スピンに言語り当てるべき -1 スピンの数が変わる.図

に表すと図 14のようになる.以上をまとめると，分配関数は

Z(Jn~) =州 -2βれ[Z(J
O
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と求められる naは反強磁性ボンドの本数，n+は反強議性 happybondの数，川ま反強磁性

unhappy bondのうち両端のスピンが -1をとるボンド数である nmaxは (4.4)， (4.5)で与えら

れた，励起状態の上認である.さらに展開してまとめると

N-n 

Z(Jn~) = 叫(一泊~) [Z(JO ) 十乞 2nc~~ ( 2e
2s 

s凶
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となる. (4.28)は， Z(Jn~) は Z(JO) rv Z( Jn~-l) の多項式であることを意味している.このよ

うに，強磁性 JO の与えるハミルトニアンを用いて Jn~ の分配関数を得ることができるーここ

までjターゲット以外の相互作用に n~ 本の反強様性ボンドが存在する J の分記関数」を考え

てきたが，分配関数は反強磁性ボンドの入っている位置に依らないことを注記しておく.この

?な本のボンドがターゲット関に入っていても，その本数が等しければ分配関数は等しい.そこ

で以下，この分配関数を Z(Jna)と絞ーして表記する.

次に z，(Jn~) を求める.こちらは分配関数と異なり，反強磁性ポンドの位量に依存する . Z，(J"勺
を求める手法は，分配関数 Z(J1l

a) を求めたものと同様で，強磁性体のエネルギーと適応配位

数が反強磁性ボンドの増加によりどのように変化するかを追って z，(Jn~) を書き下す.結果，

Zf(Jn~INヲ t ， T) = e-2ßn~Zf(JOINぅ t ， T) 

N'-n 

十 2(è一問乞 2勺~(2c2s sinh(2β)t~ L c::~~2nr: -ßEi(JO) (4.29) 

11.=1 t=n 

が求まり ， Fit(Jn~) = z，(Jn~)/Z(Jna) となる.ここで N' = N -tとした.

また，ここでは立ち入らないが， (4.28)， (4.29)のN→∞における近似形の導出を， Appendix 

において示す.

4.5 ターゲットに反強磁性相互作用が入った Jの適応度

一方，ターゲットに〈本の反強磁性ボンドの入った Jn~ の適応度も求めることができる.こ

のJは争ゎ争2ヂlであり， local l'vIattis state ではない.このような Jn~ を， target frustrated 

state と呼ぶことにする • Jn~ の適応変は以下のように求められる.

Fit(J引N，t，T)= 一」-Zf(JOiNヲム T)ε -2ßn~ (4.30) 
Z(Jnα) -J  

これは10cal主ノlattisstateの適応度(4.29)の第一項目に相当する.ターゲット需相互作用が反強

訟性ポンドで置き換わるたびに，適応配位は必ずエネノレギーを 2ずつ上げる.上の表式の ε-2ßn~

はその効果を表している.この考え方を応用させると，ターゲット詞に〈本，その他のスピン

罰に η; 本の反強磁性ボンドの入った Jn~+n~ の適応度を求めることもでき，以下のようになる.

4.6 結果

Zf(Jn~) _-2β4 
Fit(J凡+η~)

Z(Jn~十時)
(4.31 ) 

前節までで求めた localMattis state(Mattis stateを含む)， target frustrated stateの適応度の

表式を用いて， N = 15， (， = 3の場合を考えてみる.N二日、 t=3では，サイトを共有しない

ように，最大 7本の反強磁性ボンドを入れることができ，ぺ =0，1，n~=O， l ，... ，6が許され

ている.このうち 10(三11Mattis state ，土 η~ = 0の配位であり， target frustrated stateはη;=I

の配位である.函 15.(a)に，JOと， 13 通りの J を代表して (n~ ヲ n~) = (0、6)，(1，0)， (1，6)の適

応度を示す.図 15.(h)は，Jと強磁性体JOの適志度差の Ts依存性をプロットしたものである.

上から (n~ ， n~) = (1，6) rv (1，的、 (0ヲ6)rv (0，1)である.これら 13通りの Jと強磁性体 JOはTs
低温では縮退しているが，むを上げていくと縮退がほどけることがわかる.

Ts 低温での遥応度の結退は次のように解釈することができる.適応度を各エネノレギー準イ立の

結退度 H'(凡(J))と適応配位数 H/f(l<7n(J))で表した (4.1)の Ts→ o(βs→∞)極限を取る
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匡 15:様々な Jの適応震の Ts誌存性.

(吋:Matt.is stat.c( rι n~} = (0，0)， local Mattis stat可0，6)，tぽ乞etfrust.rat.ed state(l， 0). (1，6)の適応J!l.

(b): Mattis stateとその他の Jとの適応度差の Ts依存性. Lの 6本は targetfrustrated state (く ， n~) = (1.6) ~ 

(1，0). 下の 6木辻 localM試 tisst以c(O，G) ~ (0，1)である.

と， Fi必t(JI~で:守h?TI)→ I日〆i竹i

適応度 1を獲得していることがわカか道る. local Mattis state(ただし N >4つだけでなく， target 

frustrated stateのように，フラストレーションを持つ Jもこの条件を濡たすので，適正:度 lを

獲得し， local Mattis stateと縮退している.

このように号低温では localMattis stateも適応しているはずであるが，数値計算で観測し

た物理量には localMattis stateの影響は反映されていなかった.これは，縮退を考慮に入れる

ことで理解できる.T守低温では， local Mattis stateとその他のフラストレーションのある Jが

全て縮退しており，後者の状態数の方が圧倒的に多いため. local Mattis stateの性質は殆ど反

映されない.したがって • Ts抵温では全体として見るとフラストレーションが大きいという数

僅計算の結果が得られたことがわかる‘

一方Ts中間温愛では Jの縮退がほどけ.Mattis stateの適応度が最も大きく，わずかな差で

local Mattis stateの適応度が続く. target frustrated stateは. local Mattis stateよりも誼震

上昇に対して適応度を下げていることがわかる.この温要領域では localMattis stateとtarget

frustrated stateの開に適応度差が生まれている.

ここで，Ts抵逼において W(Eo(J))= ~Vf(Eo(J)) を満たす J が作る，適応変地形上の適

応変 1の平面を neutralspaceと呼ぶことにする.また ncutI泣 space上の Jは，全て 1point 

mutationを通して繋がっているとする. neutral spaceには localMattis state，さらに target

frustrated stateも含まれる. JO→ Jl→ J2.. .と1point mutationを通して繋がることから，

これらが作る適応度 1の平面を subneutral spaceと呼ぶことにする.ターゲット以外の部分の

ゲージ変換により得られる Jは，もとの Jと同じ適応度を持つ.その場合の数は Wg(N-t) 

で、あったので，適応度空間上には，この subneutral spaceが Wq(N-t)鱈存在する.これら

日19(N-t)留の subneuもralspaceの関は，どのような Jで、繋がっているか.またその遥志変地

形を得ることはできるか.

sub neutral spaceをつなぐJの適応度

sub neutral space関を 1point mutationでつなぎ，かつ適JZ度が 1である経路が存在すれば，

local Mattis stateとtargetfrustrated stateが作る "tVg(Nーの侶の subneutral spaceは全てつな

4.7 

*N =Aの混合， tl.a.m a.:r まで反強磁社ボンドを入れると];I;li主状態に縮退が牛じる‘場合によっては適応条件を満たさない.
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がり，大きな neutralspaceを影成している，と言うことができる.一方，そのような経路が存

在していないのであれば， neutral spaceは語数存在し，少なくとも l九(N-t)個以上存在して

いる，と言うことができる.そこで lVg(N-t)留の subneutral space関に， 1 point mutation 

を通して繋がる経路が存在するかどうか確かめてみる.

JOのまうるサイト i，(i言t)をゲージ変換すると，サイト iが関与する全ての相互作用は反強磁

性ボンドになる.相互作用は全結合なので，一つのサイトは N-1 {I屈のスピンと梧互作用して

いる.ここで，あるすイト tにη日本の反強磁性相互作用が存在している配位を Jアと定義する

と， JOのサイト 4をゲージ変換した iJOは， Jf-1でもある.JO=J?と iJOニ jyIのハミ

ング距離は N-lである.JOと iJO間の N-lの距離は， JI=JJ→ Jf→ ---Jy-lによって

つながれる.この Jf によってつくられる経路を~とする.経路 P もち低握で適応度 1 を獲

得しているのであれば， local Mattis stateJn~ と targeも仕ustrated stateJn~ が作る sub neutral 

spaceNSと， tJn~ と iJn~ が作る sub neutral space i N8は，経路 Rを通して繋がり，大きな

nelltraI spaceを形成している.実際，これらの Jnaは条件 IV(Eo(J))= Wf(Eo(J)) = 1を満

たしていることは簡単な考察からわかるへよって Ts低温ではsuLneutral spaceN Sと lNSは

経路 Rによって繋がり ，NS→ P→ tNSという neutr叫 spaceを形成していることがわかる.

さらに残りの sub 出~utral sp出 :eも経路 Pをゲージ変換した経路を分して全て繋がっている.す

なわち NS→ P→ lNS→ Jp→ 1，JNS→・・・と ，Ulg(N -t)倍の subneutral spaceはJna

が作る subneutral space rを介して全てつながり，大きな neutralspaceを形成している.

....G.T.i..... 
QI.i..........:，(.......~ごì.....::::入:“.

i，JNS 

図 16:Ts低湿で形成される遥1よ;震地形上の neutralspace.実線で、つながった Jは 1point mutationで移れる J

を表す.点線はゲージ変換で移れる Jを表す.行れとは，サイト i(iεt)のゲージ変換で移れることを示している.

二重鎮は量換で移れる Jを表す.実際の進化ダイナミクスは黒線を経由して進む. Mattis stateとlocalMattis 

sもateが作る subneutral spaceを NSとする.またこれらをそれぞれサイト dこ関してゲージ変換した iJO，iJnu 
が作る SHbncutral sp九(:Cを tNSとしておく .NSと INSIまJn..が作る subneutral spa(:c Pjを介して繋がって

いる.さらに INSと '.JNSは JPiを介して繋がる.結局 Wg(N-t)個のsubneutral spaceは 1point mutation 

を通して繋がっていることがわかる.また繋がり方はこの陸りではなく，さらに他の neutralspaceが存在してい

る可能性もある.

-まず na壬N/2であるかぎり，基底状態iこ縮退l主号てじず嵐長伝性体の基i怠がそのまま保存され，Ts低温においては適応、できる.更に骨

子ト zをゲーシ変換することで na> N/2が得られるが，ターゲット以外のゲージ変換に対して適応変は不変であるので， ηa手N/2と伺織
にj也応できる会
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図 16に， sub neutral spaceが経路 Pにより繋がっている様子を示した.Ts低温では遺志 J

同士が 1point mutationで繋がり，適o震地形上に大きな neutralspaceを芳三成されていること

がわかった.Ts可低温での進化ダイナミクスは，neutral spaceを見つけた後は，このような大き

なneutralspace上でのランダムウオークとなると考えられる.

ここまで， sub neutral spaceとそのサイト i(i tt t)についてゲージ変換された subneutral 

spaceをつなぐ経路 J?について考察してきたが， i E tの場合はどうなるだろうか.Ts低逼

の場合の適正:条件 ~V(Eo(J)) =れfJ(Eo(J))に戻ってみると，この条件は，適応度が九低温に

おいて Pit(J)= Wf(ん(J))jW(Eo(J))と記述できることから導出されたもので、あった.つま

り fJ:"抵温における非適正、条件J， vVJ(Eo伊丹 =0も導くことができる.この非適応条件を

満たすのは， ~il f ( Eo ( J)) = 1 x 2を満たす J配位のターゲット部分をゲージ変換した Jであ

るへしたがって localMattis state及びtargetfrustrated stateをゲージ変換した ZJH2，tJRlは

Ts 低温における非適応 J である.先ほどの考察から ， J泣ヲ Jn~ がつくる sub neutral spaceと，

tJn~ ， tJ叫がつくる subneutral spaceはJfaにより繋がっていることがわかる.前者は適応し

たJであり，後者は適応していない Jである.すなわち Jtα の作る経路は遥応Jと非適応Jの

境界に対応;している.また JFは争ヱヂ 1である.

そこでこの境界の地形を得るため， J;laの， i E tまたはz手tの適応度を求める.まず分配関

数は，反強磁性ボンドの位置に依存しないので， zがターゲットの場合でもターゲット以外の場

合でも共通である.求め方は Jnaと同様に， JO，こ反強磁性ボンドを加え，エネルギー準位と縮

退度の変化を追う.結果，次の表式を得る.

min(n← l，na) 

z(Jna) = 2 2二e-sEn(JO)( 乞 C2act2-V仙 -na)十 2二 c;actミマε-2(3(2…))
y=O 

( 4.32) 

第一項は Si= +1，第二項はあ=-1の場合を表している. Si = +1で、あった場合，残りのサ

イトに n1固の -1スピンを入れなくてはならない iと反強磁性ボンドで繋がるスピンが -1を

取っていれば、エネルギーは下がり，そうでなければエネルギーは上がる.和のzは， zと反強磁

性ボンドで、つながるスピンのうち， -1を取るスピンの数を表している.また Si=-1であっ

た場合， .~に反強磁性ボンドが入るたびにエネルギーは下がる.ただし，反強磁性ボンドでつ

ながるスピンが -1スピンを取る場合は，エネルギーはあがる.和の習も， zと反強磁性ボンド

で、つながるスピンのうち， -1を敢るスピンの数を表している.

次に Zf(Jtつを求める.Zf(J;ア)は， iがターゲットであるのかその{也のスピンであるのかに

よって値が異なる • 'lがターゲット以外のスピン oぽt)であるときは，

Zバjm=227円川[miE了、α(cr-na-t+c;c乙?か-2β( 九}

十 I: c;a(σごlr1c;σムロゲ)e-2s
(2
y
-n
a)] (4.33) 

ペ文111に不したように，ターゲットをゲージ変換することで，糸;Jj主状態の適応配位は非適応配位になるためである.

句
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となる.一方tξtである場合は

出介)= 2 I: e-sEn(JO) [~C;a (C;ム1-nα叫 c:cth?-t)eM(中 n(1)

三円、α(C;二icと口町)バ十 (4.34) 
y=。

となる.

naについて触れておくと ，J~a ， 九三 Nj2 を i についてゲージ変換すると Jy-na となるため，
~三 Nj2の適志度が分かれば，あとは4.3節の方法lこ従って告動的に na~ Nj2の適応度が求

められる.次節ではこれらの結果を合わせて，適応変地形の構造を理解する.

4.8 適応度地形の温J3t依存性と変異に対するロバストネス

local Mattis stateとそのターゲットをゲージ変換したJをつなぐ経路(J
1戸、九二 1，• .・ ，N-l)

の温度依存性を図 17(a){こ示す.横軸に ηaを取り，縦軸に Jfα の適応度を示す na二 9が強

磁性{本 JOで.na = N -1が tJOである .Ts低温の場合は，na = 6までは適応変 1で， 1フ

リップして 1la= 7になると急激に遥応度が下がる * na = 8では完全に適応変は Oである.

方T._"= 2.0の中間温度では，経路 Rの適r，&度は緩やかに推移する.

(b) 

GTt 

(a) 

Fit(J;"1ζ) 
1.0 

0.8 

7:， =2.0、 、

0.4・
0.2 

書。 2 .. 

、
、、

GTt 
S 叩 12 1.. NS 

na 

国 17:強確性体 JO(吟:適応変ピークと谷の境界の混震依存性. JOと tJOの閣をつなぐ経路 pt(=J;-a)の適応

度を，横軸を nα としてプロットした.赤線が 1"5ffi;温，縁線が Ts中間;孟度.

(b) :経路 Iミの結果を受けて.T~ヲ低濯で形成される neutral spa.cc N Sとそのゲージ変換で得られる非適応neutral
space tNSの構造を模式的に示した.NSの左側は!議 16とつながり，各線の意味は図 16と陣じである.GTtとは，

ターゲットサイトのゲージ変換で移れることを示している，経路只には na= (N -1)/2の地点で、遺応農ーギャップ

が存在する.青い Jは適応度 1，灰色の Jはi臨む度o(J7tのみ 0.5)である.

この結果から予想される，Ts低温の場合の適応neutralspace N Sと非適応neutralspace t N S 

の境界の描像を国 17(b)に示す. neutral spaceの端に位置する Jは， 1 point mutation ，こより

neutral spaceから落ちてしまうため，変異に対するロバストネス (mutationalrobustness)は抵

$ターゲットiこ Tl.11> Nf2ω反強磁t1:ボンドが存{Eする場合，基底はターゲットが反転した配位で与えられるためである.

つムph
d
 

co 



スピンモデルによる適応的進化の統計力学的研究

(a) 
Prob. 

(b) 
Prob. 

ιocal Mattis state 

Robustness to mutation 

図 18:強磁性体 JO適応裏地形の Ts抜存性と，適応度地形から考えられる.mutational robustnessを横軸とし

た Jの分布，

(a): Ts三TFの場合の適応農地形と lnuもationalrobustnessの分布.

(b): T.~I :::; Ts壬T:fが高温の場合の適正、度地形と ml1tationalrobl1stnessの分布.

い.一方， neutral spaceの中央に位置する localMattis stateのmutationalrobustnessは高い.

しかし neutralspaceの中央に位量していても，端に位置していても，適応度は同じ 1である.

mutational robustnessの高い Jと低い Jに適応度差が無いため，どちらも全て一様に採沼さ

れてしまう. Illutational rolmstnessの抵い Jが海汰されないために，Ts低温で適応した Jの

mutatIonal robustnessが低く，国 9で示されたように，変異によって適応できなくなることが

わかる.このような考察から考えられる遥応度地形と mutaもIunalrouustncssの分布を図 18.(a)

に示した.

一方，Ts中間温度での適応度ピーク (localrvlattis statc)は，谷まで溝らかに繋がり，一つの

山が形成されていることがわかる.このような山は IVg(N-t)髄存在し，初期条件から一番近

いピークに登ると考えられる.図 18.(b)に，Ts中間温度の場合の適応度地形と，そこからを予

想される mutationalrobustnessの分布を図示した.滑らかな山が形成されていることにより，

IIlutational rouustncssも連続的に変化している.頂点に近づくほど， Illutational robustnessが

高く，裾の方はmutationalrobustnessは低い.つまり適応度の高い Jはmutationalrobustness 

も高いため，進化ダイナミクスで適応度の山を登ることは， lIlutational robustnessを高めるこ

とに等しい. mutational robustnessの抵い Jは適応度も低く，海汰される.よって Ts中間逼

度においては，進化によって IIlutational1叶)ustncssを獲得できることがわかる.

このように適応変地形を解析的に探ることにより，右中間塩度でmutationalrobustnessを獲

得できる仕組みを説明することができた.

5 Conclusion 

最後に，本論文の流れと結果をまとめ，今後の課題について考える.

スヒ。ンモデル上で，遺伝子型をよ表現望を Sとして，ハミルトニアンと温度%が与える

スピンダイナミクスを表現型発現ダイナミクスとした進化モデ、/レを構成した.スピン定常状態

においてターゲットパターンを実現させやすいJを優先的に選ぶ進化を行ったところ，表現型

発現ダイナミクスにかかる揺らぎを調節することにより，異なる遺伝子型が得られることがわ

かった.特にT252TsfETfにおいては変異に対してロバストな Jが選択された.このロバス

トな Jはフラストレーションのパラメータ(<1>1，争2，争3)を用いると<1>1，争2= 1，争3# 1と表すこ

とが出来，これを localMattis state と呼んだ• Ts < Tt/で得られるJ'こはプラストレーショ

q
J
 

F
h
u
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ンが多く存在し，エネルギ一地形はスピングラス的で、あった.

なぜ有限温度の領域でlocalMattis stateが観関されるのか，その理由を探るため 4章におい

てMattisstateとlocalMattis state. さらに遥応できない Jの配位と適応度を求めた.それら

の解析を通して，図 18の描像を得，表現型揺らぎの大きさとロバストネスの関係を定性的に説

明することに成功した.

今回はN 二 15，t = 3における数値計算及び解析を行ったが，ここで得られた結果の一殻性を

議論することが必要である.ターゲット数tとは，Nスピンのうち拘束条件の課されているス

ピン数であり，系の冗長性を表すノミラメータでもある.tが小さければ，適応関数に関わらない

スピンが増えるため，冗長なスピンが多く存在する.この元長性の果たす役割を検証すること

が必要である.

現在までの観察では.t/Nを臣定して N とtを変化させると，同様に Ts中間温度で local

Mattis stateが得られることが示されている.またわが低い領域では，適応度，エネノレギーど

ちらも全て同じスケーリング直線上で議論できる可能性が示唆された. 4章で求めた表式を用

いて，これらの結果を定量的に記述することが必要である.また N= 15 ~こ居定したうえで t を

動かしたところ，やはり同様に Ts中間温度でlocalMattis stateを得た. しかし.Ts 抵温にお

いては lの影響は殆ど無いものの，ち中間温度においては t故存性が強く .local Mattis state 

を獲得できる領域が小さくなることがわかった.このことから， local l¥fattis stateのロバスト

ネスは，元長性のパラメータ t/Nと関係していることがわかる.

また，図 18で、得た適応度地形の構造を，さらに詳しく解析することも必要である.Ts低温

では遥応度 1のnelltral叩郎、れが形成されることがわかった.今回は，この neutralspaccが遥

応度の谷と接していること，それに伴いmutationalrobustnessが低くなることを示した. しか

し. Ilcutral spaceの具体的講造はまだ得られていない.特に rnutational1叶mstnessをより正確

に議論するためにはneutralspaceのバルクと表面の比を求めることが必要で、ある.Jの一つ一

つの配位を謁べ， nClltral spaccの構造を把握するのは困難であるが，様々な N とtのもとで変

異に対するロバストネスを観察し，統計的手法により neutralspaceの講造を知ることは可能で

あると考えている.表面がパノレクと同じオーダーであれば，持様の振る舞いが異なる Nにおい

ても見られると予想される.

また，ここで、行った解析計算は，強磁性相互作用に摂動的に反強磁性棺互作用を加えること

で，適応度変化を見る方法で、あった.これはスピン系において用いられる低塩屡関を Jに対し

て行っていることになる.右中間湿震では，TJ変化によって適応度やエネルギーが急激に変

わるので，臨界むまで J の低温展開を続けていけば• TJに伴う変化を見ることができるであ

ろう.しかし J配註の量は N2で増加するため，このような解析は困難である.そこで Partial

annealing methodによる平均場的な解析などが考えられる. Partial annealingとは，ニューラ

ノレネットのモデルとして導入された.Jの時開発展も考慮、したモデルで、ある [21]，[22].Jのエ

ネルギ一関数を Sの自由エネルギーとした場合， 8とJの温度比がレプリカ数n= Ts/TJに

対応する.このモデルにおいては，フラストレーションに関する転移の存在が示唆されている.

本研究の場合は.Jのエネルギ一関数は Sの適応関数であるが， partial annealingの方法を用

いて議論することは可能で、あると考えている.

最後に T5155TS25T52で得られた local抵抗tisstate について触れておく .Ts < TS1で得ら

れたスピングラス梧，また Ts> T._c2で得られた常磁性桓は，統計力学の分野でよく知られてい

る棺である.一方. local Mattis stateは，タンパク質において知られているファンネル地形と

酷似している. [1]，[2]，[3] Ts による転移をさらに理論的に研究する必要がある.またファンネル

地形は，スムースな緩和を実現させるものであるが，このようなダイナミクスは遺長子ネット
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ワークなどの様々な研究においても知られている [27]，[28]. ハミノレトン系以外においても，同

様の結果が見出されるのか検証したい.

Appendix 

A N→∞でのlocalMattis stateの分配関数と適応度の近似形

4.4では，na本の反強磁性ボンドがサイトを共有しない Jnaの分配関数Z(Jna)とZf(Jna)を，

励起状態に関する和で表した.それぞれ

N-i 

Z(JnaIN， T_，，) = e-2ベZ(JOIN，Ts) +乞幻a(2ん inh(2s))t L e一例JO)cと2i]

(A.l) 

N'-z 

Zf(Jn~IN) 日) = e一問[ZμOIN，t， T) + 2乞2ザ (2e
2βs州 2β)t乞CEJ21e一向ぺ

(A.2) 

である.N' = N -tとした Z(JOIN，む)， Zf(JOjNぅt，T)は

N 

Z(JOIN芯)= e/Jct_t I: C:: e-2s(N-n)n (A.3) 
n=O 

N-t 

Zf(JO) = 2esc:乞cf-te-2m-m (A.4) 
π=0 

である.しかしこれらの表式はNの増加とともに計算巨数が増加し評価が難しくなる.そこ

でN →∞極摂での近似形を求めたい.

まず強磁性の分配関数 Z(JO)がHubbard-Stratonovitch変換を用いて

Z(JOI日)= ~rexp (! L 叫)= ~rexp (! LSi号-~)
一β/2./ s N l rI~ ~，，~ r I¥T ( β 日= e-P1"'y '27r / dm時 lN(-~m2 + ln(2ωh(βm)) J (A.5) 

と積分表示でき ，N→∞極摂で鞍点評イ吾

f βl  
Jim Z(JOIN， Ts) =ほ pNI-~m*2 十 ln(2cosh(βηt*)) I 
lV一同Xコ t λ I  

が可能であることを利用する. m本は強磁性体の平均場方程式

m* = tanh(βm本) (A.7) 

で与えられる.(A.5)と(A.3)は等しいので， (A.6)は(A.3)の近似形である.また (A.5)と(A.3)

が等しいことから，

ε付言か可中ψεe-2
-s-(N一

N ~τご A

玉付e訪問-707bV2?/dm仰い(-~(l + m2
) + In(2 COS 

(A.6) 
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という関係、式も得られる.N→∞極限で右辺の積分部分を鞍点評価すると

fんv， 

lim註出1m訂m γ C可N~ef一斗2是山 )n
= 叫 IN叫{一2弘(ρ1+ (加阿川mが叫*つア)2)+什log(

N→∞ ιJ  山

L l 乙乙 J J 

を得る.ここで次の関数を定義する.

f(i) = 2ン中山)ncrz (A.I0) 
7ι=l 

これは (A.1)の中に含まれる和である. (A.9)では i=Oの場合の f与)を求めた Jnaの分配関

数を求めるには.f(i)， (i=Oヲlf-Aα)が分かればよい.f(O)はすでに N →∞での近似形

(A.9)が求められているので.I(i)， i三1の近似形を求めたい.

まず i= 1の場合を考える.二項係数ch2を変形すると

N-l N 

f(1) =デピ2長{NnhCN2- i γεーヰ(N吋 πC::n(N-n) 全日 N(N-1)台
1δτ土

=- -Ye一中N-n)Nc:: (A.ll) 
2(N-1)Mfコ

n

となる.左辺の手口の範囲はれ =1̂ -'N-1であるが右辺は係数叫N-η)により η=0， n = 1V 

は自動的に 0となるので，和の範屈に加えても問題はない.よって左辺の和の範圏はれ =Orv1V

としておく.さらに係数n(N-n)はβ微分で得られることを利用した. (A.ll)の両辺を i=O

の (A.IO)で割り ，N→∞極限を取り (A.9)を用いると

ヨ二
f(1) "__ LfJle 2品川-n)TLct12

-…一一…
長三二of(O) ぷふ ε:Lo eーヰ{N-WCF

1 θ 七二よ『

=一 一 ln')すニううプ二γεf一斗2是川山一叩吋R吋)nC♂N "， ~μ(υ1 一 m*2志*2
2引(N一 1り)δ抑β 全包: 

を得る. Jlの分配関数を求める上で必要なのは i= 1の (A.10)であるので，ここまでの計算に

より. Jlの分配関数を求めることができる.

r _-2_g. ， nrd (・ /β \\1/~ __a¥l 
Z(J1

) = ]e-2万 +2Ct ( 2 sinh ( 2 :T ) )一(1-m勺IZ(JO) l- . --~ ¥ 
-------

¥ 
-
N ) ) 4 ¥ I J 

i ~三 2 の (A.IO) も同様に求めることができる.例として i=2 の場合を考えてみる.

N-2 

f(2) =γeーホルn)nc!，!-;.，4
= 

1 

告 は N(N-1)(N -2)(N -3) 

x [(十一主三勾勾)2一(山N一川一主三判斗)]止忘εf一4哨2是伊{川N一ηゆ)汐?

2δβ) ，- -/¥ 
2δβ/n=O 

(A.14) 

(A.12) 

(A.13) 

係数が O(N4)であるのに対し，第二項は O(N3)である.よって N→∞極摂では第一項の中

のο(N4)の項が残る.係数 N2を除いた，sによる二回微分により O(N2)の項が存在すれば良

い.そこでβによる二回微分を調べてみる.先ほどと同様に，f(O)で割っておく.

委主2Loch-2長(N-n) ふ /δ ふ -2長 ¥ 一 二211nycfe中 N叫 n
十 (-lnycNe 長(N-n)n)

-
(A.15) ει。C;:c-2長(N一丸)π 伊土1 W fコ / 

円。
F23 
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第一項は O(N)，第二項は O(N2)である.よって第二項だけ残し，

N-2 • 卓~ N 

f(2) = 2二cfLずバ(N-n)n~ ~ [仕[卜一;か(οl一mばポ州d勺2)f工乞 C々ご詐シeバ一

= 占志(1一 mがι2削 ) (A.16) 

という関係式が得られる.一殻に
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= [~(1 ーが2)]lf(0) (A.17) 

となる.これをはりに代入すると

Z(Jn~) こか 2長十 sinh {2iZ)(1-md))nzZ(JO) 
¥ '-N)' ') 

が得られる. したがって強磁性体の自由エネノレギーと Jnaの自由エネノレギーは

( -2β.  1 (β ¥/1 _*2¥¥ F(Jng) = -kHTn~ln (ε 万十泣nh(2 ~) (1 -m*2)) + F(JO) (A.19) 

(A.18) 

という関係にあることがわかる.kBはボノレツマン定数である.

次に Zf(Jπg)の近似形を求める.やはり出発点は Zf(JO)である. (A.4)を N'二 N-tを用い

て書きなおすと

lV' 

ZJ(JO) = 2e長cf2二cfe件医-n)ne-中 n (A.20) 
n==O 

どなる. (A.20)の積分表現を求め，鞍点評倍したい.分配関数の場合とは異なるのは，因子

ε-2tnjNの部分である.nとは -1スヒ。ンの数で、あった.そこで -1を取るスピンに磁場2t/Nの

かかるハミルトニアン

H'(S町νi
t<) 

(A.21) 

を定義しその分配関数Z'を求めて，そこから (A.20)の近桜形を求めることを試みる.まず

エネルギー準位に関する和の形で、書くと

N 

Z'(JOIN， t芯)= e~σ'f L C:'e-2長 (N-n)ne-中目
n=O 

(A.22) 

となる.積分表示は

山川)= e-/3te-/3仔 Jdmexp [N( -~m2 + ln (2∞sh (βm+号)))J (A.23) 

となる.ここで求めたい (A.20)と，磁場ありハミルトニアン H'の分配関数 (A.22)を比較す

ると

e一長c!jZJ(JoIN， t， Ts) = 2e一言c!j'Z'(JoIN'， t， T~) (A.24) 
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という関係にあることがわかる.T' = NjN' x Tとした. (A.22)と(A.23)が等しいことを使

うと

Zf(JOINムTs)二 2ε私cf-cぎ)e-β'te-f3'/2 

x{雫j仇時制-2d九ト叫m+ ~~)))] (Aお

を得る.グ =1jT'とした.N→∞で鞍点評錨すると

f グfn t ， __2 N2 -N'ヘ fn 1 fo' β'ハロ今(JOIN，同)~ほpN'卜互い万ï + m 
2 

- ... N ;，' ) + ln (2 cosh (βm十万7))J (A.26) 

となる.mtま，鞍点方程式

m = tanh (向十手) (A.27) 

から決まる.分配関数同様に，強磁性体の Zf(JO)が求まった

さらにここから Zf(Jぺ)を求める.手続きは分配関数と同じで，

N-i 

g(i) =乞f 中 N'一山々 とJ2Zε一中π (A.28) 
nニニZ

の一般の tでの近似形を求めればよい. i = 1の場合のみ示すと，

N'-l •• ~ _~ N' 

g(l) =γε 合トI v 2NペδβMtjf当
(A.29) 

となる.分配関数の計算毘様に，N→∞で残る部分をまとめると，

zμばIN，t，T)=(e-2長+sinh ( 2 ~T ) (主-d-21(1-m)))乃μOIN，t，T)¥- ¥ Nノ¥N N' ¥ - --/ / / (A.30) 

を得る.
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