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蜂の巣格子上の軌道模型の理論的研究
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研究対象としている遷移金罵酸化物は，高温超伝導や超巨大磁気抵抗効果，マルチフエロイクス

など多彩な物性を示すことが知られている。この主な原医は，通常の金属のように電子需の相関を

刊現在の所属:東北大学大学院理学研究科物理学専攻， Email: nasu@cmpt.phys.tohoku.ac.jp 

F
h
u
 

司

i
可

1
ム



那須譲治

無視するバンド描援が害効にはならず，電子相関が重要な役訴を果たすことにある。この強い電子

担額により電子の局在性と遍歴性が搭抗しバンド接像で註見えてこなかった電蕎，スピン，軌道の

自由度が顔を出す。これら 3つの自由度の強い結合により，通嘗の金属には見られない新しい物性

が現れ，またこのような新しい相関効果を科用した竃子容j僻が期待される。例えば，光や電場によ

る電荷の自由度を通じたスピン状態の制御や磁場によるスピンを通じた軌道状態の制御など様々な

応用が考えられている。

このような物性を主に担うのは遷移金震の部分的に満たされた 3d電子である Q この 3d軌道は

遷移金属の周りiこ配位する詮イオンによる対称性の低下によって分裂する。例えば，ベロフスカイ

ト型酸化物では遷移金属イオンの周りを陰イオンが正八面体をなすように聖位している。これに

より 3d軌道は2重に縮退した eg軌道 (dx2 _y2， d3z2 -r2 )と 3重に縮退した t2g軌道 (dxy'dyz' 

dzx) ，こ分裂する。この縮退した軌道のどれに電子が入るかという喜由震が軌道の自由変であり，近
年活発に研究が行われている。軌道の自由度は電子の確率分布の異方性を与えるため，電子の飛び

移りの大きさがその電子がどの軌道を占有していたかによって異なるため，電子の仮想、選移に基づ

くスピン掲の交換相互作用とも強く結合する。また，軌道の自由度は格チとも強く結合することが

知られている。それは，遷移金属イオンに配位する陰イオンの対称、性が低下することで軌道の繕退

が解けることに起因する。このような格子との結合は協力的ヤーンテラー効果として知られてお

り，特に陰イオン方向に電子密度の高いら軌道には重要な役割を果たす。また，あとで示すよう

に軌道自由度は軌道の擬スピン演算子を導入することで，スピンの自由度と同等に扱うことができ

る。つまり，スどン告患度において生ずることが軌道にも同様に生ずる可能性が示唆される。具体

的にはスピンに強議性や反強磁性といった長i8離秩序への棺転移があるように，電子の占有する軌

道がすべて同じになる強的軌道秩序やその逆の反強的軌道秩序が生じる，また誌，スピンに素励起

(マグノン)が存在するように軌道自由度iこも秩浮状態からの素勃起であるオーどトンが存在すると

いったスピンと並行した議論が可能である。このようにして軌道秩序が生じれば，スピン開の交換

棺互作用に異方性が生じ，その結果棺互作用の有効的な次元が低下することも考えられる。

このように軌道自由度はスピン間相互作用や格子とも結合し，それを通じて物性に大きく寄与す

るため，強相関電子系においては最も重要な自由度の 1つとなる。これを踏まえて，次に軌道自由

度を援う模型ついて述べる。

1.2 軌道自由度を記述する模型

以下で辻本研究で扱う模型と近い，軌道自由震を記述する模型の 1つである eg模型について概

説する。この eg軌道模型は本研究で扱う模型とハミルトニアンは多くの点で類蝕している。しか

し，本研究で扱う護整とは格子が全く異なるために，実空間と密接に関係しているという軌道富由

度特有の姓賓から.eg軌道模型とは違った結果が得られると期待される。

単純立方弟子上で定義される eg軌道護型は特にベロフスカイト型物質KCuF3の軌道自由度を

記述する模型として用いられている。この物質の物性を担うのはCu2+のd電子で， 5重縮退する

d軌道は期りに配位する Fーの立方対林場のために2重縮退した eg軌道と 3重縮退する t2g軌道

に分裂する。また， CU2+ は 9~屈 d 章子が存在するため . eg軌道iこホールが 1髄存在するとみな

すことができる。このホールが2重に縮退したeg軌道のどちらに入るかの自由度である軌道の自

由度がスピンの自由度と共に物性に大きな影響を与えることが知られている。この自出度，すなわ

ちホールが2重に縮退した dx2_y2軌道と d3z2-r2軌道のどちらを占有するかを大きさ 1/2の軌道

擬スピン譲算子Tを用いて表現する。その定義は，サイト iにおけるスピンσで軌道μを占害す
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るホールの生成(消滅)演算子dLI7(dilL17) を用いて

Z=;εισ同仰
σμμ 

この軌道擬スヒ。ンと実際の軌道との関係を示したのが菌

dy2_Z2 
3場

1である。

また，eg軌道はF一方向に電子密度が高いた

め，Fーの動きとの結合すなわち協力的ヤーンテ

ラー効果が生己やすい。そのため， Cu荷の棺互

作用は交換相互作用のみではなく協力的ヤーンテ

ラー効果も取り入れなければいけない。それらの

効果を取り入れて，スピンの自由震を無視しホー

ルの軌道自由度のみを取り出したのが eg鞍道模

型である。そのハミノレトニアンは立方格子上で

ここでσはパウリ行列である。である。

TX 

d3y2-r2 
工科
(2) 

ZTFTY+J 
くが〉首

す，υ+
 

7
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zちZφ 
7
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H
 d3x2-r2 

と与えられる向。 J>Oでありくり>/は1方

向の最近接である ijサイトを表す。ここで7iは 軌道援スピンと実際の匂軌道との関係、。

4=ω(刊行+sin(ト)η
図 1

(3) 

であり ，(na;lηy' nz) = (1，2，3)で定義される。この匂軌道のハミルトニアン式 (2)におけ

るスピン系とは異なる最も重要な持徴は相互作用がボンド方舟に依存する性賞である。この

特徴iまもともと軌道は電子の空間分布を表すものであるから，スピンと異なり実空間と密接

な欝係があることに基づいている。このようなボンドに依存する相互作用の存在により，ハ

ミノレトニアンと TZは可換ではなく，擬スピン空間での連続的な自転対称性はない。しかし，

古典模型での基底状態である援スぜンが反強的に並んだときには連続的な縮退が存在する。

それを密示したのが図2である。このことは乞バイ戸=co邸主.を用いると式(2)で表させるハミ

(4) H=;芸(イベ+if
ルトニアンが定数を除いて

と書けることからも理解できる。これに加えて eg軌道模型の基底状態はもう 1つ自明でない縮退

が存在する。それは次に示すようなスタッキングの縮退である向。この結退はら軌道模型の持互

作用がポンドに依存するという固有の性賓を反映したものである。函3，こ示したのがその具体的な

偶で，z方向へのスタッキングの縮退を表しているo Z方向の相互作用試すrJ= TtTJだからあ
るxy平面内の擾スピンをすべて TX→ _TXとしてもエネルギーは変わらなく，基底状態となる。

z方舟やu方向に関しても詞様のスタッキングの縮退が存在する。図3の樺な縮退は，詞ーの xy
平語内においてTXを反転させてもエネルギーが変わらないという一種のフラストレーションの効

果と考えることもできる。このことから相互作用がボンド方向に依存するすなわち軌道模型ならば

格子がbipartiteであったとしてもフラストレーションが内在しているということになる。
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ハミルトニアン式(2)の基底状態に存在する結退は擬ス

ピンを渡数表示することでも晃ることができる。議スピン

乞のFourier変換T(k)を用いてハミルトニアンは (}A 

H=芸(TZ(k) TX例 )J叫
と書くことができる向。 J(k)，ま2x2の行列であり，そ
れを対角化したものである J(院を図示したのが霞 4(a)

である。また，同様なことを反強磁性宜eisenberg模型で

行ったのが函 4(めであり，この結果を見ると反強磁性

Heisenberg模型の基底状態である反強磁性秩序を表すR

点の J(k)の値が最小になっていることがわかる。同様な

ことがeg軌道模型でも当てはまると考えれば，図4(a)を

晃ると J(k)が最小となる点が連続的に存在することがわ

かる。このことから匂軌道模型の基底状態には多くの縮

。B
密 2 古典模型における吉明な基

底状態である反強的な援スピン状

態。矢印は提スピンを大きさ 1/2

の古典スピンにしたときの図。在

意の θに対して θA = ()， ()B = 
()+7rのとき基底状態。

退が存在することが示唆される。これまで、行ったことは，秩序変数の技数を 1つに限った平均場近

僚に相当し厳密ではない。そのためこの縮退は平均場を越えた揺らぎの効果を取り入れることによ

り解ける可能性がある。古典系における揺らぎの効果は熱揺らぎである。この効果をスピン渡近僚

によって取り入れることで擬スピンの角疫がTZ軸から測った角震6が0，π/3ラ2π/3，...のときに

(a) 

TX→_TX 

図3 z方向へのスタッキングの結退。ある xy平面内の援スピンをすべて TX →-rxとして
もエネルギーは変わらない。

J(k) J(k) 

(b) 

主主 Y X 乱f R M r X M 
図4 (a):ハミルトニアンを渡数表示にしたときの相互作用定数J(却の設数依存柱。 (b):同
様なことを反強磁性Heisenberg模型で行った場合。
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蜂の巣格子上の軌道模型の理論的研究

自由エネルギーが最小をとり，秩序化することが解析的に示されている向。このように擬スピン

の角度が毘定されたということは，熱揺らぎによってスタッキング、の縮退が解けたということがで

きる。実際この模型にモンテカルロ法を適用すると，ある温度以下では

M(q)2 = L:乞(可申eiq.(ri-rj)

で定義される担額関数が，反強釣 (Q= (π，1f，π))のときに有意な{痘をとる。その結果が図 5で

ある。

また量子系においても， Holstein-

Primako宣変換を黒いたスどン設近似

を用いることで，絶対零震では零点振

動により古典系と詞様な状態が安定化

し，またスピン渡スピン波間の棺互作用

を芸a民ゅFock近似で取り入れること ~0.25 
でスピン波の励起にギャップが生じ，有 ミ
限温度で秩序することが示されている

[16]0つまり ，eg軌道模型においては，

熱揺らぎの効果と量子揺らぎの効果が同

様な状態を安定化させる。

1.3 マルチフエロイック物質

RFe204型酸化物の物性と蜂の巣
慈子上の軌道模型

(6) 

0.50 

0.00 
0.0 0.2 

kBT/J 
0.4 

菌 5 q = Qのときの梧関関数 M(q)の温度依存
柱。モンテカルロ法を用いて12x 12 x 12のクラス

ターで行っている。

以上のように，軌道自由度を記述する模型においては相互作用がボンドに依存するという特徴

が，その性質に重要な役害iを果たす。このことから，格子の形が軌道模型の性質に与える影響は強

いと考えられる。これを踏まえて本研究では，蜂の巣格子上の軌道模型を解析するが，その軌道模

型はあとに示すようにマルチブエロイック物質豆Fe204(Rは希土類元素〉の電祷・スピン秩序掃

における軌道状態を記述する模型である。この節では，マルチフエロイシク物質について概説し，

RFe204型酸化物に対する実験事実及び先行研究を説明する。

強誘電性や強磁性，強弾性など複数の秩Ff:が共存し，それぞれの秩序相に強い相関がある物質系

をマルチフエロイクスとし、う。このような物震が実現すれば，例えば電場のFIJ加により磁化を誘還

したりその逆も可能となる。このような議果は竃気磁気効果といわれ吉くから研究が行われてい

る。しかしながら強誘電性と強磁性を両立させることは難しいということが知られている向。代

表的な強誘電体であるベロフスカイト型酸北物BaTi03の中の Ti4+イオンはd電子を持ってい

ない。そのためこのTi併が周りのどれかの 02ーに近づいて共有結合を作ることで分極が生じる。

もし，Tiイオンiこd電子が存在すればOイオンと共有結合を作る際iこ反結合軌道にも電子が入っ

てしまい，その結合が不安定になる。そのため，ベロフスカイト型酸化物では磁性を担う d電子が

ない方が強誘電性を持ちやすい。それに対して近年，超巨大磁気抵抗効果 (CMR)で註目されてい

るMn酸化物において磁気秩序と強誘電性が共存し，磁場印加により電気分極が反転するという豆

大な電気磁気効果が観演された問。この実験はベロブスカイト型Mn酸化物である TbMn03を

用いている。 Tbのイオン半径が小さいことに起因して入面体のMn06クラスターが歪み， Mn閑

土の交換棺互作用が二次近接も無複できなくなることでMnのスピンにフラストレーションが生

ム螺旋盤iこ秩序化する。この螺捷型の磁気講造によって空跨反転対称性も破れて霊気分極が生じ
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ると考えられている向。

それに対して本研究で対象としている着状酸化物RFe204は班n酸化物とは全く異なった機講

で電気分極が生じる。以下ではその特徴的な物性の実験事実から理論的解析について述べるe

1.3.1 RFe204型重量化物iこ対する実験事実

RFe204(RはY及びDyから Luの希土類元素)の結晶構造を国倒的に示す。空間群はR3m

であり， R， Fe， 0がそれぞれめ屈に対して三角格子をなし， c軸方向に積屠した構造をとる。そ

の構造は図倒的のようにほぼ同一平面内にある Feの三角詩子と Oの三角格子が 2組となった

麗 (FeOW-layer)とRの三角詩子と Oの三角格子からなる層 (ROU-layer)が交互に積層した

構造からなっている。このような RFe204の特徴的な物性の 1っとして強誘電性があげられる。

LuFe204単結晶に対しては c軸方舟の告発分極の温度変化を欝j定されており， 320Kと250Kで

自発分極が大きく導力Bしていることがわかる向。このそれぞれの謹度は共鳴X隷散乱や電子線回

折及び中性子線田新から 3次元電帯秩序誼度と 3次元磁気秩序還度に対応することが調べられて

いる。また，電荷秩序と磁気秩序の両方が3語調期の矯造であることが報告されている。つまり，

LuFe204の電気分極は電荷秩序に記屈し，また磁気講造とも強い相関があることが示唆される。

その電荷秩序の主な原冒と考えられるのが， Feイオンである。 RFe204のFeは， Rを3髄， 0を

2儲と板定すると 2.5緬となり， Fe2+とFe3+の整列が電荷秩序の主な原因と考えられる。つま

り，重荷及び磁気といった物性を担うのは陸6(a)のFeOW-Iayerである。この層はおが三角格

子を成しており， Feの電荷の自由度をイジングスピンと考えれば，電荷のフラストレーションが

存在する。また，確性iこ関しても RFe204はc軸方向に磁気異方性を持っているため，電荷と同様

にイジングスピンと考えることができるc このことから RFe204は寵荷及びスピンに強いフラス

トレーションが存在し，そのことがRFe204の特徴的な物性である電気分極や磁気秩序の主な原因

となっていると考えられる。

(c) 

国6 (a) RFe204の結晶構造。大きいほうから R，Fe，Oを表す。 (b)RFe204の結晶講造の中

でFeOW-Iayerのみ取り出したもの。大きいほうがFe，小さい方が00 (c) Feの廃りに配位

する Oの菌。
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1.3.2 RFe204型酸北鞠に対する理論による先行研究

以上のことを踏まえて， Nag秘 0らはRFe204の主な物牲を担う FeOW-layerに著自して， Fe 

詞の有効ハミノレトニアンを導き出し解析した [8，9， 10， 11J。実験事実から RFe204の物性にはFe

の竃帯及びスピンの吉由度が重要な殺害jを果たすことがわかっていた。それに加えて， Feには図

6(c)のように 02ーが配位しているため，その結晶場の効果を取り入れることにより，図7のよう
にお2+には結退した dxz_yZ軌道と dxy軌道のどちらの軌道にホールが占有するかという軌道自

由度が害在するという結果が得られた。このことから RFe204は電膏とスゼン，軌道が複雑に絡ま

りあった状態が実現していることが期待させる。

1.3.2.1 電荷・スピン・軌道結合系のハミルトニ

アン Fe2+ (ポ)

t 
Fe3+ (d5) 

一千- d3z2-r2 
このような RFe204の FeOW-layerにおける

お-Fe閣の電荷・スピン・軌道の結合を記述する有

効ハミルトニアンが導出されており [8]，電荷の長

距離クーロン相互作用を含めた電帯とスピンの岳由

震における解析が行われている [9，12]。本研究で

もこのハミルトニアンから出発し，軌道自由度を有

する Fe2+-Fe2十周の軌道詞のみの右勢ハミルトニ

アンを導出する [13JoそのためにまずNaganoらに

よ
十
脊

=手==dzx，dyz 

=非==dx2 _yZ ， dxy 
菌 7 Feの罵りの 02ーの結晶場による

軌道の分裂と電子配置。
よって導出された有効ハミルトニアンを説明する。

物性iこ寄与する FeOW-layer内のおのお軌道のうち，ホール措橡で考えると麿7から最外殻

は dx2_yZ軌道と dxy軌道である。この軌道に存在するホールが Oのp軌道を混成する効果を考

えてFe障の超交換相互作用を導出する。そのために最外設に存在する軌道の自由度を匂軌道系

の場合と同議iこ軌道の擬スどン演算子Tの導入により致り入れる。 Feのサイト iにおけるスピン

σでμ軌道のホールの生成演算子をdtσ と定義すると dx2_y2軌道と dx宮軌道の軌道自由度を記
述する擬スピン演算子は

z=jεd!1Lμ 
Fμμ 

と表すことができる。ここで，TZ はIx2_ y2)とIxy}の基底iこ対しで対角化させており

(Tz jZ2-d)=iiZ2ーめ (8) 
TZ Ixy) = -~ Ixy) 

を溝たすものとする。また，国 8(a)のような FeOW-layerにおいて Feのd3;2_y2軌道やd勾軌

道との混成が強いのがxy面内つまりめ面内のOであるとしてFeの周りに存在する 3つのOと
の混成を考える。ここでは下の冨を考えて Oサイトのある方向に対して座標を取り査す。これを

表したのが図8(めであり ηx-'lJy という産課系はx-y座標を z軸濁りに2π同/3回転させたもので

ある。ここで，(na，nβ，ni') = (0，1，2)である。それに伴って， 2つの軌道Ix2
_ y2)とlxy)もz

報局りに匡転させなければいけない。そのためにこれらを軌道角運動量l=2の基底W)で

(idーの=が!日+w = -2)) 例
Ixy) =方(!F= 2) -W =一号)

可
E
よoo 
t
i
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(a) 

..~. 

ー多~占/ぇ~マ"l.予----

-・~.~~冨. ----

、‘E
，z'o 
rsaz
、、 sx 

αν =y 

αx=x 

lY 

lx 

図8(a): FeO W-layerを模式的iこ表したもの，大きい丸がFe，小さいほうがGを表す。 (b):
FeO W-Iayerの下の面を上から晃た様子。 βX' βu等はO方向に新たに取り直した座標軸を

表す。

のように表す。これに z斡周りに 2π同13回転させる生成子 e-ilz27rn'1 /3を作用させたものを
iη3-η~) と l17x17y) と書くと

4π2  _.2¥， _，__ 47f !η; -71;) = e-i山町/3iz2-U2〉=COS4fhizーの+sin石川 Ixy) (10) 

4π2  __2¥， ___ 4π !ηzω = e-ilz2叫 /3Ixy}= -sin 
'io

~1 nTj IX
2 -y2) + COSす

ηη Ixy) (11) 

子戸ιη!')=Tz ω 写苧η町η÷ T?z Si4 η引η ρ 
となる。このことから援スどン空間と実擦の軌道

との対応は図9のようになる。このような座標変

換を施すことで， Feサイトの周りのどの方向の

0'こ対して軌道が向いているかを楊に表すことが

できる。ところで， Feのd軌道と p軌道の握或

にはσ結合と π結合が存在するがσ結合のほうが混成の効果が大きいのでπ結合を無視する。例

えばおから見て -y方向にある Oとはdx2_y2軌道と Pv軌道のみにホールのとび移りがあると考

える。

以上のことを踏まえて， FeO W -layerを記述する有効ハミルトニアンとして拡張p-d模型に長

距離クーロン棺互存罵Hvを加えた次の摸型を採罵する。

のようになる。

このような基底の変換に対応して 117;-17~) と

171x71y)に対して対角的である撰算子戸を導入す

る。つまり，

、、、，，
r
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のような演算子を定義する。このとき戸は

(12) 

(13) 

dxy 

dγ2-72X dz-β3 

Tx 

dx2_y2 
TZ 

図9 擬スピン空間と実際の軌道との対応隈孫

H=Hd十Hp十Ht+Hv

-182ー

(15) 
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。イオンのサイト jにおいてスピンσ，軌道νを占有するホールの生成演算子をふ。と書き，そ

の占有数を njvCT三 p;wPjwとするo d軌道の占有数についても同様に定義するD このとき，お

サイトのd軌道のみのハミルトニアンHdとOサイトのp軌道のみのハミルトニアンHpはそれ

ぞれ

ぞ ....... .1をて.......__.1 1 て~ __，.，l 
Hd = L t~diJLUdiJL(j + L U;niJLrniJL! +石工 U~/niJLuniJ.l.'ul
i#ゐσt衿 i，μ手J.I/言。σ'

~ L ι，孔ん，らがら'q (16) 
i，も急手〆，(7'"

Hp=L二ξ弓令斜~P叫p4;Jj  UWgけ+2:乞:U3 η叩 ivlけ÷ ; 乞 Udz ， ηnivルωvqniv包tV
jv σ iv 久勾v=f.v'ぺ，CTCT'

一t;乞 Iι3ιUふ，♂dpd:
i，vヲev'，qσ'

であるc ここで，それぞれの第1項はホールのエネルギー準位を表し，第2項と第3項辻，同一軌

道及び異軌道関のホールに働くクーロン相互作用を表す。また，第 4項はホール慢のフント結合

である。最後に HtはFeのd軌道と Oのp軌道の需のホールの飛び移りであり以下のように書

ける。

Ht=Ztpdd:d-η~ ，aPi+11，11Y ，(7十九C.
zησ 

RFe204が絶縁体的であることから，このハミルトニアンにHt

iこ対して4次摂動を用いることで，Fe閤の脊効的な交換相互

作用 HJを導く。この有効ハミルトニアンは，梧互作用をする

Feの倍数や摂動の中間状態で異なった形となる。異体的に電

荷の異なる 3種類の相互作用である Fe2+-Fe2+， Fe2+ -Fe3+， 

Fe3九Fe3+の相互作用のそれぞれ Zつ挙げることにする。ま

ず， Fe2+-Fe2+泣

f 1 _ _~. _..." ¥ Hjl = JAl (Ii . Ij + 6) ( ~ -2子fi子?) (19) 

となる。ここで， ij辻相互作用をする 2つのFeサイト，A1は

中間状態のラベルで， 1はFe2+のスピンを表す。擬スピンTf
の添え字ηは相互作用の媒分となる酸素の方向iこ依存するた

(18) 

図工oFe2+_Fe2+関の接スピ
ン詞の担互作用子ft子73のボン
ド依存性。酸素の方向に依存

した 3種類のボンドによって

異なる相互作用をする。
め，ボンドによって異なる。これを具体的に表したのが医 10

である。同様に， Fe2十主計十及びFe3+-Fe3+の持互作用の例を 1つずつ書くと

¥、
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(20) 

(21) 

となる。ここでB1やC3は中関状態のラベルで，JはFe3+のスピンを表す。すべての億数およ

び中関状態における相互作用の表式辻 [8，9]に記されている。これらの和が系を記述する有効ハミ

ルトニアンとなる。

q
d
 
co 

宅
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1.3.2.2 電荷・スピン・軌道結合系のハミルトニアンの解析結果

この有効ノ、ミノレトニアンを用いて Nagonoはまず， RFe204の電気分撞が FeOW-layerの障の

電膏の偏りによるものであるという仮定をして，吉典モンテカルロ法で計算を行った向。その諜，

電荷のクーロン相互作用 Hvは最近接のみとし， FeO layer 1患において解析をしている。また，

RFe204のc職方向への磁気異方性を考嘉して，スピンは2自由慶しかないイジングスピン左し

ている。その結果，実験と同様に電帯及びスピンが 3倍周懇の講遣となることがわかった。また，

Nagano'ま数値計算で得られた抵温での竃荷・スピン秩序相において，軌道の有効ハミノレトニアン

を導出し，解析を行っている。この竃荷・スピンの秩序状態を国 11に挙げる。今，軌道自由度を

持っているのはFe2+であるから，軌道関の有効的な梧互作用を考える上で必要なのは， Fe2+_Fe2+ 

簡の相互作用と Fe2+-Fe+罰の棺互作用である。この2種類の相互作用を軌道を揚に表して具体

的に書くと， Aを中間状態のラベルとして Fe2+-Fe2+需の相互作屠は
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(22) 

(23) 

また， Fe2+_Fe3+間の相互作用辻， iサイトが Fe2+として

吟3=内ゐ)(~ーヂ)
吟 z内ゐ)(~+ず)

(24) 

(25) 

のようになる向。fRt." Fe2+ (Fe3+)のスどンの自由srI(J)は相互作用定数 Ĵ(I，J)に含むも
のとする。密 11のような軍費・スピン状態を仮定すると，式(14)の軌道擬スピンの定義から明ら

かなように

子:t+チf+ぐ=0 (26) 

となるから，式(22)----(25)の戸の l次の項はOとなる。よって，式(24)及び (25)の様な Fe2+-

Fe3+間の相互作用試軌道状態に故ら全くなる。このことから， FeOの2枚の層のうち図 11(a)の

ような電膏が正に罷った屠には軌道需の相互作用は存在せず，図l1(b)のような電荷が負iこ傷った

菌 11 Naganoによって計算された低還での電荷・スピン構造問。黒丸がFe3+，白丸がFe2+
を表す。程し， (a)が電荷が正に偏っていると復定した屠， (b)辻電荷が負に語っていると復定
した層。
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屠における Fe2+-Fe2+間の相互作用にのみ軌道関の梧互作用が存在する。故に，図 11のような秩

序の下での軌道のみのハミルトニアンは電膏が負に偏った層で、の Fe併をつないだ蜂の巣格子にお

いて

となる。このハミルトニアンを用いて Nag組 0は24サイトのクラスターにおいて古典モンテカノレ

ロ法を行って解析をした。

得られた比熱の温度変化が図

12である。この留からたB九=

O.0375Jのときに比熱が幅の広い

ピークを持つことがわかる。また，

軌道の棺調関数

qH=会乞(Trマ)♂q.(R.t-Rj)
(28) 

を定義し，とり得る波数qに対して

計算した。ここでm，nはzまたは

zを表す。しかし，どの渡数におい

ても低温で有意なf査をとるものはな

かった。つまり，この模型には薮数

qで記述させる長距離秩淳は存在しない。

このような研究を踏まえて， Naka 

はFeOlayer 2層を対象として， Fe 

の電荷の需のクーロン相互作用 Hv

を 3次近接まで取ることで， 2枚

の FeOlayerで竃帯の傷りが生じ

ることを平均場近住t• 及びモンテカ

ルロ法を用いることで明らかにし

た向。また， Naganoによって導

出された民間の交換相互作用 HJ

を加えることで密 13のように FeO

W-layer'こ生じる電気分極 Pが増

大することを明らかにした。このと

きの電荷とスピンを考産したハミル

トニアンの秩序状態の構造は密 14

のようになる。これを見てむかると

おり，この電気分極生じる 3密罵

期の電荷・スピン状態にはスピンの

決まらないサイトが存在する。スピンが意気分極の発生を手助けする原底は，このようなサイ

トが存在するつまりスピンのフラストレーションによりエントロピーの利得が大きくなるこ

とにある。ところで，この N品母の解析は軌道は霊荷・スピン秩序誼慶よりも低温まで秩序し

ないとして軌道の擬スピン演算子を 0として計算を行っている。この国 14のような電荷・ス

Heff =-J工子同2 (27) 

足
時

三三 0.5
、、、
主与

U 

a
 -

am 

--
• 
-
a
 

• •• • • • 
-
E
 

• 
-
h
 

曹
• .
 
，
 

z' 
E' 
'aT 

aE 

孟
雪

筆
書Te-
Z
E
 

γ

・・-
7

・7ム
宇
品
守
-

7

・
4

主
・
ム

字会守・・
4

7

・
T
4

7
4
守
ム

7
2

・τふT-'A 
T
占
'
ム

7

・
4

y

・2

・lA
T
4
'
4
 

τ-i 

T
'
i
 

T
'
S
4

・4as-Fas--za-‘
 

午

i
宇
i

。。
0.25 

kBTjJ 
0.50 

題 12 Naganoによって計算された軌道の有効ノ、ミルト

ニアン式 (27)の比熱の温度変化向。

12 
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kBTjV 

盟諸電荷の潤のクーロン相互作用のみの場合{青隷)

と民間の交換相互作用も加えた場合の電気分極 d.P=

V(P2) _ {p)2の温度変化[9]。但し，Vは民O面内の
最近接クーロン棺互作用である。
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ピン状態を袈定したときに軌道自由度を考察すると，前述の Naganoの軌道状態の解析と同

議な議論ができることがわかる。つまり，軌道の有効ハミノレトニアンは図 14のお2+が多い

面すなわち下の面におけるお2+をつないだ蜂の巣路子上で定義された式 (27)で与えられる。

1.4 研究目的と本論文の構成

前述の通り，車h道自由度を記述す

る摸壁には，軌道自由度が電子分布

の異方性を与えるものであること

を反映して，実空間すなわち格子の

形や次元性にその性質が強く依存す

ると考えられる。この勢徴は，スピ
密 14 低温における電荷及びスピン構造問。青の点穣

ン系にはない軌道系特有のものであ で臨まれたサイトはスピンが決定していないサイト。黒

る。これを踏まえて本研究では，蜂 丸がお鉢，白丸がお件。

の巣格子上の2重縮退した軌道模聖の低温での性震を解暁することが巨的である。持に，軌道系特

有の格子の形や次元性を境らかiこするために，代表的な軌道模型である eg軌道模型とその性質を

比較する。また，軌道議スピンを古典スピンとして扱った場合と，大きさ 1/2の量子スピンとして

扱った場合の類観点や相違点を解明することで，この摸聖に働く量子効果を議論する。また，マル

チフエロイック物質RFe204の電荷・スピン秩序相での軌道状態は，この蜂の巣格子上の軌道模型

で表すことができることが Naganoによって示されたi針。これを踏まえて本研究では，蜂の巣格
子上の軌道模型の研究を還して，先行研究において不明な点を明らかにし， RFe204の低温での軌

道状態を明らかにする。

本論文は6章からなる。 2章では式(27)のハミルトニアンを扱いやすい形に変形し，そのハミ

ルトニアンの持っている基礎的な性質を明らかiこする。 3章では本研究で用いた計算手法について

説明する。 4章では3章で説明した方法を用いて，軌道擬スピンを古典的に扱った場合の解析を

行った結果とそれに対する考察を述べる。 5章では軌道擬スピンを量子的iこ扱った場合の解析を行

い，古典模型と比較することにより，本研究で扱っている模型に対する量子効果を議論する。最後

の6章では得られた計算結果を踏まえて結論を述べ，今後の課題を述べる。

2 理論模型

本研究で援う理論模型は，蜂の巣格子上で定義されるハミノレトニアン式(27)である。この章で

はまずハミルトニアンを理論的に扱いやすい形に変形する。これにより，解析の見通しを付けやす

くするだけでなく eg軌道模型との比較も容易になる。また，この模型の基礎的な性質である平均

場近似における基底状態の縮退についても議論する。

2.1 理論模型の変形

式 (27)より， RFe204の軌道の脊効ノ、ミノレトニアンは，蜂の巣格子上で

上 -J2二何色e"， +テf号1eβ÷マ4eγl
tεA 

(29) 
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O
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0
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蜂の巣格子上の軌道模型の理論的研究

~書ける。ここで， J'ま梧互作用定数であり J>Oとする泊。蜂の巣弟子はbipartiteであり，部

分格子を国 15のようにA，豆とする。また，最近接を結ぶベクトノレを ea，eβ，e"(とし，同時に横

のボンドを αボンド，左上を向くボンドを βボンド，左下を向くボ、ンドを γボンドと定義する。

軌道擬スピンザは大きさ 1/2のスぜンで， η=α，β，γとして

r 0 (η=α) 
マ=T{ cos 'P11 + Tr_x sin 'P11' 'P'1J =行π(η=β) (30) 

l~π(η=γ〉

と定義する。式 (29)で書かれるハミノレトニアンの相互作用は

ぜ点 A のように梧互作用の方向と援スピンデの添え字が一致
" "'--=-0: 

していないので扱いづらい。そのため式 (29)にユニタリ一変

換を擁すことによりハミルト二アンを扱いやすい形にする。そ

のためにこの擬スピン漬算子の回転を考える。 u軸まわりの援

スピンの回転は

{:匂叩吋吋8匂勺守平貯νεf♂一→叩4
e♂iTマf8ηTf戸εf一t可Tマ'l(}= TηfC∞蹴O部sO+ 1η?Si注註6

であるから，

国 15 蜂の巣格子の構造。

(31) 

eiTl(}子fe一昨(}= Tr_z COs(れーめ+Tr_x sin(弘一め

となる。よって，ユニタヲー演算子Uを

u=閃 l-iOA~二 TJ -iOB L T% I 
I j乏A kεB I 

(32) 

(33) 

と定義し， OA =π/6， OB = 5π/6とすれば，

u-1げテヴー u=♂Tf8A4e-tTF8A×euzeJBpjAe-tTふJB
-(t f..T'l:'oQ:島 号事-a

=ri七11ea(34)

となる。同様にして

U-lrlrf，_~_U ββ T・r:-.__U = r~ T 
+eβV - 'i 'i+eβ 

u-1ァー究 A

打 ;r7L~ r"-r::-， _ U = r"'r;'L~ 
.. (o-r"'''Y .. ctτbマ

と計算できる。ここでァηは

(35) 

(36) 

f ~ (η=α) 
Ti
T1 = Tt cos!P17 + Tr_X sin !P11' ψη={シ {η=β)

l-fi (η=γ) 
によって定義されるものである。これより，ハミルトニアンは

H = u-1iIu =-Jγifda十rf3r.ι十 r7rl，泊 i
/一一J，‘ ゐ，~'" る .，巴/:j ・ー，cマi
tεA 

=-JZTf4eη 
4εA，η 

(37) 

(38) 

略式(29)で定義されるハミルトニアンやの子は，式(30)から TX_TZ平面内で定義される。ところで，子→一子へ

の変換，すなわち TZ(T勺→ -TZ(-Tつへの変換を施したとしても，!TX，T勺=iTZ等の擬スピンの交換関係
は不変である。このことから，式(29)において片方の部分格子の擬スピン子の符号をすべて反転させても擬スピン

の交換関係は保たれるため，Jの符号の取り方で一般姓を失わない。

円
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となり，相互非掃の方向と相互作用をする擬スピンが一致し扱いやすい形になった。この式 (29)

から式(38)へのユニタリ一変換による指互作用の変換を図示したのが図 16である。これ以鋒，式

(38)で定義されるハミノレトニアンを解析することにする。また，7rtの定義式 (37)から明らかのよ

うに

玄(<，)2=玄 [T{2COS2ψη + T{2 sin2 <pη刊行T{+符T{)cosψηsin<pη]
ηη  

=;(可2十方2) (39) 

である。これより，擬スどンを x-z平面内の 2次元古典スピンと考える主主らば，乞η(7i
rt)2= 

3x i=3である。よってハミルトニアンは平方完成することができ

H=-JZTf7fLeη 
手ξA，η

=iζ(マ-72teη)2-iz(マ2+者向)

=j乞(7[-7~e~r 一言JN
zξA，η 

(40) 

となる。最後の変形には部分格子Aは棒子点が N/2個あることを用いた。これより，古典軌道模

型における基底状態のエネルギーはサイト当たり -3/16Jであることがわかる。この結果は擬ス

ピンを古典スピンとして援っているため，擬スピンを量子約な演算子として扱う場合も考える必要

がある。この場合は Tx2= Ty2 = Tz2 = 1/4を黒いれば乞η(7i)2= ~ (T{2 + 1ix2) = ~とな
り，ハミルトニアンは

J..........Iーー ¥2 3 
H=z〉Ji74-71LeJ一五JN (41) 

tεA，η?  

と書ける。これより基憲状態の渡動関数をiψ。)として基底状態のエネルギーは

Eo = (伊ψ吻01悶HI沖ψOω)H=; 乞 {刷ψ仇制o司作I(付7マf 一弘e~)
tεA，η 

J .......... 111 ー~ ¥. ..11 
=-〉 JillTZ-4e!神0)11 -~J> 一一JN (42) ム-' 11 ¥ . ~ . t-rηJ I T V[  11 8 -- 8 
4εA，η 

となることが分かる。{豆し，途中の変形で擬スゼンげがエルミート漬算子であることを用いた。

これが量子模型の基底状態が講たす条件である。

図16 式(29)から式(38)へのユニタリ一変換によるそれぞれのボンドの相互作用の変換を揚

に表した図。左菌がユニタリ一変換をする前の式(29)で記述される相互作用を表しており，右

図はユニタリ一変換後の式(38)で記述される梧互作用を表している。
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蜂の巣格子上の軌道模型の理論的研究

2.2 相互作用のスペクトル表示

対象とするハミノレトニアン式 (38)に，軌道擬スピンげの定義式 (37)を代入すれば

H=ーJ)> IT.xT.~ 十 }:_~XT:お+ ~ T.xT;~~ + ~ TlT;z_._~ ~ +さ~ZT}L...JIる i+e""T 4".Li Li+es T 4"Li Li+e，. T 4"番時Eβ 4"Li Li+e，. 
iEA L 

f ~7~'" . ~"'~7 ¥ V三 f~7~'" ~.，._~ ¥1 
+7W1三es+TtTi~eβ) -'4 -~ TfTf+e，. + TiX]三e-y)I (43) 

が得られる。次にFourier変換

可制=J烹亨て?〆九
品 ýN/2~ >，a 

払=マ寺市(k)e-ik.~ (44) 

を行う。ここで Aは部分搭子のラベルで A=A，Bであり， μ= X ， Z とする。また，~はサ

イト t の位量ベクトノレである。この Fourier 変換を用いれば T~(k) = e-ik.e"T~(k) と置くと，

eα-eγ=α， eβ-eγ =bから

~ I ( "，. _ 1 "，. ，_ 1 ¥ __. .. =_ .. . ( 3 "L  ，_ 3 ¥ 
H = -f>.1 ( e~ik.a + ~e-ik.b + ~ ) TA( -k)指針+( ~e一約十三) TA(-k)各(た)ム-'1¥> . 4> 4/-rn  /-c:n /.  ¥4- . 41 

k L、 ノ、ノ

(ア -ik.bア)T;i{-k)i 仇 k.-~) T.H-k)t;;{k)] e-UIl'O - Y.- I T:1( -k)顎 k)+1 Y/I-e 一一 TA(-k湾側¥ 4 4 /-.ei，¥ 0>/-0¥>-'1 

(45) 

が得られる。ここで， α及びbは蜂の巣格子の基本並進ベクトノレであり，罰 17で定義される。ま

た，式 (45)の係数を

地)=汁。+:e-4hb十;
B(k)=;e-tkb十;
ゾ三 -iιι v'3 

C(k) = Y4-e 露。 4

のように書くとハミルトニアンは行列表示で

(46) 

(47) 

(48) 
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となる。ここで，上の行列はエルミート行列であるから，これを対角化するユニタリ一行列を W

とすると

( T~(k) ¥ 
I T~{k) I 

T(k)三 I;f，~)'~~ I I TE(k) I 
¥ TE3(k) J 

H = T(k)tWAWtT(k)， 

と書ける。対角化された行持Aは

(J1{k) 0 

A-= I 0 ゐ(た)
-I 0 0 

¥ 0 0 

J1(k) = -!J 
h(k) = -iJ3+2cosk.α+2cosk.(α-b)+2cosk.b 

J3待)=すゾ3+2cosk.α十2cosk.(α一時+2cosk.b

J4(k) = !J 
である。ここで，

(50) 

。。
ゐ(k)。
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となる。ここで，勿n(k)は国有僅

Jn(k)の毘膏ベクトルである。この

Jn(k)をプFノレアンゾーン内で播い

たのが函18である。これを見ると，

エネルギーの最も低い Jn(k)の 1

つが平坦になっていることが分か

る。この結果を eg軌道模型に対し

て行った図4(a)と比較する。 匂軌

道模型では，この国を見てわかる

とおり J(叫が平坦になるのは疲数
空慢の一部だけである。それに対し

て，蜂の巣格子上の軌道摸型では，

任意の kにおいて J(叫が平坦に

なっているため，eg軌道模型よりも

基底状態に大きな縮退が存在するこ

とが示唆される。また，r点、におい

てエネルギーの最も低いふ(k)の麗とその上の曲面が接している。これは，次に述べる軌道擬スピ

ンを古典的に扱った場合にすべての援スピンが同一方向を向くときが基底状態であるが，この状態

が大域的で連続的な擬スピンの自転でエネルギーを変えないことに由来する。この計算はeg軌道

と書けば，ハミルトニアンは

(52) 

H=乞Jn(司令(k)Tn(た) (53) 
kn 

J(k) 

E M K E 

圏 18 蜂の巣格子上の軌道穫型におけるみ(k)のグラ

フ。最も下にある面は完全に平坦である。また，Jn(k) 

はJ(前=0に対して対称。
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蜂の巣搭子上の軌道模型の理論的研究

模型と同様，平均場近似に対応する。そのため，古典模型では熱揺らぎによってこのような縮退が

解ける可能性がある。

3 計算方法

本研究では，古典モンテカfレロ法により前重量で導入したハミノレトニアン式 (38)を解析し，有限

温度での軌道状態を麓ベた。また，基底状態からの熱揺らぎを取り入れたスピン渡近似で解訴計算

を行った。ここまでは，モデ、ルハミノレトニアン式(38)の議スピン演算子TZ，TXを古典的な連続ス

ピンとして援っている。この理由として，解析する模型は蜂の巣格子であるから biparti総なため

幾何学的なフラストレーションがしないが，量子モンテカノレロ法は負符号問題により使えないため

である。このことは，ハミルトニアン式 (38)にT[Tjという?を保存させないような項が存在

するため，蔀分ボルツマン医子が負になる状態更新が容易に可能だからである。しかし，量子系の

解析は小さい系ならば議密対角化が行えるため， Lanczos法を使った解析を行った。

3.1 マルチカノニカルモンテカルロ法

先行研究から，通常のシングノレプリップのモンテカルロ法を患いて Edwards-Andersonパラ

メータが低温で増加しているという結果を得ている。しかしこのパラメータの増加は，軌道がグラ

ス的になっているというだけでなく，モンテカルロ法の状態更薪の過程で準安定状撃に捕まってい

て起こっているという可能性も否定できない。そのため，本研究では準安定状態に捕まりづらいマ

ルチカノニカ/レモンテカルロ法を用いて解析を行った。以下では，まずモンテカノレロ法の涼理を説

明し，次にこのマルチカノニカルモンテカルロ法について説明する。

3.1.1 モンテカルロj去の原理

統計力学において，ある誼度 T= 1/β における物理量Aの実現値誌カノニカル平均 (A)= 
会:EiAie-βEiで与えられる。ここで，状態 iのときの物理量とエネルギーを Ai.Eiと書いた。
また，zは分配荷数でz=Lie一βEiで定義される。この状態tの和をすべてとることができれ
拭迂意の塩度での物理量Aのカノニカル平均は原理的には計算できる。しかし現実的には系のサ

イズが大きいとき tの数が非常に多く.iで和をとることはほぼ不可能となる。それに対して.iの

和に対して大きな寄与を与える状態というのはそれほど多くない。このことを利用してカノニカル

平喝を(局室長:Ei:MCんと書くことで計算を行う o Ei:MCは状態を確率抗 =e-β五/zで発生
させたときの和であり ，Nはそのサンプリング数である。この方法を用いることにより状患の和

に対する寄与が大きいものを効率よくサンプリングできる。

任意の確率分布から出発してマルコフ連鎖によって唯一の定営状態 p(eq)に収束するためには，

1.エルゴート性， 2.詳纏釣り合い，の2つの条件が溝たされていなければならない。エルゴート

牲とは有限毘のステップである状態からすべての状露に遷移できるという性質であり，詳頼釣り合

し、とは

向→i_巧eq)
切j→t-pfq)

の条件を満たすことである。恒し，Wi→j ，ま単位時間当たりに状態iから状態jへの遷移薙率であ

る。この条件を溝たすWi→jfこは任意性があるが，ここでは以下の式で与えられるメトロポリス法

(54) 
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と呼ばれる方法を用いる。

的→j= min[1，exp[-β(Ej -Ei)]] (55) 

また，本研究では 1回の状態更新に対して 1つのサイトの更新しか行わない(シングルフ Pップ)

ためヱ/レゴート牲を満たすことは自明である。

3.1.2 マルチカノニカルモンテカんロ法

正準集団における通常のモンテカルロ法は，マルコフ連毅によってエネルギ一分布 H(E)oc 

g(E)eーβEを発生させ，その平均値及び分散から温度βで、のエネルギーや比熱を計算する。ここ

で，g(E)は状態密変である。しかしながら相転移等を伴う，つまり自由エネルギーの極小点、の数

が誼度抵下と共に増加する場合は，そのエネルギ一分布の広がりが通常抵謹において狭くなるた

め，ある自由エネルギーの極小点近傍の状態は絶の極小点近梼の状態に移りづらい。これi主位相

空間をあまり移動できないシング、ノレフリップのモンテカルロ法で特iこ顕著となる。これを改善する

ための 1つの方法として，H(E)の形を変えて低混でも飽の状態に遷移できるようにしてやればよ

い。エントロビーは S(E)oc lng(E)で与えられる。これよりエネルギ一分布は

H(E) oc exp [S(E) -βE] 

= exp [-So + S(E) -βE] (56) 

となるが，先の自的を達成するために H(E) = const.となるようモンテカルロ法の確率ε一βEを

ε一ω(E)に変更する。つまり，式 (56)から

H(E) = exp [-So + S(E)-ω(E)] (57) 

としたとき.S(E) =ω(E)であればH(E)= const になることがわかる。しかし，エントロビー

S(E)は未知の関数であるから，はじめからω(E)を使ってモンテカルロ法を行うことは不可能で

ある。式(57)から S(E)= 80 +ω(E) +lnH(E)となるので，これを微分すると

d8 dw d 
--=一十，-7:'ln H (E) 
dE dE'dE 

が得られる。以下，繰り返しによりヒストグラムを平らにする方法を述べる。

3.1.2.1 ヒストグラムに基づいた方法(Bergの方法)

諺正されたボルツマン医子e一ω(E)を以下のように定義する [14]0

ω(E)三 β(E)E-α(E)

(58) 

(59) 

ここで， α(E);β(E)はエネルギーに抜存するパラメータである。最終的にはヒストグラムが平ら

になる ω(E)つまり， α(E)，β(E)を求めるのが呂的である。ここで， ω(E)を決めるのに2つの

パラメータが存在するため，片方に以下の条件を課す。

β(E)三生三
dE 

これに (59)を代入することで，もう片方のパラメータ α(E)を

dα(E) Dd，β(E) 
dE - dE 
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蜂の巣諮子上の軌道模型の理論的研究

で決めることできる。 β(E)の物理的な意味は，ヒストグラムが平らであれば(58)より

dw dS 
s(E) = d~ = 言E- β~true(E) (62) 

であるから，莫の湿度 β~rue(E) となる。次に，ヒストグラムを平らにする方法を述べる。諺正さ

れたボルツマン因子ε一ω(同でモンテカルロ法を行うと H(E)cx: g(E)e一吋めでとストグラムがで

きる。つまり，既知の fω{めによりモンテカルロ法でH(E)が作られるから，状態密産g(E)を

求めることができる。しかし H(E)は整数植しかとれないから H(E)= 0となる範菌でg(E)は
正確な状態密度を表さなくなる。もちろんモンテカルロステップ数が増やし，取り得るエネルギ一

範囲で H(E)チ0となれば，この方法で状態密度g(E)を求めることができるが，それではモン

テカルロ法を行う意味はない。そのため e一〆(E)cx: l/g(E)としてまたモンテカノレロ法を行えば

H(E)手0の範陸で新しいとストグラムが平らに会り，そうすればH(E)手0である範囲が前田の

ヒストグラムより志くなる。これを繰り返せば知りたい範囲でヒストグラムを平らにすることがで

きる。具体的には η 番目の修正されたボルツマン因子e-Wn(E)からそンテカルロ法を行ってでき

たヒストグラム Hn(E)を用いてη+1番喜の修正されたボ、ノレツマン因子を

1 p一ωn(E)
e一ωn+1(E)cx:一二一ーcx:三一一一-

gn(E) ~- Hn(E) 
(63) 

とすることで，Hn+1(E)はHn(E)=1= 0の範留で平塩化されると予想される。式(63)の両辺の対

数を取り Eで微分することにより

dw~ パ d.w日 d
--7'-1土=-J-;: + J-J:' InHn(E) 
dE dE 'dE 

(64) 

が得られる。 β(E)の定義から

β'n+l(E) =βπ何十三lnHn(E)
dE 

(65) 

を用いてヒストグラムを平らにしていく。実際はEを離散化しないとヒストグラムH(E)を作る

ことができないので，式(61)と式(65)の微分も離散化することで計算を行っていく。モデルが離

散的牟場合はエネルギーの離散化を最小励起より大きくとらなければいけない。

計算手順としては，まず適当なβ。(通常はβ。=0)でカノニカルモンテカノレロ法を行う。これで

できるとストグラムHo(E)を襲って式(65)を離敦也した式

1 L fn，~(E+ ε)1 
β托+l(E)=βn(E)十一lni i {S6〉

εl  Hn(E) J 
から βl(E)を計算することができる。この式を馬いてとストグラムを平塩化したい範囲でβの更

新を行う。 E<Em拡(通常は Emax= 0)の範毘で式 (66)を患い，それ以外はβの更薪を行わな

いとする。ここで， εは離散化されたエネルギーの最小単位である。次にαl(E)を式 (61)を離散

化した式

αη(E-ε)=α稔(E)+ [β'n(E -e) ー β~n(E)]E， αバEm部 )=0 (67) 

で決定する。これで，eーωl(E)が決まるから，またモンテカルロ法を用いて Hl(E)を作り，式(6め

からs2(E)を求めるということを繰り返す。これにより知りたい範囲でヒストグラムが平坦記す
るまで繰り返しを行う。

物理量Aの熱平均は

_2二持Ane-βEπ 一乞EL:nE{nIEn=E} Ane-βE L:EAED(E)e-βE 
{AM-zne叫 - EE三ふ日}月一乞ED(E)e一βE (68) 
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となる。ここで，D(E)三 'EnE{nIEn=E}1はエネルギーEの状態数であり ，AE'まエネルギーE

のときの物理量Aの平均(ミクロカノニカル平均)として

AE三五品 工 An 
nE{nlEn=E} 

(69) 

により定義される。次にg(E)cx: D(E)であるから，式 (63)を用いて

27【AEy(E)e-sE 'EE AEH(E)ew(E)-sE 
{A}s = 三Eg(E)e-βE - EEH(E)eω問 -sE

、
亘
書
，
F
Aυ 守ars-‘ 

を得る。これではミクロカノニカル平埼AEを計算するために状態数が必要であるように見えるが

AR ~ __~_. ') p、，、h

E = H(E)ωdtates(E} 担

(71) 

とすることでミクロカノニカル平均を再現することができる。ここでMC説話回(E)とはe-ω(E)

でモンテカルロ法を行ったときに通ったエネルギ-Eの状態を表す。

3.1.2.2 エネルギーの揺らぎを事j用する方法(CFP法)

前述の方法ではエネルギーを離散化するため，連続的なエネルギ-~査を取るそデルでは，精度を

上げるためにはエネルギーを細かく取らなければいけない。このためとストグラムに入る蘭数が減

るので，必然的iこそンテカルロステップ数を上げなければいけない。それを避けるため，ヒストグ

ラムを用いないで修正されたボルツマン冨子を計算する [15]0そのために，エネノレギ一分布の広が

りを使ってエントロビーを求める。例えば， ω(E)=βEのとき，エネルギ一分布 H(E)がガウシ

アン

可

l
i
l
t
-
J

q
，“
 

足

μμ
 

E
 
一2β

1

一σ
一q
A

r
B
E
E
S
S
E
t
t
E
L
 

p
 
x
 
e
 
α
 

E
 
H
 

(72) 

となれば，式(58)から

dS 1 
--=β- -? (E-附
dE σ長

(73) 

より， M数d8jdEの額き

J2s 1 
2E-4 (74) 

がわかる。このエネルギ一分布の広がりが dSjdEの傾きであることを利用してある範屈で

&υ/dE = dS/clEとなるようにすれば，その範囲で、エネルギ一分布が平らになる。

手顕として辻， Bergの方法と同様にある逼度ゐ(=0)でモンテカノレロ法を行う(つまり

ω。=β'oE)oこれでできたとストグラムから，その平時μ。と標準偏差σoが得られる。これらを

計糞するのに実諜にヒストグラムを描かなくても長いのがこの方法の利点である。 σ。とエントロ

ピーのエネルギー微分の{噴きは，ヒストグラムがガウシアンであることを仮定すれば式(74)で関

係づけられているから，エネルギ一向での dSjdEの傾きがむかる。これを用いて薪しい修正さ

れたボノレツマン因子の微分弘)jdEをdSjdEに近づける。今，d8jdEを1次近似として &υjdE

を決めるわけだから，dw/dE = Ejσ3十Cとする範囲を広く取りすぎるととストグラムが平らに
ならなくなる。そのため， μ1三 ασoとして， μ1< Eく μ。の範囲をσZを{吏って d8jdEを1次

-194一
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近似する。また，E<仰において誼度《で通常のモンテカ/レロ法を行えば，E<μzのヒスト

グラムから，ー前と陪様iこエネノレギ一向でのdS/dEの{嘆きがわかる。これを繰り返していけば，

&υ/dEさ dS/dEとなりヒストグラムが平坦化される。

具体的には，Wo=βijEでそンテカルロ法を行い，それによってできるとストグラムから平均値

μ0，標準偏差σ。を得る。約三μoーασ。として，的くE<μ。の範屈でとストグラムを享塩化す

るように， ~彦正されたポルツマン留子を

(soE μo <E  

的 (E)=長。÷β'o(E-州一笠が μ1<E<μ。
lb} +β'l(E一向) Eくμ1

のようにする。ここで，bo， b}， slはωl(E)とdw1/dEが接続するように決定する。つまり，

bo = sOμ0， b1 =角的ーα2/2，β1=β。+α/σoとする。この新しいボノレツマン茜子でまたモ

ンテカノレロ法を行い，E<μ1の範屈でヒストグラムの標準偏差 σ1を求める。前回と同様に

μ2三的一ασ1として， μ2くE<仰の範屈でとストグラムを手塩化するように， ~彦まされたポ

(75) 

/レツマン陸子を

{βbE μo <E  

J bo + so(E -/-LO) -(E設立内 <E<μ。
ω1(E)=〈 fR-UP21 b1 + sl(E一川一号?21μ2<E<μ1 
lb2 +β2(Eーμ2) E<μ2 

のようiこする。ここで，b2 = b1 - slσ1α-α2/2，β2=β1十α/σ1である。これを繰り返すこと

でヒストグラムを平坦化していく。ほしい範罰でヒストグラムが平坦化されれば， Bergの方法t
需様iこ物理量を計算することができる。

(76) 

3.2 Lanczos法による厳密対角化

本研究で扱っている模型である式 (38)の擬スどンを量子力学的な譲算子として扱う場合，こ

のハミルトニアンにはT'tTJという項が含まれているため TZが保存しない。そのため，ハミ

ルトニアンの厳密対角化は，TZで部分空間を区切ることができず，ハミノレトニアンの対角化は

2N x 2N(N はサイト数)fこ対して行う必要がある。そのため，全富有値と富有ベクトルを求めら

れるが2N X 2N分のメモヲが必要なハウスホルダー法よりも，基底状襲近慢の状態しか求められ

ないが，2N 分のメモヲで足りる Lanczos法を用いることにする [17J。これにより，基産状態のエ

ネルギー及び、相隠関数等の物理量を計算する。

3.2.1 Lanczos法の票理

Lanczos法;まハウスホルダー法で扱えないような大次元の実対称行列を対角イとする手法である。

その基本的な原理は，対角化したいNxNの行列から絶対値が最大の固有笹に対応する固有ベクト

ルが多く含まれるだろう mxmの部分空間iこ落としてそれを対角化する手法である。これ以降，実

対称行列Aの国有値はお<入2く・・・を満足するものとする。このNxNの行列Aを直交変換に

より mxmの小さい行列TIこ落とすことを考える。なおかつ，Tの基恵ベクトルで張られる部分

空間iこは Aの基憲状態の固有ベクトノレが含まれていなければいけない。ここではその条件を満た

す部分空需として vl，Av}，A2Vl・・・Am-lV1を互いに正規直交化させたベクトルで、張られる空間

を採用する。ここでq は任意のベクトルで、ある。このベクトル VlをAの固有ベクトノレ院で屡揮

すると Vl= Lと}qXi と書ける。これより AmV1 ニ L~l CiAmXi = L~l ciAixiとなるから

に
U
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|λ11> I入21>・・・より m が大きいとき AmViの成分の大部分は基底状態の屈有ベクトル Xlとな
る。よって町，AV1，A2Vl・・・Am-lV1を互いに正規産交化させたベクトノレで張られる空間tこ誌 A

の基窓状態の固有ベクトノレ引が十分含まれていることがわかる。次にむ1，AVI， A2Vl "". Am-lV1 

を互いに正規直交化してりわり2・・・Vm を求める方法を考える。 m.し初期ベクトノレ Vl，ま結対植が 1
のベクトノレであるとする。 k+1倍自の基底ベクト/レを作るには，た値の正規車交ベクトルVl"''Vk 

のすべてに対して AVkを産交北させなければいけない。しかし Aが実対称行列であることから，

この蓋交化は句-1と叫に対して行えば十分であることが言える。証窮はj< k-1において

(AVk)T匂jを計算すればよい。 Aが対称行列であることから (AVkf匂=旬'[A匂となる。また

A巧を管1・・・Vjに対して直交記したのが町村であるからAUj=22;qqと書ける。これより
(AVk)T匂 =22;QがZ叫が得られる。ここで，Vkと向。 <k)誌仮定より直交しているから
(AVk)T Vj = 0が示された。このことから Vk+lを作るためには AVkを叫-1と叫のみに蓋交化

させて作る。

具体的な手願としては，震格イヒされた適当なベクトノレ引を用意し，AVlをむ1に対してシュミッ

トの直交化を行い，V2を作るという操作を逐次繰り返すことになる。一般の kに対しては前述の

通り AVkを均一1と引のみに直交イヒさせれば十分である。これにより，

αk =V'[Avk (77) 

1/ .，-，  ，T 
β'k=V(Avk一βk-l旬k-lーαkVkY(AVk一βk-1Vk-lーαkVk) (78) 

として，Nxmの行列Vm = (Vl，V2，'" ，Vm)を定義すると

(79) 

(80) 

(81) 

(82) 

で定義される三重対角行列， emはm番目の要素のみが 1でそれ以外がむの m 次元のベクトルで

ある。ここで，m<<Nであるから Vm はQL法を用いて容易に対角化でき， m掴の居有笹{Oi}

とそれに対忘する思春ベクトノレ {Si}が得られる。今，Xi = v;玲Siとすると，式 (81)から

A凡 Si=凡 OiSi十 βVm+l(e~+1 Si) 

→ AXi = OiXi十 βVm十1(e;;:+l Si) 

(83) 

(84) 
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であるから

(85) IjAxi -OiXi11 =β~Ie五十1sil 

が得られるので ßmle~+lsil が小さければ A の国有植は三重対発行列 Tm の富有値仇で近似で
園脊ベクト/レはVmSiとなることがわかる。き，

古典模型における計算結果

この章ではまず，式(38)で与えられるハミルトニアンの議スピンァを古典スピンとして扱う方

法を述べて，古典模型におけるハミルトニアンの性震を議論する。また，この古典模型に対して，

自明な基産状態である擬スピンが一様な方向を向いている状態に対してスピン波近似を行い，熱揺

らぎに対する安定性を議論する。次に，モンテカノレロ法を用いて有限温度の解析を行い，スピン波

近凱で取り入れられなかった部分を考憲することでスピン疲近裂と梧補的な考察をする。最後に古

典模型において熟揺らぎで安定住する状態について詳しく説明する。

4 

基憲状態の構造の解析

軌道の擬スピンを TZ，TXの2或分の吉典スピンとして図 19

のように θで指定する。

4.1 

T 

TX 
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このとき，式(37)から

イェト08(Oiート)， Tf=;吋れ
露目軌道擬スピンの指定法

¥ 
βbond 

7ケnd

となる。このことから，援スピンを古典スピンとして扱ったとき

は圏20で示すように，擬スピンTが与えられえたとき 7G:，rβ，7γ

というのはそれぞれ対応するポンドへの射影であることがわか

る。また，式 (40)から擬スピンを古典的に扱った場合の基底状

態について考察する。式 (40)のように変形されたハミルトニア

戸の幾何学的な意味。理20(89) H = ~ L (<'-ri~e，J2 一会JN
iεA，η 

ンは

と書ける。この式の第一項が Oであれば基底状態となるわけだが，この第一項を見ると， α

ボンドを介する嬉互作用においてはTf=711eaつまり αボンドへの射影が等しく， βボ
ンドを介する相互作用においてはイ =74匂つまり βボンドへの射影が等しく γポンド
に関しても同様なことがいえれば基底状態であることが分かる。このように基底状態になり

うる相互作用をするポンドへの射影が等しいスピン配置の例を函 21に示す。もちろん擬ス

ピンがすべて関じ方舟を向いた一様な状態に対してボ、ンド方詞への擬スピンの射影が等し

いのは自明であるから，擬スピンがすべて一方向を向いた状態は必ず基底状態である。しか

し，基底状態の条件として提スピンに対して相互作用をするボンドへの射影が等しいことし

かないことから，国 21，こ示すような長距離相関がないと思われる状態も基患状態となる。

円

iQU
 

可
，
ム



那須譲治

また，式 (89)から射影の等しさを保つような連続的な回転

の縮退がある。このことを踏まえて，擬スピン全体を自転させ

るとすべての擬スピンをボンド方向に向かせることができる。

函21に対してその操作を行ったときを罰 22に示す。この図

22の右函の特徴は， 1つの格子点に着目するとその擬スピンが

向いている方向に存在する擬スピンが需じ方向を向いている。

そのようなベアを図22の右習では青隷で屈んである。つまり，

1つの格子点から出る 3つのボンドのうち 1つは擬スどンがボ

ンド方向を向いてそろっている。そのようなベアで蜂の巣格子

を埋め尽くせば，擬スピンがボンド方向を向いた状態を作るこ

とができる。そして任意の基症状態は，この状態からの射影の

等しさを変えないような擬スピンの連続的な田転により作り出

すことができる。

関 21 相互作用をするボンド

への射影が等しいスピン配置

の鰐。

これらをまとめると富典模型における基底状態の構造は次のようになる。まず，母状態として援

スピンがボンド方舟を向いている状態を考える。この状態は全ボンドうち，その 1/3を選ぶこと

から考えることができる。但し，選ぶボンドは鱗り合ってiまいけない。これは炭素原子からなる

蜂の巣格子において二重結合のポンドを選ぶのと等髄である。このようにして選んだポンドに対

して，そのボ、ンド方向を向いた疑スピンを重いていく。この操作の倒を示したのが図 23である。

具体的には図 15で定義される α方向のボンド

に対してはeaを向く提スピンを置き， β方向の

ポンドに対しては eβ，γ方向のボンドに対して

は科を向く擬スピンを置くことにする。このよ

うにして作られた基底状態iこ対して擬スピンの

連続的な回転を擁せば任意の基底状態を作るこ

とができる。つまり，基憲状態iこは，圏 23で示

させるような母状態の可算個の繕退と，そこか

ら作られる連続的な結退が存在することになる。

4.2 スピン波近似による

解析

国22 菌 211こ対して射影を保つような回

転を行い，提スピンをボンド方向に揃える

操作。

前節の議論から，基患状態に

は母状態となる可算俸の縮退と

そのそれぞれの母状態から作ら

れる連続的な縮退が存在するこ

とを見出だした。この箭では熱

揺らぎに対する基憲状態の安定

性を議論し，有現温度において

密 23 ポンド方向を向いた状態である母状室長の作り方。中

央の留のようにボンドを選び，そこにそのポンド方向を向い

た2つの接スピンを置く。

その縮退が解けるかどうかを調べる。ここでは特に基底状態の 1つである擬スピンが一様な状態

に着巨し，そこからの揺らぎを取り入れて自由エネルギーを計草するスピン波近訟により解析を

行う。

軌道擬スピンの古典的援を古典的に扱った場合，すべての擬スピンが同一方向を向いた状態は自

明な基症状態であり，図 19のようにその擬スピンのTX軸からのなす角をF とする。この状態iこ
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熱揺らぎを加えたときの自由エネルギーを Fの関数を考えることにより，一様な基底状態に熱揺

らぎが加わったときの安定性を議論する。これと同様な計算は eg軌道模型において行われており

[2].本研究で、もそれに沿って計算した。基本的には，各サイトの擬スピンの角度を(hとしたとき

に，函24のように一様な状態からのずれをふ三島-()*とし， ';i<< 1及びβ>>1のもとで，自由
エネノレギーF(()つを計算する。以下ではその計算を詳しく述べる。

低温を考えて，熱による擬スピンの一様な状態

からの揺らぎが小さいとしても ~1 のとき

COS ()i主 cos(()* + ';i) = cos 0* -';i sin 0* (90) 

であるから，式(40)の第一項は，

乞(マ _T~e'l )2 = 2二ωつ(ふ-EHeJ2

*密輸

む三Oi-0* 

(91) 毘24 スピン渡近似で用いる基底状態と励
起状襲。

と書ける。ここで，q.，，(Oつは

( ~ sin2 ()* (η=α) 

qη(()つ=< ~sin2 (0*一計) (η=β〉
l ~ sin 2 (0* + ~π) (η=γ) 

と定義した。この近似のもとでのハミルトニアン Hswは式(40)に代入することで

昆w=:zqη{θ*)(';i -';i+e'l) 
2 

iEA，η 

のようになる。但し，基底エネルギーを表す式(40)の第2項は蓄とした。

次に，分配関数Z(Oつを計算する。 Fourier変換

52- i?とA~ik.Rt (:A _ .J._ヤと.;~e-一4偽 R民t 
• :.:..:..:._ - --- y ~. ご=一一一.
録 J巧互会忽~"，，~ ~ ， ""l J可否令プ

(92) 

(93) 

(94) 

を黒いる。ここでAは部分格子のラベルでA=A，Bである。これをハミルトニアンに代入する

と， iサイトがA格子より i+向サイトはB格子でなくてはならなむ、から

ーβHsw=一千Lq，例 (';i-';i+e'l)2 = -宅玄白(0*)L 1.;: -.;Ee-ik.e'l12 側
tεA，ηη k 

のように計算できる。変形の途中でどた=(設)*を用いた。

ここから. .;~ = !ç~le吋と極形式で書くと，ぬ= ip~- ψt として

ぞさ れて-. i r>* ¥ l.. I.;f Iφ k.e~12 
-βHsw=-βJ) : I.;:I~ ) : q.，，(()つil--E-d偽 e一包括 ! 合fRケリ 1- 1';:1- - I (96) 

途中の変形にはどた=(.;~)*より|ご-kl = 1と叫及びφ-k=一φたであることを用いた。たの和は
もとの半分である (N/4倍)であるe ところで分配関数はz= Ini dCie一βHswであるが，これを
変数変換することにより

Z=A!苧山EIdip~d<pZ 1';: II.;E le-β (97) 
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この変換は線形変換であるか

譲治

となる。ここでAはごi から Re~~ と IrnÇ~へのヤコビアンであり，

らヤコビアンは定数(A>O)になる。ポノレツマン鹿子は式(96)より

那須

(98) e-
sHswト[-sJIと咋川1一議♂φke叶2]

であるから分配関数は

z=AFf同仰がI~AII~BI

となる。この中の位棺の積分は片方がすぐに実行でき dcpAdψB→ 21τdゆであり，絶対値の積分は

I~BI/I~AI = y と置くことにより dl~BI = I~Aldy とできる。よって!と勺 =x とおけば

、B，，，
A
U
 

A
V
 

t
i
 

Jzt
、、z=42イ〉fdufwu均 [-β咋

となる。ここで，考えているのが十分低誼〈β》りであるから， IごAI=xの穣分範囲を無媛大で
近叡する。霞単のため

、・z'''
唱

a・4
0
U
 

宅

irt

、
1 = I:qT/(Bつ11ー yeiφe-hf>。

H
J
 

q
4
 Z
 
J
 
u々
Fnr 

x
 
e
 

q
u
 z
 
z
 

d
 

f
I
f
o
 

M
W
 

J
U
 

F'szssnu 

針
。
.
A
U
 

∞
 
f
I
1
0
 

π
 

q
A
 
MHh 

A
 

一一Z
 

とおくと

(102) 

(103) 

のようにzで積分できることがわかる。公式fo
oo
X
3 e-aa2 dx =会 (α>0)を用いて

Z=A草かれれ会

(104) 

~? half 

lnZ=lnA+ニln. _~ー+) ~ f (0* ， k) 4 -(βJ)2tf 

を4尋る。よって，

ジ一

P
A
V
 

，du 

宵ヲ“

f
t
f
o
 
u
 

，a
 

∞
 
f
s
s
f
a
O
 

ロ一一
ふ巴印

象

。v
f
J
 

となる。ここで，

(105) 

とおいた。この f(O*，k)を計算する際に詰，多重穫分を行わ会ければいけないが，これを解析的iこ

行うのは盟難なため， Simpson則を用いて数値的に積分する [18]。

ところで，式 (104)から自由エネルギーは

4 ‘?  ~ half 
1 _ lV _ 7r 1 電一『

F(O*) =一二lnA -~ ln -:-::=一一二)~f(Oヘた)β4β(βJ)2 β乍
(106) 

スピン波近訟の遺志可能な範囲β>>1においで与えられる。この式 (10めから比熱を求めると，

てFに依らず

(107) 
382L32δ2  ( N 1λ 

Cv = kBs2五五五InZ == kBβ-;:v:;;:; ( - -~ lnβ)=一，-
8s 

山戸

δβ2¥ 2 
--，-
} 

ハHvnu 
つ臼
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司邑S 0.6 

、0.4ト

10 
立2ト i 18  

s 
主" 0ト i 14  

2 
0.2 0.2 

0.4 合.4

0.6 

-0.4 0.2 号 0.2 0.4 0.6 -0.4 -0.2 色 号2 0.4 0.6 
、(x

kx 

図25j(8・，kx，kx); 8* =仏 図26 j(8*， kx， ky}; 8* =号。

となる。

この結果は，エネルギーの等分配員IJから理解することができる。それは，低温つまり β::>>1のと

きスピン渡近叡をすると，スピン波近f立は調和近事{であるから， 1つのサイトに対してlつ存在する
擬スピンの自由度 ι に対してエネルギーにして ~kBT が書初当てられることに由来する。実擦，モ

ンテカノレロ法で行った比熱の逼度変化〈露34)を見ても T→0のときの比熱はCv/NkB→ 0.5と

なっておりスゼン波近訟の結果と矛盾しない。次iこ，B*での系の安定性つまり F(Bつの変化を考え

るo F(BつのP依存性は(106)より I(B*，k)にしか含まれていないので，この関数についてプリル
アンゾーン内で表示したグラフを陸25，26に示す。この習とハミルトニアンの対称性から，j(B*，k)
はB*=0，ぎ，3R…のときに疲数空間で一次元的な発散が見られ，それ以外ではた=0のときのみ
発散が見られる。これにより， ε~alfI(B*， k)はFzo，53R-ーのとき大きくなり，式(106)から
F(fJつiま小さくなるので安定化する。この自由エネルギーのP依存性を示したのが題27である。
式 (106)で定義される自由エネルギーの渡数を

連続化すると F切っ=一吉lnAーかn揚戸一
会dzんlfof B.Z. I(B*， k)dk - 長F'(fJつ+ -2 

const.のように書けるので，この式で F'(Bつ

を定義する。ここで， .8B.z.はプヲノレアンゾー

ンの面積であり， Jhalf of Bスdkはブリルアン
ゾーンの半分の空間で積分することを意味す

る。この函 27を得る擦には F'(fJ*)に会まれ
る積分はすべて数種的に行った。それに対し

て， B* = 0のときは解析的に積分ができて，

F'(fJ*ニ 0)= -log誓-ilog7rとなり発散
はしない。これにより，スピン設近仮を用いて

fJ* = 0，乞3R…のときに安定化するという結
果が得られた。

この結果は基底状態の結退に密接に関係してい

(・2.1
司b

k 

-2.35 
π16 
9本

密 27 (106)で定義される自由エネルギー

F(8つのうち8*Iこ依存する項F'(()つのF

依存性。但し，F'(θつはOから π/3まで
の男期性を持っているので，その範囲のみ

函示した。

π13 

る。自由エネルギーを技数分解したときの或分である j(fJ*，k)に発散が見られるということは，そ
の波数モードに対しては励起エネルギーが Oであることを意味する。スピン波近似で基底状態と
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している擬スピンが一様な方向を向いている状態は一様回転でエネルギーを変えないので，その

角度Fについて結退している。このため j(O*，k)はPに依らずk=Oで発散するのである。そ

れに対して図 25を見ると， ky = 0でんが在意の点で発散している。この理由は密 28のような
ず =0からの励起エネルギ-0のそードの存在にある。赤色のスぜンは()*= 0から反時計百りの

微小田転をしたもので，青色のスピンは()*= 0から時計四りに詞乙だけ回転させたものであるが，

この操作を行っても横のポンドである αボンドへの擬スゼンの射彰成分は等しく基底状態である。

このことは菌28のようなα方舟には議スピンはばらばらでよいがb方向にはスピンが操っている

というスピン配量が励起エネルギーGで，これに対応するのがky=0でんが任意の点というモー

ドであるから図25のような発散が見られるのである。ここでわかるように九 =0である任意の

波数のモードがj((}*，k)を発散させる理由は擬スピンの初期配置Fがαポンド方舟を向いていた

からである。同様にして， 0*がβボンド方向やγポンド方向を向いている場合に関しても説境で

きる。これはら軌道模型におけるスタッキングの結退に対応する。それに対して， ()*がボンド方

向を向いていない場合はエネルギーを変えない擬スヒeンの微小変化註すべての擬スゼンの同一方向

への回転しかないため， j(O*， k) の発散点は k=O のみになる。このことから O*=O， i ，~7r，...

が安定化する。通常熱揺らぎというのは通常秩序を壊すものであるか，この効果は熱揺らぎを入れ

てはじめて起こるものであり orderby呈uctuation(韮uctuationはこの場合では熱揺らぎ)として

知られている。

ここまでの説明は自由エネノレギーから行っ

てきたが，エントロどーという視点からも同

様な考察ができる。基患状態の講造を考える

と，先に述べたようにハミノレトニアンが H=
，、 2

-J/2'EiEA，η{ 7?ーァユe，.J-3J/16と変形でき
るため，在意の最近接の組i，jについて77=771
が成り立てばよい。これは擬スどンの相互作用を

するボ、ンド方向への射影が等しいことに棺当す

る。このような状態からの揺らぎを考えることに

する。伊iえば()*= 0からの揺らぎは函 29のよ

うに射影を変えない揺らぎが， 2つの援スピンで

同じ方向iこ回転するか異なった方舟に自転するか

で2通り存在することが分かる。それに対して，

抵温で安定化されない角変である 0*=π/6では

函28 ()" = 0からの励起エネルギー0の状態。

層部のように2つの擬スピンが同方向に回転するしか射影を変えない揺らぎが存在しない。これ

はスどン波近依つまり調和近似で()*= 0からの揺らぎの方がその揺らぎに対して函31のように

ヱネルギーの増加が小さく，これは復元力が弱いことに担当する。このために基底状態直上の状態

数を考えると擬スピンがボンドの方向を舟いている方が多くなり，このような状態が熱揺らぎに

よって安定化することになる。つまり，熱揺らぎで安定住される状態というのは，励起を考えると

射影を変えないものが多数存在するものであるということが分かる。この意味で，スどン波近俄で

安定住した状態というのは佳の状態と比較してエントロピーで利得が生じていると考えることがで

きる。

また，実擦の軌道の形からもこの考え方をすることができる。あるサイト iから η方向にある酸

素への電子の飛び移りはσ結合のみを考書、すると (7;+ 1/2)に比例すると考えられる。このこと
から，基底状態は相互作用をするサイトから 1つの接素への飛び移りの大きさが同じでなければな

らない。さらに熱揺らぎによって安定化される状態は，棺互作用をする 2つの擾スゼンの飛び移り

q
L
 

A
U
 
っ，山
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の大きさを等しく保つような軌道の揺らぎが多数存在することが必要である。このような相互作用

をする 2つの擬スどンは図訟のように需方とも酸素を向いているか再方とも酸素を避けている状

態に対応する。このような2つの軌道状態は等価ではないように思えるが，熱揺らぎによる安定性

は変わらないことが分かる。しかし，交換梧互作用が電子の仮想遷移が原因であることを踏まえる

と，図32に描いている 2つの軌道状態が等価であるとは考えづらい。つまり，霊子が酸素のサイ

トに飛び移ることで交換語互作用の科講が生じるのであれば，図32の左の軌道状態が安定化され

なくてはならない。もし，ハミノレトニアンが

H'= ーベマ+~) (小~) (108) 

と書けていれば，霞32の左の軌道状態が安定化されるのは自明である。それに対して，式(38)の

ような軌道のハミルトニアンの形に額約fとされる能は，交換相互作用の中の軌道の部分は式(108)

のようになっていた。この式に7f÷7f÷Tf=0を毘いたことで式(108)に存在するTの1次の
項は3つのボンド方向で相殺される。これが図 32，こ撞いている 2つの軌道状態を等倍にする原菌

である。つまり，圏 32に描いた 2つの状態のエネルギー差は式 (108)におけるァの 1次の嘆に

よって生己ているが，それは3つのボンドすべてを考えると Oになる。具体的に図 32を見ると，

左の図のように 1つのボンドに対して酸素への電子の飛び移りが最大ときのその他の2つのボ、ン

ドへの飛び移りと，右の函のように 1つのボンドに対して酸素への電子の飛び移りがないときのそ

の他の2つのポンドへの飛び移りを比べると後者の方が大きい。そのため，図32の左右の軌道状

態は等価となる。

H
H
 

V
〔

図 29 ()* = 0の状態からの射影を等しくする

揺らぎ。この場合は2種類存在する。

E 

。*

函 31 ()*は軌道の初第配置.cはそれからの
揺らぎを表す。また盟中の赤線は罰29.青線は

函30tこ対応する。この留から復元力が小さい
匿29の状態のほうが基底状態直上の状態密度

が大きい。

留30 (}* =π16の状態からの射震予を等しくす
る揺らぎ。この場合は 1種類しか存在しない。

菌32 軌道が揺らぐことで酸素への飛び移りの
大きさを変えないもの多数存在する軌道配置。

具体的にはこの匿の 2つの軌道を同じ方向に回

転または逆方向への回転で酸素への飛び移りの

大きさを変えない点において等額。
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4.3 マルチカノニカルモンテカルロ法を用いた古典模型の解析

前節のスピン疲近似の議論は，告白エネルギーを重接計算で、き熱揺らぎに対する安定性の原因を

考察するには十分である。しかしながら， 4.1第の議論から，ハミルトニアン式(38)の擾スピンを

古典的に扱った模型には，多くの縮退が存在するため，スピン渡近叡を行う上で設けた擬スピンが

一様とする仮定が妥当であるかは自噴ではない。そのため本節ではモンテカルロ法を用いて熱揺ら

ぎの効果を絞計誤差を除いて厳密に扱うことにする。まずは計算で用いた条件から説明する。

蜂の巣籍子上で定義されるハミルトニアン

H=-JZTf771eη 

をマルチカノニカノレモンテカノレロ法 (CFP法)fこより有限撞度の解析を行った。マルチ

カノニカノレモンテカノレロ法の中で CFP法を用いたの辻，この方法はエネノレギーを離散

化する必要がなく，援スピンを連続スゼンとして扱う本計算に適しているからである。

モンテカルロステップ(MCS)は，ヒスト

グラムを平らにする過程で， 1 x 107MCS 

行い，物理量を求める過程では2x108MCS

の計算を行い，それを 20回行うことで統

計平均を求めた。計算で患いたクラスター

辻図 17(左)で，これは 3x3の 18サイ

トの屈であるが，実際計算を行ったのは，

6x6から24x24のクラスターであり，こ

れに層難境界条件を課した。比熱及び担額

関数は次式で与えられる。但し，Nはサイ

ト数，Eはエネルギー，Tiはサイト tの位

置ベクトル， (一')sは逆逼度 βでの熱平

均を表す。

c=古 ((E2)β 一 (E)~) (叫
一一

S抑(悼k)ド=i示長乞乞(何T可f守TJ)〆k.(偽R払z一R勾2ρ } 
r=x，z lJ 

(111) 

ここで波数kは，クラスターで取り得る

植を計算した。また， Naganoによって

通常のモンテカルロ法を舟いて計算した

Edwards-Anderson par担neterqEAをマ

ルチカノニカノレモンテカノレロ法によって

計算すると匿 33のようになる。Edwards-

Anderson parameter ，土

(109) 
zεA，η 

0.2 
一-Ns=5∞00
-一回Ns=5棋ぬ∞
ーーー-Ns=5∞00∞
制官時制s=5ooo似加。

0.1 

ムA
一...L

0.2 0.3 0.4 0.5 

図 33 Edwards-Anderson par釘neterの温度変
化。 qEAの最大値は 1/4である。 Nsはモンテカ
ルロステップを表す。

O. 
ー+圃6x6
-合・-9x9
--D-12x12 

¥ 
-....蝿14x14
.。・'l6x16
山+一18x18
----24x24 

。
0.1 0.2 0.3 0.4 

kBTIJ 
0.5 

図34 サイトあたりの比熱の温度変化。

信 A=占L((Tt;)2 + (Tt)2) (112) 

で定義される。この留のから，モンテカルロステップ数が大きければ，qEAが小さくなることがわ

かる。つまり，マルチカノニカルモンテカルロ法を用いることで，準安定状態にとらわれない適切

4
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蜂の巣搭子上の軌道摸塑の理論的研究

なサンプリングが行われている。以下の計算では，題 33であげた最大のモンテカルロステップ数

(Ns=5x107)よりも十分大きな値で行っている。

4.3.1 エネルギー.比熱，相関関数の這

震変化

匿には挙げないが，エネルギーは誌

とんどサイズに依らない誼度変化をし

ており，基底エネルギーは一会Jとな

った。この結果註式 (89)の議議と矛屠

しない。これに対して図 34の比熱は，

kBT / J f'J 0.1より高温ではサイズに依

らないが，医 36を克て分かるとおり

たBT/ J '" 0.01でサイズに依穿するどー

クが見られる。このピークはサイズの増

加に伴い低温に移動し鋭くなっている。

このことから，kBT/J rv 0.01において

系に何らかの定性的変化が生じている可

能性がある。また，この比熱がピークを

3 • T/J:::O.∞05 ・T/J:::O.∞1

π 。

図35 諜スピンの向く免震 Oの分布。縦軸は平均

値が 1になるように規格化してある。

とる温度をサイズ無担大に外挿したのが図 37である。この結果から，サイズ無語大でも有限の謹

慶で比熱に異常が生じることが予想される。この比熱のピークに対定する温度は，この模型に対し

て平均場近磁を用いたときの転移温g_ T~ふ=0.375と比較しでかなり抵温である。これは，基底

状態に存在する強いフラストレーションの結果と考えられる。

この比熱の異蓄がどのようなスピン講造の変化に対応しているかを調べるために式(111)で定義

される相関関数の温度変化を調べたのが図38である。サイズの増加に伴って急激にその大きさが

減少することが分かる。程し，式 (111)から分かるように棺関関数の最大値は 1としてある。ま

た，比熱のkBT/ J rv 0.01の異堂に惇って相関寵数に変化が見られることもない。

これは，クラスターサイズのほぼ等しい5x7と6x6の比熱の温度変化からも見ることができ，

0.012 

0.6 0.01 

--0-・6x6 0.008 
-.... -9x9 
~12x12 
-守・-14x14 O.∞6 
-~・16x16
一。-18x18 」 。

図36 低温における比熱のサイズ依存性。

• 

O.∞5 0.01 0.015 

0.02 
留37 比熱が最大となる誼度のサイズ外挿。横

軸がサイト数の逆数，縦軸が比憩が最大となる

ときの温度を表す。 N→∞での比熱が最大と
なるときの温度の鑑はkBTjJ= 6.358 x 10-3 

である。

民
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一+-K=2π(0刈
--<>・-k=2π(0，112)
ー骨吐"-2π(1/2，0)
-..tt..セ.=2π(112，1

一+-K=2π(0，0)
--<>-k=2π(0，113) 
ー吾;:=2π(0，2/3)
.合・ ic=2π(1/3，1

一+官二2π(0，0)
薗-<>-全=2π(0，1必〉
~2π(0，113) 
・..6--k=2π(0，112) 
ー+・主=2π(1/6，1
-←-1<:=2π(1/3，1 
・会-k=2π(1/2，1

0.2 0.3 0.4 
kBT/J 

図38 揺罷爵数の温度変化(左からクラスターが2x 2，3 x 3，6 x 6)。

その 2つの曲線はほぼ完全に一致している。ある波数kで記述させる長箆離秩序は周期境界条件

を課している本計算においてクラスターの形に敏感であると考えられる。それは，周期境界条件を

課していることで取りうる設数が離散化することに由来する。それにもかかわらず，比熱のピーク

構造が極めて一致するということは，この比熱のピークがある波数kで記述させる長Z至難秩序iこ由
来するものではないということの傍誌になる。このことから，比熱のkBT/J"-' O.O1lこ対応するス

ピン構造の変化が式(111)で記述されるものでは見ることができず， sljのパラメータが必要である

と考えられる。

そのようなパラメータを探すため，低塩での援スピンの向く角度の分布を計算したのが密 35で

あるα この計算は 12x 12のクラスターで行い，T/J=O.∞05，0.001のときを描いた。その結果，
低湿になるにしたがって擬スピンの角度が θ=O，53R-一を向く寄i合が大きくなってくることが
わかる。つまり，抵温ではこのような角震を擬スピンが向くときが安定住されるため，それを記述

してかつハミルトニアンの対称性の破れを表すパラメータが必要である。

4.3.2 秩序変数

前述のことを踏まえた秩序変数と

して

を考える。この変数は匿 35で示さ

れるような低温で安定化される援ス

ピンの角度。 =0ふ3R…のとき
にq=土1となり，それ以外のとき

にIql< 1となる。また，ハミルト
ニアンは

。喝

A
g
 zz 

l
一N

H=-JZ77771eη(114) 
4ξA，η 

函 39 秩序変数の温度変化。
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蜂の巣諮子上の軌道模型の理論的研究

であるから，援スピンの反転 {Ti→ -Tiつまり ()i→ ()i十寸によりハミルトニアンは符号を変え

ないが，q→ -qと変色する。これより，

防 =~J d{鳥}qe一βH({9i})=をJd{ ()i}( -q)e一β問})=一句 (115) 

となり，有限系では (q)= 0 という秩時数の条件を満たす。このため， ql=~ の温度変
.化を計算したのが図39である。比熱のピークがある kBT/Jrv 0.01より高温でほぼ0で，低t昆で
大きな{重を取ることがわかる。この抵温での qlの値はサイズの増加で減少せず，サイズ効果では

ないと考えよい。また，サイズの増加に伴い，程度抵下に対する q'の増麓率が大きくなっている

ことから，qがこの模型に対する有意な秩序変数であることが示唆される。サイズ無限大において

T→ +0で期待される q→土1というスヒ。ン状態については4.3.4箆で詳しく述べる。次iこ，秩序

変数の相関がどのくらいの距離まで及んでいるかを調べるために qi三 cos3()iとして，次式で示す

ような物理量を計算した。

3rdN.N 

2:<純)βa3ndN.N一三-
3N 

2ndN.N 

2二(qiq心，1 

3N 
a2ndN.N 

_ N.N 

aN.N =二)~ (qiqj)庁?3Nム-' ，~，，-;s.JI P 
(i，j) 

(116) 

N.N， 2nd N.N， 3rd N.Nはそれぞれ最近接，次近接， 3次近接を表し，それらの逼度変化を示

したのが図40である。右の図はその温度変化を示した。担し， 9 x 9のクラスターで計算を有っ

た。 q2fまgに対するすべての距離の相関が含まれていることから罰持に示してある。この図から，

kBT / J '" 0.1で最近接の相憶が増加していることが分かる。函34を見ると比熱は温度の抵下に

伴ってたBTjJrv 0.1においてサイズに依らない増揺が見られるが，この比熱の変化がもの最近接

相関の発達に関係すると考えられる。

4.3.3 有隈サイズスケーリング

霞 36の比熱のピークが粗転移を

表すと考えて，その転移点を求める。

そのために転移点で交わる代表的な

関数である Bindercumul創誌を計

算する。 BindercumulaI誌は次式

で定義される。

(117) 保=2-1笠註
2 2 (q2)~ 

このようにBinderculular誌は4次

のモーメントと 2次のそーメントの

2乗の比で書ける。持に梧転移があ

るとき，秩芹変数q2の揺らぎは有

隈系でも T→ 0において0となる

から，(q4) _ (q2)2 = 0より Binder
cumular誌はT→ 0で94→ 1となる。この量の誼度変化を翼べたのが密41である。この留から

Binder cumulant は転移点で交差するため，転移温度えが0.OO61J近祷であることがわかる。ら

軌道模型を含め他の護霊は転移温度がJのオーダーに対して，この模型の転移逼度は平均場におけ

ヴ

t
A
V
 

今，，“

GN.N， c2ndN.N， G3ndN.N， (q2)の温度変化。底40
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る転移渥変T;:-j-= 0.375に対してかなり低い。このことからも研究対象としている摸裂の異常性

が{可える。

転移1屋度をより詳しく言語べるために以下で定義される拐関長も計葬した。

ご=一命(詳)llkl=O (118) 

ここで，G(k)誌

G(k) =走乞(qiqj)eik-(九 -Rj) (119) 

で表せる秩序変数qに対する棺関関数であり，系に並進対称性があればG(k)はIkl2の関数とな
る。また，Lx Lの有限サイズクラスターにおける梧関長をとL と定義すると，~L/L は転移点に
おいて Bindercumulantと同様に異なるサイズLで交差することが知られている。それi主転移

J点、近傍では系を特教付ける唯一の長さは無限系における相龍長ご∞であり，物理量の温度抜害性は

このご∞を通してのみ抜存する，また有限サイズLの系はご∞/Lにようて特徴付けられるという
有隷サイズスケーヲング仮設から導くことができる。これを式で表すと，害頭サイズLにおける

棺関長をとL として，ごL/L= f(ご∞jL)となる。ここで f(討は解析関数であるとする。次に臨界
指数νを，相関長の乙近傍での発散性すなわちご∞cx::IT-Tcl-vで定義すると，ある適当な関数

X(t)を患いて

~L/L = f(cV /L) = X(tL1jvL 
T-T~ 

t=ーでアよ
ーLC

(120) 

と書くことができる。この式から， t =0すなわちT=えではとL/LはサイズL'こ依らない値を
とることがわかる。

また，有限サイズLでの相関長は

式 (118)を離散北することで以下の

ように表すことができる [19]。

~L = 2臨ん/2r(議b-1)
ここで，kminは計算するクラス

ターでとり得る最小の渡数でこ

こではたmin = (2π/L，O)と取っ
た。式 (118)で定義される相関長

の温度変詑を計算したのが図 42で

ある。 T= TcでごL/Lがほぼ一
点で交差していることがわかる。

この交点からえを見積もると，

、守

む。

O~ð与55

-.... -9x9 
~12x12 
圃-v--14x14.。・-16x16
--<>-18x18 
---24x24 

O.∞65 

図41 Binder cunulant 94の温度変化。

kBTc/J = (6.07土 0.07)X 10-3 となる。次に，臨界指数 νを決定する。式 (120)から横軸

tL1lv，縦轄とL/Lでプロットしたとき，L'こ依らない関数になることを黒いてジを決定する。
図43，まえ=O.∞607，ジ=0.72と取ったときの図である。これらの結果から，誤差を含めて
たBTc/J = (6.07土0.07)X 10-3， V = 0.72士0.04となる。次元は違うがこの模型と最も近いeg軌

道護霊の謡界指数νは0.69-0.81と見積もられており [20]，研究対象としている模型の臨界指数と

近いことがわかる。それに対して， 2次元のスピン系はIsing模型のみが脊限誼度で相転移をし，そ
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1.6 

ミi

0.8 

事会9訪
ー唖ー12x12
・+骨14x14.。・16x16目。-18x18
""""_24x24 

1.4 

1.3 

ミ~1 .1

0.9 
乙=0.00607
v=O.72 

ー母-12x12
・+串14x14.。・16x16
輔申。-18x18
""""_24x24 

O'~i 0.6 
0.0058 0.006 0.0062 

-1 0 
ぞE守J庁cず V

k8TIJ 

題42 棺興長の温度変化。
図43 Tc = 0.00607， v = 0.72としたときの
スケーリングプロット。

の臨界指数νは1である。また，この模型と近いスピン系の模型は2次元XY模型であるが，これ

は通常の長距離秩序がないことが示されているが，トポロジカルな転移であるKostarlitz-Thouless 

転移が記こる。

4.3.4 モンテカんロ法から示唆される器温における軌道状態

本節では，この模型に対して導入した式 (113)で定義される秩序変数について詳しく説明

し，それが示す抵翠で安定化させる状態について議論する。 4.1節から，古典模型の基底状態

には，可算値の擾スピンがボンド方向を向いた状態(母状態)と，その状態から擬スどンの連続

的な回転で作られる状態が存在することを述べた。モンテカルロ法の結果によれば，この基底

状態の中で秩序変数 qが士1となる状態が丸より低涯で実現することになる。 q= +1とな

る状態はすべての擬スどンが (}i= 0， ~1f， 告のいずれかをとる場合である。これは擬スピンが
ボ、ンド方向を向いている状態であることを表しており， 4.1節でいう母状態に他ならない。ま

た，q = +1の状態のすべての擬スピンを反転した状態が q=-1の状態であるから，q =-1 

iま母状態の擬スピンをすべて反転した状態である。つまり ，Tcより低湿では少なくとも基底状

態に存在する連続的な縮退は熱揺らぎによる orderby fluctua七ionIこより解け，母状態とその

すべての擾スピンを反転した状態，すなわち擬スピンがポンド方向を向いた状態が実現する。

このような熱揺らぎで安定化する q= 1の状態と不安定になる q=Oの状態を国 44に示す。

q=土1の状態は無摂系においては

可算無限値存在するが，その中でも

熱揺らぎによって安定化する状態と

不安定になる状態が存在する可能性

は残されている。このことは秩序変

数 qからは判断できない。しかし，

式 (111)で表させる相関関数のモン

テカルロ法による結果からある波数

kで記述される長距離秩序は存在し

ないと考えられる。例えば，q=土1

陸44 (a): q = 1である乙以下で安定位される状態の
僻。 (b):q = 0である Z以下で不安定になる状襲の慨。

の状態の中でた=0の一様な状態が選択的に安定化されることはない。しかし，擬スピンが一様な
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(a) 

国 45 (a):スピン波近似で仮定する接スピンが一様にポンド方向を向く状襲。異なった色の

ついたボンド上の擾スピンに対してエネルギーを変えない独立した屈転が可能である。 (b):一

般のq=lの状態でもこの罰で示した異なった色のついたボンド上の擬スピンに対してエネル

ギーを変えない強立した臣転が可能なので，スピン波近訟と陪様な熱揺らぎに対する安定性の

議論ができる。

方向を向いた状態の中に q=土1の状態は存在するので，そのようなq=土1の状態すなわち擬ス

ピンがボンド方向を向いている状態が安定化するというスピン鼓近似の結果は，モンテカルロ法の

結果と矛窟しない。逆に，q=土1となる状態が耳算無限値存在することが，Tc以下での式(111)

で表させる特定の渡数における相関隠数が大きくならないことに対志していると考えることができ

る。ところで，スピン渡近似によれば，擬スピンがボンド方向を向いている状態が安定化される理

由辻基底状態直上の状態密度が大きいからだいうことを4.2節で述べた。それは医45(a)のように

異なった色の付いた線で結んだ提スピン罰土はエネルギーを変えない独立した回転が可能であるこ

とに由来する。同様の議論が一般のq=1の状態でも可能でそれを示したのが図45(b)である。こ

のように一般の q=lの状態に対してもエネルギーを変えない独立した自転が存在することで，擬

スピンがポンド方向を向いているときに安定化すると考えられる。このことから，一般のq=土1

の状態に対しでもスピン渡近桜のよって得られた熱揺らぎに対する安定性の議論が可能である。

次節では，この q=土1となる状態が可算無摂鱈あると述べたが具体的に基底状態の縮退度を計

算する。

4.4 絶対零度近傍での縮退度

前舗のモンテカルロ法により秩序変

数 qが土lとなる状態が安定化すると

いう結果が得られた。この状襲はしか

しながら，未だに多くの縮退が存在す

ることが予想される。この縮退衰を定

量的に欝べるために，擬スゼンを Tc
以下で取りうる角度のみに限定する。

また，これ以降の議論はq=土1とな

る絶対零度近傍の軌道状態のみを考え

るが，仮定として熱揺らぎに対する安

題46左:青色のボンドが式(122)の梧互作用の蒋得
を最大にしているボンド。あるサイトに着目したとき

この青いボンドは3つのボンドのうち 1つ必ず存在す

る。そのため青いボンドは隣り合わない。右:左の状態

に対応する転移点以下で実現される状態の lつ。

定性ほすべてのq=土1の状態におい

て等値であるとする。しかし，この仮定が正しいこと立自明でiまない。これについては，この俸の
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最後iこ述べる。

これまで考えてきたように，古典系のハミルトニアン

H=-JZTf4eη 
iεA，η 

(122) 

において，転移点以下ではハミルトニアンの対称性が破れて，すべてのサイト tでcos38i= +1 

か，すべてのtでCOS3(Ji= -1となる。転移転移以下で安定化する状態の最大の特徴として，基恵

状態においであるサイトに著書したときそのサイトから出る 3つのボンドのうち 1つだけ栢互作用

の利得を最大iこすることが挙げられる。このことは，例えばサイト tにおいて8i= 0のときは横を

向くボンドである αボンドのみで棺互作用の利得を最大にできるに由来する。このような条件で

蜂の巣格子を埋め尽くした 1つの例を匿 46に示した。また，逆にもとのハミノレトニアン式 (122)

の転移点以下で安定化される q=1の状態は，匿 46の右の匿のようなもので，それは図46の左

の函のような前述の条件で利得のあるボンドを蜂の巣格子上に置いていく問題に婦着できることが

分かる。それは炭素原子からなる蜂の巣格子において二重結合がどこかという開題と等価である。

このような低温で安定化する状慈

の数すなわちエントロビーは，三角

格子上で定義された反強磁性イジン

グモデ、ルの基底状態のエントロピー

と等しいことが証明できる。それ

は，図 47のように震強磁性イジン

グ、モデ、ルの基憲状態の中の 1つの状

態と.Tc以下で安定化する状態の中

の 1つは Z対 1の対応関係がある

からである [21)22]0また，三角格

子反強磁性イジングモデ、ノレの基底状

態のエントロどーは解析的iこ得られ

ており [23]，8trig(0) = 0.3383NkB 

である。これより，蜂の巣格子は単

位格子に2個の格子点が存在するこ

とを踏まえて，低温で安定化される

状態のエントロビーは So/NkB= 

0.3383/2 = 0.1692となる。

ここで，この鎮の初めに述べた

仮定について議論する。それは，式

(a) (b) 

(c) 

璽令
図 47 Tc以下で安定化す、る状襲のエントロピーが，三

角格子上の反強様性イジングモデルの基底状態のエント

ロピーと等しいことの説明。 (a):反強磁性イジングモデ

ノレの基底状態の 1つ。 (b):最近接でスピンが異なって

いるもの需土のボンドを結ぶとひし形を埋め尽くす状態

となる。 (c):1つのひし形に左下の霞を対応させると乙

以下で安定化する状態の 1つとなる。

(122)で定義させるもとの古典系のハミルトニアンでは，転移点以下で熱揺らぎによって擬スピン

の連続的な結退が解けて q=土1の状態が安定化されるが，8.標的な数存在するその q=士1の

状態はすべて詞じ重みで実現するかどうかである。しかし.q=土1のどの状態が他の状態より熱

揺らぎ、によって安定化されるかは，まだわかっていない。ここで言えることは，exp[So/kBlで表

させる状態数は，転移点以下で安定化される状態数の最大値を与えるということである。この理由

は，もし熱揺らぎが q=土1の状態をすべて同じ重みで安定化させるならば，その状態数はエント

ロピーとして80で与えられるが，熱揺らぎがq=土1の状態の中の一部のみを安定化させる場合，

その状整数はexp[8o/kB]で与えられるものよりも小さくなるからである。
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5 量子模型における計算結果

古典系の計算では，ある混度以下では熱揺らぎによって擬スピンが cos38i=士lとなる角度

が実現する。これは擬スピンがボンド方向を向くときに匿定させることを意味する。これに対し

て，量子揺らぎはどのような状態を実現させるのかは自明ではない。ら軌道模型の場合は，古典

系では長距離秩序が解析的に示されているが問，量子系でも関様な長距離秩序が存在することが，

Holstein-Primako宜変換を扇いてスピン設問の相互作用を Hartree-Fock近似をすることで示され

ている [16]0それに対して，今扱っている模型において量子揺らぎがどのような役割を果たすかを

欝べるために， Ho1stein-Primako笠変換を用いたスピン渡近訟による解析と Lanczos法を用いた

厳密対角化により解析を行った。

5.1 Holstein-Primakoff変換によるスピン波近似

この節では，まず古典系と陪様にスピン護近訟を行う。そのために，擬スどンが一様にある方向

を向いた状襲を仮定して Ho1stein-Primako証変換を行う。これにより，どの方向iこ援スピンが向

いたときに量子揺らぎによって安定住するかを議論する。

5.1.1 Holstein-Primakoff変換

務究対象としている模型の古典近似の範屈でスピン波近{去を行った結果，はじめに復定する初窮

状態によって自由エネルギーが異なるとしづ結果を得た。これは基底状態近傍の状態密度とつまり

エントロピーの初期状態依存性が現れた結果であり，熱揺らぎによるものである。それに対して，

量子効果を取り入れた場合辻絶対零度において零点振動によりスピン渡近似の範居内で吉典模型よ

りもエネルギーが抵くなるという結果が得られた。この零点振動を量子揺らぎの効果と捉えれば古

典系における熱揺らぎと同様な初期状態に依存した変化が期待できる。これを踏まえて以下では零

点振動の初期状態依存性を調べることにする。

Holstein-Pri祖母m宣変換は量子北軸の周りの揺らぎを取り入れるものである。そのため，揺ら

ぎを取り入れる前の状態の依存性を調べるためには量子化軸の匝転が必要である。ここでTXの

富有ベクトル!i)， 11)を考えて，これを T官軸周り iこ8*@]転させるとぞれぞれは e-iTlJ(I.li)， 

e-iT句・ 11)と変わる。この2つの状慈に対して対角化させた演算子は 'I'X= e-iT言6・TxeiTlJ(I・で
あるから，このようにして定義された TX，TZに対して Hols総In-Primakoff変換を施せばよい。

つまり，量子化軸の 8*@]転と誌'I'Xを対角化された演算子として

TX = eiTlI(I‘'I'X e -iT!I (1. = 'I'x cos 8* + 'I'z sin 8本

TZ =♂T!J(J事'I'Xe -iT!I (1* = -'I'x sin 8* + 'I'z cos 8本
(123) 

(124) 

と書くことに担当する。また，Uij(φ)=exp[ーパガ+TJ)吋を用いれば

Ti'1TJ = Uij(内)7f77UJ{科)= Uij(科)TfTfur{φη)
= [fiX cos(θ*一向)+ fiz sin(ゲ一向)]['I'jcω(8*一向)+ 'I'f sin(8* -<t1J)J (125) 

と書ける。ここで，<Ta = 0，。β=jπ，φ-y=計である。これを踏まえれば式(43)で与えられる
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蜂の巣格子上の軌道模型の理論的研究

ハミノレトニアンは

H=-JZlTfLP印字一何十('iiXT{.re'1+ T/弘 η)cω(0*-O11)釘 (0*-<T11) 
tモ:A，η

(126) 十守合同

(127) 

(128) 

(129) 

(130) 

この式にTXの周りの揺らぎを取り入れたHolstein-Primakoff変換は

方=;(aF吾αけ V2Sa1F吾)

守=i(aι弘 V2Sb;0-吾)

のように変形できる。

で与えられる。これを式 (126)に代入し，演算子 α，bの 2次までとって Fourier変換向=

y'2j万2::
k
e偽 R.akを行えば

L t ~ _ I J.. h._ 1 ;:;-，_ ~ _ J.. _ 1 ;:;-，_ ~ _ d 1;:;-， _ ~ tz_ 1 ;:;-， _ t d 1 
Hsw=ーアJN÷ESJZl仇+仇一戸αkb-k一戸叫-♂-k仇-む-Aむl

(131) 

となる。ここで匂 =32ηsin2(θ*一向)e-ik.e'1 と書いた。

次iこ， Bogoliubov変換を以下のように定義する。

(132) α2=方吋勾(αk+ηるた)+去s凶 oz(九÷ι)
4=会sinhoz ( ak + r/bk) +会cω (133) 

このとき， α2は交換関孫 [α2，d]=九州小[α241=0を満たすから Bosedii算子である。

また，bk =ーらeiφk(ゆたは守たの偏角)である。この変換によってハミルトニアンは

(134) 吊恥w=芸苧[εぐどr}αどy汁~αdどr)÷ εぐ;r}b可ザα《Iγγ)汁吋十
k E 

州一一
地

と書ける。担し，oZは

(135) 

を溝足する。ここで，第 2項は吉典系での基底エネルギーだから，第 3項は量子効果(零点振動)

による基底エネルギーの抵下を表す。また， Holstein-Primakoff bosonの励起スペクトノレ註
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(136) 

となる。式 (134)の第 3項である零点振動のエネルギー低下を，渡数の和を積分に車すこ

とで実行すると，その F 依存性を調べることができる。これを示したのが図 48である。
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この結果を見ると，零点援動に起菌した

量子効果により P=O，5n3R--の
ときに安定住されることがわかる。この

結果は古典系における熱揺らぎの効果と

間接な作用であり，スピン渡近似の範密

内でほ，量子揺らぎと熱揺らぎが向様な

状態を安定住させることがわかる。

-0.032 

ぎ0.034

-0.036 

5.1.2 スピンの結みの計算

Bogoliubov変換すなわち式 (132)の

逆変換は

-0.038 
0 7tl6 

当事。 7tl3 

理48 零点振動によるエネルギー低下ムEoのF依存性。

αk=会(αど)c部 hば)-a~+Jt Sinh()~+)) + (イ)coshoi-) -a~-Jtω()k-)) (日7)

ら=占(αど)cos可)ーαYswr)-(《)cosh《)ーα2shhf)(1約
となる。ここで.0* =0とすればHolstein-Prima主的宣変換はTJ:方向を擬スピンが舟いているこ

とを仮定している。その仮定が妥当かどうかz方向の全スピンを計算する。

三=Tt=乞~X+2二勾=2二(8ーかi)+乞(8-bJち)

=NS-L:(心k+見込) (139) 

ここで、は範対零度つまり基底状態の擬スゼンの結みを計算したいので，式 (139)の 10)での期待値

を求める。式(137)及び式(138)より

(叫αた!め=(吋 (dα~+Jtsinh2 ()，ど)十α勾47sぽぐ)10) 

=;訂お(←sin池d凶hピ向
2河θど)+s討in泊h山どγ)う) (峨

(例叫叫昆恥らM州i同防O叫)= (桝酎吋j訂(←怜似α心4=勾)α勾Yf釘帥hポ向2匂背ザ0え¢rよどr÷刊:+)+αιι心:ど与:-Lμ}込以叫αιιι1ど与2:ミ三才れL1r)片す

=;訂(←si油nh
2()i+) + si油d29《州;γけ)つ) (叫

となるから，サイト当たりの提スぜンの結みは

8 -_!_ヤT_X= _!_γ(sinh2 ()~+) + sinh2 ()~一司
Nム...i-" N ムJ¥ 居館/
i k 

で与えられる。ところで式(135)から

/ηiγ'kl¥ 1 
Sind81=zァド十一一}一一 (143) 

k ¥-' 2 J 2 

が得られるが，0* = 0では liykI =， Icos kya/21及びωγ=0可否=¥1'21説的α/41となるこ
とを用いると~→Oでsinh26r→ 1/んと譲る舞うため，擬スピンの縮みを表す式 (142)は発

散する。しかし， Hi田enberg模型のようなスピン空間で等方的な模型では2次元において絶対零

度でのみスピンの縮みが発散しないつまり長距離秩序が存在することが分かっている。それに対し

てここで扱っている模型では相互作用が異方的であることに起因して宥効的な次元が抵下してスピ

ンの縞みが発散すると考えられる。これは分散関係ω2がた習にしか依らないことからも見て取れ

(142) 
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慈の巣格子上の軌道模型の理論的研究

る。故に，ここで扱っている模型に対して HPbosonの2次まで取った範囲では長距離秩序が存

在しないということが分かった。そのため，より高次の効果を計算に取り入れて計算する必要があ

る。ちなみに eg軌道模型の場合は4次の項を宣artree-Fock近叡で取り入れることにより，スピ

ン渡の励起スペクトルにギャップが開き，有限温度で秩序化することがわかっている [16]0そのた

め，本研究で対象としている模型でも 4次の項を計算したときに同議なことが起これば，スピンの

績みも発散せず正しい結果が与えられることが期待される。

5.2 Lanα05法を用いた厳密封角色による解析

基底状態を提スピンが一様に向いていると叡定してHolstein-Prima主o宣変換を行い，ハミルト

ニアンを線形近鎖するとスピンの縮みが発散する。これはこの系の次元が eg軌道模型の次元より

も低いことが影響している。そのために本研究では，量子揺らぎの効果を厳密対角北を用いて取り

入れることにする。ハミルトニアン

H=-J Z777Leη 
tεA，η 

(144) 

に対して，古典系と同様に函17のようなクラスターをとり，罵期境界条件を課した。また，計算

機のメモリの都合上2x 2， 2 x 3， 3 x 3， 3 x 4までの大きさのクラスターで、計算を行った。

まずエネノレギーのサイズ依存性を図 49lこ示す。エネルギーはサイト数の逆数にほぼ比例し，サ

イズ無謀大でのタト挿値は EjN= -0.2151となった。この僅は -3/8より大きく，式 (42)の議論

と矛盾しない。ここで，基底状態は3x3のクラスターのときのみ2重縮退しそれ以外では結退は

なかった。また，第一励起状態とのギャップを調べたのが密50である。サイズの増加と共に基憲

状態からのギャップは減少していることがわかる。最小二乗車線は，サイズ

負になることを示しているが，実際はサイズが無限大で、ギャップがo(こなると考えられる。つま
り，無限系で泣基底状態は縮退していることが示唆される。 rxに古典系と同様に以下で定義される
ような相関関数の基憲状態での期待植を讃べた。

内)=キ乞明eiq.(弘 -Rj) (145) 

担し，l = x，y，zである。この棺関関数は古典系と異なり，量子系ではその揺らぎの効果によって

TY方向にも値を持つことから，7iYT]の項も考恵した。基底状態に対してその梧関関数S汽q)を
とり得る波数qで計算したのが露出""54である。この震から基底状態の相関欝数は，波数q=O

の一様な状態が最も値が大きい。そのことから，S(q = 0)三乞lStl(q = 0)のサイズ依害性を示
したのが函55である。

3x3のときは基底状態が轄退するので，それぞれの基憲状態での棺関関数の期待笹の平均を用

いた。この図からサイズの増加に伴って相関関数が減少することがわかる。このような相関関数の

振る舞いは古典系と詞議な結果である。このことはeg軌道模型と明確な違いを表している。つま

り，eg軌道模型では吉典系及び量子系において式 (145)で表されるような通常の擬スぜン棺関関

数が熱力学極援で有限に残るが[2，16]，本研究で扱っている模型では古典系と量子系の荷方で相関

関数がサイズの増加に停って8に近づいている。また吉典系の解析では，低湿での状態は熱揺らぎ

により q= l:i cos3高が土1となる状態が実現することがわかっている。しかし，量子系では秩序
変数qに対応した値が常にOとなることが以下のようにして示すことができる。
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-0.21 

0.1 

-0.22 
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-0.23 

ぐ

0.05 

-0.2も
0.05 
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0.1 も 0.05 
l/N 

0.1 

鴎49 Lanczos法で計葬したエネルギーのサイ

ズ依存性。横軸がサイト数の逆数，縦軸がサイ

トあたりのエネルギーを表す。直隷は最小二乗

法による近似直毅。これによる N→∞でのエ

ネルギーの外挿値はEfN= -0.2151である。

図 50 Lanczos法で計算した基底エネルギー

と第一劫程エネルギーの差ムのサイズ依存性。

横斡がサイト数の逆数，縦軸がムを表す。車線

は最小二乗法による近似直線。

ql2π 

毘 51 2 x 2のクラスターにおける担額標数

S(q)のq依存性。

題 52 2 x 3のクラスタ}における棺襲爵数

民q)のq依存性。

(
同
町
}
ぬ

豆言語E
S抑 (q)翻幽

題 53 3 x 3のクラスターにおける相関関数

S(討のq依脊性。

図 54 3 x 4のクラスターにおける相模頭数

民q)の q依存性。

戸

hu
司
E
ムつ白



接の巣搭子上の軌道模型の理論的研究

秩序変数を

32 r--. I 令(.?~ ~~\ 
=ーラ :Tf+Tt吋。)(146) 
3N ム...J\~~ 1. ~J 

• 
0.8 

• 
と定義すれば，古典系では式 (88)と書け

るから，式(146)に代入して，式(113)と

同様な結果

空0.6
5‘ 
∞0.4 • 

zs 
l

一N

0.2 • 
(147) 

N
V
O
 

0.05 
ょ

0.1 

を得る。量子系の場合は，式 (37)より，

q=Oであるから，量子系ではqは秩序変

数の意味をなさないため，新たな秩序変数

が必要である。これと需諜なことが古典コ

llN 

陸 55 基底状態での q=Oのときの相関関教の

期待値のサイズ依存性。

ンパス模型においても起こることが分かっているが，コンパス模型の場合は量子系で、も Oにならな

い秩序変数が提唱されている [24]0しかし，今扱っている模型ではそのような量子系でも意味のあ

る秩序変数は見つかっていない。

eg軌道模型で泣前述の通り古典系での熱揺らぎと量子揺らぎが向じ秩序を与えることがわかっ

ているため，今の模型でも詞様な観点から考えることにする。古典系で実現している状態はすべて

の提スピンがボ、ンドの方向をi蒔いており，あるサイトから伸びている 3つのボンドのうち 1つのボ、

ンドのエネルギーの利得が最大であるものである。そのような古典系に対応した状態を量子系では

以下のようにして考える。まず， η方向に隣り合った2つのサイトム jにある擬スピンをTY軸周

りにゆη 自転させる譲算子 Uij(φη) を導入する。ここで， φα=0， φβ=3ROγ=~π である。こ
のとき Uij(科}は

Uij(φη) =expトパTl+守)科i (148) 

と書くことができる。ハミルトニアンH=-JEiεAJf4eJまボンド方向こ対してイジング的
であるから，あるポンドの方向(ここではα方向〉に対して対角的に取れる。ァ白 =TXであるから

TXを量子化轄にとれば.Tfずの最大臣有僅はiでその国有ベクトノレ辻i.jのサイトの擬スピンが
両方とも up(j付与)か両方とも down(jl!)ij)となる。これは古典系においてαボンドに対して科

得が最大の状態は， i， jサイトの荷方ともTX を向いている，つまり αボンド方向を向いているこ

とに相当する。また，式 (148)で定義される Uij妙心を用いると， TfTf=Uij(の)Tf7fur{紛
となるからTfイの最大医脊僅iのときの霞有状態は民j(φβ)!Tじりと広j(φβ)Ill}ijというこ
とになる。この状態に対応した古典系の状態は 2つの擬スピンが βボンドを向いている状態に担

当する。 Tfずについても同様なことが言える。このような古典的にあるボンドの利得が最大の
状態とそれに対応する量子状態を示したのが図 56である。この図に示している通り，古典系で

cos30 = 1に対応する状態というのが量子系ではi↑i)ij，こ Uij(内)を作用させて存ることができ，
同様に古典系でcos30= -11こ対応する状態は111)りに Uij(科)を作用させて作ることができる。
このような最近接で利得が最大のボンドを蜂の巣慈子上で埋め尽くすことができる。そのような配

置の中の 1つを conf.と書くと，吉典状態iこ対応する波動関数は， cos30が十1と-1となるもの

に対応して

|ψLaf)= 口町(φη)jall Up} 1 I見 nf.)= rr Uij(φη)怜11down} (149) 
くり>conf くり>conf.

と表せる。ここで， lall up) = lii ...)， jall down) = 111 ... )であり Hくij>confはconf.によって
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指定される最近接ベア ijで積を取ることを意味する。古典系の計算から予想、される扶態i土様々

なconf.の重ね合わせであるからその重みを A(conf.)として

|ψ+) =λr L A(conf.) II Uij(φη) lall Up) (150) 
conf. <ij>conf. 

11t-) = N L A(conf.) II Uij(内)lall down) (151) 
nf. くり>conf.

である。ここでNは規格化することを表す。このようにして考えた波動関数でA(conf.)を適切

に選べば， Lanczos法で対角化したときの基底ベクトノレと近くなるかといえばそうではない。古

典系における cos38=土1という状態はハミルトニアンの対称性を破っている状態を表すから，

Lanczos法で計算で、きるような有限系の計算で求めた披動慎数を |ψ!nf.)や iψムf.)では直接表現
できない。ここでハミルトニアンの対称性について考える。 TY轄の周りにすべての援スピンを π

回転させる譲算子

u = exp [弓Tr] (152) 

を導入すれば，この演算子は擬スピンの反転を表すから U♂U-1=一円となる。これより Uと

ハミルトニアンは可換で UHU-1= Hとなる。このことから縮退のない酉有値Eに対応する

富有状態ψに対してはH(Uψ)= E(Uψ)とならなければいけないから，cを任意の定数として
Cψ=Uψとなる。ところで，式(152)から U2= 1であるから c=士1が得られる。このことか

ら轄退のない霞有状態に対してUψ=土ψを満たさなけれ誌ならない。また， Lanczos法により

基憲状態はクラスターのサイズが3x3のとき以外では縮退がなく Uの固有値は+1であること

がわかっているo 3 x 3のクラスターでは基患状態は2重縮退し，それぞれのUの国有僅は+1と

-1である。このことから， Lanczos法で得られた基底状態の富有ベクトノレを式 (149)の様な古典

的な状態でうまく記述するは式(149)の状態を重ね合わせて Uの富有状態にし，その固有値が+1

となるようにしなければならない。この条件を満たす渡動関数はcos30が+1の状態と -1の状態

を同じ重みで足し合わせた

i仇rial)=N  L A(conf.) I II Uij(内)I [Iall up) + lall down) 1 (153) 
∞nf. Iくり>∞nf. I 

である。

H 鱗即削i廿附附?行怜?η>>-<偶凱仏内則山山山jバμ加州(ω切凶伊均削βρ)
H 鰯齢即iμμ凶↓品ω↓心)う〉いγ吋〈縛凱即仏弘則山山川jバμ紳刺(ω切阿川v印削州βρ刈)汁i凶品ω>i-炉〈斡凱飢恥只%似叫川川jバ糾州(仇刷川向ω州)汁iμω) 
密56 古典系の接スピンと量子的な状態ベクトルの対応関係。古典系においてcos30= 1の状
態が上の設にある lii)行から作られる状態で，下の設にあるのが11じりから作られる古典系で
いう∞s30=-1の状態。
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これまでの考察から，もし量子系でも古典系の

ように cos30=土1のような状態が実現するの

であればこの披動関数は Lanczos法で計葬した

基底状襲の富有ベクトルをうまく表現できるは

ずである。それを確かめるために，古典的な状態

から作った波動関数|仇rial)とLanczos法で計算

した基患状態の国有ベクトノレ妙。の内穣を計算す

る。その結果が函 57である。この函は，古典的

な状態を重みを等しくして重ね合わせた渡動関数

と基底状態との内積と，その重みを変化させて内

積を最大となるようにした場合を比較している。

この函から，古典系の秩序状態から予想させる

cos30 =土1の状態の重色合わせが，サイズが小

さい系では厳密対角化による国有ベクトノレとほぼ

よい一致を示すことがわかるが，サイズをあげて

いくと，古典状態の重みA(conf.)を変えても，厳

挫の巣格子上の軌道模型の理論的研究
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図57 Lanczos法で計算した基底状態の固

有ベクトルφ。と古典的な状態からつくっ
た波動関数 !ψtrial)の内穫の2乗のサイズ

依存性。赤は A(conf.)三 1とした場合で，

青は A(conf.)を変化させて内積を最大と

なるようにした場合。

密対角化による題有ベクトルに含まれる吉典系の秩存状態から予想させる cos30ニ士1の状態の重

ね合わせの状態の成分が減少していくことがわかる。

6 結論

本研究の目的は，蜂の巣格子上の軌道模型の性質を明らかiこすることである。軌道模型は，実空

調すなわち格子の形や次元性に強く依存する。その効果を明らかにするために，地の軌道模型，特

iこeg軌道摸型と比較することで軌道模型特有の特換を明らかにすることを巨的とする。また，こ

の模型は層状酸化物RFe204における電荷・スピン秩序棺における軌道状態を記述する軌道模型と

して提案されている。これを踏まえて本研究では，軌道の擬スピンを古典スピンとして扱った場合

と大きさ 1/2の量子スピンとして扱った場合で解析を行い，軌道特有の性費や他の軌道模型との違

いを明らかにした。また，この結果から RFe204の抵温でのスピン講造を理論的に予想した。そ

の結果を以下にまとめる。

6.1 まとめ

6.1.1 古典模型の解析

，基底状誌には蜂の巣格子という詩子の形状を反映した巨境的な縮退が存在することを見出

した。

・宥限温震において，比熱の温変変化iこ異常が見られるにもかかわらず，通常の長Be離秩序が

存在しないことを明らかにした。

・ある塩度以下では基底状態に存在する績退の一部が解け，変数qで記述できる状襲が実現す

ることを明らかにしたg

まず，軌道自由度を表す擬スピンを古典的に扱った場合，この軌道模型の基底状態となる条件を

見出した。この条件から，基底状態には可算無限値の縮退と，そのそれぞれから擬スピンの回転で

得られる連続的な縮退が存在することが明らかとなった。この基産状態の縮退はeg軌道模型の古

典的な基底状態に存在する縮退に比べると短めて多い。まずは自明な基底状態である擬スどンがー

G
d
 

可

in4
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様な方向を向いた状態に対して熱揺らぎの影響をスピン渡近叡を用いて解析した。その結果，自由

エネルギーが揺らぎを加える前の擬スピンの向いている方向iこ対する依存性を示し，すべての擬ス

ピンがボンド方向を向いているときに自由エネルギーが最小となるという結果を得た。また，この

結果は基底状態近傍の状態密度の違いが原因であり，有限握度におけるエントロビーの差となって

安定性に寄与することが明らかとなった。この基底状態近傍の状態密度の違いは棺互作患がボンド

方向に依存することの結果であり，軌道模型特有の性賓であると考えることができる。

スピン設近似の解析により擬スピンがボンド方向を向く原因辻明らかとなったが，基底状態の解

析から擬スピンが一様な方向を向いているという状態辻数多くの基底状態の中の lつに過ぎない。

そのために本研究では，熱揺らぎの効果を統計誤差を除き厳密に取り扱えるマルチカノニカノレモン

テカノレロ法を用いて数{直計算を行った。その結果，比熱には秩序への相転移を表すピークが存在す

るが通常の技数qで表すこどができる長距離秩序が実現しないことが明らかとなった。このこと

はら軌道模型との大きな違いであり ，eg 軌道模型iこは通常の長~離秩序 (Neel 秩序)が生じるが，

本研究で扱っている模型にはそのような長距離秩序は存在しない。また，スピン波近骸で安定化す

るという結果を得た擬スピンがボンド方向を向く状態を記述する秩序変数qを導入した。この変数

は提スピンがボンド方向を向いていればそこに通常の長距離秩序が存在しなくとも最大値の 1をと

る変数である。この秩序変数が比熱のピークのときの塩度え以下で有意な鐘をとるという結果を

得た。これにより，熱揺らぎによって，スピン渡近ff，t詞接，基底状態に存在する擬スピンの連続的

な自転の縮退が解けることが明らかになった。それでも擬スピンがボンド方向を向いた基底状態は

可算無限錨存在する。しかし，懇揺らぎによって，擬スピンがボンド方向を向いた状態の中でも特

定の状態が安定化する可能性は残されているが，それが起こるかどうかは本研究では鞠衝できな

い。それでもこの秩序変数で表させる状襲は大変特異主権造を持つc その縮退度は茨素原子からな

る蜂の巣格子対して二重結合をどこに配置するかの状態数と等鎮で，本研究で扱っている軌道模型

の低温での状態はその二重結合iこ対応するボンドがつなぐ2つの軌道が図のように二量化する構造

となることが暁らかとなった。

6.1.2 量子護霊の解析

・基底状態には通常の長距離

秩序が存在する兆候がない

ことを明らかにした。

・基憲状態は古典模型におい

て安定化される状態の重ね

合わせでよく表現できるこ

とを晃出した。

古典模型では，ある秩芹変数q

に対応する状態が詑熱の謹度であ

るTc以下で実現し，その機構が

熱揺らぎによる orderby fl.uctu-

留58 左習が本研究で得られた低温で安定位する軌道援

スピン状態の 1つの例。右留は左留に対1zする RFe204
における軌道状態。酸素を向く軌道同士の軌道が二量化す

ることがわかる。

ationであることが明らかとなっ

た。この結果を踏まえて，量子護霊における解析は量子揺らぎに対する効果を明らかにするために

行った。まずは，古典模型同様接スピンが一様な方向F を向いている状態を仮定し，スピン波近

似を用いて零点振動によるエネルギー低下の P依存性を調べた。その嬉果，古典模型と同様に，

提スピンがポンド方向を向くときに零点援動によるエネルギー低下が最も大きくなって安定イとする

ハ
υ
q，，山つL
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ということが明らかとなった。しかし，そのときの議スピンの長さを計算すると負に発散し，はじ

めに設けた擬スピンが一様方向を向く復定とは矛盾する。量子模型におけるスピン装近訟がこのよ

うに不十分であることから， Lanczos法を用いてハミルトニアンを厳密対角化することで基底状態

の構造の解析を行った。その結果，基底状態にはサイズを大きくすると相関関数が誠少し，無限系

では通常の長距離秩芹が実現しない可能性を示唆する結果が得られた。この結果は古典模型と詞様

な傾向である。本研究でも古典模型で実現する状態を表す秩序変数qを量子系においても調べる必

要があるが，量子系では秩序変数qがO左なってしまいその意味をなさない。そのため，古典系に

おいて熱揺らぎで安定化される状態の重ね合わせの渡動爵数と， Lanczos法で得られた渡動関数の

内積を調べることで，量子系における量子揺らぎの効果と古典系における熱揺らぎの効果を比較し

た。これにより，サイズが小さいときは，古典系における熱揺らぎで安定住される状態を重ね合わ

せた状態で，量子系の基底状態がほぼ記述できることが明らかとなった。系のサイズを大きくする

とその内覆は小さくなるという結果を得ており，サイズが大きいときの基底状態の講造については

今後の課題である。

6.2 今後の課題

ここでは，本研究で扱った蜂の巣格子上で定義させる軌道模型を務究するにあたっての今後の課

題を述べる。

古典模型で詰前述の通り，基底状態に存在する擬スピンの連続的な縮退が熱揺らぎによって解け

て秩序変数q=土1で表させる状態が安定化することがわかった。また，秩序変数q=土1で表さ

れる状態は，そのエントロピーがサイト数Nに比例するという亘模的な数存在する。しかし，こ

れまでの研究では熱揺らぎがq=土1で表されるどの状態を安定化させるかはわかっていない。す

なわち，熱揺らぎが q=士1で表されるすべての状態を等しく安定化させるのか，その状態の中の

一部のみを安定化させるのかは暁らかではない。棺関関数の許算から長距離秩序が存在しないとい

う結果が得られているため，熱揺らぎで安定住する状態は巨視的な数存在すると考えられるが，そ

の状態数が q=土1である状態数と一致するかはここまでの解析ではわからない。少なくとも言え

るのは，後者は前者の最大檀を与えているということだけである。

第 2の課題は量子摸型におけるスゼン波近似の解析で，スピン波間の相互作用をとり入れること

である。 eg軌道模型では，Holstein-Primakoff変換をしたときに出てくるスピン波聞の相互作用

をHarむ侍Fock近叡で取り入れることで，スピン設の分散関係にギャップが生じ，有限湿度で秩

序するということがわかっている。これを踏まえて本研究でも，対象としている蜂の巣格子上の軌

道模型に対してスピン渡関の相互作用を Harむee-Fock近年lで取り入れることでスピン設の分散関

係にギャップができれば，スピンの縮みの発散を取り除くことができ，は乙めの仮定と矛屠しない

議論が可能である。

第3，こ量子模型でサイズが大きいときの基産状態の構造を明らかにすることである。サイズが小

さいときは前述の通り，量子系での基底状態は古典系で安定化される状態の線形結合でよく記述で

きることがわかっている。しかしながら，サイズを大きくすると，基底状態の波動関数は吉典系で

安定化される状態の線形結合で表すには不十分であることがわかった。つまり，サイズが大きい系

での軌道状態の物理的措像は明らかになっていない。サイズが大きいときの物理的な描像が得られ

れば，量子揺らぎによる効果を境らかにすることができ，量子揺らぎと熱揺らぎによる orderby 

畳uctuationの効果を比較できると嬉待される。
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