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研究会報告

確率過程と見たHodgkin-Huxleyモデルの統計的推定問題1

総合研究大学院大学 川合成治 石黒真木夫2

1 はじめに

HodgkinとHuxleyは単一ニューロンモデノレとして4変数の非線形常微分方程式のモデノレ(Hodg短距

E区 leyモデノレ以下HHモデルと略す)を考案した.このHHモデルはニューロンの膜電位の変

動をナトジウムとカリウムイオン電流を通すチャネルが埋込まれたコンデンサーと抵抗素子の電

気回路に模擬したものである.彼らはHHモデ、ノレの作成にあたってVolぬgeclamp法と呼ばれる実

験方法で，対象のイオンだけが活動するようにもう一方のイオンをブロックして行った実験デー

タをもとに関数の形やパラメータを定めた角 1)-4).以後現在に至るまで神経由路の解析ではHH

モデルをベースにして，カルシウムなどの様々なイオン電流を付加したモデノレ5)や，持続性のある

ナトリウムイオン電流などを仮定したペースメーカモデル6)など種々のニュー包ンモデルが提案

されている. HHモデ、fレの理論的な非線形特性解析については. HHモデノレを2変数モデノレに錆

格化して相平冨解析がなされており，不安定な特異点の存在が示されているほか7)，カオス的な挙

動も報告されている8).モデルのパラメータ推定については最適詑問題の観点から，シミュレー

ションデータから逆にモデ、ルパラメータを求める試みがなされているめ10).これらはいずれもH

Hモデ、ルを決定論的モデルとしてとらえたものである.

しかしながら活動中の神経由路のニューロンには様々なシステムノイズが存在するので，この

動きを解析するため確率過程ととらえる必要がある.さらに外乱としては自生ノイズだけでなく

未知のゆっくりと変動する外乱も存在する.本報告ではヲ HHモデノレを確率過程としてとらえ，カ

ルマンフィルタを用いてモデ、ルパラメータに加えて未知の外部入力電波を同時に誰定する方法を

通して，不安定な非線形特性と確率遍程が絡まったときの統計的推定の特性について述べる.

2 HHモデルとそお非線形特性

HHモデルは膜電位uと各種電流〈ナトリウムイオン電流INa.カラウムイオン電流Ik'リーク

電流Ileak.外部入力電流Ie)の関係を表す (1)式と，イオンチャネノレのゲート変数である m，h，n

の動特性を表す (2)-(4)式の4次元非線形の常微分方程式からなる.

1統計数理研究所 f非線形科学と統計解析の対話j での発表内容である。
2kawai@ism.ac.jp ishiguro@ism.ac.jp 
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f非続形科学と統計科学の対話j

Gm生=-INα一品 -Ileak + Ie dt 
-gNam3h(V -ENa) -9kn4(V -Ek) -gleak(V -E'eak)+Ie 、zz''

噌
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(2) dm(t)jdt =αmv(1-m(t))一βmい)m(t)

(3) dh(t)jdt =αhv(l-h(t))一βh(υ)h(t)

(4) 

ここでGm は摸容量，各電流式の gはイオン電波の最大コンダクタンス，Eは平衝電位， α(V)• 

s(V)はりの指数関数で与えられるゲート関関のスピードである.

図 lA'こ5msecの時点で外部電流Ieをステップ状に変化させた時の各変数の挙動を示す.静止

活動状態からりが上昇して発火状態となると. m も上昇してポジティブフィードパックでuに加

算され，両者とも急激に上昇する.その後hが減少しりを上昇させる電流を抑えるとともに，nが

増加して uを抑制する電流が発生して，vは下降しアンダーシュートした後元の値に回復する.こ

の動作を繰り返してスパイクと呼ばれる約 1伽nsecの頻度の振動が発生する.

この現象を棺平面解析で説明する 7). 4つ変数のなかでeとm が速く hとnが遅いことに着

昌しJ Vとm の速い現象の特性を見るためh，nをho，noと画定した時， dvjdt， dmjdtが0となる

(5)， (6)式の uとm の相手面密である図 1Bを考える.

dn(t)j必 =αnv(1-n(吟)一 β~(v)n(t)

(5) 

(6) 

m=αm(v)j(αm(V) +β{り)

v=!t'Nam3hOENa + gkn3Ek + g，伺 kE'eak+ι 
- gNam3ho+gkn3+91~ 
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図 1:HHモデルのステップ応答 (A)と相平面図 (B)

んがGのときは (5)の曲線(実線)と〈めの曲線(破線)は交文しないので安定な状態が継続さ

れる.一方ιが 160μAのときは， (5)と(6)の畠線{点線〉はり=¥C，九，l-もの 3点で交差する.

ここでにと巳は安定な準定常点であるが vsは鞍点であるため，九を越えると急激に九まで上
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研究会報告

昇する.vとmだけだと uはveの近辺に留まったままだが.hとnの抑制チャンネ/レが遅れて爵

くため.vは下降してv.，を超えても干の近辺で安定領域に入る.Ie = 320μAのときは (5)と(6)の

曲線(一点鎖線))交点が 1橿しかないので，むがvsを越えると同様に九まで上昇するが，hとn

の抑制するチャンネルが僚いてもりは九まで降下せず九の近辺で安定になるため，スパイクは

継続されない.

3 確率過程とみたHHモデル

HHモデ、ノレを確率過程として考えるため (1)式iこ白色ノイズん付加する.

C52=-gNem3h(u-Eh)-gkd(u-EK)-gt批 (v-Eleak)+Ie+ん (7)mdt 

ここで自生ノイズの分散を大きくすると，先に述べた鞍点vsの近辺になると急激に uが上昇す

るため，新たなスパイク現象が発生したり，発生タイミングがずれる.このことは， HHモデルは

ある程度の大きさのシステムノイズがある場合，連続型のHHモデルを用いて常微分方程式を解

いても，外乱を含むuの観測データから最小二乗法や最尤法などの統計的手法を用いてHHモデ

ノレの状態変数(v，m， n， h)やモデルパラメータを推定することが国難であることを意味している.

雑音を含んだ観測データから状態変数を推定する方法として，連続型非線形微分方程式のHH

モデルを離散型の時変数隷形状態方程式に変換して，カルマンフィルタを適用することが有効と

考えられる。非線形確率過程をコンピュータで扱うためには時間に関して離散化するのが普遥で

ある.従来はH Hモデルをシミュレーションする時の離散化の一般的な方法としてオイラー法や

ノレンゲクッタ法が用いられてきたが，離散化時間を十分小さくしないと発散するだけでなく，離散

化した時は安定で、あってもカルマンフィルタを適用する持に発散する場合もある.尾崎は一般の

非線形確率微分方程式において離散時間が大きくても安定で島る局所線形化法を提案した 11).さ

らに 1変数2措の鞍点のある非線形微分方程式として有名なV釦 delPol方程式に局所線形化法で

離散化したあと，カルマンフィルタを適用してモデルパラメータの推定を行った12)13). 

百五モデルにおける局所線形化法の適用を以下に示す.X = (m，h，n}'， Z = (v，m，h，n)'と

おき， H Hモデノレ(1)--(4)を次の状態空関表現に書き摸える.

z=[~]=[ !t叫ん(X)+f: i 17=m{8) 
X I I 91(V)X + !J2(v) 

ここで

主=ー(gz館 k+ gmm3h + gkn勺/Gm

ち=(gmm3hENa + gkπ4Ek)/Gm 
f3 = (gleakEleak十Ie)/Gm

gl = diα，g[-(αm+sm)，一(ah+β心?一(αn+ふ)]

g2 = (αmヲαぁαn)'
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「非線形科学と統計科学の対話j

(8)式を局所線形化法により以下のように離散化する 11).

J(t) = aF(Z)jδZ)tとおき，[t，t +ムt]の関は J(t)は一定として次式で近叙する.

Z(t) = J(1吟Z(t) (9) 

(9)式の微分方程式は解析的に求まり.

A(t) = 1 + J(t)-l(eJ(ま)st_ 1) 

F (Z(t)) = Fo (Z(ま))Z(t) 

(10) 

とおくと， (9)式は次の離散型状態方程式で表現される.

Z(t + .6t) = A(t)Z(t) (11) 

局所隷形化による離散化はJ(t)が豆間で一定であれば解析解となるのでAtを大きくしても安

定であるので，カルマンフィルタを適用しても発散しない13}14)• 

次iこカノレマンフィルタの適用を考える。 HHモデルで計測で、きるのは摸電位りのみであり観

澱ノイズも含むため，以下の離散型の状態空間表現を考える.

Z(k + 1) = A(k)Z(k) + W(k + 1) 

y(k) = CZ(k) + e(k) = [1，0，0，叫Z(k)+ e(k) 

(12) 

(13) 

ここで，

W(k) = (Iw{k)， 0，0，0)' :状態ノイズ， y(k) : vの観澱穫， e(k) : vの観測ノイズ

HHモデルに対し，以上の方法で局所線形化法で離散化し，離散型の時変系状態方程式(12)，(13)式

にカノレマンフィルタを適用すると白色ノイズを含む膜電位の観測{重から，状態変数Z= (v， m， h， n)' 

を精度よく推定できることが報告されている 15).

4 外部入力電流の推定

HHモデルは図 2に示すように，外部入力電流を与えて膜電位などの状態変数を推定するのが

普通であるが，ここでは逆に摸電位uの観測僅から外部入力電流を推定する問題を考える.16)17) 
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図 2:HHモデノレの頼関題と逆問題
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研究会報告

未知の外部入力電流1e(のに対し次の離散型トレンドモデルを考える.

(14) 

局所縁形化における J(のには1eを含まないことに僅意すると，局所線形記法から求めた状態方

程式を拡大して， ι を状態変数に組み込んだ (12) と (14) に対~した状態方程式が得られる.

ι(t + Llt) = 21e(t) -1e(t-ムt)+ 1ew(t) 

(15) 
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ここで，

64J=V÷J(t)-1(eJ(t)AZ-I)itJ 

i'i(t) = [J (t)-l (eJ(吟at-1)]l.i/Cm 

1eの推定値は，状態方程式(15)にカノレマンフィルタを適用した時の平謂値として求まる.モデ

ルパラメータが既知の場合iこ，本方法によるトレンド電流ιの推定精度を検証するため，大きさ

と変動頻度を変えた 3通りの電流パターンを想定し，システムノイズんと観瀕ノイズeの大きさ

を種々組み合わせてシミュレーションを行った.

(16) 1e =α/r(exp( -(t -T)/ァ)+ sin(wt + 1.5π} 

Casel :α= 50， r= 50， b = 15，ω=0.02π 

Cαse2 :α= 100， T=  50， b = 30，ω=  0.027r 

Cαse3 :α= 100， r= 50， b = 30，ω=  0.167r 

図3A'こ {σ(1w)，σ(e)}= (20. 0.75)，図 3Bに {σ(1w)，σ(e)}= (40， 2.25)の外部トレンド電流

の推定結果と真値を比較した結果を示す.この結果 {σ(L心，σ(e)}= (20，0.75)の場合は， 3ケース

とも推定値は真僅とほとんど一致している.{σ(1w) ，σ(e)} = (40. 2.25)の場合も若干推定値にシス

テムノイズを拾っているが、全壊では良好な推定結果iこなっている，

このようにHHモデ、ノレを局所線形化法で精密に難数千七すると.ゆっくりと変動する外部電流を簡

単なトレンドモデルで近似しても，外部入力電流は精度よく撞定できるということは驚くべきこ

とであり F線形のシステムでは考えられないことである.

次に (1)式のモデ〉レパラメータが未知の場合iこFモデルパラメータと外部入力電流を同時に推定

する方法を考える。カノレマンフィルタの計算過程において，対数尤度が計算されるので最尤法によっ

て最適なパラメータが求まることが期待できる.これについてはそデルパラメータを既知にした場

合に，モデルパラメータが既知の場合にカノレマンフィルタを適用した時の叫ん)lこ対する対数尤

震とトレンドλカの誤差標準偏差の関係を調べると，対数尤度が最大を示す僅でトレンド入力の推

-164一
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図 3:外部入力電波の真値(実線)と推定値〈破線〉の比較

定誤差の標準儒差はほぼ最小に成る.またモデ、ノレパラメータを倍加に変化させた持，いずれも真の

パラメータ値の近傍で対数尤震が最大になる.これらのことから最尤法により，モデルパラメータ

とトレンド入力電流が同時に推定できることがわかる.

システムノイズの標準偏差叫ん)i.Jr.1，20，40の場合に，逐次二次計画法を用いて対数尤度を最

大にするパラメータについて，初期値をランダムに変えたときに最適薩が求まった場合の平均値

と標準編差を留4Aに示す.叫ん)=40の場合はパラメータの真値と推定植にかなり差が見られる.

これに対し叫ん)=40の場合に推定されたそデノレパラメータを用いて Ieを推定した結果を函4B

に示す.正しいパラメータを用いて推定した図 3Bの結果と比較しても遜色のない結果が得られて

いる.ι=0のときの (5)式の鞍点の値は，真筆が-64.8に対し，叫ん)=1，20，40におけるモデ‘ルパ

ラメータの推定{直を用いた場合法，各々-65.5，-65.6，・66.5とほとんど理論値と差がないことがわか

る.このようにモデルパラメータの植は多少誤差があっても鞍点iこ誤差がなければ警外部入力電流

を推定できることを意味している。このことは， HHモデルの非線影な特性を保持しながら 2変数

モデ〉レに単純化したFitzhuge-Nagumoのモデル 18)からでも外部入力電流の推定が可能なことを

示唆している.

5 あとカミき

神経団路で最も基本的なモデルであるHHモデルは，従来は決定論的なモデルとして取り扱わ

れてきたが，ノイズの含んだ観測データから状態変数とモデ、ノレパラメータを推定するためにHH

モデルを確率過程としてとらえた.局所線形化法による離散化とカノレマンフィルタ，最尤法の枠組

みのなかで， トレンド入力電流とモデルパラメータの同時推定が実現できた.この際，未知のト

レンド入力電流を簡単なトレンドモデ、ルを仮定したが，局所線形化法で求めた精綾なモデルと結

合した結果，良好な撞定結果が得られた.これは線形システムなどではおこりえないことであり，

HHモデ、ルが鞍点をもっ非線形特性をもつため可能になったことである.
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密 4:パラメータの推定結果 (A)と外部入力電流の真値(実隷〉と推定植(破線)の比較 (B)
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