
物性研究 91 -4 (2009-1) 

流れる粉体1

九州大学理学研究院 鶴手洗菜美子 2

(2008年 11月 17日受理)

概要

本稿では、粉体の流れと、その連続体記述を中心ζ紹介する.粉体は豆複的な大きさを持つ
粒子の集まりであり、粒子の持つ運動エネルギーはいずれ熱に散逸されてしまう@従って、粉
体読を維持するには外部からのエネルギーの流入が必要であり、流入と散逸のバランスによっ
て様々な振る舞いが見られる。まず最初に、流入エネルギーが大きく、二体衝突が主な相互作
用となる漉れと、流入エネルギーが小さく、長時間の接触がおこる流れの違いについて、粒子
が硬い極隈の振る舞いを参照しながら考える。次に、衝突が支配的な流れについて、非弾性翻
体球の運動論に基づいた流体モデルによる解析を紹介する。最後に、高密度な粉体流について
広くなりたつことが知られている、せん断応力が速度勾配の二乗に比例するという fパグノル
ド員むに触れ、関係する知見を紹介するe

1 はじめに

乾いた砂は、その上に立つことができるほど強留かと思えば、掬い上げたそばからさらさらと

流れ落ちてしまう。砂にft表される、粉体の国体とも流体ともつかない不可思議な動力学は、吉

くから多くの人を魅了してきた [1，2]0その奇妙な振る舞いの原因は、粉体が肉眼で見える程衰の

巨視的な粒で構成されていることにある。議れている粉体を放っておけば、いずれ粒子の運動エ

ネルギーは熱に散逸され、運動は止まってしまい、 f国体j となる。しかし少し外力を与えれば、

また涜れ出し、 f涜体(気体/液体)J状態になる。これは、与えられた温度の下で放っておけば

毘体/液体/気体のままである通常の分子で構成された物質とは、大きく異なっている。

外力によって様々に変化する粉体の流動の様子をみることができる身近な例として、斜面を流

れる粉体を考えてみよう。傾斜角が十分大きいと、個々の粒子が大きな運動エネルギーをもって飛

び回つては衝突し、速度勾配が大きく抵密度な流れが実現する。このような流れはしばしば f衝

突涜jや f高速流jなどとよばれる。これは、分子系とのアナロジーでいえば、粉体 f気体j的

な状況といえよう。一方、傾斜角を小さくしていくと、流れはだんだんと還く、また高密震にな

り、ある傾斜角以下では流れが停止して f屋体jになる。この関誼近くの流れにおいては、瞬間

的な笹突に加え、長時間の接触による摩擦や、接触した粒子の不均一なネットワークに沿って力

が伝わる応力鎖など、議々な複雑な相互作用があらわれると考えられており、 f高密度流Jや f摩

擦涜jなどと呼ばれる。こちらは I液体j と例えられるかもしれない。

1本稿は、篇集部の方かち特にお願いして執筆していただいた記事である。
2E-mail: namiko@stat.phys.kyushu-u.ac.jp 
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御手洗菜美子

本請では、粉体の物理の中でも f流れる粉体j について、筆者の研究とその周辺の話題を中心

に紹介する。まず、粉体の流体領域一「液体j と f気体Jをもう少し解説したあと、身近な例とし

て斜面上の粉体流の振る舞いを参照しながら、それぞれの領域の振る舞いを紹介していく。最初

に、強く勃起されて密度の抵い涜れと、励起が非常に弱く密度の高い流れの違いを、粒子の硬い

極患の振る舞いを考えるという視点から紹介する。次に、斜面上の抵密度な粉体流の、運動論に

基づく連続体モデルによる解析を紹介する。最後に、粉体流の広い密度範囲で或り立つ「せん断

応力が速度勾配の二乗に比例するj というパグノルド期と、関係する研究を紹介する。

1.1 流れる粉体

粉体:大きくて硬い桂子 まず、本記事で敢ち扱う f粉体jを、もう少し限定しておこう。粉誌、

又は粉粒体は、直径が最低でも 1μmかそれ以上の粒子の集まりである。従って、熱揺らぎは重心

運動に影響しない。また、本稿では、空気などの空間を満たす流体は、粒子の運動に影響を及ぼ

さない状認を考える。さらに、粉体粒子は乾いており、粒子関の主力の影響は無視できて、相互

作用は、接触時の弾性力と散逸力(摩擦カ)が主であるとする。このような設定を満たす粉体は、

しばしば f乾燥粉体j とよばれる {1，2]0

接触力について持徴的なのは、その硬さである。よく墓礎実験に用いられるガラスビーズの場

合、ヤング率は 70GPa程度、岩五の場合も間程度かそれ以上であり、非営に硬く、身の回りの力

のスケールではなかなか変形は起こらない3。一方散逸力については、徴小な塑性変形や熱の発生

など、様々な要因で生じうる。特に、接線方向の抵抗力が、法議方向に加えられた力に比例する

というクーロンの摩擦法期もよく知られているが、微視的な起源やクーロン則への橋正、物体同

士が回転するときの摩擦力などには不明な点も多い [2，3]0また、粉体粒子の散逸を特徴づける擦

には、し試しば反発祭数が用いられるが、厳密には定数というわけではなく、その徴課的な起源

は現在でも研究課題となっている [4，5]0

流れる粉体の性質 国く散逸のある乾燥粉体粒子の集団は、分子の集団とは大きく異なる興味深

い振る舞いを示す (1，2，8]0

粉体の様々な振る舞いの中でもっとも理解が進んでいるのは、「気体j領域である。粉体が強く

励起されると、粒子が空間を飛び回り、ときどき他の粒子を積突しては向きを変える、という通

常の気体分子のような状況が実現する。但し、分子で構成された通常の気体との違うのは、笹突

のたびに粒子がエネルギーを失ってしまうということだ。従って、外部からエネルギーを注入し

つづけることが、系を f気体j状態に保つためには不可欠である。

図l(a)、図2(a)には、気体的な状況の倒として、斜面上を流れる低密度な粉体の定常涜[9--12]

を示した。傾斜角は比較的大きく、また床の凸回により様々な方向に粒子が散乱されるようになっ

ているため、粒子が大きな運動エネルギーをもって空間を飛び回っている様子が見て取れる。

3地すべりなどの大規模現象では、非嘗に強い力がかかりうる。ただ、その際には、粒子の変形だけでなく、議壌が

生じる可能性に留意すべきである。本稿では、そのような場合については取り扱わない。
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-図 1:低密度で速い流れ(吟、密度が高くせん断が全体にかかった流れ (b)、及び非常に高密度でせ

ん断が床近くに集中した流れ (c)のスナップショット [6，η。
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図 2:図1の流れの平均速度の深さ (y)故存性。図 1(a)(b)(c)がそれぞれこの園の (a)(b)(c)のス

ナップショットに対応している。 g軸は斜面に垂蓮で、原点を斜面にとっている。長さの単往は粒

子直径σ、時間の単往は重力加速度を gとしてゾ可5にとった [6，7]。

このように強く励起されつづけている系の相互作用は、主に二体衝突が支配的であると考えら

れ、開体球の気体分子運動論を非弾性衝突に拡張した理論が提案されている [13一喝。特に、分子

カオスを仮定して速震梧関を無視した運動論に基づいて導かれた応力の表式、すなわち構成関係

式は、工夫すればかなり高密度〈三次元球の場合体積占有率 0.3-0.5謹度〉まで、粉体気体を定

量的にもよく記述することが知られている [1司。

しかし、非弾性衝突は、粒子隠の相対速度を減少させるため、速度相関が膏ちやすい [20]0その

ため、エネルギー散逸が強くなるにつれて、速度相関を無視した運動論は疑わしくなる [21-23]0

それに加えて、高密度になるにつれて、粒子の多体密突や長時間接殻もおこるようになり、二体

衝突だけでは粒子関相互作用を表すことができなくなってくるe

身の回りでしばしばみられる、砂山の表面の雪崩などは、非嘗に高密度である [7，24-28]。図

l(b)、函2(めには層厚が大きい場合の斜面上の定常流を示したが、粒子同士が接触している箇所

が複数あるのが伺える。このような高密度な流れにおいては、瞬間的な二体衝突だけでなく、接

触した粒子の鎖〈応力鎮〉による力の伝達 [29]も無視できない誌ど起こっているのではないかと
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御手洗菜美子

考えられる。

さらに高密度になってくると、粒子同士が常に接触した状態になる [30ー32]0図 l(c)は、摩擦が

あるが出凸lのない床の上での定常流を示したが、接触が支配的であることが伺える。また、図2(c)

かちわかるように、床に接触している層と次の層の罰には大きな速度差があるが、流れの内部で

はせん断がほとんどかかっておらず、国体状態に近い。一般に傾斜角が十分小さくなると、流れ

は完全に止まって f毘体j になってしまう。

粒子が密につまって多少の外力をかけても動かなくなってしまう転移は、ジャミング(jamming)

転移とよばれ、粉体だけでなく、コロイド系、泡など、内部構造をもった離散系に多く見られるも

のである [33-36}。国棒状態でも、粒子配置はランダムであり、応力鎖の複雑なネットワークが外

力を支えている [37-4010しかも、国体状態周辺での振舞いはしばしば量産に強く依存し (41，42J、
理解するのは容易ではない。

このような複雑な粉体の静力学・動力学を統一的に扱える理論は今のところ存在しない。しか

し、よく制御された実験と大規模な数檀実験の積み重ねにより、その性賀が整理されるとともに、

背後に潜む物理の理解も少しずつ進みつつある。本蕃では、上で挙げた斜面流の様々主張る舞い

を例にとりながら、粉体流の特徴をみていきたい。

2 二体衝突と長時間接触:軟体球の観体極限

1.1節で述べたように、粉体粒子は硬く、散逸的な相互作躍をするため、しばしばその第突は反

発係数で特徴付けられる。衝突時間は無銀小だが反発係数が 1より小さい球の集団は、一種の理

想化された粉体系と考えることができるだろう。このような粒子は、しばしば f非弾性剤体球j と

よばれ、理想粉体系としてその振る舞いが調べられてきた。

しかし、実際の粉体は剛体ではなく有援の硬さを持ち、衝突には有慢の時間がかかる。そとで

ここでは、 f反発係数を一定にたもったまま、粒子をどんどん硬くしていくと、何がおこるだろう

か?Jという関いをたててみよう。もちろん、単純な二体衝突は、反発係数一定の非弾性問体球

モデルに近づいていく。しかし、多くの粒子が相互作用する粉体涜を有援の硬さの粒子で実現し、

そこで上のような極限をとるとどうなるかは、まったく自明ではない。

この章ではまず、非弾性関体球モデルと、有隈の硬さを持った粉体粒子の相互作用モデルを紹

介し、単結な二体衝突ではその二つが対応つけられることを示す。次に、留 l(a)の低密度な衝突

流と、図 l(c)のかなり高密度な流れについて、硬い謹限を数値的に比較する。その結果、前者は

硬い極患では二体議突のみで記述できるのに対し、後者はいくら硬くしても多体衝突や右限時間

の接触が起こっていることが示唆される向。
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流れる務体

2.1 粉体の相互作用モデル

2.1.1 非弾性副体球 (inelastichard-sphere)モデル

非弾性間体球モデルで誌、蕎突にかかる時間は無限小であるとし、二体衝突の前後で速度や加

速度がどう変わるかの規期を与える。

粉体粒子は質量m、直径σ、慣性モーメント Jを持っとする。粒子tとjが、衝突の瞬間それぞ

れ位置 η とηにあって {rij二円 -rjとして Irijl=σ)、衝突直前の速度と角速度がそれぞれ ci

と句、峨と ωjであったとしよう。このとき、接触点の相対速震 1Jijは、

1Jij = (Ci -Cj) + r ij X (ω五十ωi)， (1) 

と与えられる e また、法線方向の相対速度%と、接線方向の相対速度的は、法線ベクトルn=

rij/!rij!を用いて

ぬ=(n. 1Jij)n， Vt =均一九F (2) 

となる。

衝突直後の法線方向と接線方向の相対速度弘、り;を与える規期は様々にとれるが、よく用いら

れるのは反発係数を一定としたモデル

込 = -epVn， 

旬;=-e《

(3) 

(4) 

である。 (3)と(4)に現れるとp，etはそれぞれ法線方向、接線方向の反発孫数で、散逸の程度を決め

るモデルのパラメータである。これらの式と運動量{角運動量)保存期から衝突覆後の粒子の速度

〈角速度〉が求まる4。

特に、 et= -1(接緩方向の梧対速度が変わらない語らかな粒子)、 O~三 ep く 1 の場合は、エネル

ギ一散逸があるもっとも単純な相互作用モデルとして、よく調べられている。この場合について

衝突直後の粒子し粒子j の速度~，弓を考えてみると

C~ = ~ [Ci十 Cj十匂vnn]， 

4 =jlq÷cj一 向j

となる。このとき、衝突前後の運動エネルギーの変化AEは

AE = ; [(ザ÷ザ)一(q吋 )]=-jm(1-4)d

(5) 

(6) 

(7) 

となり、 O<ep<lのときエネルギーを失う非弾性管突となる。また、このとき、 (5)(めから、衝

突後には Ivnlだった法線方向の棺対速度の大きさが、衝突後はeplvnlに減少し、運動の向きが揃

う傾向があることもわかる。

4接譲方向の相互作用を考える場合は、クーロン摩擦を取り入れたもの (2Jもよく居いちれる。
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御手洗菜美子

非弾性問体球モデルは、粉体の運動論による解析立おいてIAく採用されている。また、数値実

験も数多く行われている。数値実験の擦は、衝突イベント毎に時間を進ぎうていくイベント駆動法

を用いる志要がある。

2.1.2 軟体球 (So丘-sphere)モデル

次に、接触したときに弾性力と散逸力が傍く軟体球モデル [2，43-45]を簡単に紹分する。この

モデルは、粉体工学で使われる粒子モデルの代表的なものであり、しばしば離散要素法 (Discrete

(or Distinct) Element Methodヲ DEM)というとこのモデルを用いた数麓実験を指すことがある。

また、相互作用力の関数形は複数提案されているが [45J、ここでは隷形の弾性力と速度に比例し

た摩擦力、及びクーロン摩擦を取り入れたモデルを紹分する。更に接線方向の力の表現を簡単に

するため、粒子は二次元で回転輸は一次元に固定されているものとするe5

剛体球モデルと同様、粉体粒子は質量m、直径 σ、慢性モーメント Jを持っとする。粒子同士

が接触していないとき Irijl>σ)は相互作用しない。粒子iとjが接魅しており (lrijI三σ)、その

時の速度と角速度がそれぞれ q と今、同と的で通うったときの相互作用は以下のように与えられ

る:まず、接触点の相対速度 Vij は、やはり (1) で与えられる九また、時実~toで接触が始まった

とき、時刻tでの法緩方向の相対速度句、接諒方向の相対速度旬、接議方向の相対的な位置のず

れ Utは、

Vn = (n町 )n， 句=(孟句)孟? 包t=fqdt (8) 

となる。ここで、法穣ベクトルn= rij/lrij! = (nx， 'ny， 0)に対して、接譲ベクトJvtニ (-ny，nx，O)

を定義した。このとき、粒子 t から粒子j に傍く法線方向および接線方向の力 FJJ と Fi~ は、次の

ように与える。

EZ=mん(σ-1'・ijl)n -m1Jnvn， 

Fi; = min(lhtl， JLllfijl)(ht/lhtl) 

。)

(10) 

で与えられる。ただし、ん =-mkt均一 2m'1JtVtで、 μはクーロン摩擦保数を表す。

(9)式の相互作用モデルは、カが粒子同士の重なり及び相対速度に対して譲形に働くため、二

体の正面衝突に対して、接触時掲 7c、および法線方向の反発係数ep(接触の務関と離れる瞬間の

法議方向の速度の詑)を解析的に求めることができ [4号、次のように与えられる。

ち=ほT(ーゾム) 7T 

7
c
=、/2/cn一場

、、sノ
マ
i

守

i
〆
'
1

、

0<11n<ゾ2五二であれば 0<epく 1であり、衝突のたびにエネルギーが散逸するに

5三次元のモデルは [26Jなどに見つけることができる。
S剛体球では !rijl=σで語うるのに対し、軟体球では Irij!$σであることに注意。
7再識の計算により、接謀方向の樟互作用 (10)式についても、 Ihtlく μIFijIの場合の接隷方向の反発保数釘を求

めることができる。
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涜れる粉体

軟体球モデルを数僅実験する場合は、通常時間ステッフ dtを国定して運動方程式を数値積分す

る時間駆動法が用いられるえ

2.1.3 軟体球モデルの非弾性関体球極限

軟体球モデルと非弾性部体球モデルの対応を見てみよう。 (11)式をみると、反発係数与が一定

になるように恥 =cゾ広(Cは定数〉の関係を保ちながら粒子の弾性のパラメータ knを大きくす

る(粒子を硬くする)ことができることがわかる。このとき二体衝突の接触時間 Tcは、 l/Vτに比

例して減少していく。つまり、反発係数を一定に保ったまま丸→∞の極限をとることで、接挫

時間がゼロで反発録数ep< 1の非弾性剛体球極限をとることができるのであるた

2.2 粉体流の聞き体極限

いよいよ、凹凸のある斜面上の希薄な速い流れ(図 l(a):以下「衝突流j とよぷ〉と、平らな斜

面上の高密度な遅い流れ(図 l(c):以下 f罵擦流j とよぶ)について、粒子関の反発係数を一定に

保ったまま硬い極限をとった場合の振る舞いを調べてみよう向。以下のデータは、粒子直径σ、粒

子質量m、及びM9(gは重力加速度〉を単位として無次元化されている。

数値実験では、粒子が十分硬ければ (1/ん:s10-5)、平均の運動エネルギーのような流れを巨視

的に特徴づける量は、衝突流、摩擦流ともに系統だった硬さ依存性は示さないことが確認された

[6]0 

一方、衝突回数や接触時間は硬さに大きく依存し、しかも笥突涜と摩擦流で明らかな違いを示

した。単位時間当たりの衝突回数は、密突流では硬い極限でほぼ一定になるのに対し、〈図 3(a))

憲擦涜では私に対して纂的に発散した(図 3(b))。このときの粒子の単位時間あたりの接触時間

九と、粒子関の笹突がすべて二体衝突であった場合の接触時間Nミ九の差を硬さに対してプロット

すると、衝突涜では粒子が硬くなるにつれて急速にゼロに近づくのに対し(図3(c))、摩擦流では、

エネルギーなどが系統的な依存性を示さない l/kn;s 10-5の範囲でも硬さ依存性を示し、んを大

きくしでもなかなかゼロに叡束しない傾向が見られた(留3(d))。

つまり、流れの様相は、粒子が十分硬ければ.硬さへの依存性は見られなくなるが、積突頻度を

調べると、開体極自主で有限の鐘に収束する場合と、発散する場合とがある。有援の{産に収束する

場合は、その動力学は二体衝突で特徴づけられるといってよいであろう。一方、発散する場合は、

二体筈突だけでは動力学を記述することができず、粒子が硬い極限でも多体接触が涜れの中で生

じていると結論づけられる。

翼手擦擁の間体極限での衝突頻度の発散は、非弾性問体球系における非弾性コラプスに対応してい

る。非弾性コラプスとは、有限時間内に有限値の粒子の関で無援国衝突がおこる現象である。もっ

とも単純な例は、重力下で、水平な床に、反発係数一定の非弾性関捧球を落としたときの振る舞

s接融の有無で相互作用の有無が変わるため、接触事j定の部分で dtの才一ダーの誤差が入ってしまうモデルになっ
ていることに注意が必要である。

91htl <μIFljlの場合の接線方向の反発係数 eまについても一定に保ったまま剛体極罷をとることができる。
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園 3:単位時間当たりの粒子簡の衝突回数Nc(積突涜 (a)、摩擦流(る))、及び単位時間あたりの接

触時間と衝突がすべて二体衝突だったときの接触時間の差(衝突流科、摩擦流 (d)){6}o 

• • 
• 

101 • 

いであり、有限時間内に沫と無限回衝突して粒子が止まってしまうことがすぐにわかる。さらに、

重力のような体積力がない状況でも、多体効果により非弾性コラブスがおこりうることが、一次

元空間では解析的に [46]、2次元では数極的に確かめられている [47-51]10。また、せん断流があ

る系においても、非弾性コラプスは起こり得る [52]0非弾性コラフスがおこるということは、物理

的には多体接触や長時間接触が起こることを示唆するが、開体球系ではあらたな仮定を置かなけ

ればその先のダイナミクスは定義できない110 摩擦流で軟体球の隣体極限を調べることは、この

コラプスの振る舞いに軟らかい粒子の健かち近づいていったことになる。

0.5 

104次元、 5次元についても数種実験されており、非弾性コラプスがおこることが指摘されている [51]03次元の系
統的数鐘実験の文戴はなぜか見付られなかったが、ご存知の方は教えていただければ幸いである。

11例えば、極対速度がある謂値よりも小さくなった場合に反発係数を 1に近づけることで、非弾性コラプスがおきな
いようにしたモデルの提案がなされている [5司。また、粒子を変形しない鰯体とみなすが、与えられた境界条件を満た
す配置を計算することで粒子同士が接触した場合も処理できる接触動力学 (Contactdyn紹註岱)法とよばれる数種実験
法もある [54-56]。しかし後者の方法については、アルゴリズムに含まれる繰り返し操作を有理由しか行わないことが、
粒子の弾性を実効的に有限にしてしまうという指掘がある [56]。
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流れる粉体

この蔀では、図l(a)のような希薄な流れと、図 l(c)のような非常に高密度な流れを比較したが、

その隠で衝突頻度や接触時間がどう移り変わるかは興味るる話題である。最近になって、大規模

な数値計算によって、特に歯科b)のような高密度な流れでの、衝突頻度の振る舞い、接触時間と

レオロジーの関孫などが調べられつつある [57，58]0

3 衝突流の運動論による解析

前の章で、粉体涜の中には、二体衝突で記述できる場合と、多体衝突や長時間接触が無視でき

ない場合とが怠ることをみた。この章では、粉体流の振る舞いを、連続体記述という観点から考

えてみたい。

衝突が支配的な流れについては、冒頭でも触れたように、気体分子運動議を非弾性衝突に拡張

した理論が、工夫すれば定量的にもよい結果を与えることが知られており、粉体系の運動論は今

でも盛んに研究されている [13-1針。ここでは、この運動議に基づいた連続体記述の枠組みと、そ

れを低密度な経面流に適用した結果を簡単に紹介しよう。

3.1 粉体系の運動論に基づく流体方程式の枠組み

粉体系を流体モデルで記述しようとする場合、変数としては粒子数保存を表すための数密度場

η、及び運動量保存を表すための速度場"を考えるのが自然である。ここで、 η及び包は、位量

γ、時現~t で粒子が速度 c を持つ確率密度(一体分布関数)f(c， r， t)を用いて
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(12) 

(13) 

と表される。エネルギーが保存する分子系の場合は、これらに加えて内部エネルギーを代表する

温度を変数として取り扱うが、粉体系の場合は、エネルギーは保存量ではない。しかし、主に散

逸が弱い場合を想定して、速度揺らぎで定義される粉体温度T

T(r，t) =ま!(c一司2f(r，c (14) 

(dは空間次元)も流体変数として12、弾性系の流棒方程式と並行した歌り扱いを考えることで、粉

体系の運動論及びそれに基づいた読体方程式の研究が発展した。但し、ここでの f温度jは、あ

くまでも粉体粒子の運動エネルギーの揺らぎの部分を表すものであり、通常の意味での温度とは

異なることに注意が必要である。

12ここでは、粉体温度Tはボルツマン定数を 1としてエネルギーの単位ではかる。
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御手読菜美子

これらの変数に対する流体方程式は、

(ま+u.v)mn -
mn(会÷包マ)u= f-

~mn(去十 U'V')T = ーマ q-

(15) 

(16) 

(17) 

と表わされる。 (15)式は連続の式、 (16)は運動方程式であり、応力テンソル2と外場fを含んで

いる。エネルギーの方程式(17)にあらわれる qは、務体粒子の揺らぎのエネルギーの流れという

意味での f熟読Jを表す。 rは、非弾性衝突によるエネルギー散逸を表わし、粉体系に特有の項で

ある。

これらの流体方程式を欝じるには、応力テンソルE、熱演q、エネルギー散逸rを流体変数η，U，

Tの関数として表す、構成関係式が必要であるe 衝突流については、この構成関係式が、非弾性

隊捧球の運動論に基づいて与えられてる。

非弾性関体球系の構成関保式を導出するには、一体分布関数f(r，c， t)の時隠発展を知る志要が

あるが、それは二体蜜突を通じて二体分布関数 f(2)(rt，r2， CI， C2， t)に依存する。一殻に、 η体分

布関数は、 (n十 1)体分布関数に依存しており、 BBGKY階層として知られている将司.

この階層を閉じるための近叡は様々なものがある。掬えば、よく使われるエンスコッグ近似で

は、衝突の瞬間(lr121=りわ二体分布関数を、一体分布関数を用いて次のように近似する {60，611:

f(2)(rl1 r2， CI， C2， t) = gO(ν)f(rt， Cl， t)f(r2， C2， t) (18) 

ここで、 go(吟は粒子直径σだけ離れたところでの動径分布関数であり、体積占有率ν(nに比例

する)に依存する。この近叡では、!Jo(ジ)を通じて詩的な空間桓関を敦り入れていることになる。

一方、速度額関については考患されていない。

上のような近似をしても、せん断流がある場合の分布を求めることは通常できないので、更な

る近叡がJ必要で通うる。弾性蜜突の場合には、せん障者擁がない平衡状態では一体分布はポルツマン

分布になるため、それを参照状態どして、空間勾配で求める量を震隠し、構成関係式を計算する

ことが多い。しかし、非弾性系では、参照状態となる平衝状態が存在しないため、どのような状

態を参照状態とすればよいかが自明ではなく、様々な提案がなされている [14，1&-18，20，62---67]0

ここでは、具体的な近似には深入りせず、運動論から得られる構成関係式の、大雑把な関数形

を初等輪送論に基づいて議論してみる o X方向に疲れがあり、空間変化は吉方向にしかない場合

(n =n(払 t)，U= (u(払t)，O，O)，T= T匂，t))を考えよう a すると応力テンソルは、対角成分が法

稼応力 N、xy成分IJません断応力 Sで与えられる。せん断応力 Sは、 u軸に垂直な断面における

お方向の運動量輸送で与えられ、初等輸送論では平均自由行程(ー穀に密度の関数)をl(ν)として

的伶)nPI石に比例すると見積もられる。すると、せん断応力の構成関係式は、

S=h(ν)ml/2σl-dT1/2-y (19) 
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流れる粉体

という形で表される。ここで、!2(吟は、体積占有率ν及び反発係数などの物質パラメータに依存

する無次元の関数である。同様な議論により、法線応力 N、及び熱流束qは

N = !t(ν)σ-dT， 

r = /3(ν)m-1/
2σ-d-IT3/23 

q = -!4(ν)m-1/2σl-dTl/2ayT 

(20) 

(21) 

(22) 

と与えられるお。粉体系特有の項のエネルギー散逸率rについては、速度相関がなければ衝突一

回あたりのエネルギー教逸が温度Tに比例し、衝突頻度がゾTに比例して体積占有率に依存する

ことから、

r=!3(ジ)m-1/2σ-d-1T3/2， (23) 

と見積もることができる。

運動議の枠組みでは、空間勾配の一次までを考える範圏内では、構成関係式は (19)式から (22)

式の形に書くことが出来る。但し、 !i(ν)は具体的な棺互作用モデルに現れる反発孫数や摩擦係数

などのパラメータを含み、また体積占有率依存牲の関数形も具体的許算における近似法などに依

存する。

これらの関係式、特にせん断応力の式(19)は、一見、粘性係数可が速度勾配によらない定数で

あるニュートン流体を示唆しているように見える。もしこれが分子で構成された通常の流体であ

れば、エネルギーが保存量であることから、温度は独立な変数と考えることがでる.そして、粘

性発熱が小さく、外界が熱浴として揚いて温度が一定とみなせるような場合は、 (19)式はニュー

トン流体を表すことになるだろう。

しかし、粉体系の場合には、 f温度jがどのようにきまるかを、常に考えなければならない。粉

体系には f熱浴jは存在せず、外力によるエネルギ一流入がなければいずれは運動が止まってし

まうことは、最初に述べたとおちである。エネルギー流入があれば、エネルギー方程式 (17)に

従って温度が変化する。もし温度の速度勾配依存性が強ければ、ニュートン流捧とは大きく異な

る振る舞いが得られることがあり、これについては 4章で述べる。

3.2 斜面上の衝突流

では、異棒侭として、 (15)一(17)式及び議成関孫式(19)一(23)を、図 l(a)のような希薄な斜面流

に適用してみよう [9，10， 68]Dこれはエネルギー方程式における熟読、粘性発熱、及び散逸の各項

がどれも無翠できない例となっており [69]、相互作用による散逸が弱い場合に実現しやすい。

3.2.1 境界条件

解を求めるためには境界条件を与える必要があり、壁との衝突による運動量及びエネルギーのや

り取りを考患した境界条件が提案されているe 現象論的なもの [70，71}から運動論に基づいた詳細

13非弾性剛体球系ので誌、熟読束の凄にはー殻に蜜度の勾配に比例する項も許されるが、通常その項の影響は温度勾
配に比例する項に比べて小さい [62，6可。
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図 4:額斜角()= 160における定嘗解:体積占有率 (a)，速度 (b)，温度 (c)の言依存性を示した。線
種は、床(y= 0)での密度に異なる値を与えたときのそれぞれの解を表している {68Jo

な計算 [72-74Jまで、様々なものが存在するが、ここでは現象論的で単純な倒をーっとりあげる。

斜面流の場合、まず雷定された床において、運動量の釣り合いと熱演の釣り合いが要求される:

-n・2・t ェザ(円T)IUsl，

n.q = -us・2・nー r*(叫T)，

(24) 

(25) 

ここで、単位ベクトJvnは壁に垂直であり、 Usは壁でのすべり速度、 t= us/I包slはすべり速度

の向きに言葉った単位ベクトルである e

最拐の方程式(24)は、壁での応力が、流れる粒子と壁の慣の運動量のやり取りで決まっている

ことを表している。さらに、壁と粒子の衝突一回当たりの運動量輸送は、壁と粒子の速度差%に

比例すると考えられることから、 (24)式の右辺は、単位面積単位体積あたりの壁との衝突頻度を

O(円T)として、

ず(円T)I包slニ=ゆlusIO(v，T)， (26) 

と与えちれる。長は境界の程さをあらわすパラメータであり、 φが大きいほど多くの運動量が壁に

与えられることから、大きいoはより粗い壁を表すと考えることができる。

二番呂の式(25)はエネルギーの釣り合いの式であり、壁からの熟読は、有擦のすべり速度によ

る摩擦熱〈右辺第一環)と、壁と粒子の非弾性衝突によるエネルギー散逸〈志辺第二環)で決まっ

ていることを表している。エネルギー散逸の項?は、非弾性剤体球では衝突一回あたりの散逸が

逼度Tに比例すると見積もられることから、衝突頻度O(v，T)を用いて

r* =る ;TQ問。7)

とあらわされる。パラメータるは衝突あたりのエネルギー散逸率を特徴づける。禽突頻度O(ジ，T)
の関数形は運動論から与えられる。

3.2.2 定常流の振る舞い

第3.1節の講戒関係式と第3.2.1蔀の境界条件に現れる関数五(ジ)、。(ν，T)に、運動論によって

求められた関数形 {62Jを採用し、反発係数ちゃ床の粗さふなどの物性定数を与えれば、数値的に
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涜れる老母体

定常解を求めることができる140 ここで、傾斜角。と流す粉体の量は、コントロールパラメータと

なっている150

ある傾斜角において、斜面上の定常読の官依存性を求めた結果を、図4に示した (68]0傾斜角。

を題定しでも、流量の異なる複数の定常解が存在することが、体積占有率のプロット図4(a)から

見て取れ、床でのすべり速度も様々である(図4(b))。一方逼度の振る舞い(図引の〉をみると、

この例では床では摩擦による発熱が大きく、床から離れるにつれて散逸が勝ち、温度が下がって

いることがわかる。

どの解においても、重力の影響により、遠方での体積占有率は指数関数的に減少する。一方、温

度変色の大きい実線で示された解(ν(0)= 0.15)において、対応する体積占有率の空間変化を見て

みると、がこ対して一端増加したあと減少する、という非単調な振る舞いを示している。これは、

温度の振る舞い〈図 4(c))にみられる f床で熱せられて表面で冷やされるj効果が、重力に打ち

欝ったためである。

3.2.3 定常波の安定性

国4における体積占有率の非単調な空間変化と、その膏景にある f床で熱せられ、表面で冷や

されるJという構造は、レイリー・ベナール対流がおこる状況と類似していることに気が付かれ

た方も多いだろう。実際、斜面演の実験において、漏と見られる窮状のパターンが観察され、対

流が起こっている可能性が指議された [75}。

このような不安定性の理解についても、運動論に基づく流体モデルが役に立つ。前節で得られ

た数値解について、隷形安定性解析を行なうと、密度が深さ方向に非単調に変化する解がある領

域では、対流に対応する不安定なモードがみられることが報告されている [76}0 

また、低密度な斜面涜の実験 [771及び数値実験問によって、流れ方向に密度波が生じる不安定

性も存在することが知られている.この場合についても、ここで用いた涜体モデルを解析するこ

とで、密度波を語起する長波長の不安定住が存在することが示されている [68Joこれは、交通流

における自然渋滞 [78-81]や、パイプ中の粉体読の密度波形成[82-89J、薄膜流における不安定性

[90}と間接の機構による不安定性である。

3.3 粉体の運動議の課題

本節では、運動論に基づいた低密度な粉体流の解析を、斜面流を例にとって紹介したe 運動論

は、現在のところ粉棒系ほ援唯一の微視的かつある程度定量的な理論といえるが、まだ完成して

いるわけではない。

粉体の運動論の拡張という視点では、傍えば巨視的な粒子の包転の影響を取り入れるため角速

度場も変数として取り扱う極性涜体モデ)vの適用が研究されている [10，91-94)0また、異なる大

14斜面読ではさらに、流れの表面での境界条件を与える必要があるむで、 f無援遠ではF主力と熱淀がゼロになるj と

いう条件を課すことにする。
15実際に計算してみると、定常解が得られるのは有限の額斜角の範圏内に罷られる [68]0
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きさの粒子が集まった多分散系への拡張や、多分散系に付きまとう偏析現象への運動論の応罵な

ども検討されている [19，95-9司。

また、どの程度高密度まで、及びどの程度強い散逸まで運動論に基づいた構成関係式が適用で

きるかも課題で怠る。この点については、次の章で触れる。

粉体の運動議は、そもそも熱平欝状態を持たない系の微視的な振る舞いとE視的な振る舞いをつな

ぐものとして、非平衡統計物理学の基礎的な観点、からも興味深い研究対象である与え 18，20，65， 9~ 

101]0本笥では運動議の異体的詳細には立ち入らず、衝突流への応用という観点しか紹介しなかっ

たが、さらに興味ある方は文書えを参摂していただきたい。

4 高密度な粉体流とバグノルド期

導入部で述べたように、粉体涜の密度が高くなるにつれ、粒子簡に様々な相関が発達し、また

粒子同士の多体接触も起こりやすくなる。そのような状況では、粒子同士の相互作用を二体衝突

のみに限定したり、構成関孫式を導出する際に速度相関を無視する近叡を用いると、正しい結果

が得られない。

しかし、そのような高密度な粉体涜でも、広く成り立つと信じられている法尉がある。それが、

せん断応力が速度勾配の二乗に比椀する、というパグノルド別である。この章では、バグノルド

鄭を中心に、高密度な粉体流の振る舞いを紹介する。

4.1 パグノルド期

バグノルド (R.A. Bagnold， 189ι1990)は、もともとイギリス陸軍工兵部隊に属する軍人であっ

たが、エジプトに配属されたことをきっかけに砂漠を設し、リビア砂漠を車で畿断するなどして

冒験家としても名を馳せた人物である。被誌、砂漠で、砂丘がまるで生き物のようζ成長し、移動

する稜子に魅了され、その形成過程に興味を持つようζなったe ところが、当事寺砂丘の動力学に

関する研究はあまりなかったため、パグノルドは岳ら、砂漠における定量的観測、砂の輸送につ

いての風洞実験などを行うようになり、やがて粉体物理の基礎へとその研究対象を広げていった。

彼は自身をアマチュアの研究者とみなしていたが、その粉体物理についての先駆的な研究は、今

でも錨値を失わないものが数多くあり、英菌王立協会のフエヨーにも選出されている {102}o

さて、パグノルドはあるとき、流体と粉体の混合物にせん断をかけたときの応力を考察した。当

時は、アインシュタインによる希薄コロイド溶液の粘度についての研究 [103]のように、粉体の密

度が薄く、流体の寄与がほとんどである場合に限られていたため、バグノルドは逆の極限、すな

わち流体の効果が無視でき、粉体のせん断、流とみなせる場合についての考察を行った [104]0この

考察から生まれたのが、ここで紹介するパグノルド則16であるe

16披の名を冠した粉体に関する法慰は複数ある。ここで謡介するものの抱、嵐による砂の輪送に隠するバグノルド則
[10司も有名であるが、両者は加のものである。
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図 5:パグノルドが考えた粉体せん断流の模式図。

4.1.1 パグノルドの議論

パグノルドの 1954年の論文 [104}での、粉体せん断流の応力の考察を簡単にまとめると、次の

ようなものである:産径σ程度の粉体粒子の、速度勾配今をもっ、比較的密度の高い定常せん断

読を考える。簡単のため、粒子は図 5のように、粒子間関隠σ程度で層を成して流れているもの

としようe もちろん粒子の運動には揺らぎがあるので、層間や層内で粒子同士の蕎突が起こり、そ

れが応力を生み出す。ここで、層間に働くせん断応力を見積もってみよう。単往時間単金面積当

たりの運動量輸送であるせん断応力は、層間の衝突あたりの運動量輸送をD..p、衝突頻度D..jとし

て、 Scx: D..psjと見積もられる。ここで、層間の速度差.ouはσ7程度であるので、隣あう層に属

する粒子関土で衝突が起こったときの運動量輸送は、 ßp 何 mムσ~mσ7程度だろう。一方、衝

突頻度ムfは、粒子直径翠度進むのにかかる時間の逆数、?に比例すると考えられる。運動量輸送

や蜜突頻度の晃積もりで無視した孫数は、一殻に体積占有率ジに故存することも考えに入れると、

最終的に

S=A(ν)mσ2-d守2 (28) 

と見積もられる。ここで、 A(りは体積占宥率νの無次元関数であり、粉体粒子のその他の無次元

パラメータ〈摩擦係数、反発係数など〉にも一般に依存する17。同様の考察から、法線方向の運動

量輸送についても

N=B(ν)ma2-d-y (29) 

(B(りは体積占有率の無次元関数〉との見積もりができる。

パグノルドは、関係式 (28)(29)を、実験により検証しようとした。一つの実験は、液体中に比

重を合わせたプラスチック球を分散させ、せん断をかけて応力を濁るものであり、速震勾配が大

きい領域ではす2に比例する振る舞いが見られると主張した。しかしこの実験については、最近に

17 (28)式は、陸 5のように座標系をとった場合のせん断応力の大きさを表したものである。一般には、応力テンソ
ルを 'Eij= (-P +λV. U)Oij十 Tijと書くとすれば、歪み速度テンソルを乍j= (1/2)(仇ぉ/θXj十 OUj/OXi)、その二
次の不変量をす=~高志として備の規約を用いる)、匂 =2A(ν)17U72-d怖がと書くべきであろう。バグノルド
関誌、 11'1= 0が特異点になっていることに注意されたい。
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なって、装量の形の関係などから液体中の掲の効果などのほうが大きかったのではないかと指揺

されている [106}0

もう一つの実験は、斜面上の砂の譲れについてであった。流れは定常で、流れの内部で体積占

有率が変化せず18、床での流速がゼEであるとすると、重力とのつりあいから、斜面方向の流速u

の深さ (y)欽存性が

匂(g)=;(pgs叫 1/2A(ジ)-1勾 3作一(1-yjH)3竹 (紛

と得られる。ここで、 p(ocりは扮体の密度、 gは重力加速度、。は傾斜角、 Hは流れの深さであ

る。安座標は、 y=Oが床、 y=Hが表面になるようにとった。

(30)式は、深さ Hと表面の速度u(H)の簡に

匂(H)oc H3
/
2 

(31) 

という関係を与え、これは S伎?のニュートン涜体から得られる匂(H)()( H2とは明らかに異な

るスケーリングである。パグノルドは、砂を斜面に流して、深さ Hを変化させ、 (31)と一致する

実験結果を得た。

4.2 高密度な涼れでのバグノルド尉の再評価

バグノルド尉 (28)(29)は、衝突による運動量輸送を考えて導かれたことから、衝突流が満たす

関係式と理解され19、特に工学の分野で広く使われてきた。一方で、その適用範罰や限界について

は、よく理解されていなかった部分が事った。

しかし、 1999年ごろから、高密度な流れの精度のよい実験・数値実験が行われるるようになて

から、バグノルド期がかなり高密度な流れまでなりたっていることがわかり、パグノルド腐のロ

バスト性が認識されるようになった。次に、これらの実験、数種実験と、それらのロバスト性を

理解するための次元解摂によるパグノルド期の再導出を示す。

4.2.1 パグノルド慰の有効性を示した実験・数値実験

Pouliquenによる斜面流の実験 PouU司uenは、パグノルドが行った斜酉涜の実験を、より精度

よく、またより広いパラメータ範留で行った [25J。材料は球状のガラスビーズを使い、斜面の傾斜

角。と流れの深さ Hを変えて流れを測定した。

その結果まず、図6のような相図が得られた。図6は横軸が額斜角。、経軸は粒子直径σを単位

で計った流れの深さである。定常流が得られる範菌は限られており、傾斜角が大きすぎたり流れが

深すぎると安定な定嘗樹1は得られない。一方、額斜角が小さすぎたり、粉体層が浅すぎると流れ

は止まってしまう。そして、この流れが止まる深さは、傾斜角の減少関数となっており、 Pouli司uen

はこれを H鈴op(8)と表した。

主宰バグノルドは、体讃主有率一定の条件を f仮定j としたが、実際にはこれもパグノルド剣から導かれる。後述。
19ここで、運動誌に基づく構成関係式 (19)ー(22)との関係が気になると思う。それについては後述する。
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図 6: Pouliquenが文献 [25]で得た斜面流の相留の概略。この図では、定常淀領域と静止

領域の境界 Hぬ，p(O)を、ポリケンが得たフイツテイング関数回nO - tanOl + (tan02 -
tanOl) exp[-H;話op(O)/(Lσ)]によって示している。

さちに彼は、様々な緩斜角 9や層厚Hにおける定営涜の速度Uをしらべた。その結果、 Uは

H品op(O)を用いて
U _ H 
一 一-V'9H -t-' 1I:向 (32) 

とスケールできることが見出された。ここでβは、 8やH、粒径σに依存しない定数とされた。こ

の結果は、パグノルド尉による予想 (31)式を含んでいる。しかも、 H蜘 p(O)を用いるだげで額

斜角や粒窪の依存性まで一つの式にスケールできるという結果は、単純で美しい法尉が背後に潜

んでいることを期待させ、斜面涜が注目を集めるようになった。

Silbertらiこよる斜面涜の数僅実験 その次2こ行われたのが、 Silbeはらによる軟体球モデルを用

いた重力下の斜面流の大規模な数値実験であった。彼ちは、空間次元が 2次元の場合を 3次元の

場合の両方について数値実験を行い、 Pouliquenの結果[25Jを定性的に再現するとともに、数値実

験の利点を生かして流れの内部のせん断応力 S、速度勾記守、体積占有率 νなどを鴻定した。そ

の結果、譲れの内部でバグノルド期(28)がよい精度で成り立っていることが産接確認された。

さらに彼らは、体讃占有率ジが傾斜角のみで決まるようだ、という興味深い報告をした。図7

は、我々が後の数値実験で得た 2次元の斜面涜のデータである。図7(a)は、横轄に床からの高さ U

(粒径を単位長さとした〉、難軸に体積占有率 yを、異なる頬斜角。及び層厚Hについて示してい

る。 H=50程度の涜れでは、傾斜角が大きくなるにつれて νが小さくなるが、どのプロファイル

も非営に平坦である。しかも、 0=20において H=50とH=100を詑較すると、平らな部分が

ぎ方向に伸びるだけで、 νの値はほとんど変わらない。ここでは示していないが、同様な結果は、

地の傾斜角でもみられる。また、床のでこぼこ具合をかえた数実験も行ったが〈図中の BC2)、床

型=0近くのプロファイルが変わっただけで、流れの内部の平らな部分の{直は変わらない。すなわ
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図 7:斜面上の定常流れにおける (a)体積占有率ジ、 (b)速度仏および、 (c)温度Tの深さ依存性

[7]0傾斜角e= 200，210，22ヘ230 のデータを示した。また、 ()= 20に告いては、床の凹凸を変え

たデータ (BC2)も示した。流れの内部では体積占有率は一定であり、その値は傾斜角。のみに依

存する。な主、図 1(b)は、額斜角()= 230 の数値実験のスナップショットである向。

ち、〈床と表面からある程度はなれた内認の〉捧積占有率νは、 Eや境界条件立よらず、ぎにも故

存せず、額斜角。だけできまるのでるる。

鋭い読者はお気づきだろうが、この一定の密度フロファイルも、バグノルド期から理解できる。

パグノルド期(28)、(29)によれば、

り一り
A
一B一一

S
一N一一

一E
 

um 
(33) 

である。ここで、せん断応力と圧力の比μeffは、有効摩擦係数と呼ばれる。バグノルド尉が成り

立てば、有効摩擦係数は体積占有率で決まるということになる。一方、斜面上の定常流において

は、力の釣り合いから、 μeff= tan()が成り立っている。従って、 (33)と合わせれば、パグノルド

期が成り立てば、体積占右率νは傾斜角 9だけで決まる、という結論が得られるのだ。

ところで図7(a)の体積占有率が、 0.7から 0.8と、かなり高いことに注意してほしい。対応する

スナップショットは、国 1(b)に示されているものであるが、かなり粒子が高密度になっているこ

とがわかるだろう。このような高密度では、筈突のみで相互作用が表されるかは自明でなく、衝

突を念頭において導出されたバグノルド到の成立条件を考えなおすきっかけとなった。

4.2.2 次元解析によるパグノJL--ド畏，Ijの理解

このように、かなり高密度な流れにおいてもバグノルド剥が確認されたことにより、衝突流か

どうか明らかでない場合でもパグノルド期がロバストに成り立つという認識が広がった。そして、
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高密度涜を含めてパグノルド期を説明するものとして、次元解析による導出が広く受け入れられ

るようになった。そこで、次元解析によるパグノルド期の導出を紹分し、どのような場合にパグ

ノルド期が成り立つのかを再検討してみよう。

次元解析に基くバグノルド期の導出:粒径σ、質量mの、十分硬い粒子で構成された粉誌を考

える。棺互作用の擦にはエネ)vギー散逸が起こるが、その動力学の詳細がレオロジーに影響する

とは考えらづらいので、散逸は摩擦係数や反発捺数などの無次元のパラメータで特徴づけること

ができると仮定する。一方、流れは密度(数密度nまたは体積占有率νcxσ.dn)、速度勾配守で指

定される。すると、系を特徴付ける変数 0'， m， 1ろ?のうち、時間の次元を含むものは速度勾配守だ

けである。したがって、せん断応力 Sが正しい次元を持つという条件から、パグノルド期が導か

れる。

この導出は非常に単純であるが、この次元解析の前提条件をよく考えてみよう。

まず、この次元解析には、粒子のもつエネルギーは散逸するので、定常涜での粒子運動は外部

からの駆動と散逸の釣り合いで決まり、温度という独立な量が無いという条件が必須である。こ

れは、上述の解析には陽に出てこなかったが、分子・原子系のように微視的な系では、揺らぎは

温度により支記され、それはエネルギー保存期の為に流れの場とは独立に決まる a 温度は時間の

次元を含むので、上の次元解訴は成り立たなくなる。言い換えると、粉体系では、粉体粒子の運

動の謡らぎを特徴づける粉体温度 (14)は、散逸のためと速度勾記守に従嘉して局所的に決まるの

である ((1η 式参照0)[7，10可。粉体温度が守に従屠するのに必要な時空間スケールは、章受逸が

強いほど小さく、パグノルド刻はそれよりもゆっくりしたスケーんでの振る舞いを記述している

ことになる。また、境界で外部とエネルギーのやりとりがある場合、そのすぐ近くでは揺らぎが

速度勾配に追従しきれずバグノルド刻からずれる場合も多い。図7(a)で、床の形状が違う場合に

ジ=0近接での密度プロファイルが異なるのは、境界とのエネルギーのやりとりの影響と理解する

ことができる。

もう一つの重要な条件は、粒子が十分硬いというものである。すなわちここでは、管突や接触

における粒子変形の時間スケールは、せん断流で決まる時間スケールす-1に比べて十分短いとし

て無視したのだ [108]。この条件は、柔らかい物質、または非常に速いせん断流では成り立たない。

実際、高密度な斜面流のDEMシミュレーションが、粒子の硬さを変えておこなわれ、粒子が十分

硬ければバグノルド期が成り立つが、粒子を柔らかくしていくとずれがみられるようになること

が確かめられている [57，58]020 D また、速度勾配一定の単純せん断流において、体積占有率vを

高くしていくと、系の圧力があがり、あるところから粒子変形が無視できなくなって、そこでも

パグノルド則からのずれが現れる。後者は、ジャミング転移点付近でおこることが知られており、

最近研究が進んでいる [110-115]。

また、ここでは、密度nと速度勾配守を用いて流れを特徴づけるので、これちの量がよく定義

20散逸がある粉体系では、 f粒子が硬いjからといって、「長時間接触がないj とは躍らないことに注意。 [58]では、
反発係数を盟定して硬さを変えたときの衝突頻度の変化も調べており、硬さに対して笥突頻度が事的に増揺する頬島が
晃られる。これは、硬い極限では非弾性コラプスが起こり、相互作用は二体筈突のみでは表されないが、パグノルド則
は成り立つということを示唆している。また、 f接接する隣体jの数値実験法である接触動力学を用いた数僅実験でも、
粒子同士が長時間接触するパラメータ領域でもパグノルド剣が成ち立つことが報告されている [109]。

Q
J
 

oo 
qu 



得手読菜美子

されている必要がある。例えば乱流のように、時空間で激しく変位するような流れがもし存在す

れば、それはバグノんド尉では記述できないだろう。ただし、これは η や?の緩やかな時空間変

化までを禁じるわけではない。実際、パグノルド賠が成り立つ斜面上の定常流の速度勾配は、空

間変化している(図7(b)の速度プロファイルを参照)。ただし、空間変化がある場合は、ある場所

での応力 S、Nが、ジやすを定義するために粗視化した範囲内できまるという意味での、レオロ

ジーの局所設が必要であるo (剖えば、接触力を務時に伝える応力鎖が、粗視化の範囲を越えてつ

ながっていたりすると、この仮定が破れるかもしれない [116]0) 

また、粒子自身の回転(角速度〉の影響については、パグノルドのもともとの議論では触れられ

ていない。しかし、罰転が外部から勃起されるおそれのある境界の近傍以外は、粒子の角速度は

通常速度場の回転 (Vx匂 /2)に追従する [10，117，11斗従って、流れの主な部分では 速度勾配

以外の時間スケ-)H:まあちわれず、粒子回転が無視できない時でも次元解析は成り立つといえる。

また、次元解析には粒子の形状についての薮定は陽にはでてこないので、球状の粒子でなくて

もある程度成り立つことが期待される (108]0しかし、例えば形や大きさの分散が大きいと、せん

断流中で偏析がおき [98，119，120J、守と nだけでは特徴づけられなくなってしまうだろう。また、

砂のような非営に荒い粒子では、ポリケンの実験のスケーリング尉(31)が変更を受けるといった

報告もある [1081。ただ現時点では、よく制御された実験・数確実験の多くは球に近い粒子を用い

て行われているので、本語ではそれらを中心に紹介している。形状の効果の詳しい研究は今後の

発展をまつ必要があるだろう.

これらの点に加えて、バグノルド自身が例として取り上げた斜面上の流れの場合は、重力加速

度gが時間の次元を含んでいることにも注意が必要である。斜面流において流れを引き起こすの

は重力であり、速度勾配守や体積占有率νは、 glこ依存している。しかし、高密裏な粉体斜面涜で

は、多くの場合、流れを記述する局所的パラメタ νや?とは強立に重力加速震が応力に入ること

はない。それは、ある程度の深さのある斜面誌であれば、通常その内部の密度は高く、積突と衝

突の慢の粒子の軌道への重力の影響は無視できるので、涜れの中の仮想面を通じた運動量のやり

とりに重力が直接影響しないからである。従って、高密度流の流れの内部ではパグノルド期が成

り立つ。一方で、第3.2節でみたような希薄な斜面涜については、重力と境界からの熟読の影響が

強く、バグノルド員l民吉成り立つ領域はみられない [9]0

4.3 パグノルド期の広がり

この次元解析による理解と共に、パグノルド員立のヨバスト性と重要性が広く認知されるように

なった。そして、粉体涜研究者の間ではパグノルド期の次の一歩が模索され、新しい成果が出つ

つある [121，122]。

その成果をすべてここでまとめるには著者の力量が足りないが、この章の残りの龍分では、パ

グノルド期の次元解析による理解と特に関係の深い問題として、実験や数値実験の知見を次元解

析の立場から整理した研究と、著者ちによる運動論に基づいた構成関係式とパグノルド到の関採

についての研究を簡単に紹介したい。
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4.3.1 パグノルド慰からジャミング転移へ

構成関祭式を明らかにするには、実験・数値実験の結果を整理し、広く成り立つ関係式を探す作

業が欠かせない。特にバグノルド期の次元解析による理解は、今まで蓄積してきたデータを、系

のもつ時間スケールという視点から晃重すきっかけとなったe

それを大規模に行い、バグノルド期の高密実読における重要性を指撞したのが、フランスの研

究者たちである。彼らは、異なる研究室で行われた実験・数植実験結果を集め、流れが停止する

関笹や有効摩擦係数など粉体レオロジーに重要と患われる量がどの程度ロバストか、重要な時間

スケール・長さスケールを抽出できるか等を総合的に検討した。検討された設定は、単純せん断、

回転する円筒によるクエット流、重力による斜面上の流れ、重力下での回転ドラム中の流れなど

多岐にのぼった。また、特に衝突だけでは相互作用が表せないと考えられる、高密度流の結果が

集められた。

彼らは、系の持つパラメータとして、速度勾配守に加えて、粉体を構成する材質のヤング率E

などの硬さを代表するパラメー夕、圧力 N、粒子の差し渡し σ、質量mを考え、これらから構成

される二つの無次元量

I=/事 E
一N一一κ

 

(34) 

を用いてデータを整理した。 21これは、体積占有率νよりも圧力Nの方が髄鱒しやすいことが多

いためである。有効摩擦係数μeffと体積占有率νが Iのみの関数であり κに依存しなければ、バ

グノルド期(28)、(29)式が得られることがすぐにわかる。 Iは、慢性数(Inertialnumber)と名付

けられている。

Iによる表示は、特に高密度額域では、 (28)、(29)のνと守を用いた表式よりも扱いやすい。こ

れは、応力の ν怯存部分A(ν)、B(ν)が、 νが高くなるにつれて発散緩向を示し、小さなνの変化

が大きな応力の変化を引き起こすためである.粒子の硬さが無限大だと、体讃占有率には上震が

あり、上援に達したところで涜れがとまる(ジャミング転移)ためとの傾向は当然であるが、高

密度領域では νの依存性を測定することは嵐難になるe 一方、高密度領域における圧力Nの発散

は、 (34)式から I→ 0に対応しており、 I依存性の方がν依存性よりも讃べやすい [123J。

その結果は GDRMiDi(the G rou予ementDe Recherche Milieux Divises)の名義で出寂された

[108}0その中では、多くの流れで有効摩擦係数μeffなどの量がIのみで特徴付けられていること

が指議された。 (34)式以下で述べたように、物理的な扶況がIの値だけで決まるのであれば、そ

れはパグノルド期が広く成り立つことを示唆する。

この Iによるデータの整理は、その後も続けられている [1231。特に、ポリケンらのグループで

は、 μdのI依存性を実験的に決定し、それを用いて様々な設定でのせん艇の構造の予測を試み

て、ある程度の成功をおさめている [124，125Joまた、ゆっくりしたせん断涜領域と静止領域が共

存するような系でも [126，12η、Iを用いた記述が試みられている [128]0

21数鐘実験の場合は、民はヤング率Eではなく棺互作用の弾霊力を直接特徴付けるパラメータが痩われることが多い。
弼えば、 2.1.1欝で紹介したような、バネ定数K=mんの譲形バネで弾性力が洗わされるモデルの場合、ぉ=Kσ-d+2jN
を患いる。
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ジャミング転移点近傍での応力 S、Nや右効牽擦係数μeffなどの振る舞いについては、主に数

値実験で詳細に謁べられつつある [111-115，123J。剛体球の場合法、変形できないので、ランダム

最密充填よりも高密度ζつまった系にせん断をかけることは不可能である。一方、せん断流の元

で、粒子の硬さを脊援に固定して高密度にしていくと、いずれ粒子に強い力がかかり、粒子の硬

さが有限であることが巨視的な振る舞いにも現れて、応力の振る舞いはバグノ)];ド期からずれる。

このときの応力と速度勾記、体積占有率など振る舞いが、ジャミング転移近傍の臨界現象として

整理できそうなことが波多野の数値実験などで示されつつあり [113-115]、ジャミング転移の理解

を大きく前進させるものとして活発に研究されている。今後の発震が期待される。

4.3.2 運動議とパグノルド慰の関係

運動議におけるせん断応力の表式(19)は、一見ニュートン流体の形をしており、パグノルド賠

(28)式とはかけ離れてみえる。しかし、次元解析の議論を信じるなら、流れが速度勾配γで特徴

付けられる場合には、バグノルド期がなりたつはずである。この節では、運動論とパグノルドI轄
の関孫を見てみることにする [7，23]0

パグノルド尉が成り立つために必要なのは、散逸が支配的で、温度Tが?に追従して局所的に

決まっているということである。これは、次元解析のところですでに述べたが、運動論の枠組みの

中では、エネルギー方程式 (1η 式の時間変化の項及び熱流束の項が、粘性発熱の項とエネルギー

散逸の項に比べて無視できる場合に対応する。発熱と散逸が共に大きければ、猛度はその釣り合

いS守=rによって局所的に決まる。とれに、 (19)式、 (23)式を代入すると

T=  [h(ν)/ Ja(v)] mσ2?， ~ij 

が得られ、温度は;.?に比例する。これを (19)、(20)式に代入すれば、圧力とせん断応力は

N = mu2-d.l.1(りん(ν)今2 (36) !3(ν) I 

S _ mσ2-d[!2(ν)1
3
/27297)  

[Ia(ν))1/2 

とす2ζ比例し、バグノルド尉が成り立つことになる。 (36)式、 (37)式から、密度の傾斜角依存性

についても

S ...__n ゾ!2(ジ)/3(ν)
ー_"…ー-

N 
(38) 

が得られる。

斜面上の定常流の数値実験において、熱流の項V'qを克積もると、境界から離れた流れの内部

では、その効果が粘性発熱S守や散逸Fに比較して小さいことが確かめられている開220 つまり、

温度は速度勾配に追従して決まっているので、ある。図 7(けには、温度の空間変化を示したが、表

面の近くでは温度が抵く、速度勾配が大きい床に近づくほど温震が高くなっている様子が見て取

れる。

22境界で生じた熟読の影響がどの程度まで及ぶかについては、運動論的な立場からある程度の評舗がなされており、
散逸が大きい廷ど熱涜の露響が及ぶ距離は小さくなる [107]0
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国 8:異なる傾斜角。の定常淀で得られた、 N/T(a)と8/(ゾT7)(b)を、 νに対して表示したも

の向。単位質量を m、単位長さを σ、単位時間をゾ刀Eとして表示している。来の近くのデータ

は、強い境界条件依存性を示すので、表面近くと内部のデータ匂>10)のみを用いた。実線は運

動論による ft(ジ)(a)とん(ν)(b)を示している。 (c)，(d):流れの内部での、 Sす/T3/2対ν{マー

ク〉と !a(ν)(実隷)(c)，及び tan8対ν(マーク)と、!!2(ν)fa(ν)/!I(ν) (実隷)(d)を示した向。

運動論に基づいた議論の利点は、 (36)、(3η式に表れる fi(v)の関数形が、具体的に計算されて

いることである。ただし、最初に触れたように、実際には厳密な寄算は不可能で、様々な近似が

含まれており、特に高密度な譲れについては不一致が大きくても不患議ではない。しかしそれで

も、微視的な搭像に基づいた理論との比較が理解の助けになることを期待して、図7で示した斜

面上の定営読の数値実験結果と定量的に比較してみよう。数値実験及び比較の詳絡は文献i巧に譲

り、ここでは大雑把な傾向のみを紹介する。

図8には、 N/T(a)と8/(7ゾ子)(b)が、流れの内部(バグノjレド期に従う)及び表面近く〈パグ

ノルド賠は或り立たない)のデータについて、体積占有率νに対してプロットされているが、点

はほぼ一本の線立のち、運動論の枠組みが与える (19)式や (20)式に、定性的に従っていることを

示している。一方実隷は、濃厚気体の運動論に基づいた構成関祭式(密度の相関は動径分布関数

を通じてある程度敦り入れているが、速度相関は無視されている)によるん(り及び、!2(りである

が、データと比較的よく一致した。
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エネルギー散逸率Fについては、涜れの内部で成り立つr=sすを利用して、 St/T3/2を図8(c)

に示した。実隷は運動論によるん(りであるが、体積占有率 νがランダム最密充填(二次元丹較

では IIc勾 0.82[12却に近づいたときの発散が、数檀実験の方が遅いことがわかる。函 8(めには

μeff = tanOを、流れの内部の体積占有率ジに対して示したが、数値実験では、傾斜角が大きくな

るにつれて密度が下がっている。一方、実隷で示した運動論が与えるもanOは、傾斜角が大きくな

る詰ど密度が上がるという、定性的にも異なる結果を与えている [130J。図8(a)一(c)でみた !I(II)、

12(11)、fa(ν)のそれぞれの不一致の程度を考えると、!a(ν)(エネルギー散逸率の密度依存部分)の

高密度額での強い発散が、この結果に大きく影響しているといえる。

運動論に基づく構成関係式が速度相関のない二体衝突のみを仮定しているのに対し、数値実験

は高密度で様々な穏関があり、また三体以上の問時接触もかなりの頻度で起こっていることを考

えると、応力は、意外なほどよい一致を示したといえる。一方で、高密度領域でみられた不一致

は、なんらかの梧関の影響を表している可能性がある。

特に、速度詔関の影響については、非弾性剛体球を用いた高密度な単純せん断流の数植実験と

運動論[6ηの比較において、ある程度検討された [23]0非弾性衝突が起こると相対速度が減少する

ため、短距離の速度相関が生まれて流れが局所的に揃うようになり、その影響でエネルギー散逸

率が下がる傾向があることが、せん断のない状況については報告されている [21，22]0一方、せん

断は相関を壊す効果があるが、非弾性衝突による速度相関の発達ほどの程度影響があるだろうか。

国9(a)には、速度揺らぎからはかった温度Tと、衝突時の相対速度Vcから求めた f衝突時の温

度J< ~ > /4 を示した。相関がなく速度がポルツマン分布に従う気体の場合は、くり'~>/4は温

度Tと一致する。しかし、粉体せん断流においては、低密度では両者がよく一致しているが、高

密度になるにつれ、多数の非弾性篠突の勢果で f衝突時の温度j が下がっていることが見て取れ

る。この衝突時の相対速度の低下により、衝突あたりのエネルギー散逸率が下がるのである。この

衝突速度の低下は、法議応力にも影響し、 (20)の形の運動議に基づく構成関係式に、温度Tの代

わりに f衝突時の湿度jを代入すると、数種実験との一致がよくなることも確かめられた。一方、

せん断応力と運動論の一致の程度は反発係数に強く欽存することが見出されたが(国 9(b))、どの

ような効果が効いているのかを明らかにするにはさらなる研究が必要である (23]0

5 最後に

本稿では、粉体の中でも f流れj に注目して、その振る舞いを紹介した。まず最初に、粒子が

硬い極限で、の振る舞いを調べることで、二体衝突のみで相互作用が表される流れと、いくら硬く

しても多体衝突・長時間接触が無視できない涜れがあることに触れた。次に、非弾性慨体球の運

動論に基づいた流体モデルについて簡単に紹介した。最後に、高密度な粉体流については、 fバグ

ノルド期jが広く成り立つことそ示し、それにまつわる研究についていくつか紹介した。本稿で

は紹介しきれなかった粉体流に関する重要な研究は多数あり、興味のある方は参考文献を是非参

照していただきたい。
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(b) 一三_ep=U.98 
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o ep=O.70 

120 

初

日

制

mmwe』
戸
楠
山
』
@
£
の

(a) 
1.5 i--__ T .... 

I ---.-- ー・・'1. • ---ート・掴ト費ー実一弘之... ~ 

問、ヲ同
h 月ミ

くvc'>/4

事2 t E 

1.0ト

2.0 

守
、、-
A r、s
t主

寺

← 
d 

A 

0.5← 

0.60 

o 0 0 

0.52 0.54 0.56 0.58 
packing fraction 

0 
0.50 0.6 

量

0.5 

4 _j_ 

0.4 

量0 

0.3 

packing fraction 

図 9:(a)反発係数0.92の鰯体球の単純せん断流における、速度揺らぎからはかった温度Tと、衝

突時の穏対速度%から見積もられる f衝突時の温度J<近>/4の比較 [23Jo相関がなく速度が

ポルツマン分布に従う気体の場合は、くぜ>/4は温度Tと一致する。図では、低密度では両者

がよく一致しているが、高密度になるにつれて非弾性衝突の影響が強くなり、 f衝突時の温度jが

下がっている [23Jo(b)剤体球の単純せん断流の数値実験から得られた、せん断応力の体穫占有率

依存性。運動論に基づいた近叡理論による予測は線で示したが、反発録数与が 1に近いときは理

論の方が小さい値を与え、 epが小さくなってくると理論の方が大きい植を与える。 ep= 0.92では

一致がよい [23Jo

これらの知見が統一され、気体的な主要る舞いから毘体的な振る舞いまでを記述できる理論が完

成するのは、まだしばらくかかりそうではあるが、粉体の墓礎的性質な理解は着実に進んでいるe

万一本稿をきっかけに粉体流に興味をもち、今後の進展に寄与してくださる方があらわれれば、大

変うれしく思う。

本積は、共同研究者の中西秀氏との議論なしでは生まれ得なかったものです。日頃の議論に心

より感識します。また、波多野恭弘氏の有意義なコメントζ感議します。また、本議を書く機会を

与えてくださった早}II尚男氏に感謝します。もちろん、本語の未熟な点は全て著者の責任です。本

研究の一部は、日本学街振興会科学研究費補助金、理化学研究所基礎科学特別研究員研究費、稲

森財団研究助成金の支援を受けました。
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