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自己エネルギー況関数法 (self-energyfunctional a予proach)は、ラッティンジャー・ワードの

定式化に基づく変分原理を利用して、対象とする系の自己エネルギーを変分的に決定する近叡法

である。ここで、試行関数の役割をする昌己エネルギーはJ?参照系nと呼ばれる容易に解くこと

のできる系で求める。すなわち、代理の系でパラメータを変化させて求めた自己エネルギーの中か

ら、百的の系の物性を上手く再現するものを変分原理に基づいて探す。このとき、参照系は、対象

とする系と同乙相互作用項を持つお要がある。この方法の利点の一つに、参照系で求めた試行的

な自己エネルギーを通して、相互作用の効果を非摂動論的ζ扱えることが挙げられる。また、こ

こで用いる変分原理は、系のグリーン関数が満たすべき因果律や保存期を保証する。これらの利

点は、モット転移などの電子桔関によって生じる議々な現象を調べるのに有効である.本積では、

自己エネルギー汎関数法について解説した後、モット転移に関する最近のトピックスについてこ

の方法を用いて行った研究を紹介する。

1 背景

本震では、電子相関によって生じる量子棺転移の中でもモット転移に注目し、関連する最近のト

ピックスに自己エネルギー託関数法 [1，21を適用した研究を紹介する [3-5]。そこでまず、本章で

はモット転移に関するこれまでの理論的研究を、特に動的平均場近叡を取り上げて紹介する。動

的平均場近叡は、自己エネ)vギー汎関数法と関係が諜く、自己エネルギー汎関数法を理解する上

で重要な近叡である。次に、本稿で取り上げたモット転移に関する最近のトピックスについて紹

介し、最後に本稿の構成を述べる。

1本義は、編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である。
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1.1 モット転移に対する理論的研究

電子棺関によって引き起こされる金属・絶議体桓転移、すなわちモット転移は、強相関電子系

において最も基本的問題であり、そお研究の壁史は 70年にも及ぶ[6-8]0しかしながら、モット

転移近傍には、鋸重量化物に見られる高温超伝導をはじめとして、未だ、に完全に解明されていない

現象が数多く見出される。とのような現象を理解するためには、モット転移自体の本質の解明が

不可欠である。そのため、モット転移に関する研究は、今日に至るまで、依然として物性物理学

分野における中心的課題わーっである。

モット転移を記述する最も簡単化された有効模型として、ハバード模型が知られている。これ

は、強束縛近似で与えられる電子の運動エネルギー項と格子点上の烏所的な電子相関項だけを有

する単純な模翠である。しかしながら、この最も単純な模型でさえ、遍歴性と局在性という互い

に相容れない性質の競合が取り入れられているため、 1次元系やトリビアルな極限を除いて厳密

な答えはまだ得られていない。そのため、モット転移に関する長い研究の歴史の中でハバード近

似 [9，10J、グッツヴィラー近住([11，12]、ブリンクマン・ライス近似 113]など様々な近似法を足い

た議論が行われてきた。そのような近似の中でも、近年、特に突出した理論的進展をもたらした

方法として、動的平均場近叡 (dynamicalmean-field theory) 114]が挙げられる。

動的平均場近似は、局所的な電子相関効果を夕、イナミクスまで含めて正確に扱う方法である。こ

のことは、空照的な揺らぎを完全に無視する代わりに、時間的な揺らぎを厳密に取り扱うという

ことを意味する。そのため、この方法は、空間次元dが無認の極限(d→∞〉では議密となる。こ

こで扱われる無限次元の系は、一見すると、現実の系とはかけ護れているように思える e しかし

ながら、 lJdの展開の出発点としてとらえた場合、ここから得られる知見は多い。特に、空間揺ら

ぎの効果が熱揺らぎの効果により抑制される高温の領域では長い近似となっていることが知られ

ている。実際、動的平均場を患いて、 V203で見られる有効質量の増大 [15一切や温度相互作用組

図の振る舞い {14，18， 1号、あるいは、 SrV03やLaTiOgで得ちれている一粒子スペクトルなどの

実験事実が説明されている [14]。

しかしながら、現実の物質では、軌道縮退によって誘起される軌道の揺らぎが、スピン・電荷

の揺らぎに加えて存在することで、非自明で興味深い現象が多く見られる場合がある向。複数の

軌道自由度を有する系は理論的取扱いが難しく、未解決の問題を今日でも多く残している。その

ため、最近、動的平均場近叡 [20ー29Jや、グッツヴィラー近似 [30ー32]を患いて、軌道揺らぎを取

り扱った研究が行われている。また、動的平均場近叡では無視していた空間揺らぎが重要な寄与

をし、現実の物質では反強磁性秩序や超伝導などの様々な秩序状態が現れることがある。そこで、

最近では、動的平均場近似仁、空間的な揺らぎを取り入れる拡張が盛んに行われている [33-36J。

自己エネルギー況関数法は、局所的な軌道の揺らぎを容易に且つ、正確に扱うことができる。ま

た、局所相関効果に加えて、空間的な揺らぎを逐次取り入れることが可能である。本稿では、自

己エネルギー況関数法を用いて、モット転移ζ対する軌道揺らぎ及び、空間揺らぎの影響を調べ

た結果を紹介する。そこで自己エネルギー汎関数法が、モット転移を解析する際に有効な手段と

なり得ることを述べ、今後の応用の可能性について議論する。次節では、本稿で扱うトピックス
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について簡単に背景を述べる。

1.2 モット転移の最近のトピックス

軌道自由度を有する系のモット転務

強椙関電子系の代表的な物質である遷移金属化合物や、希土類化合物においては、物性を担う d

及びf電子が本費的に軌道議退を有している。そのため、現実の物糞においては、しばしば、電子

の有する事i道縮退を考慮する必要が現れる。このとき、電高とスピンに加えて軌道の自由度が競合

あるいは協力することで、軌道秩序や巨大磁気抵抗、トリプレット超伝導などの多彩な現象が出現

することが指摸されている問。また、最近、 Ca2-xSrxRuU4[37，38]や、 Lan+lNinU3n+l[39-42] 

において、強い磁気的な揺らぎを伴う新奇な金属状態が鏡瀕されている。ここでは、複数の軌道

において別々にモット転移が生じ、遍歴性を示す軌道と局在性を示す軌道が共存している可能性

が詣擦されている [23，25]0このような、軌道縮退が重要な寄与を果たす系に特有の現象は、理論

的には非自明な点を多く含んでおり興味深いe 加えて、多くの軌道自由度を有する系は理論的取

扱いが難しく、未解明な問題を多く残している。更に、最近の実験技術の発達により、軌道自由

度を直接観測する手法も発達してきている [4司。そのため、強相関電子系における軌道自由度の

重要性が改めて認識され、多軌道を有するハバード模型に対する理論的研究が活発に行われてい

る [20-29，31，32，44，45]。

フラストレーションを有する系のモット転移

現実の物質においては、空間的な謡らぎに起因して磁気秩序や軌道秩序状態などへの相転移が

生じる物質が多く存在する。フラストレーションは、このような秩序状態を抑制する働きをする

ため、古くから盛んに研究されているテーマである。最近、有機導体物糞群が、フラストレーショ

ンを有する強相関系の研究舞台として注巨を集めている。中でも、異方的三角格子上の単一軌道

ハバード模型とみなせる有機導体群 ~-(BEDT-TTF)2Xの研究が活発に行われている [46，4η。こ

こでは、アニオン Xを量換することで異方4笠が変化するため、系の幾何学的フラストレーション

を制御することが可能である。また、圧力の印加により、サイト関のトランスファーを変化させ、

有効的に相互作用の強さを変えることが出来る。このため、モット転移やその周辺の物牲を実験

的に謁べることができる。フラストレーションの強い2次元強梧爵系では、通常の磁気転移が抑制

されるため、大きなクーロン相互作用まで金属栢が安定化する。その結果、モット転移は非常に強

い相関の下で生じることになり、転参点近傍ではフラストレーション効果を含んだ強相関系が現

れる。このような系の物性を理解するためには、局所詔関のみならず短距離の相関効果まで含め

てそのダイナミクスを正確に取り扱う必要が生じる。このため、動的平均場を短距離の相関効果

まで扱えるように拡張した、セル型動的平均場を用いた解析が近年活発に行われている [48，49]。
また、このような系においては、厳密対角化法 [50]、変分モンテカルロ法 {51]や経路積分繰り込

み群法 [52-54]などを用いた解析も多く行われており、急速に研究が進展している。
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1.3 本語の構成

本章では、強相関電子系の最も基本的なテーマでありながち未解明な跨題を多く含むモット転

移について述べたe ここで述べたよろに、モット転移に関する研究は、褒在でも多岐にわたって

行われており、扱われる模型もそれを扱う方法も多種多議なのが現状である。しかしながら、モッ

ト転移の性質を理解するためには、多様な問題に対して統一的な枠組みで議論することが重要で

ある。

自己エネルギー汎関数法は、相互作用の効果を系統的に解析する際に有効である。更に、自己エ

ネルギー況関数法の枠組みを用いれば、様々な理論的方法を統一的に記述することができる。そ

のため、相関電子系が持つ多様性に関して統一的な取り扱いを可能とする。第2章において、自

己エネルギー汎関数法の定式化を解説し、上述のような利点を持つことについて詳しく説明する。

第3章では、自己エネルギー汎関数法を用いて、軌道総退を有する系のモット転移に関して解

析した結果を述べる。この方法は、局所的な軌道の揺らぎを正確に取り扱うことができる。ここ

では、特に有限温度における熱力学量の振る舞いに注呂して解析を行う。

第4章では、異方的三角格子上のハバード模型を解訴した結果を述べる。このようなフラスト

レーションを有する強相関系においては、非局所相関がモット転移の性質に重要な影響を与える

と考えられている。自己エネルギー汎関数法は、局所的近叡を出発点に、短距離栢関を願次取り

入れた近叡にそのまま拡張することができる e ここでは、最近援の短距離栢関まで考患に入れて

解析した結果について述べる。

最後?こ第5章で、本穏を簡単iこまとめる。

2 自己エネルギー汎関数法

本章では、自己エネルギー汎関数法の定式化を説明する。自己エネルギー沢潔数法は、ラッティ

ンジャー・ワードの定式化に基づく変分原理を科用して、対象とする系の自己エネルギーを変分

的に決定する近似法である。この方法は、相互作用に関して非摂動論的な扱いが可能であり、熱

力学的に矛盾の無い解を得ることができる利点を持つ。ここで、試行関数の役書きをする自己エネ

ルギーは、対象とする系と同じ相互作用項を持つ参黒系において、厳密に求められた自己エネル

ギーを用いる。このため、参照系の選び方に答えが依存するという欠点を持つ。しかしながら、参

照系をうまく選ぶと、この方法は、強棺関系で成功を収めている動的平均場近似や、クラスター

摂動論の枠組みを再現する。加えて、これらの方法を拡張・改良する枠組みを提供する。

以下では、まず、ラッティンジャー・ワードの定式化について説明し、その後、自己エネルギー

況関数法の定式化を述べる。次に、参黒系の取り方をいくつか紹分し、参照系の取り方により、自

己エネルギー汎関数法が動的平均場近叡などの理論的枠組みを再現することを述べる。

oo 
q
J
 

qδ 



昌己エネルギー汎関数法 ーモット転移の解析-

2.1 ラッティンジャー・ワードの定式化

ここではまず、ラッティンジャー・ワードの定式化 [55，56]について説明する。次のような、一

般的なハミルトニアン

冗=冗。(t)+冗i(U)， 。)

により表される電子系を考える。ここで、行。(t)(冗長(U)) は系の運動(相互作用〉を表す項であ

り、 1体(2体)の演算子で構成される。 t、及び、 Uは、それぞれ運動項及び、相互作用項を表

すパラメータ行列である。誼度Tの熱平衡状態にあるときの系の熱力学ポテンシャルは、

立=-Tln [trexp{一(冗一戸内jT}]， (2) 

で与えられる e ここで、 μはケミカルポテンシャんであり、 λfは数渓算子で忘る。また、ボ)vツマ

ン定数を kB= 1とするe 行。(t)で特徴付けられる自由電子系のグリーン関数Go= 1/(むη+μー土)

を用いてファインマンダイアグラムの競馬を導入すると、熱力学ポテンシャル Qは全ての関じて

いるダイアグラムの和で書き下される。ただし、 ωηは松原周波数である。

ここで、ラッティンジャー・ワードのポテンシャルと呼ばれる到G]を導入する。争[G]はグリー

ン関数Gの汎関数であり、全ての関乙ている既約な骨務ダイアグラムの和で書かれるポテンシャ

ルエネルギーである。また、争[G]は次の条件を講たす，

d4'![GJ ~ 
dG - (3) 

ここで、 2は自己エネルギーで怠る e この争[G1を用いると熱力学ポテンシャルはグリーン関数

Gの混関数として次式で書き下すことができる。

n[G1 =吾[G1-Tr(G:E[G])+ Trln(-G). (4) 

ここで、官はなに加え松原周渡数に関する和をとることを意味する。 (4)式を Gで微分し、ダイ

ソン方程式

G = (Gijl -:E)-l， (5) 

を用いると、
dn[G] _I"I 

~-v， (6) 

という停留条件を得ることができる。注意すべき点は、ダイソン方程式(5)と(4)式は全く強立に

得られたという点である。このことは、 (6)式の拝留条件を満たすグリーン関数は、ダイソン方程式

を満たす厳密な(物理的な)グワーン関数である事を意味している。 (6)式は量子力学における変分

原理の一種であり、波動関数の変化に対してエネルギーが停留檀をとるとき、良い波動関数が得ら

れるという詮質に対応している。ここで、引G]のルジャンドル変換である F[:E]=到G]一昔(:EG)

を用いて (4)式を以下のように書き直す。

。[:E} = F[:E]十官ln(一(GU
1-:E)-1). (η 
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このとき、

dn[:E] ^ 

d:E '-'， (8) 

が同様に或り立ち、自己エネルギーに対しても同様の変分恵理が成り立つことがわかる。

以上で、熱力学ポテンシャル Qがグリーン関数G あるいは自己エネルギー 2 の汎関数として

変分的な性質を持っていることが分かった。しかしながら、応用上の層難は解決していない。ラッ

ティンジャー・ワードポテンシャル到G]を正確に求めることが困難であるためである。実際には

近鋭的な争[G]の表式を求め、その汎関数微分により自己エネルギーを求める。このとき、到G]

を墓準に近似を行うため、況関数微分で与えられる自己エネルギーは自動的に各種の保存期を満

足する [57]0このように、 (6)式を利用することにより、各種の保存期を保持したままの近似理論

を構築することができる。

本研究で用いる自己エネ)vギー汎関数法は、 (4)式で与えられる熱力学ポテンシャルを出発点に

おき、変分原理 (6)式に基づき定式化を行う e このため、熱力学的ζ矛盾がなく、グリーン関数

に対して保存期を満足する形で定式化される。自己エネルギー汎関数法が設来の方法と違う点は、

到Grを陽に求めず、相互作用に関して非摂動論的な取り扱いをする事である。このことに関して

は次麓で述べる。

2.2 自己エネルギー況関数;去の定式化

前章で述べたように、到G]の厳密な表式を求めることは非常に困難である，しかし、自己エネ

ルギー汎関数法 [1，2，58]においては、この困難を次のようにして解決する。

ここでは、ラッティンジャー・ワードポテンシャル到G]の次のような性質を利用する。争[G]を

構成するダイアグラムは、額じている既約な骨格ダイアグラムである。つまり、到GJを構成する

ダイアグラムは G隷と相互作用隷のみである。このことから、到G]の況関数としての表式は相互

作用Uが変わらない限り変化しないことが分かる。また、争[G]の)vジャンドル変換である F[:EJ

も同様の普遍性を持つ.ここで、 1式のハミルトニアンにおいて、一体項だけを置換して (t→ピ)

得られるハミルトニアン

冗ref=冗。(t')+ 1も(U) (9) 

で与えられる系を考える。以下では、この元の系と相互作舟項だけが全く等しい系を参照系と呼

ぶ。次に、この参照系の熱力学ポテンシャル仏，及び、自己エネルギー:Et，が厳密に得られると仮

定する。対象の系冗と参照系冗refの熱力学ポテンシャルは自己エネルギーの況関数として、それ

ぞれ

nt[:EJ = F[:EJ + Tr ln(一(GO(t)-l-:E)-1)， 

nt， [:E] = F[:E] +官民一(Go(ピ)-1_ :E)-1) (10) 
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と与えられる。ここで、先に述べた F[:E]の普遍性を利用すると熱力学ポテンシャルは、

1lt [:Et， ] = 1lt， [:Et， ] 

+ Trln(一(GO(t)-l-:Et， )-1) 

一世ln(一(GO(t')-l-:Et， )-1) 、azノーム
宅

i
Jtz
、

と与えられる。以上で、争[G](F[:E])を求める困難を避けることができた。しかしながら、その

代讃として参照系を厳密に解かなければならない。このようにして求めた九[:Et'Jに対して、ラッ

ティンジャー・ワードの変分原理 (6)式から導かれる条件式

δQ主[:Et/]
(12) 

δt' 

を満たすようにずを決める。これにより、目的とする系の物性を上手く記述する自己エネルギー

を持つ参照系を変分的に決定することができる。このとき、参照系の厳密な自己エネルギーを通し

て相互作用の効果が非摂動論的?と譲り込まれる。更に、 (4)式を出発点としている自己エネルギー

混関数法の変分原理 (12)式は、グリーン関数が満たすべき各種の保存期や医果律を保証する。ま

た、絶対零度から有援温度まで系統的な解析が可能であり、 (11)式の熱力学ポテンシャルを微分

を求めることで、熱力学量を求めることができる。

以上のような利点を持つ自己エネルギー汎関数法は、電子相関によって引き起こされる物性を

系統的に議論する擦に有効である。一方で、参照系の選び方に最終的な答えが依存してしまうと

いう変分法に特有の欠点を有するa しかし、特定の参照系を選ぶと、 (12)式は、動的平均場近似

の自己無撞着方程式に帰着する [1，2}。とのように、うまく参照系を選ぶと、自己エネルギー況関

数法は、動的平均場近似、セル型動的平均場近叡やクラスター摂語法等の近似法と同等の、ある

いはこれらの方法を拡張する枠組みを提供する.そのため、異なる参黒系で異なる答えが得られ

たなら、これらの異なる近叡法(動的平均場近似、セ}v型動的平均場近似やクラスター摂動法等)

を網羅的に実行した事に対応する。そこで各近似法の利点・欠点を整理すれば、その系の本質が

浮かび毒がることが期待される e このように、先に述べた変分法特有の f欠点jは、実は、強相

関系を取り扱うために様々な方面で発達してきた別々の方法を統一的な枠組みで記述するという

ポジティブな側面を持つ。電子桔関効果を取り扱う完壁な処方実は現在ではまだ存在しない。そ

のため、このような統一的な枠組みを持つ自己エネルギー汎関数法による解析が有馬な知見をも

たらすと期待される。次節では、参照系の取り方の例をいくつか挙げて、そのとき、どのような

近叡に対応するのかを説明する。

2.3 参擦系の取り方

不純物模型

ここでは、ハバードタイプの格子モデルに対して、参照系に不純物モデルを用いる方法を説明

する。この方法は特に動的不純物近似 [1，2，5司と呼ばれ、他の参照系を用いる場合と区間するこ
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せ
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司司 4争 争 ￥。￥。h‘ 

‘V 争 争 ￥。￥。
(a) (b) (c) 

図 1:局所近事{の概念層。 (a)元々の格子模型o (b)飛び移りをゼロにする。 (c)相互作用のない電子浴を却

えた参照系。

とがある e この近叡は、空間的な揺らぎを無視する代わりに、局所的な桔互作用をダイナミクス

を含めて議密に扱える利点を持つ。また、空間次元が無限の極限においては空間的な揺らぎは無

視しても良いため、無限次元の極患においてはこの近叡は厳密な枠組みを与える。そのため、相

互作用によって引き起こされる議々な物註の側面を良く捉えることができる。弘下では、動的不

純物近叡の概要を述べ、同様の理論体系である動的平均場近似 [14]との関係について触れる。

次のような、ハバードタイプの格子モデルを考える。

π
り

÷
4
 

U
崎

4w，
f

tzm 
く

冗 (13) 

ここでは、冗4は局所的な相互作用しか含まないと復定し、冗。は並進対称性を持つと板定する。前

章で述べたように、参照系は対象とする系と穏互作用項が等しくなくてはならない。今考えてい

る系は局所的な相互作用しか持たないので、図 1のように格子関の飛び移りをゼロとおいて新た

に相互作用のない電子浴を付け加えることにより、参照系の条件を満足する系として不純物モデ

ルをとるととができる。ここで、電子浴のサイト数は任意であることに注意する。電子浴を少数ー

にとどめれば、数値的厳密対角北等により自己エネルギーや熱力学ポテンシャルを得ることがで

きるため、具体的に (11)式を計算することができる。一方で、解を最適化する自由度が減るため

に真の解から遠ざかる恐れも生じる。

次に、同等の理論的枠組みである動的平均場近叡との関係について考察する。動的平均場近似に

おける枠組みでは、格子モデルを有効不純物モデルにマップし、両者が自己無撞着になるように有

効不純物モデルを決める。このとき、有効不純物モデルを解く手法によって近似の良し悪しが変わ

る。現在では、数値繰り込み群法 [6句、量子モンテカルロ法 [61]、厳密対角化法 [62]、Projective

Self-Consistent法 [63]などが精度良い有効不純物問題の解法として知ちれている。動的不純物近

叡は、電子浴を無限信用意すれば動的平均場近似と毘等の近似となる [1}。以下では、このことを

詳しく説明する。

系に並進対称性が通うるときは、 1つの参黒系のみを取り出して考えればよい。停留条件 (12)式
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に(11)式を代入すると、

沼 [(いいGo山5
が得られる。ここで、 G'= l/(Go(ピ)-:Et， )，G = l/(Go(土)-:Eりである。この (14)式が成立す

るための十分条件として、

(G;l(iW: -:E(、}ニ ωω)G;;-~(初) -:E(iω)J (15) 

が得られるが、この式は動的平均場近叡の自己無撞着方程式そのものである。有限値の極しか持

たない有限系のグリーン関数G'では、十分条件 (15)式を満たすことはできない。このため、電

子浴を無限個用意した極限においてのみ、自己エネルギー汎関数法(動的不純物近似)と動的平均

場近較は同等の枠組みとなる。動的平均場近叡では自己エネルギーがこの (15)式に関して自己無

撞着になるまで反復計算を繰り返す。しかしながら、この過翠はいつでも完全に叡束すると保障

されているわけではない。自己エネルギー汎関数法においては、停留条件 (12)式を用いて変分法

的アフ。ローチで解を探すため友復計算は必要ない。このため、停留点が 1つだけでなく準安定な

解が存在するときでも、直接その準安定解にアクセスすることが可能となる。このことは、 1次

栢転移を考えるときにも有効である，電子諮を少数にとどめれば具体的に変分条件 (11)式が計算

できることは先に述べた。このことを、動的平均場近叡の枠組みに量き換えて考えると、有効不

純物モデルを最適化する際の自由度を額際することに対応する e 有効不純物モデルの自由度を剰

接してしまうと自己無撞着方程式(15)を満足する解は期待できない。動的平均場近似の枠組みに

おいて、有効不純物模型の解法に厳密対角化法を用いる方法は、この困難を適当な誤差関数を定

義して解決している [62]。しかしながら、変分原理を用いて体系住された自己エネルギー況関数

法(動的不純物近叡)においては、より少数の自由度で同等の結果が得られることが報告されてい

る [2，59Joこのため、複雑な招互作用を持つ系においての応用が期待される。また、広範なパラ

メータ領域にわたる系統的な解析が可能であり、加えて、絶対零度かち有限温度まで矛盾なく解

析ができるため、系の梧図を決定する際などに有用である。

クラスター不純物模型

ここでは、短距離の相関効果を敢り扱う方法について説明する。現実の物質においては、短ie

離相関はしばしば重要な寄与をする。特に最近では、鋸酸化物などにおいて晃られるモット絶隷

棺近傍に現れる異常な現象を説明する際にも重要であることが指接されている [64Jo

自己エネルギー況関数法においては、参黒系は元の系のハミルトニアンと同じ相互作用項を持っ

ていればよい。このため、図 2(b)のように、元の格子を小さなクラスターに分解する。更に、図

2(c)のように、クラスターに相互作用の無い電子浴を取り付けることを考える。これは、先ほど

述べた動的不純物近叡をクラスターに拡張した近似に対応する。また、動的不純物近叡は、電子

浴の自由度 Nbを無隈に Nb→∞すると、動的平均場近似の自己無撞着方程式を再現するととは

前章で述べた。同様に、ここで電子浴の自由度を無援にすると、セル型動的平均場近叡 (cellular

q
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(a) 

お一お
口
口

同
口
口

歯止クラスター近叡の援念図。 (a)元々の弟子模型を小さなクラスターに分解する。 (b)クラスター関の
飛び移りをゼロにする。 (c)相互作用のない電子浴を加えるe

dynamical mean-field theory) [34}の自己無撞著方程式を再現することができる。このように、自

己エネルギー況調数法は、局所近住iから出発して、短距離桔関を逐次取り入れる拡張が可能である。

この方法の更なる利点は、磁気秩序などの対称性の破れを伴う相転移を記述することができる

ことである。例えば、変分パラメータとして、スタッガード磁場H を導入する。 1体項で記述され

るこのような場は、参照系に自由に導入することができる。ただし、変分条件δ0./δ'H=OIH=H討

を満たすように Hを決める必要が生cる。そのとき、停留点が原点以外に現れれば (Hst弄0)、

対称性が破れた状態が安定な状態になることを示している。すなわち、磁化した状態が安定ならば

有限の Hに停留点が生じる。実際、絶対零度における 2次元正方捧子上のハバード模型において

は、相互作用 Uが有限のとき、有援の Hに停留点が生じ、ここでは反強磁性解が安定であること

が示されている。一方で、 1次元ハバード模蜜においては、相互作用 Uが有限のとき、 H=Otこ

停留点が生じることが指請されている [65]0これは、強い量子揺らぎにより秩序状態が抑制されて

いることを示しており、一次元系で期待される性質と一致する。スタッガード磁場Hを導入し秩

序状態を議論することは、人工的に系の対称性を破る操作を行っているため、一見すると、平均場

近叡的な取り扱いと考えられる.しかしながら、量子揺らぎの効果が参照系の自己エネルギーを

通して取り入れられるため、上述のように従来の平均場近似を超えた取り扱いが可能でるる [65]。

クラスター模型

ここでは、引き続き短寵離の相関効果を取り扱う方法について説明する。相互作用を持たない

電子浴のサイト数Nbは任意であるため、 Nb→ 0の極限を取ることができる。この極限では、参

照系は図 2(b)に示すような元の系をクラスター化したものである。同様の枠組みを持つ近似に、

クラスター摂動展開法 (clusterperturbation theory) [66，67]と呼ばれる方法があるe このクラス

ター摂動展開法は、クラスター内の相関効果だけ厳密に取り扱い、クラスターを超える長距離の

朝関効果は乱雑栓相近畝的に取り扱う近似である。すなわち、クラスター摂動展開法は、強相関

極援を出発点とした摂動論的方法である。一方で、自己エネルギー汎関数法の枠組みでは、クラ

スター内のハミルトニアンの I体項を変分することができる。このことから、クラスター模型を

参照系に用いる方法は、変分クラスター展開 (variationalcluster perturbation theory)あるいは、
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変分クラスター法(variationalcluster approach)と呼ばれている [6510この枠組みにおいても、対

称性の破れを取り入れることができるため、議来型のクラスター摂動展開法では困難であった磁

気秩序や超伝導などの様々な秩序状態の競合調べるのに役立つ。そのため、現在、様々な系に応

用されている [58，65，68-73}。

その他

ここでは、上述の例以外の参照系の取り方や、自己エネルギー汎関数法のアルゴリズム自体を

拡張して更に複雑な摸翠に適用する方法について概説する。

有機導体群α・及び、 O-ET塩化合物では、多彩な電高秩序穏が見られており、長距離のクーロン

相互作用が重要であると考えられている [74，75]。そのため、この系を記述する模型としては、オ

ンサイトのクーロン反発だけを含むハバード模型ではなく、長距離のクーロン震発を含む拡張ハ

バード模型が適切であると考えられる。長距離のクーロン反発を含む系に対しては、先に述べた

ような不純物模型や、クラスター模型を参照系に取ると、"相互作用項が目的の系と等しい持とい

う制限を満たすことができない。そこでこのような系に対しては、次のように自己エネルギー汎

関数法を拡張する(さらに近似する)方法が提案されている:(i)クラスター模型を参照系にとり、

クラスター関の長距離のクーロン反発を平均場近叡で取り扱う [70]..(ii)不純物模型を参照系に取

り、長距離のクーロン反発の効果をボゾン場との混成に置き換える [7司。この方法は、拡張動的

平均場近叡 [33]と呼ばれる方法に対応しており、近藤格子模型などにも応用が可能である。

次に、非一様なポテンシャルが存在する並進対称性のない系を考える。非一様なポテンシャル

は、冷却原子気誌を人工的に作成した格子に麗じ込めた光学格子系 [77事78]や、表面や接合面での

現象を説明するための模型 {79]を考える際に特に重要であり、最近注自を集めている。自己エネ

ルギー況関数法の定式化は、システムサイズが有限ならば、このような非一議系に関してもその

まま適用が可能である。不純物模型を参照系に取れば、実空間動的平均場近叡 (80，81]などと呼ば

れる方法に対応する近似になる。

また、乱れを有する系に対しても、統計平均を適切に行うことで乱れに対して正確な取り扱い

が可能である。詩子欠損や不純物などの吉ば1のない物質は実質存在しないため、乱れの影響を解析

することは重要である。特に、希薄磁性半導体Ga1-xMnxAs、Zn1-xMnxSnにおいては、乱

れの影響と、電子相関の影響が競合し、非自明な物性が現れることが指擁されている向。不純物

模型を参照系に取れば、相互作用に関して動的平均場近似を、喪主Hこ関しては、コヒーレントポ

テンシャjレ近似を行うことになる [82，831.. 
電子と慈子の相互作用は、マンガン酸化物などにおいてしばしば重要な寄与をすることが指請

されている問。最近では、高温超伝導体物質で島る鋸酸化物において、アンダードープ領域で電

子・格子相互作男が無視できないことが指摘されている。この効果を取り扱う有効模型として、通

常のハバード模型に、フォノンと電子の混成項を含めたホルスタイン・ハバード模型が挙げられ

る。ボゾン場を含む不純物模型を参照系として用いて、この模型が解摂されている [84，85]。
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2.4 まとめ

本章では、自己エネルギー汎関数法の定式往について述べた。この方法では、参照系を試行的

に選び、参照系の一体項を変分パラぷータとして得られた自己エネルギーの中から、元の系の物

註を良く再現するものを決定する。このため、参照系の選び方に答えが依存するという変分法特

有の欠点を持つ。しかしながら、不純物系を参照系として用いると、自己エネルギー況関数法は、

強詔関系で成功を絞めている動的平均場近似の枠組みを再現する。また、参照系をクラスター不

純物模型にすると、セル型動的平均場近叙の枠組みが再現される。加えて、ここでは、対称性の破

れを取り入れる拡張も可能である。このように、自己エネルギー汎関数法は、参照系の取り方に

よって、強桓関系で成功を攻めている倍の理論的枠組みを再現し、これらの方法を統一的な枠組

みで記述することを可能とする。更には、これらお方法を拡張・改良することができるため、従

来の方法では解析が困難であった問題へのアブローチが可能となる。

自己エネルギー況関数法の変分原理は、系のグリーン関数が満たすべき因果律や、保存期を保

証する。更に、熱揺らぎの効果を自然に取り入れることも可能であるため、絶対零度から有限温

慶まで系統的な解析ができる。また、参照系の自由度を小さく制限することで、軌道議退系など

の複雑な摸型に適渇することができる。さらに、局所梧関と短距離相関の効果をダイナミクスま

で含めて取り入れたうえ、対称性の破れた秩序状態を取り扱うことも可能である。これらの利点

を利用して、次章からは、参照系仁不純物模型及び、クラスター参照模型を用いて、最近のモッ

ト転移のトピックスについて譲べた結果を紹ブ'tする。

3 軌道縮退を有する系のモット転移

本章では、自己エネルギー汎関数法を用いて、軌道自岳度を有する強桓関電子系において生じ

るモット転移の性質を解析した結果を紹介する向。ここでは、不純物模型を参照系に用いた@前

章で述べた通り、これは、動的平均場近叡と同等の局所的桔関のみ正確に扱う近叡に担当する。局

所近似は、空間的揺らぎを無援した近俄であるため、現実の物質でしばしば晃られる低温におけ

る秩序状慈を取り扱うことは難しいe しかしながら、空間揺らぎが熱揺らぎに掠鰐される高温の

領域では、局所近叡はよい近桜になることが知られている。自己エネルギー混関数法は、ラッテイ

ンジャー・ワードの定式化に従っているため、抵温から高温の領域まで熱揺らぎを系統的に議論す

ることができる。更に、エントロピーや比熱などの熱力学量を精度よく求めることができる。こ

れらの利点を利用し、特に高温領域に注目して、軌道に依存するモット転移の性質を議論する。

3.1 背景

近年、軌道縮退を有する強棺関系特有のモット転移である、軌道依存モット転移に注目が集まっ

ている。典型的急物質は、 Ca2-xSrxRu04[37，38]及び、 L3.n+lNin03n十1[39Al，42Jである。これ

らの物質では、軌道依存モット転移がそれぞれ、化学置換及び、温震を変化させることによって
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生じることが指描されている。これらの実験的な発見に科激され、主に動的平均場近叡を用いた

理論的な研究が活発に行われている [3，20ー29，31，32，44事86，87J。これらの解析によって、異なるバ

ンド幅を持つ 2軌道ハバード模型では、一般的に軌道に依存したモット転移が生じることが指摘

されている。しかしながら、絶対零度における詳細な解析に比べて有援温度における解析は不足

している。有限誼度におけるモット転移の性質を調べる事は、現実的な物質を考慮する上で重要

で毒る。特に、遍歴性と局在住を併せ持つ軌道依存モット棺が熱揺らぎに対して安定に存在する

かどうかを議論する。

3.2 模型と方法

以下では、異なるバンド幅をもっ 2重縮退ハバード模型を自己エネルギー汎関数法を用いて解

析する。ハミルトニアンは、次のように与えられる。

冗=冗0+乞χ;?

ぬこ乞 (t.α ー μdij)C!aqCjau， 

(16) 

(1η 
く五，j>，α，σ

冗;=U乞ぬ向i十三二(U'-duO"'J)向凶20"'

ασσ'  
-J(C!lρd2iG2?十c:JziG2TQ2i十 H.c.)・ (18) 

ここで、 CLσ(匂 σ)は t番目の格子点上のスピン σ(=j，1)、軌道 α(=1，2)を持つ電子の生成

〈消滅〉演算子である。また、 7zw=CLσCiauである。ここで、 らは、 α軌道の飛び移り積

分、 μはケミカルポテンシャル、 U(U')は軌道内(軌道関)ク-0ン相互作用、 Jはフント結合

を表す。また、軌道の対称性を考嘉して U= U'十 2Jの条件を課す.ここでは、無限次元ベー

テ格子を恵り上げて解析を行う.このとき、 U=U'=J=Oにおいては、半楕円の状態密度

内 (x)= 4/πWム、/1-(2x/Wム)2が得られる。バンド揺の比R三 W1/W2(R:::;1)を導入し、広い

バンド揺を持つ軌道2のバンド揺を W2=4と国定する。また、ハーフ・フィリングにおけるモッ

ト転移に注居するため μ= U /2 + U' -J /2とする。

ここでは、次のようなハミルトニアンで与えられる不純物模翠を参照系として用いる。

行ref =乞π22 (19) 
z 

Nb 

冗;;i=Z4cLQασ 十LLE:~lαはα込
ασ k=l aσ 

Nる

+ LLvi!(C!aσα立σ十 H.c.)+π;フ (20) 
よ~=lασ

ここで、不純物電子生σ(匂 σ)は、元の格子模型における t番目の慈子点上の電子に対応するため、

ハミルトニアン (18)式と同じ表記を用いる。また、 42U42σ)は t番目の格子点の電子と混成す

ウ

iAム
つd
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るk= (1，2γ ・・ ，Nb)番百の電子浴の電子の生成(消滅〉演算子であるe 電子浴の数Nbによって結

果に定性的な違いは少ないため [5司、 Nb=1の参照系を用いて解析を行う。また、ここでは、ハー

フ・フィリングζおけるモット転移に注自するためεoα=0，ら干 μ及び、 μ=U/2十U'-J/2の

条件を課す。そのため、変分パラメータとして九(a= 1，2)を考慮すればよい。自己エネルギー

汎関数法における変分条件、 δ0./δ九 =O(a=1，2)を満たす九を求めることで、オリジナル系

の性質を良く再現する変分自己エネ}J，-ギーを決定する e このとき熱力学ポテンシャルは次式で与

えられる。

Nb 

o./L o.imp - 2乞乞F(必)-22二玄F(ωL)

十 2Z写L-OO

dZPa附 ωαl(z)L

F(x) = -Tln[l + exp( -x/T)J. 

(21) 

(22) 

ここで、o.impは参照系の熱力学ポテンシャルであり、 Lはサイト数である。 ωαl(Z)[ω~J は、それ

ぞれ、格子系(参照系)のグリーン関数Gα (G~) の極であり、 ωLz=εkα-μである。参照系の

グリーン関数は

G~(ω〉

Aα〈ω〉

= [w+μ-εoα-sα(ω)-Eα{ω)}ーへ

ぞとは
ーー
と:ω -w~ ， 

(23) 

(24) 

で与えられる。ここで、 Ea(ω)は参照系の自己エネルギーである。一方で、啓子系のグリーン関

数は

Gα(ω;z) = [ω÷μ-z-E，α(ω)}-1， (25) 

で与えられる。グリーン関数 Gα 及び G~ の極の導出方法については、付録A にまとめる。

モット転移の性質を議論するために、次の物理量を解析する。金属穏では、 α軌道の繰り込み

因子Zaがフェルミ液体の性質を議論する上で重要になる。操り込み因子は電子の有効質量の逆数

Eこ誌備する物理量であり、

Z;;l - (1-守主。? (26) 
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で与えられる。更に、次式で与えられるエントロビーを計算する。

d0./L 
(27) SjL = 一一一一

dT 
δ0./L at'δD.jL 

(28) 一 一一
δT aTδt' 

Nb 

= Simp 十 2 2::乞 F'(W~m) 十 2LLF'(ωta)
α m αk=l 

- 2玄乞1:00

dZPa(z山州 (29) 
正}' rn 

F'(x) = [F(x)ーい -dxjδT)f(x)J/T， (30) 

f(x) = 1/(1十exp(忽/T)). (31) 

ここで、 Simpニーδ0.imp/δTは参黒系のエントロビーである。また、 δD.jat'二 Oとなることを利

用している。レーマン展開の表式から明らかであるが、参照系のグワーン関数の極の温度微分は

温度に依存しない (δωらJδT=O)。一方で、参照系のグリーン関数 G~ の零点、及び、格子系の

グリーン関数Gα の極ωαm(Z)は温度に会存することに注意がJ必要である。これらの導出方法は、

付録Bにまとめる。次に、比熱 C= TdS/d:J守 =-Td}o./dT2を以下の点に注意して求める。 (29)

式を更に温度Tで徴分すると、 δ20./δtt2i= 0なる項が現れる。この項を求めることは非意に困難

であるため、比熱Cは、エントロど-Sを数値差分して求める。このとき、差分に必要な(少な

くとも) 2点を求める度に、新たに自己エネルギー況健数法の変分問題を解く必要が生じる。

また、 (21)式中及び、 (29)式中の z積分を実行する際に次の関孫式

aWat(Z) 仁 δ2ασ(ω)1-1 

δZ 1- δi  
l v...... Jω→ωat(Z) 

を利用して、計算の高速化を図るe この関係式の導出は、付録Cにまとめる。

(32) 

3.3 絶対零度における軌道猿存モット転移

とこでは、バンド幅の比R= 0.5， U' jU = 0.5， J /U = 0.25と居定して絶対零度における系の基

底状態を調べ、軌道故存モット転移の性質を議論する。まず、図3に各軌道の繰り込み因子の相

互作用 U依害性を示す。相互作用の増加と共に、荷軌道の電子の操り込み国子は減少し、重い準

粒子が生じていることが分かる。ここで、狭いバンド幅を持つ軌道がより強く繰り込まれている

ことに注意する。これは、有効的な相互作用 UjWーが狭い軌道でより強くなるためである。更に、

相互作用を強くしていくと、 U，...， 2.4において、狭い軌道の繰り込み国子だけがゼロになる。これ

は、片方の軌道だけ絶縁体的な振る舞いをする、軌道依存モット相への転移が生じたことを意味

している。更に相互作用を増加させると、 Urv 3.4において、広いバンド幅を宥する軌道2も絶縁

体的になることがわかる。ここでは、軌道依存モット桔から、両軌道が絶議体となった桔(絶縁

体桓〉への転移が生じている。
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函 3: ハーフ・フィリング、バンド幅の比 R=0.5、U'jU= 0.5、JjU=0.25における各軌道の繰り込み
医子 Zaの梧互作用 U依存性。

次に、エントロビー S/Lを調べた結果を図4に示す。エントロピーには、 2段の踏段状の振る

舞いが晃られ、先に述べた 2つの転移が生じる擦にエントロビーが変化していることが分かる。

この振る舞いは、以下に述べるように軌道依存モット転移を特徴づ、けている。まず、相互作用が

弱い領域o::;u三2.4では、エントロビーはゼロである。これは、系がフエルミ液体的な金属相

であることを意味している。次に、片方の軌道のみ絶縁体的な振る舞いをする軌道依存モット棺

(2.4三 U忘3.4)ではエントロゼーはS/L=ln2の鐘をとる。これは、この栢で s= 1/2の自由ス

ピンが出現することを意味している。最後に、絶縁桔においては、フント結合の影響で基底状態

がトリプレット状態となるためエントロピーは8/L= ln3となる。ここで得られた S/L= ln2、

S/L = ln3の残留エントロゼーは、空間的な揺らぎを考恵していないため生じる。そのため、空

間的な揺らぎを考慮すれば、ここで得られた階段状の振る舞いは変化すると考えられる。しかし

ながら、熱揺らぎが強い高温領域においては、空間揺らぎが抑制され同様の振る舞いが現れるこ

とが期待される。

最後に、熱力学ポテンシャルの変分パラメータ vi及び、九依存性を調べ、変分パラメータが物

理的に重要な意味を持つことについて議論する。不純物サイト(ハバード模型のある格子点に対芯

する〉と電子浴サイト(ある格子点と周りとの混成を有効的に記述する役割をする〉との混成項九

は、 α軌道の有効的なトランスファ-t;!fに対応する。このととは、不純物サイトをハバード模型

のある格子点とすると、亀子浴サイトはその接子点と罵りの格子点との混成を有効的に記述する事

を考意すれば、直感的に理解できる。図 4の挿入図に、 O(Vi，¥も)の等高線図を示す。ク一ロン相

互作用が小さいとき (U= 2.3)熟力学ポテンシヤルの極r小jト、を与える

傍に存在する。これは、南軌道が有援の有効トランスファーを持ち、遍歴性を示すことを意味して
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図 4: ハーフ・フィリング、 R=0.5における 1格子点あたりのエントロビー SjLのU依存荘。ここで
は、 U'jU= 0.5、JjU=0.25、T=Oとする。挿入留は、 (a)U = 2.3， (b) 2.8及び (c) 3.6 におけ
る熱力学ポテンシャルの Vしち依葬佐を示す。パツ印は、熱力学ポテンシャルの語小を意味する.

いる。また、相互作用を増加させると拝留点は巧轄に近づく事が分かる{挿入図 (b)]。乙のとき、

広いバンド幅を持つ軌道2においては宥効トランスファーが有患であるが、狭いバンド揺を持つ軌

道1においては零になっている。これは、金属的な軌道と絶縁体的な軌道が共存していることを示

している。更に相互作用を増加させた U>3ιの領域においては、停留点は原点(巧=巧=0) 

にだけ存在する。このことは、この領域では両軌道共に絶縁体となることを意味している。絶対

零度においては上記の 3種類の極小以外には停留点は見られず、同時に 2つの極小が生じること

はない。このことは、 2次のモット転移が2度生じていることを示している。単一軌道ハバード模

型においてもまた、絶対零度で2次の金属・絶議体転移が生じる。軌道依存モット転移において

現れる 2度の相転移は、単一軌道ハバード模型における転移と同議の振る舞いをしている。

このように、自己エネルギー汎関数法においては、変分パラメータが物理的に重要な意味を持

つ場合がある。ここでは、混成九は有効的な電子のトランスファーと捉えることができ、有効

的に、モット転移を特徴づけるオーダーパラメータの役割をしていることがわかる。このことは、

モット転移の性質を競べるのζ有効な手段となり得る。

3.4 有限這度における軌道依存モット転移

次に、春限温震における軌道依存モット転移について解軒を行う。有限温度の軌道弦存モット転

移の性質を明らかにするために、金属相 U=2.3において湿度T= 0.002を導入し、熱揺らぎの影

響を解析する。得られた熱力学ポテンシャルO(Vしもも)を図5に示す。絶対零度では、一つだけ晃

られた金属桔に対応する短小(巧?九)rv (0.2，0.6)に加えて〈図4左下の挿入図)、軌道依存モット
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棺に対応する極小 (Vし巧)'"" (0.02，0.55)が現れることが分かる。この 2重極小構造は〈図 5(b))、

0.5 

ヱ (b)

0.8ト Uc1 Uc2 

0.6 

《可

〉

...:1 0.6 
¥、

l:Il 
0.4 

0.2 

0.4 。 0.1 

v l 

G 
2.2 2.3 

5 

2.4 

図 5:(a)ハーフ・フィリング、 R=O.5、T= 0.002、U=2.3、U'jU = 0.5， JjU = 0.25立おける、熱
力学ポテンシャル O(Vしち)の等高線図.ここでは、 2つの極小が共存する。左から、軌道依存モット相、
金量状態に対応する停留点であるo (b)ハーフ・フィリング、 R=0.5における相互作用に対するエントロ
ピーの変化。ここでは、 T=0.OO2，UγU = 0.5，JjU = 0.25とする。

有限温度におけるヒステりシスを伴う 1次のモット転移が生じることを示している。単一軌道ハ

バード模型においても、有限温度では、ヒステリシスを伴う 1次のモット転移が生じる。絶対零

度に続いて、有限温度においても単一軌道ハバード模型におけるモット転移と同援の性質の転移

が生じていることが分かる。温度T=O臓のとき、弱互開 U を増加させると、 u~~} rv 2.36近

傍で金属状態に対応する極小は治滅する。ここでは、金属梧から軌道欽存モット相への転移が生

じる。一方で、 Uを減少させると軌道依存モット棺はげ rv2.24まで存在する。 T= 0.002にお

ける一次転移点 uP)rv 2おは 2つの状態の熱力学ポテンシャんの交点により求められる。

このような解訴により、得られた相留を図§に示す。 2つの共存領域が U "-J 2.4及び U rv 3.3 

周辺に存在する。ここで、 ujkujP)は、相互作用を増加〈減少)させたときに金累積(軌道依存

モット梧)が不安定になる点であり、 uP)は、金闘と軌道故存モット相の自由エネルギーが一

致する転移点である。また、 ujfkujP)は、栢互作用を増加〈減少〉させたときに軌道依存モット

指(絶縁担〉が不安定になる点であり、 uJ2)は、軌道依存モット相・絶縁桓関の自由エネ)vギー

が一致する転移点である。境界線uj;)、uS)及び Ucは臨界温度万五〕において一致するが=口)。

軌道依存モット転移の際に現れる 2度の桓転移は、単一軌道ハバード模型において晃られるも

のと同様の性糞を持っていることが見て取れる。このことは、バンド揺が異なるために軌道の揺

らぎが抑制され、その結果、各軌道が有効的に独立に振る舞うことに起因している (87J。また、フ

ント結合J/Uを大きくすると、軌道揺ちぎが抑制される。このため、フント結合が大きい系では、

軌道依存モット桔がより安定になることが知られている [27]。

次に、 TJi)(i = 1，2)より高温において生じる金属、軌道依存モット栢及び、絶縁担問のクロス

オーバーの振る舞いを調べる。このことを明らかにするために、エントロビー及び、比熱を計算

するe 結果を図7に示す。絶対零度同様(図4)階段状の構造がエントロピーに見られるが、ここ

では、エントロピ-~こは飛びは無く連続的に変化している。また、比熱には特識的なピーク構造

つ-
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図 6:ハーフ・フィリング、 R=0.5、U'/U = 0.5， J /U = 0.25における U-T相図。ここでは2つの共存
龍域が存在する。(左)金属・軌道依存モット相の共存棺o (右〉軌道長存モット相・絶義体の共存梧。

が見られる。この比熱のピークは、 Uの増加(減少〉に伴い系が各桔を移り変わる擦に、巨視的

な量のエントロビーが解放(~必要と)されることに起因する。これらの熱力学量は 3 つの穏をク

このことは、有限温度においても軌道依存ロスオーバーで移り変わっていることを示している。

モット梧が明確に見えることを示唆している。

まとめ

本章では、異なるバンド幅をもっ 2重緩退ハバード模型を取り上げ、自己エネ)};ギー汎関数法

を用いて、ハーフ・フィりングにおける有限温度の軌道依存モット転移について調べた。その結

果、軌道依存モット転移の有限温度での相図を決定した。ここでは、金属・軌道依存モット穏及

び¥軌道依存モット相・絶縁相が共存する 2種類の共存領域が現れることを明らかにした。これ

は、有限温度において、軌道設存モット転移は 1次転移でるること示している。また、この共存

鎮域が讃える高温の領域においても、軌道依存モット転移を特徴付ける振る舞いが比熱やエント

ロピーなどの熱力学量に現れる事を明らかにした。

ここではまた、自己エネルギー汎関数法の枠組みにおいて、変分パラメータが重要な物理的意

味を有する場合があることについて述べた。特に、不純物模型を参照系に渇いた場合は、不純物

格子と章子浴上の格子関の混成項が有効トランスファーに対応し、これがモット転移を特徴づけ

る有効的なオーダーパラメータの役割をすることを述べた。常磁牲のモット転移は、対称性の破

れを伴わないため、この桔転移を現象論的に記述することは容易ではない。自己エネルギー洗関

数法は、それを容易に実現する方法の一つであり、モット転移を扱う擦に有効であると言える。次

章では、この点を利用し、更に、短距離の棺関効果を取り入れて、常磁性のモット転移と対称性
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図 7:(a)ハーフ・フィリング、 R=0.5におけるエントロピー SjL及び (b)比熱 GjLの相互作用U依存
性。ここでは、クロスオーバーの領域 (T> T~1， 2)) 、 uγU = 0.5， J/U = 0.25とする.

の破れを伴うモット転移の競合を調べる。

4 異方的三角格子上のハバード模型のモット転移

本章では、クラスター不純物模型を参照系に用いて、絶対零度において異方的三角格子上のハ

バード模型を解析した詰果を結介する [4}0この近似は、局所相関のみならず短距離の相関までダ

イナミクスを含めて取り入れることができる。このような精神は、セル型動的平均場近似や動的

クラスター近桜等でも見られる。自己エネルギー汎関数法は、更に、磁気秩序等の対称性の破れ

を伴う相について、平均場近似を超える取り扱いを可能とする。更に、前章で議論したように、常

磁性のモット転移に対しても有効的に、オーダーパラメータを定義することができる e これらの

利点を用いて、ここでは、非磁性のモット絶縁結が磁気秩序を伴う絶縁桔に対して安定に存在す

るかどうかを調べる。

4.1 背景

幾何学的なフラストレーションを有する強桓関電子系は、最近、最も注目を集めている系の一

つで事る。例えば、パイヨクロア構造を持つ LiV204において観測された重い電子校態に関して、

フラストレーションの効果が重要な役割をしていることが指揺されている 188Joまた、最近、韓
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図 8: (a)異方的三角格子構造。 (b)トポロジー的に等緬な格子構造。

に注呂を集めている物質の一つに、三角格子構造を持つ有機導体ル(BEDT-TTF)2CU2( CN)aが挙
げられる。ここでは、 T"，32mKという極低湿まで、非磁性の絶設相が生じることが指摘されてい

る [46]。このことは、新奇なスピン液体状態が絶縁相で実現していることを示唆している。この

ような実験事実に刺激され、最近、様々な理論的手法によって、フラストレーションを有する格

子構造上のハバード模型が解析されている [48-51，53，54，6待。これらの解析により、三角格子上

のハバード模型において、非磁性絶縁体状態が実現することが指摘されているが [49，50，54，6号、

これらの研究では、 1200 構造を持つ反強磁性秩序状態。200-AFI)についての取り扱いが十分では

ない。最近、変分モンテカル5法を用いた解析により、 1200-AFI状態が、非磁性絶縁体よりも安

定化されることが指請されている [51Joしかしながら、ここでは、非局所的な相関効果を適切に

取り扱えてない可能f主がある。このため、短距離棺関まで正確に取り扱う方法による解訴が望ま

れている。

4.2 模型と方法

以上のような背景の下、ここでは、異方的三角格子におけるハーフ・フイリングのハバード模

型を取り上げ解析を行う。この系のハミルトニアンは、

冗=冗o(t)+冗"(U)，

%台) = L L trr'cto-c向 2

rr'σ 

げ(U) = L:Unr内?
r 

(33) 

(34) 

(35) 

で与えられる。ここで、 t(U)は、 1粒子 (2粒子)項のパラメータ行列であり、 dσ(Crσ)は、スピ

ン σ(=↑，1)rサイトの電子の生成〈消滅〉演算子で、 nro-は数演算子である。ここで、まr〆=t(t!) 

は最近接(次近接)の飛び移り積分である[図 8(a)参照j。以下では、 t=lをエネルギーの単設と

して用いる。

ここでは、前章で議論したような対称性の破れを伴わないモット転移に加えて、磁気秩序を拝

う金属絶縁体転移を議論するために、クラスター不純物模型を参照系に用いる。 (πバ)周期構造及

び、 1200 構造を持つ反強磁性秩序状態を取り扱うため、クラスターの分解は函 9(a)及び、 (c)の

F
h
u
 

R
u
 

qo 



穏葉謙介、古賀昌久、菅誠一郎、J1l上民雄

ように行う。その後、相互作用の無い電子浴を、それぞれ、図9(b)及び、 (d)のように導入する。

ここで、クラスター分解に際しては、異方的三角格子i図8(到にトポロジー的に等艇な慈子i霊1
8(b)]を黒いる。参照系のハミルトニアンは以下で与えられる。

r ~ 

為的=乞{乞乞令c:十九σcr哨 σ+L2二乞εMJtrσ
R 、r1" σ

No 、

+ LLL巧(c;+R，σ知 σ+H.c.)+:2二時(ir.Q)誼Q'Sr+R}， 
l=l 1'r' u l' J 

ここで、 2::1' (LR)は、クラスター内の格子点〈全格子上のクラスター)を足し合わせる。クラ

スター中の不純物格子点数を l込とする。また、 λ= {t~1'" t:lr' l乞HQ}は、変分パラメータであ

り、 δ0./δλ=0を課す。 α;μαuu)は、スピン σ、元の棒子点rと混成する l(=1，'" ，Nb)番目

の有効電子浴上の格子点における電子の生成(糖滅〉演算子であり、 Sr=ici《ゲ仰はスピン

演算子である。ここで、 σはパウワ行列である。磁気秩序拐を取り扱うために、有効磁場HQを

導入する。以下では主に等方的な三角格子t=ずの場合に注目する。また、全電子数Nをハーフ・

フィリングに毘定するため、自由エネルギーF=ローμNを考える。このため、追加の変分条件。'F/δμこむを考える。

前章と同様に、熱力学ポテンシャルは次式で与えられる。

No o.imD 2 
-苛豆一疋乞乞F{ω-;~2二玄F(味)
ー~ r .f. 

十 ~L2二乞FIWKrt] ，
4 ・c

豆 r l 

一一Tln[l十 exp(-x/T)].

o./L 

(36) 

F(x) (3η 

ここで、 Oimpは参照系の熱力学ポテンシャルであり、乞xは、クラスターの位置RIこ共役な渡数

Kの還元ブリルアンゾーン内での総和を意味する。また、 L屯 rl[ω;ziは、それぞれ、グリーン関数

銘1'(g~) の極であり、 ω;L=ε?r 一 μ である。ここで、!/Kr(!Ir)は、格子系(参態系〉のグリーン関

数(;K((;')の r番目の富有値である。ただし、表記Aは、 Aが NcxNーの行列であることを意味

する。ここで、参照系のグりーン関数σは、

。'(ω) = [，ω+μ_fC -li(ω) -E(ω)]-1， 
Nb TJ'"2 

~(ω) =乞ゴ竺-;;;-1，
l=l

凶

"""tα

(38) 

(39) 

で与えられる。ここで、 t(ω)は参照系の自己エネルギーで、れま単位行列である。一方で、捧子

系のグリーン関数Gは 。'K(ω)=[ω+μ-fK-E(ω)]-1， (40) 

で与えちれる。ただし、 iZKlrr'=2Rdk-RtR÷r〆である。ここでも、前章と同様に、。fEC-13

及び、。K のレーマン表示を求め、 ωK1'l[ω~l] を決定する。
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(a) 

(凶

国 9: (a) [(c)] 2 (3)サイトのクラスター分解を摸式的に示した図。 (b)[(d)]磁気秩序棺を記述するため
のクラスター不純物模型。ここで、矢印は、有効的な磁場の向きを意味する。黒{白〉丸は、不純物〈電子
浴〉サイトを意味する a

本章では、磁気秩序栢を特徴づけるオーダーパラメータである磁化

MQ=江 tQR〈S孟) (41) 

を計算する。更に、電子の局所状態密度

Aω=-jMdω) (42) 

を調べる。ただし、局所グリーン関数 Glocは、

A
リ

'
ω

F
A

〆
S
1

r
J
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市
仕
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G

向
乞
x

一
一
一

ω
 

Q
 

(43) 

(44) 

で与えられる。

4.3 常磁性解

磁気秩序相の安定牲を議論する前に、まず絶対零度における常磁性のモット転移を考える。こ

のことは、 2次元系では、熱揺らぎで磁気秩序相が捺えられるので、有限混度の性質を議論する擦

に重要である。ここでは、国9(b)の不純物格子数 Nc=2のクラスター不純物模型を参照系とし

て用いる。ここでは、 HQ=Oとする。得られた自由エネルギーを図 10に示す。相互作用が小さ

い領域では (U~ 7.旬、停留点は V"-' 1近傍に一つだけ見られる。この解は、 U=oにおいて得ら

れる解に謂らかに繋がるため、常磁性金属状態に対応していると考えられる。前章で述べたよう

にこの停留点における Vの植は、電子の有効的なトランスファーに対応する。実際、相互作用が

増加するとともに、連続的に小さくなる。これは、相互作用の増加と共に繰り込まれた重い準粒

子状態が形成されていることを意味している。一方で、相互作用が強い領域では (Uと10.3)、V

が小さいところ (V"-' 0.2)に別の停留郎主一つだけ見られる。この解は、 U→∞において現れる

解に連続的に繋がり、常磁性絶縁体状態に対応している。この 2つの状態は互いに競合し、二つ

の停留点における自由エネルギーが等しくなる民"-'9.6常確性金属と常磁性絶縁体との関の 1次

の金属絶縁体棺転移がで生じていることが分かる。
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図 10:絶対零度、ハーフ・フィリング、ず =1での自由エネルギー Fの変分パラメータ V依存性。

三角〈パツ印〉は常磁性絶援体〈金属〉に対応する停留点。

2つの状態の性質をより明確にするために、電子の局所状態密度A(ω)を調べた。 U=9におい

て得られた結果を図 11~こ示す。金属に対応する停留点 (V ""'りにおいては、フエルミ面(ω=0) 

に譲り込まれた準粒子ピークが形成されていることがわかるe 一方で、 Vrv 0.2に現れる停留点に

おいては、フェルミ面上には状態は晃られず、絶縁体的霊長る舞いが確認できる o Uのエネルギー

スケールを持つハバードギャッフの形成が見られるが、フェルミ酉近傍に小さなギャップを持つ構

造が見られる。このギャップは、♂jU程度のエネルギースケールを持ち、短距離の桔関の効果に

よって生じたものだと考えられる。このような振る舞いは、渇所近桜では見られなかった特徴で

あり、短距離椙関を考慮して初めて捕らえることができる性質である倉局所近叡を用いた競章で

は、絶対零度においては、有効的なトランスファー〈混成九)がゼロになったとき絶縁体的な振

る舞いが現れた。本章では、有効的なトランスファー Vが有限で絶縁体的振る舞いが見られる。

これは、有効トランスファ-vと、短距離栢関効果t2jUが競合するためである。また、この競合

のために、ここでは 1次の金属絶縁体転移が生じている。

4.4 磁気不安定性

前述の結果は、絶対零度ζおいて、常磁性絶縁体解が基底状態として安定立存在する事を示し

ているわけではない。次に、基底状態を明らかにするために、参照系に対称性を破る磁場(HQ)を

導入して、磁気不安定性を議論する。ここでは、正方落子で期待される伊ス)の構造を持つ反強

磁性絶縁体、及び、三角格子で期待される 1200構造を持つ反強磁性絶縁体を取り扱う。そこで、

図9(b)及び (d)に示す参照系を用いて、先に議論した常磁性解に加えて、磁気秩序を持つ解の自

由エネルギーを計算した。結果を図 12に示す。常磁性金属梧が、桓互作用が小さい領域で安定で

ある。一方で、相互作患が強い領域では、 1200構造を持つ反強磁性絶縁体が最も安定に存在する。
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図 11:絶対零度、ハーフ・フィリング、ず =1、U=9における金属解(V"-' 1)および絶縁体解

(V '" 0.2)の状態密度。

このことは、強棺関の極眼である三角格子ハイゼンベルグ模型で期待される結果とコンシステン

トである。また、 Uc'" 8.4において、常磁性金属と 1200構造を持つ反強磁性絶縁体の自由エネ

ルギーの交差が見られ、対称性の破れを伴う 1次の金属絶義体桓転移が生じていることが分かる。

この結果は、今回用いた自己エネルギー汎関数法の枠組みでは、非磁性絶縁体状態は、基底状態

としては現れないことを示している.しかしながら、常磁性金属が安定な領域(7.7三U三8.4)に

おいて、非磁性絶縁解が準安定解として存在している。

次に、 1200 構造を持つ反強磁性絶義体及び、 (π，π)の構造を持つ反強磁性絶縁体の磁化MQを

調べた結果を図 12(b)に示す。 U=oかち相互作用を増加していくと、 U"-' 7.5 付近で磁化M~こ

大きな飛びを伴って有限の鐘をとり、常磁性金属状態から 1200 講造を持つ反強磁性絶縁体へと転

移する。転移点近容では、フラストレーションの効果で磁気秩序が持制され、議り込まれた金属

が実現している。このような状態は、局所的なスピン揺ちぎが強く、磁気的に活性で怠るため、磁

北に大きな飛びを伴うと考えられる。

4.5 異方的三角格子上ハバード模型の椙函

同様の解析を t';を変化させながら行い、異方的三角詩子上のハーフ・フィワングのハバード模

型を調べた結果を、図 13の穏図}こまとめる。相互作用が小さい領域では、 t'i=0において営磁性

金属状態が安定である。一方で、相互作用が強い額域では、 (π3付属期構造を持つ反強磁性絶縁体

と、 1200構造を持つ反強磁性絶縁体が競合し、記 '"0.8で担転移が生じる。これらの結果は、変分

モンテカルロ法で得られたものと長く一致している [51]0とこでは更に、準安定な非磁性絶縁解

の存在する境界を調べた。図 13の破擦で示したように、 1200構造を持つ反強磁性絶縁棺近傍に、

準安定な非磁性絶裁解が存在している。そのため、このパラメータ領域において、断熱的にこの

系の温度を下げていくと、この準安定な非磁性絶縁解が絶対零度においても出現する可能性があ

ることを示唆している。
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図 12:(a)絶対零度、ハーフ・フイリング、ず =1での、 4つの物理的状態に対する自由エネルギー

Fの棺互作用 U依存性。挿入図は、 U'" 9.5付近の拡大図である。 AFI及び、 1200-AFIは、 (πpπ)

の構造を持つ反強磁性絶議体及び、 1200 構造を持つ反強磁性絶縁体を意味する。 PI及び、 PMは

常磁性絶縁体及び営磁性金属状態を意味する。 (b)AFI及び、 1200-AFIにおける磁化@

4.6 まとめ

本章では、クラスター不純物模型を参照系に用いて、絶対零度における異方的三角詩子上のハー

フ・フィリングのハバード模型に関する解析を行った。常磁性金属状態と、 (πグ)及び1200構造を

持つ反強磁性絶縁体の競合を議論した。その結果、桓互作用が大きい領域では、 t';s 0.8で (π，11")

周期構造を持つ反強礎性絶縁体が安定になり、一方で、ずと 0.8で 1200 構造を持つ反強磁性絶縁

体が安定になることが分かった。また、相互作用の小さい領域では、ず "， 0を除いて金属状態が安

定であることが分かった。今回用いた近叡の枠組みでは、非磁性の絶縁体状態は基底状態として

存在しないことが明らかになった。しかしながら、準安定な非磁性の絶議解が、 1200 構造を持つ

反強磁性絶縁体拐の近傍に晃られた。このことは、熱揺らぎなどの摂動により非磁牲の絶縁体が

現れる可能性を示唆しており、今後更なる解析が必要とされる。

本章で用いた参照系には、モット転移を特徴づける混成Vに加えて、自発的な対称性の破れを

有効的に記述する磁場HQを導入した。得られた結果は、変分モンテカルロ法などの飽の方法に

より得られた結果と定性的に一致しており、これらのパラメータの競合を調べることで、常磁性

金属、常磁性絶義体、磁気秩序を伴う絶縁体の競合を記述できることを示唆している。参照系に

は、磁気的秩序以外にも、超伝導秩序、電荷秩序などの対幹性の破れを有効的に記述する場を自

由に導入できる。そのため、自己エネルギー汎関数法は、常礎性のモット絶縁体までふくめた様々

な秩序状態の競合を脊効的に調べる手段となり得る。

ハvco 
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図 13:異方的三角捧子上のハーフ・フィリングのハバード模型の絶対零度での積図。自色の領域

は、常磁性金属相を薄い灰色の領域は (πFπ)周期構造を持つ反強磁設絶縁相を意味し、濃い灰色

の領域は、 1200 構造を有する反強磁性絶設相を意味する。また、破線は、相互作用 Uを減少させ

た時に、準安定な非磁性絶縁棺が清滅する語界点を意味する。

5 結言

自己エネルギー況関数法は、ラッティンジャー・ワードの定式化に基づく変分原理を利用して、

対象とする系の自己エネルギーを変分的に決定する近似法である。試行関数の役割をする自己エ

ネルギーは、対象とする系と同じ相互作用項を持つ参照系において厳密に求められる必要がある。

この自己エネルギーを通して非摂動論的に相互作用の効果を寂り入れることができる。また、こ

こで用いた変分原理は、系のグリーン関数が溝たすべき因果律や保存期を保証する。更に、熱揺

らぎの効果を自然に取り入れることも可能であるため、絶対零度から有限温度まで系統的な解析

ができるe また、参照系の自由度を小さく制限することで、軌道縮退系などの複雑な模型に適用

することができる。さらに、短距離の棺関を取り入れたうえ、対称性の破れた秩序状態を取り扱

うことも可能である。一方で、参照系の選び方に答えが依存するという変分法特有の欠点も有す

る。参照系に不純物模型を選べば動的平均場近似の枠組みが再現され、クラスター模型を選べば

クラスター摂動展開の枠組みが再現される。すなわち、この変分法特有の「欠点j辻、強棺関系

を取り扱う様々な方法を統一的枠組みで記述するという f利点j とも捉えられる。

とのような利点を持つため自己エネルギー汎関数法は、モット転移などの強相関電子系におけ

る棺転移を調べる際に非常に有用な手段となりうる。本稿では、軌道議退を有する系における有

章受温度のモット転移、及び、フラストレーションを有する系における絶対零度のモット転移を解

析した結果を紹介した。ここでは、参照系に不純物模型及びクラスター不純物模型を用いた。そ

して、参照系の一部の変分パラメータは、有効的立モット転移や磁気転移を特徴づけるオーダー

パラーメタに対応することを述べた。このことを利用して、 2つの模型において害限温度及び¥絶

対零度の担図を決定した。
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このように、自己エネルギー況関数法は、さまざまな系に応用が可能で、更に、絶対零度から

有援温度まで系統的解析が可能である e モット転移などの強相関における桓転移の本質を理解す

るためには、多様な興題に対して統一的な枠組みで議論することが重要であると考えられる。自

己エネルギー汎関数法は、そのような統一的・系統的解析を行うことのできる数少ない方法の中

の一つであり、更なる応用が期待される。

付録 A:グリーン関数の橿を求める

ここでは、グリーン関数の極を数僅的に正確に求める方法について述べる。以下では、第3章

で取り上げたハミルトニアン (20)式で与えちれる参照模型を念頭において説明する。ハミルトニ

アンπ註で与えられる系のグリーン関数G仰い)は、レーマン展開の表式

ゃ(抑-ι)十 es(O-En.))I (nlclo-lm)12 

Gασ(ω) = ) ~ (45) 

で記述される。ここで、ロ =-Tln tr'π33ま系の熱力学ポテンシャルであるg また、 1m)はπ己
の罰有状態であり、 Emは対応する固有値である。この表式を極 Po:o-l - En -Em及び、留数

Ro:o-i = (es(O-En)十 es(O-En.)) I (nl clo-1m) 12を用いて次のように書き換える。ここで、極を昇顛に

並び変えてインデックスをZを付与しなおす。

lkR
O:O-!. GO:O-(ω) = ) ~ .. ~"U~" (46) 

乞:ω-PO:O-!. 

ここで、持oleは極の数である。次に、 Go:o-の逆関数GJを考える。グワーン関数の GO:<T(ω→

∞)ぽ 1/ω及び、:E.eRo;o-.e = 1 という性質を用いると、 G;~(ω) は、

ー -1 学~O RG7 
G二;(ω)=ω +c~;~ + ) ~ασ(4η z:ωーらσZ

で与えられる。ここで、勾〈RZJ〉は G~(ω〉の極〈留数〉であり、 CZJZ は定数項である。ここ

で、 GJい)の極ゐd は、グリーン関数Go:o-(ω)の零点に対応する。ここで、 (46)式で与えられる

グリーン関数は、 fらo-i> 0であることから、図 14に示すようにおd とPo:o-，i+lの間に必ず 1つだ

け零点 Zo:o-fを持つことに注自する。この性質を利用すれば、 2分法やニュートン法などの手法を

用いて零点は容易に求めることができる。そして、次式を用いて GJ(ω)の留数RZJを求める。

RG4 = lizn(ω ーらo-l)C二;(ω) (48) 
一ーー

匂Jー今Z atT(.

ヨ'__ IδGασ(ω)¥ 
-1 

ω→z二q(. ¥ δω/  
(49) 

最後に、定数項C51は、 (46)式と (56)式を比較すれば求まる。そして、ダイソン方程式を用い

れば、自己エネルギーを同様の形式

一
学三o R2 

8 

2ασ(ω) = C~o- + ) ~ .. 
~v

O:~l (50) 
乞:ωーらd
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図 14:グリーン関数の極と零点。

で求めることができる。

ここから更に、元の系のグリーン関数Gau(ω;z)= [ω÷μ-z-Eau(ω)1-1も同様の手脹を逆に

迫れば求めることができる。グリーン関数Gau(ω;z)が以下のように与えられるとする。

~ole(Z) 
ゃ Rαui(Z)

Gασ〈ω;z)= 、‘ (51)白 ω-Paul(Z) 

ここで、 N戸 ε(z)、あu.e{z)及び、 Raul(z)はグりーン関数Gocu(w;z)の極の数、極、及び留数であ

る。また、

/δEau(ω)¥ -1 
Rασ.e(z) = lim . . ( 1-~~~(}.\-' ) 

ω→;:;e(Z) ¥ δω/  
(52) 

を厚いる。

ここでは、第3章で用いた不純物模型系を参黒系として用いた場合を念頭において解説した。こ

のときのグリーン関数はスピン σ及び軌道αで対角化されている。しかしながら、第4章で参照

系として用いたクラスター不純物模型においては、不純物掃に飛び移りが存在するためグリーン

関数は非対角な要素を持つ。上述の定式化は非対角な要素を持つグリーン関数に対しても容易に

主主張することができる。

付録 B:グリーン関数の極の微分を求める

ここでは、エントロピ一等の物理量を求める擦に必要な、グリーン関数の極の徴分を求める方

法を述べる。付録Aに引き続き、第3章で取ち上げたハミルトニアン (20)式で与えられる参照模

型を念頭において説明する。まず、 (46)式で与えられるグリーン関数の任意のパラメータ入によ

る微分

、，
J
-ω

一
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‘、，7

一1八
九
山
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G
一
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一

Npole 等ud Np批染五Rocul

-芸 ω-LJZ(ω-Paui)2 
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を考える。ここで、グリーン関数が (45)式のようにレーマン形式で与えられていれば、議d 及

び、与は容易に求めることができる。温度Tでの微分を例にとって考えれば (λ =T)、

一会[((冗忠)-En) es(O-B斗(付与)-Ern) es(O-E7n)] I(nlふIm)12(刊
δRασE 
aT 
δPασt 
aT 

(55) 。
である。

次に、グリーン関数の逆関数の微分

(56) K
Lお

十
手一一

K
L剖

十
町一品

切一品

δzασ . .e nG-l 
8λ ーασZ

28GJ(ω) 1ir沿い-zmzY
→ZOC<T.t δλ 

を考える。ここで、

(57) 

28Go:σ(ω) 
-[Q.ασ{ω)] 。λ

となるこ試問して、左辺の笠併を、

δG;;(ω) 
δλ 

(58) 

δzαul nG-18G au (Zo:u.e) 
8>" 一一flaui

θλ 

と変形すると、

(59) 

(60) 

が得られる。次に、 (49)式の両辺を λで微分すると、

δRZJ-fpG-112伊Gασ(ω)
I 九 σt&Gau(ω)1

8>"一一一〓o:ul) L δ入ゐ
T 
~ 8w2 J w-+-zO<<Tl 

月ーを

が得られる。また、与トは、 (56)式と(認)式を比較して求める。以上より、グリーン関数の逆

関数の微分笠併が求められる。ダイソン方程式を用いれば、自己エネルギーの微分笠併を

求めることができる。

最後に元の系のグリーン関数 Gau(ωjZ)= [ω÷μ -z-E.仰い))-1の徴分を考える。ここで、

(53)式と同様の形式を考えると、

(61) 
空》a

i 

Nキiz〕均委主Raul(吟

ω-PMZ(z)at:[ω-Paul(Z)]2 

Npole(Z) 

ε 、3f
-

Z

一
・3
・い一

λ

M

一δ
G
一。一

3Pau.e(Z) 
Rα.u.e(Z) 

δ入
28Gασ〈ω;Z)

(ω-1)，ασl(Z))三

ω→POCIT.t(Z) δλ 

である。次に、

(62) 

(63) 

となることに注目し、左辺の δqzY;z)を、

-[G山 ;Z)ド去[ω÷μ-Z -Eau叫
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と変形すると、

O'Paui(Z)δ  。λ = -Rau1!(Z)否xiω÷μ-Z ___; :Eau(ω)Jω→Pa<Tt(Z) (64) 

が得られる。次に、 (52)式を両辺 λで微分すると、

ORασε(Z) fn f_¥12 rδ12:Eασ(ω)δPασ1!(Z)δ2:Eau(ω)1 
δ入 =抑制(Z)]~ I δλδω + δλ ~:2\~1 I . /..， (65) 

L V"Vl..V '-'F' V u，.I Jω→Pa<Tt(Z) 

が得られる。以上で、格子系グリーン関数Gασ(ω;Z)の微分を求めることができる。

ここで求めたグリーン関数や自己エネルギーの微分を用いると、熱力学ポテンシャルの微分

δOjδ入を数値差分を用いずに解析的な形式で求めることができる。これにより、熱力学ポテンシャ

ルを 1階微分すれば求めることができるエントロどーや 2重占有率等の物理量を精度良く求める

ことができる。更に、自己エネルギー汎関数法の変分定理δOjdピ=0を溝たす停留点を探す際

も、解析微分を用いることで収束速度を向上させることができる e

付録 C:グリーン関数の極の性質の利用

付録A，Bで述べた方法で、グリーン関数の極や零点及び、その微分を求めると、数値計算の精

度を向上することができる。加えて、グリーン関数の極の性質を利用すれば、数鐘計算速度を改

善することができるe ここでは、第3章で用いたアルゴリズムを紹介する e

まず、数値計算の実行時間を整理する。実際の数値計算において最もループが深く、実行時間がか

かるのは、 (21)式中のz積分である。まず、計算のオーダーを簡単に整理しておく。ここで、グリー

ン関数の極を 2分法でεの精度まで叡束させるとする。また、1¥らolerv Npole(z) ，.....， N三eroなので、こ

れらをまとめてNと表記し、極の中で絶対僅が最大のものをPmaxとするe このとき、グリーン関数
Ipm.axl の極及び留数をすべて求めて、 (51)式の形式を導出するのに必要な計算回数はO(N21og2一万τ一〉

Ipmaxl である。そのため、積分回数を M とすると、 z積分で必要な計算回数は O(MN2Iog2一万7)で

ある。

ここで、 (64)式において、入 =zを考えると、

δpαui(Z) 
δz 

= Rαui(Z) 

= [1一
δzfj-1

Jω→Pa<Tt{Z) 

(66) 

(67) 

という関係式が得られる。これを用いると、 (51)式の形式を導出するのに必要な計算回数は O(N2)

となる。これにより、 z積分で必要な計算回数はたかだか O(MN2)となる。更に、 (67)式は、極

Pασt(Z)をN留の独立な徴分方程式の解として与えられることを意味する。この徴分方程式の右

辺は、グリーン関数の留数であるので、 [0，1]の閉しか取ちないことが保障されており、この徴分

方程式の解は数鐘的に安定で求めやすい。ここで、ルンゲ・クッタ法などの微分方程式の解を求

める適当なアルゴリズムを用いると更に高速北できる。
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