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論  文  内  容  の  要  旨  

本論文の目的は，離散力学系の分岐の発生をとらえる代数的な手法をConley指数を用いて構成することである。対象と  

する分岐は不変集合の間を繋ぐconnecting orbitと呼ばれる軌道たちがなす構造の変化 および双曲型周期点の不安定多様  

体と安定多様体が起こすホモクリニック接触やヘテロクリニック接触である。まずconnecting orbitの分岐をとらえる  

transitionmatrixpairを離散力学系に対して構成する。次にホモクリニック接触やヘテロクリニック接触の発生を力学系を  

射影接バンドルに持ちあげることで，ある種のconnecting orbitの存在に関連づける。これによりホモクリニック接触やヘ  

テロクリニック接触の発生がtransition matrix pairの議論で結論できるようになる，  

Conley指数に関する準備（§2）   

本論文ではコホモロジーConley指数，Morse分解およびconnectionmatrix pair等の概念を用いる。コホモロジーCon－  

1ey指数とは，孤立不変集合Sに対して次数付きベクトル空間と，その自己同型の組を対応させるものである。また孤立不  

変集合SのMorse分解とは，Sに含まれる有限個の孤立不変集合の族1M（p）lp∈Piであって，集合Pに適当に半順序を  

定義すると，5内の軌道が全てその半順序に従って〟（♪）たちを結ぶようにできるものである。このとき各〟（ク）を  

Morse成分，その間を結ぶ軌道をconnecting orbitと呼ぶ。Morse分解が与えられた時に，各Morse成分のコホモロジー  

Conley指数からSのコホモロジーConley指数や各Morse成分間のconnecting orbitの存在を示すのがconnectionmatrix  

pairであり，成分が線型写像である行列対の形をとる。  

Transition Martrix Pairの構成（§3，4）  

写像の1－パラメータ族払：XOiÅ。＾を考え，パラメータにより連続的に変化する孤立不変集合Slと，ふのMorse  

分解1几動（p）Ip∈Piを考える。このとき，2つのパラメータ値でのconnectionmatrixの情報から，その両端のパラメータ  

では存在しない不安定なconnecting orbitが2つのパラメータの間のあるパラメータで存在するということを結論したい。  

この現象がこの論文で言うところのconnecting orbitの分岐である。そのための議論は原理的には次のようなステップを踏  

む。  

（1）力学系を2つのパラメータ倍で解析し，Morse成分のConley指数およびconnection matrix pairを求める。  

（2）パラメータを変数と思い，パラメータが時間と共にずれていく新たな力学系を考える。  

（3）もとの力学系の2つのパラメータ値でのMorse成分を集めると新に構成した力学系のMorse分解が得られる。  

（4）その系はパラメータをずらす速度が十分小さいとき，あるMorse成分間のconnecting orbitを持つことを（1）の情報を  

用いてconnection matrix pairで示す。  

（5）ずらし速度を0にする極限をとると，（4）で示された軌道がある不変集合にハウスドルフ距離で収束するが，得られた不  

変集合が実はもとの力学系での不安定なconnecting orbitを含んでいることを示す。  

ステップ（2）における新たな力学系とは，直積ズ×山上に写像ダ∈：Ⅹ×木○を，ダ∈（∬，A）：＝（カ（Ⅹ），g∈（A）と定義す  
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ることにより得られる。ただしg∈（Å）：＝A十人∈（1＝A）はパラメータのずらし効果を表わす写像であり，∈がずらしの速  

度である。ステップ（4）のポイントはダ∈：XX右○のconnectionmatrixpairが2つのパラメータでのconnectionmat－  

rix pairから求まるという点であり，幾何学的観点からは局所的な情報から大域的な情報を引きだす議論をしているといえ  

る。ステップ（5）の議論では，数列8n→0に対し，Ml（q）からMb（p）へのF∈によるconnecting orbit，Cnを考える。Cnの  

閉包はハウスドルフ距離による位相で集合どに収束する。g＝0では凧のMorse分解は存在しないのだが，ど⊂Ⅹ×dをパ  

ラメータAで切った集合En鋸はひとつのMorse成分に含まれるか，それらを結ぶconnectingorbitであることがわかる。  

全てのAでEn鋸がひとつのMorse成分に含まれているとすると（4）で示された軌道の存在に矛盾することから求める結論  

が得られる。   

transitionmatrixpairは，以上の議論から人工的なずらしの導入やハウスドルフ距離の議論を除外して代数的な関係のみ  

を抜き出して定義され，COnneCtionmatrixpairと同様行列対の形をとる（§4）。上記の議論の一般性が証明されるので，  

代数的な関係のみ抜き出したtransitionmatrix pairを見ればconnecting orbitの分岐の情報が得られる。   

またtransitionmatrix pairを計算するために有用な命題がいくつか証明される。重要な点は，力学系そのものについて  

は粗い情報しか得られない場合でも，これらの命題の代数的条件によりtransitionmatrix pairの成分が計算できる場合が  

あるということである。   

§4の最後に実際にtransitionmatrix pairの成分を計算し，COnneCting orbitの分岐の発生がとらえられる例を相空間が  

2次元，3次元の場合にそれぞれ示した。  

力学系の射影化とホモクリニック／ヘテロクリニック接触の関係（§5）   

この節では相空間凡才は乃次元多様体，写像′は可微分同相写像とする。几グの各点エに，その点での接ベクトル空間  

Tr凡才の射影空間j㌔〟を乗せたファイバーバンドルP〟を考える。f〉〟上に，微分写像打：m→mから導かれる写  

像を打とする。これはⅣにおいて接ベクトルの大きさに関する情報を無視し，方向のみを考えたものである。   

∬を′の双曲型不動点とし，町の不安定方向，安定方向のなすj㌔〟の部分集合をそれぞれ旦㌔，Eェ5と書くことにす  

る，このとき旦㌔，旦r∫が町に対し孤立不変集合となることが示される。   

この節の主要な結果は，Pおよびqをfの双曲型不動点，dimW（p）＋dimW（q）≦nとしたとき，あるコンパクト集合S  

⊂PMがあってSに含まれるちuからEqSへのconnectingorbitが存在するならば，W（p）とW（q）は横断的ではか－と  

いう命題である，この命題により，§4で構成したtransitionmatrixpairを用いてPM上のconnectingorbitの分岐をとら  

え，Mでのホモクリニック／ヘテロクリニック接触の発生を結論するという議論が可能になった。   

最後に，ホモクリニック／ヘテロクリニック接触を実際にこの議論によりとらえる例をそれぞれ挙げている。ここで考え  

る2次元の力学系の1－パラメータ族は，射影化して昂㌔やEェ∫の適当な近傍をとると力学系が位相的に§4での3次元の  

例と共役になることがわかり，よってConley指数やconnection matrixも同一なので新たな計算をすることなく求める結  

論が得られる。  

論 文 審 査 の 結 果 の 要 旨  

Conley指数という位相幾何学的理論を用いて力学系を代数化することが最大の特徴である，現在の力学系の研究では，  

解析学的な（もしくは微積分学的な）手法が主流であるが，こういった手法では扱えない問題が多くある。すなわち，系が  

複雑，相空間の次元が高い，相空間が複雑な空間であるといった場合である。このような場合にConley指数の摂動に対す  

る安定性やホモトピー不変性が威力を発揮する。この性質によりConley指数をより簡単な力学系に変形した上で求めたり，  

数値実験で求めることも可能である。Conley指数を計算機により求める技法は既に確立しているので，本研究での理論的  

発展はすぐに具体的な系の解析に役立てることができる。   

このような代数化のメリットとして，ホモロジー代数やカテゴリー代数の結果を力学系の研究に適用することができると  

いう面もある。これらの分野には既に多くの結果の蓄積があり，本研究によりその力学系的な意味を探ることができる。例  

えば，ホモロジー次元が1以下であるようなアーベル圏の任意の長完全列が，ある複体の短完全列から得られるというホモ  

ロジー代数的議論により，アトラクター・リペラー分解の場合のconnectionmatrixの一般化が得られる。  
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またConley指数は位相的不変量なので，一般に微分構造が問題になるようなCr級の摂動に対しては何の情報ももたら  

さない，これを本研究では力学系の射影化等の技法により克服して代数的な議論に持ち込んでいるがt主論文］，この点が  

大きな特徴であり成果である。同様な技法により接球面バンドルに持ち上げて，Conley指数による位相的エントロピーの  

評価を改善することも可能である。ここでは再帰性を持つ力学系をバンドル束に持ち上げることが一種のブローアップであ  

り，それにより困難を取り除くというアイディアが共通しており，このアイディアが適用できる現象は他にもあると考える。   

射影化等の技法によりバンドル束に持ち上げると，当然仝空間の次元は高くなり，解析的な困難が増えるように思われる  

かも知れか一が，現在の村象に村しては前記のConley指数を計算機により求める技法で相応できる範囲である。また，球  

面バンドル上のThorn－Gysin完全列で簡単に底空間でのConley指数から仝空間のConley指数が計算できるような場合も  

ある。   

さらに本研究の特徴的な点として，近接する分野との関係の深さがある。例えばMorse理論の場合にCohen－Jones－  

Segalが行なった単体的空間の分類空間を用いて多様体のトポロジーを復元する理論とD．SalamonやC．McCordの単体モ  

デルには密接な関係がある。より直接的には，COnneCtion matrixを用いた議論はすべてWitten複体を用いたMorse理論  

の場合の一般化と思うことができる。また，Floerホモロジー理論はその出自からしてConley指数の無限次元版であるの  

で，双方向に影響を与え合っている。例えばハミルトン系の周期軌道の個数と多様体のペソチ数との関係を与えるArnold  

予想の証明としてループ空間でのFloerホモロジーに底空間でのConley指数（とconnectionmatrix）を埋めこむという方  

法がある。よって，本研究でのconnection matrixやそれに関連した理論の整備に近接する分野の結果を取りこむ，またそ  

の道に影響を与えるということも十分考えられる。特に拡大的な力学系の存在問題に関しては，最近になってループバンド  

ルへの持ち上げとの関連が研究されており，そこにArnold予想の時のConley指数とFloerホモロジーのような関係が存  

在する可能性がある。   

以上のように申請者荒井氏の成果は力学系理論においてこれまでほとんど例のなかった代数的位相幾何学の手法を巧みに  

利用した重要な物であり，博士（理学）の学位論文として十分な物と考えます。  

ー313－   


