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論 文 内 容 の 要 旨

保型形式が微分方程式で特徴づけることができることは19世紀のJacobi以来多 くの数学者の関心をひいてきた｡この方

面で本質的な進展をもたらしたのは19世紀後半のHalphenである｡彼はテ一夕零借は3個の 1変数未知関数の微分がこれ

らの未知関数のある種の 2次式 と等 しくなるという非線形微分方程式で特徴づけられることを見出した｡最近になって

Halphenの結果は大山陽介によって詳 しく分析されその本質が明らかにされた｡ しかし,具体的に群Tが与えられたとき,

Tに関する保塑形式を特徴づける非線形微分方程式系を具体的に求めることはきわめて困難な問題である｡ 大山陽介は SL

(2,Z)の合同部分群T(2),T(3)に対 してこの問題を解決 したが,申請者は参考論文の中で√(4),T(5)の場合にこの間題

を解決 している｡

多変数の保型形式に対 して同様の問題を考えることは佐藤幹雄によって提唱され,部分的な結果が得られていた｡大山陽

介は次数 2のジーゲルモジュラ一群 sp(4,Z)の場合にテ一夕函数の加法公式をもとにこの問題を解決 している｡

本申請論文はヒルベル トモジュラー形式の場合に同様の問題を考察 し解決したものである｡ ヒルベル トモジュラー形式の

場合はテ一夕函数の理論を直接用いることは困難であり新たな工夫が必要となり,かつ計算自体 も大変複雑になる｡

実 2次体 K-Q(～/i)の整数環 Oに対 してヒルベル ト モジュラ一群 sL(2,0)のイデアル(2)に関する主合同部分群

･(2,-((;三)∈sL(2･0,ta-d- 1･ b- C-0-od(2 , )

と行列

(E.06.011)･60-1+Jl

で生成されるSL(2,0)の部分群をTと記す｡群Tに関するヒルベル ト･モジュラー形式のなす環は

C[xl, x2, 33, X｡,C]/(xl+x2+33+34,C2IC)

で与えられる｡ここで

C-x132X334(3132+33X4)(xIX3+3234)(xIX4+x2∬3)

である｡

さらに

yl-i(x4-33),y2-‡(x2-Xl),y3-‡(x4.33),I-且 ,y-旦y3 y3

とおき,i-1,2として次の関数を導入する｡

A"21,22,-% logyl(zl･ Z2,･

- 326-



xi(zl,Z2,-flog(I-1,,節(zl,22)-flog(x･1),

zi(zl･Z2,-f log(yll,,W"zl･Z2,-flog(y･1,

このときこれらの関数の間には関係式

XIY2-x2Y1-0, ZIW2-Z2W1-0

という関係がある｡ さらにこれらの関数のzl,22に関する偏微分はこれらの関数の簡単な有理式として表現でき,これら

の関数が非線形偏微分方程式系を満足することが申請論文で証明されている｡ さらにこうして作られた非線形偏微分方程式

系の解は10個のパラメータを持ち,群Tに関するヒルベル ト･モジュラー形式はその中の6個のパラメータで特徴づけら

れることが申請論文で示された｡これは1変数の保型形式の場合にはなかった新しい現象であり今後の研究の一方向を示す

ものとして注目される｡

論 文 審 査 の 結 果 の 要 旨

保型形式を非線形微分方程式を使って特徴づけようとする試みは19世紀に遡る｡ テ一夕函数を使って楕円関数論を建設し

たJacobiは1848年にテ一夕零値が満たす微分方程式を見出した｡この研究は1888年Halphenが違った角度から見直し,チ

一夕函数の零値の対数を取ることによってJacobiの微分方程式を次の形に書き直した｡

壁
dt

壁
dt

f∫主
dt

-XIx2+XIX3-x2X3

-XIx2+x2X3- XIX3

-XIX3+x2X3IXIx2

それのみならず,テ一夕零値が実質的にこの微分方程式のよって特徴づけられることを示した｡ この成果は長い間忘れ去ら

れていたが大山陽介は1996年にHalphenの手法を解析 して,Fuchs型の微分方程式から,この微分方程式の解の比を特徴

付ける非線形微分方程式系を得る一般的方法を見出した｡大山はこの手法を具体的な場合に適用 し,SL(2,Z)の合同部分

群T(2)とT(3)甲保型形式に対 して,これらの保型形式を特徴づける非線形微分方程式系の具体形を見出した｡一般論と

違って具体的な非線形微分方程式系を見出すことはきわめて困難である｡

申請者は参考論文で,SL(2,Z)の合同部分群T(4)とT(5)の保型形式に対 して同様の非線形微分方程式の具体形を見出

している｡特に√(5)の場合は多面体群の不変式と関係 しており,得られた結果は大変興味深い′ものがある｡

以上の1変数の結果に対してこれを多変数の場合に拡張する試みが佐藤幹雄の問題提起と研究を経て大山陽介によって2

次のジーゲルモジュラ一群 Sp(4,Z)の場合に得られていた｡申請者は本申請論文においてQ(Jす)に付随するヒルベル ト

モジュラー形式に対 して同様の考察を行った｡すなわち実 2次体 Q(イ官)の整数環 Oに対してヒルベル ト･モジュラ一群

SL(2,0)のイデアル(2)に関する主合同部分群

･(2,-((:三)∈sL(2,0,la-d-1･b-C-0-od(2,)

と行列

(E.oE.OJ,6.-1+～/す

で生成されるSL(2,0)の部分群をZlと記すとき,Tに関するヒルベル トモジュラー形式を特徴づける非線形微分方程式系

が申請論文で得られている｡ 従来の理論と違う所はこの微分方程式系の解は10個のパラメータを持ち,その中でヒルベル ト

モジュラー形式を特徴づけるパラメータは6個であることである｡ これがヒルベル トモジュラー形式がジーゲルモジ立ラー

形式と微分方程式の観点から異なる振る舞いをするのか,考察している群の特殊性によるのかは今後の考察を必要とする結
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果であるが,新 しい現象として注目すべきことである｡ その一方では従来の非線形微分方程式系と類似の方程式系が得られ

ていることは非線形微分方程式系の観点から保型形式の研究をさらに押 し進めることが可能であることを示している点でも

注目すべきことである｡

このように,申請者のヒルベル トモジュラー形式を特徴づける非線形微分方程式系に関する業績はこの分野の研究の従来

の知見を改め新 しい研究方向を示唆する顕著な業績であり,大学院在学 5年未満ではあるが,特例として博士 (理学)の学

位を授与するに十分と考えられる｡

よって,本申請論文は博士 (理学)の学位論文として価値あるものと認める｡

平成13年11月 9日,主論文および参考論文に報告されている研究業績を中心として,これに関連した研究分野について口

頭試問した結果,合格と認めた｡

- 328-


