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概要

本論文では、まず平坦な背景における nonCOlTIlTIutativegauge theoryのgaugeequiv-

alence relationに関する COlllmentを述べ、次に Fedosovの変形量子化の手法を月1しミるこ
とで一般の symplectic多様体上の noncon11llutativegauge theoryの定義の候補を与える。

またこの定義に必要な非可換な*積の具体的な形の計算例をいくつかexplicitな形で示す。

B場のある背景において弦理論を考えることで弦理論が非可換幾何学と結びついている

ことが最近明らかにされ、 B場がnonzeroの背景でD-brane上に誘起されるゲージ理論の

非可換な記述、つまり noncomlllutativegauge theoryが注目を浴びるようになってきた。

しかしながら、ほとんどの場合 B場が定数の場合すなわち非可換な*積が rvIoyal積の場

合しか考えられていない。そこで本論文は B場が定数でない場合に相当するような場合も

扱えるようにするために、 nontrivialな背景での nonωmrnutativegauge theoryの構成を

試みようとするものである。テクニカルには変形景子化で、知lられている Fcdosovの*積を

用いることになるが、その*積の構成法を詳細に調べることにより ー般の非可換ゲージ場

の記述j去を議論する。

likishimo@gauge.scphys.kyoto-u.ac.jp 
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1990 年代の半ば以降、超弦理論の双対性が盛んに議論され、その"1で I~別立の端がくっつくこと

のできる D-braneの研究がとりわけ主要な役者IJを果たしてきた。その D-bralH、の低エネルギー

有効理論として従来 Born-Infeld 作用による記述がなされてきたが、 N.ScibergとE.¥.Vittcn 

[3]により、定数B場の背景のもとで可換な営通の積で:古かれた Borll-Infcld作!日と等価な非可

換な積(I¥Ioyal積)で書かれた非uJ換 Born-Infeld作用による記述があることがぶされた。そ

の後、非可換な*積で、書かれた noncorllrllutativegauge t heory (以下ではJI:IlJ換ゲージ理論と

呼ぶ2)あるいは nOnCOll1111utativeficld theorv (非可換J:J)Jの埋論)が爆発的に研究された。;{も

ともと弦理論は「素j粒子を点ではなく空間 l次元分何1びている弦であるとするものなので、

素朴な意味でも何か時空が弦の広がりの分だけぼやけて見えるとjtわれる。 -方、 )1:flJ換な積

を導入すると座標そのものが非可換な量になるので、時空の，r.'，(を詳述の;む:1床ではっきりとJ肯定

できない、つまりぼやけて見える。このように考えると弦理論と)1:"oJ換幾何学というのはや1Jか

しら対応があると期待されるが、この対応が露わな形で今j主日を浴びているのである。1

最近では動機となった弦理論とは無関係な物理の模型としても非日J換場の珂!論、 Jlミ11T換ゲー

ジ場の理論の研究が精力的になされるようになってきた。実際、その Jt 1では可換な通常の場の

理論では存在しないソリトン解が発見されるなど、それ自身にも興味深い物理現象が浴んでお

り、非可換H寺空の中の豊かな構造が垣間見えつつあるといった状況であろう 05これらの多く

の研究の中でしばしば用いられている非可換な積は

主 (~yθθθθ-i-101131..fkJA一一 一7f( :[， ) 一一… ~.<J(工)
k=O K!12/θX ll θ1・11. θ:1:]1 a:r.h 

(=山咋万1川 )g(x) 

f(x)*g(x) := 

、、EE
E
'
'

t
E
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，，，E
，、、

で定義される ~1oyal 型の積である。つまり、無限階の微分を合むものであるので、この本積

を用いた非可換場の理論は必然的に非同所的な相互作用を合むことになり、)i:Ji;ry所場のま明論の

〆ヘ 模型としても興味深いものである。

ところで fvloyal積は (1)は変形量子化の立場からすれば平立!な}Rrl の 1--の関数の詳述のnJ換
な積を非可換で結合的な積に変形したものである。実際、弦ヱ[Jliri命との付1，必がはっきりとわかっ

ているのは弦理論の背景の計量 9ijおよびB場 s'i}が定数の場合のみであり、これは (1)にで

てくる非可換パラメータ Oりが定数であることに対応している。i;t米、弦Jln日命の背民としては

簡単のため B場を零として議論することが多かったのであるが、それは超中;力理論のJill動ノj

2非可換ゲージ理論 というと従来は普通の可換な積で書かれているがゲージ併が非riJ換な行列の LieH'下のゲージ

理論すなわち nonAbc、liangauge thec川アを指すことが多かったが S('ibcrg-¥VittCll [3]が泣透した後では llonC:Ollト

l1111tative gauge tlworγ の意味で、JlJ")ることも多い r 本論文;で ~1: 'ríJ換ゲージJIHi治というと咋ら nOnCOII1 111utative
ga uge theoryを指すことにする :

3実際、現1主例えば [3]の citatiol1の数は 450を超える勢いである r しかしそれ以前に弦則論の行ダIJ絞型と非

可換幾何学の関連を示 したいL[5] か ら 素粒子論における ~I~可換ブームは始ま って いた
l弦の場の理論と非TiT換幾何学の対応についてはすでに 1980年代に E.¥Vitt('llにより [G]で研究されていたの

であるカ(

5例えば [12]とその rd'(，l'('llCPSなど



程式や超対称性を保つ条件を満たすために I~IIV] に H 二 dB = ()となるためでもあった。これ

らの式は H=dBの形で入っているので B= 0だけでなく -般に dB= ()の場合もいい字に考-

慮すべきものだと思われる。そしてとくに Bリヂ oで定数の場合が多く研究されるようになっ

てきたのである 。するとこの拡張として dB= 0 で Bij ラ~ 0がAE紋ではない場-fTを考えるの

は極めて白然なことであるが、このような背崇での弦:fllt論を扱うのは βリが定数のときに比

べて難しくなってくる。 Seiberg-¥Vitten[3]等で定数の Bij を露わに扱う代わりに、 JI:口J換な

1¥1oyal積を用いれば良いことがわかってきたので、 Bijが定数でない場介に対応するものとし

ては変形量子化の立場で 1¥10ya1積を一般化した非可換で結合的な*桁をflJ¥t、ればよいとWH与
される。本論文ではこの期待に基づいて、その準備の段I){:・?として戸什交の Sylllph、(，tiぐ多様体 t-_の

変形量子化による*積を用いた非可換ゲージ場の理論の構成を試みるものである。 sYlnplectiC'

多様体を考えるのは、素朴には 2-fonnB 場がclosedである条1'1:dB = 0が非jil化な 2-fonllω

がsyn1plecticforn1である条件 dω=0に対応していると忠われるからである。 6変形恭子化の

~ 手法はいろいろ知られているがここではこの目的に合った Fedosovの手法 [8][9]をf1jし、る。

非可換幾何学は数学として A_Connesにより提唱されているもの [7]が代点的であり、それ

は普通の可換な積を用いて表される普通の幾何学を 」般に非riI換な積の場合に拡張するもの

である。上で述べた物理として非可換場の理論を考える場合は「非可換多様体j 上の場の理

論を議論していると思うのが自然であると思われる。積が非口J換になると多様体のmÆ襟も ~I~

可換になり、「非可換多様体」はその上の「点」がなにかぼやけた良くわからないものという

印象を持つが、形式的には代数と結びつけることで特徴づけることができる。まず詳述の11J

換な場合に知られている典型的な例として Hilbcrtの零点定理 :Wcnの点全体の集合と多Jr!式

環 C[X};・・・ ，，Tn]の極大イデアルとは 1対 1に対応する。対11必は cn の点 P二 ((/.1 ' ，・・ ~ an)に

C[Xl，・・， ，Xn]の極大イデアル9J1p = (Xl - α1，・・， ，Xn- αJで与えられる。j[10]というもの

があることに注意しよう。すなわち、点を代数の言葉で言いかえることができるのである。こ

れと同様の定理が滑らかな関数環(つまり C∞)の場合にも失11られている。 7積が非 I什奥な

場合は、この対応を逆に読みとって先に非可換な代数を与えることで「点Jなど非可換多様体

を特徴づけるものを定めるのである。つまりもともと素朴には『静通の多様体→その上の可

ぺ 換な関数環』だ、ったのを『非可換な代数→非可J奥多様体』とし=う逆の}llft序で定義するのであ

る。 8したがって非可換場の理論などの物理に応用する上で、何か関数(場)とその問の)1:-ilJ

換な積*を与えればよいことになるが、この非可換な*積をり-える処方連として変形是子化

を用いることにする。すなわち、本論文の;立場は「関数Jとしては Sylllph、け1('多縁体 M の|二

の関数をパラメータ hで変形したもの(つまり cx(J'1) [[11]]) をとり、それらのIHJの積として

は変形量子化による Fedosovの*積を用いる。 9

6実際に本論文によるー般の場合の非可換ゲージ場のJ1t1論の記述が、 B場が定数でないような非n(y-~ な背民で、
の弦理論の記述に対応するものであるかどうか比1絞することはこれからの I課題である r

7 Gelfand-N('imarkの定理と呼ぶものらしい r この対応についてはこれ以上触れないことにする

S-pJ換な場合でも代数幾何のスキームでは先に可換環をうえるので後者の場合にあたる ~1~liJ換多様体の定義
はむしろスキームの非可換環への 一般化というほうが良いのかもしれない，ただし、数学として非nJ換多様体は

可換な普通の多様体の場合ほどはまだまだわかっていないようである 竺

9本論文の非可換ゲージfl世論のm成法は、非IIJ換幾何学の 1お命 [7]に広づいてtlll象(1ワに定義していくのでは

なく、平_tuな背崇に適用すれば [31以降物理でよく議論される非IiJ挽ゲージflHi治に1i-if~(i: する ように( 素朴に)

般化したもので、 2文学(1りなお1点か らの位lnfJけは本論文ではぷl治しない
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そもそも変形量子化は、 IL!_l Jjl~ ) J学→ 泣子力学Jにおいて phas(、メp以 Y の Poisson括弧を

(一般に非可換な)演算子の交換関係に起きかえる、という操作を ph川 P叩 ace1二の関数はそ

のままでそれらの積を非可換にすることで対応させるというものだった。{従足つてもともとはこ

の非可換性は量子力学において!座主標とその共役述動万軍最;f:が非 I

たO しかしこれを非可換幾何学に!日しEるときは-11phasc spぽ cは忘れて、 (JA動fd:で、はなく)

座標そのものの聞に非可換な関係があり、それが変形量子化の*積で与えられるという立場

に立っていることに注意しておこう。

本論文の構成は次のようになっている:

32では弦理論がどのようにして非可換幾何学と結びついているかを Seiberg-¥Vit.tぐn[3]に沿っ

て本論文に関連する部分を紹介する。 33では [3]で提案された-J1J換なゲージ場と非可換なゲー

ジ場の聞の変換(いわゆる Seiberg-Witten 111ap) を再考しそれに不定性があることを示し、 [3]

の主張について議論する。 10

34では変形量子化の定義などを簡単に紹介する。 35では Fedosovの*積の構成法 [8][9]とそ

の性質を詳細に述べ、後の notationおよびconventiollを同定する o 36はFedosovの*簡を川

いて、あるいは Fedosov の構成法に付随した形で、 一般の非白明な背景での~I:可換ゲージ理論

の構成法を提案する。 11

37では、最も簡単で、しかも露わに計算を遂行できる例として通常よく調べられている定数背

景場の場合に 36の構成法を適用してみる。 38では 2次元の定数でない非自 I-!Jjな背景で露わに

Fedosov *積を計算できる例をつくり、それについて議論する。 39では synlp1ectic多機体とし

てKぬ1er多様体と場合の Fedosov流の*積について触れておく。

310では本論文のまとめと今後の展望を述べる。

また AppendixAでは sYlup1ectic多様体に関する事項をまとめた。 AppcndixBでは*績のい

ろいろな性質について本編の補足を述べた。

10これは [1]に基づく っ

11これは了ヒに [2]に基づく

ら



2 弦理論に現れる非可換性

ここでは弦理論にどのように非ijr換性が現れるのか簡単に述べ、 33で議論する [3]の主張を

紹介する。

2.1 作用と境界条件

弦理論では、簡単のため時空が平坦: gij = f}りとし、他の超市;力照論に現れるよ易は零とし

た背景のもとで考えることが多いが、少し一般化して計量 gijが定数で、 NSNS2-forln場 (B

場)Bりが定数の背景時空で弦理論を考えよう。(実際、このような背京も起主力理論の自明

な古典解である。)ここではとくにボゾニックな開弦に注目し、作用:

r-、 s=一人 Id
2
(J(山川市jーへθJMJ)

4士刀 CYJL: 

を考えよう 。12 まず弦の長さを πとし、次のように作用を書きかえる.LJ 

=一~rμd2匂σ叫(~ιgijX i ;釘~j 一 1ιgijX'パiγ(
2πα， I ¥ 2 J <J 2 J I'J ' -"J 

(2) 

、、，，
J
'

つiu
J
'aa

・‘、

この変分をとると

か -'Ì~'" (d2(J川 -XffI)dXj -土 Idt I (川一丸山町|π (4) I J~ \ 2πα'1 L ¥J IJ. - <J I J 

なので、弦の端で任意の変分 dXtをとると境界条件は

gりX'J十 bijXJ= 0 (a.tσ= 0，π) (5) 

となり、また運動方程式は

)(i _ XffI 
= 0 (0三σ三π) 、、EE

'
'
'

P
O
 

''''目、、

である。 (5)という拘束条件があることに注意しながら正準量子化の手続きを慎重に行うと開

〆ヘ 弦の端で Xi同士が非可換になることがわかる。 14

2.2 開弦の端の非可換性

ここでは共形場の理論に基づき (2)のグリーン関数から弦の端に生じる非可換性を導こう。

作用 (2)の世界面を Euclidにしたものは

SE =土Id2z (gijaXi[JXj + bijsXi[JXj) (7) 
7了α'J豆、

~，"-I- /， 壬 日 ( -1 0 ¥ 12 ここで乞は開弦の世界面じあり乞 1. のi3tii は l/~(3 : = ( -:.. 1. ~ )に同定し t:.:， ( ここの議論では b.cゴー
， ¥ 0 1 J 一-

'1 (0  1 ¥ 
ストは本質的でな いので無視することにする

1 一101

13f :=二 σ(}lσ :ス=σ〆2 話I二£とした亡

1，1具体的には例えば [11]の AppendixAを参pι



で与えられる。ただし Z二戸川)‘....， -が(tー σ)θ=差。二五山=伊八点とし弦の!世界而

は z平面の上半面とする。従って開弦の端は z:'IL而の実'li自になる。境界条件 (5)は

9i.] (θ-δ)XJ + bij (δ+δ) .. Y J = 0 (at z = z) (8) 

運動方程式 (6)は

θθXt 
= 0 (hnごと 0)

となる。したがってグリーン関数ムij(zぅ之"，':;;')を

三;θぬ ij= -62(z _ Z')gi人 (In山l
πα， 

gij (θ-d)ムjk+bij(θ+d)ムjk= 0， (at z二三)

ムり(ム Zうどう 21)=ム31(zfJfふ 2)

、、EE
'
'
'

ハジ
，，，a
‘、、
、

、、，E
，，，p

ハリ
1
2
A
 

，，，『，、、
".---、、

の解として定義すると 2次元のラプラス方程式の基本解から境界条件を満たすように;重ね合わ

せて

ムt]= イ (gij (log 1 z -z'l -log 1 z -グ1)+ Gij log Iz -2'1
2 +土eijlogこれが)¥J ¥ L.l 1 I ¥......1 1 1/ ¥....)1 I 2παI ふーん / 

(11 ) 

が得られる。 (Dij= Djiは任意定数。)ここで対称、行列 Gt]と反対称行列 81
] は

σ3+£=(g+よJり
( 12) 

i""'¥ 

つまり

GZJ=(1g1131 011=一(出)2(1B113(日)
¥g + 2πα'BJ 9 -2πα'B ) ) ，- _-I ¥ 9 + 2πα'B-g-2πa'B) 

と定義したo GIJの逆行列である Gi.jはopenstring IIwtric (それに対してもと作用の中の gij

はclosedstring luetric) と呼ばれる。このムりを propagator(Xt (zヲz)X j (z'， 2'))と同一視す

る。特に弦の端では z= 2 =: Tうど=2' =: T' として

(X 1 ( T ) X J ( T')) =一川log(アーァf)2+jO1Jε(T-T') 

となる。 15弦の端でこの 7 を時間とみなして同H寺刻交換関係は

[XI(T) ~ XJ(T)] = Xt(T)X](T -0) -XJ(T十 O)Xt
(ァ)= iBり

( 14) 

、、ts''
P
0
 

1
E
A
 

f''
・t‘、

15 

f 1 (:r > 0) 
ε(x) = ~ 1 -1 (:r < 0) 

log山 0)=川土 jm(Z) (15) 

で Dリ=()とした，



となる。 16 つまり f)t] ヂ 0 あるいは bリヂ o なら弦の端の座標が~1:fiJ換になっていると解釈で

きる。

2.3 可換な記述と非可換な記述

開弦の端がくっつく p+1次元膜である Dpbraneの低エネルギー有効理論として Born-Infeld 

型の作用:

Sm = .1 d
P川 1う

乙BI = 111+1V -det(g十 2πα'(B+ F)) 
gs(2π)p(a')Y・

r-， による記述が従来なされてきた。(以下では worldvolul11eの座標と背景時空の座標を同 A 視する

staticゲージをとり、 Dbraneに垂直な方向の揺らぎ (Higgs場)は無視し、 Dbrancに沿ったゲー

ジ場の自由度に注目する。)これに対し背景に定数 B場がある状況で前節までに見てきた非可

換性はどのように現れるのだろっか?SeibergとWittenは[3]において、開弦の端でpropagator

が (14)のように表されることから OPEでつぶすときの llletricとして openstring rnctric Gり

を用い、さらに余分な f)ijの効果は積を lvloyal~の*積(つまり f 吋 =1叫 (ih4)g
で置きかえればよいという議論をした。とくにこの結果 Dpbra，neの低エネルギーイ守効作月jは

「非可換JBorn-Infeld型のもの:

( 17) 

SBl = .1 dP叫 BIう

.eBI 
_ 1

v+1¥/ -det(G + 2πa'F) 
Gs(2π)P(α')ザ V

で記述されるという主張をした。ここで Gか Oりは (13)で与えられるものであり openstring 
.~ coupling Gsはclosedstring rnetric gsと

(18) 

Gc = Oc (~et(G~~ J d  

¥det(g+2π'iB)) 
、、E
E

，，r
n刊
υ

噌
，

i

r
'
'
E
E

‘‘、

の関係にあるものとする。また Fは非可換ゲージ場 Aiのfieldstrcngth: 

Fij = θ'iAj一角Az-i(At*A1-AJ*A1) (20) 

である。 Dbraneが 1枚の場合では通常の可換な記述ではゲージ併が U(l)なので第 3項は零

になるのだが、非可換ゲージ場の場合は Yang-l¥Iillsのfieldstrcngth と同級の形で第 3 項は ~I:

零である。

16ここで左にある 誌の時間を未来にとるという pointsplitting I'('gul'aliχ川iり11をした

8 



実際 (18)の非可換な記述が通常の可換な Born-Infcld作JIJ(17)による記述と矛盾しないこと

が、次の 93で詳しく述べる gaugeequivalencc rdationを満たす変換liにより I]J換なゲージ場

んから非可換なゲージ場 Ai へ変換することで作!日を!白I~1妄市:き換えることにより示された。

ただし 93.3でも注意するように、 Born-Infeld作川がJ意味をもつのはゲージ坊の変化が小さ

いときである、つまり upto O(θF)の近似でのみ有効なものである。また'ITbfの 9ij，sり(従っ

て GzJ9013 も)は定数としている。従って(18)の行列式 detの定義では (20)の FKIltil--i:の積は

普通の積としてよし3018

まとめると Dpbraneは従来の可換な記述は closedstring 111ぱric9ij・NSNS2-fol・111Bij・do問 d

string coupling 9s:可換なゲージ場 Aiで書かれた Born-Infeld作用(17) になり、 ~1: r:ïJ換な記述

はopenstring 111etric G ij :非可換パラメータ 81
]，open string couplin民G.<;41ミ可換ゲージ場 Ai

で書かれた非可換 Born-Infeld作用 (18)になり、それらは立いに等価である。

定数 B場のある背景での Dbrane J:.のゲージ場の記述として非ilJ換な (18)の)iを採ること

f 、 にすると、さらに場が小さいとして展開して 2次までとり、 Dbraneが N 枚重なっていると

して (B場がないときと同様に) Aiを NxNのエルミート行列にとると

SNCYi¥"1 

gACYM 

= / dP+
1市 h;CYMGtjGKlM3う

= Gs(2π)p-2 (0')午 (21 ) 

が得られる。特に場の間の積は露わに*積で書いておいた。 19対応する41-:白J換ゲージ場 Aiの

非可換ゲージ変換(の無限小型)は

dAi 伐入 -i(Ai *入一入 *Ai)， 

dF:り=i(入*Fij -Fij *入) (23) 

であり、とくに N=1の場合でもゲージ群は非可換になっている。またこのゲージ変換のも

とで非可換Yang-:rvlillsの作用 (21)は不変である。

.~ [3]以降では (21)に加えて Higgs場など 111atterを入れて場の積を*積にしたものなどが議

論されるようになりこれらは非可換 Yang -Ivl ills 用論と呼ばれたりする 。 I\ .loyal 積の ~I: 可換パ

ラメータ Oりを零に持っていくと 普通の U(N)Yang-I¥ulls理論である。また行列同士の*積

17 Sei berg-¥¥'itt(，l1 ma pと呼ばれる つ
18G

1) I日]土および F1j と Gklの積においては Gklが定数であることから*積と仔通の積は等しくなる 。
19ここで考えている状況である本債がl¥loyal積の場合、部分積分可能なら上の積分|人}では二つの関数の*積

は普通の積に帰着 し、特に

jハル)吋(:/;)二IdJ>+l:r y(川 (.1:) (22) 

が成り ilっ ただし f~ G.l のような _~2:の*積の場介は積分測!文をうまく定義しなければ (22) が成り 立たない ム



の交換子[~ ] *は

[A， B]* := A * B -B * A 

=むよ(ユ)K011Ji 川 θ11 θ1川 1
. . . U12kB] (2k)! ¥ 4 

1 11} 10i111 012HIM+l{伐l 九十JAめ1
. . . o]2k+J B} ) 

(2k+l)!¥2ノノ
(24) 

と表されるので普通の積による交換子卜 lだけでなく反交換子{、}もでてくるが、行列の

u(N)値性つまりエルミート性は

/ー¥

(i[A， B]*)t = i.[At， Bt]* 

により*積の交換子をとっても保たれている。

(25) 

3 Seiberg-Witten map 

前述のように SeibergとWittenは [3]で B場の入った普通の Born-Infeld作用(17)に出てく

る普通の可換代数上のゲージ場んと B場が露わにはない「非可換JBorn-Infeld作用(18)に

出てくる非可換代数上のゲージ場 Aiが互いに gaugeequiva.lence rela.tion(26)で結ぼれている

と主張し、それを定める微分方程式を与えた。ここでは gaugeequivalence relationについて再

考し、 [3]で与えられた変換 (Seiberg-Witten n1a.p)には大きな不定性があることを議論する。

3.1 Gauge Equivalence Relation 

et] でパラメトライズされたl¥1oyal積*= exp(~方i eij万j) をもっ非可換で結合的な代数
~ Ae = (u(N) @ C∞ぅ*)の上にゲージ場 Aiがあるという状況を考えよう。 20また、この Oパラ

メータの空間を dと書き、そこに代数 {Ae}e引があるとみなす。

二つの代数 Ae，Aeの上にあるゲージ場とゲージパラメータム‘入 εAeと Ai(A)，入(Aぅ入)ε

Aeの聞に次の意味の gaugeequivalence relationがあると仮定する:

Ai(A) +んAi(A)= Ai(A +んA) (26) 

ここで久は無限小の入をゲージパラメータとするゲージ変換:弘Ai= Di入=仇入 -i[Ai，入j

である。 21 この関係は次の I~Jが可換で、あることを意n未する。

20もちろん N> 2のときは *積には行列の積も合まれていると解釈する F

21[A.B]:= A牢 B-B * A. {A. B} :二 A*B+B*A としてい る

)
 

i

・1
句
B
E
E
-
-



。入

A; A; 

d入

Ai 

(26)をか空間 dにおける AiεAoの関係式とみなしてその解を求めよう。 A= A+6A(A)+ 
0(682

)ぅ入=入 +6入(Aぅ入)+ 0(68:2)として (26)を展開して 0(68)までとると:22

Ai 

りA1-b16入+i[6Ai)入l=jM叩 'kAilàl~} 

-j60kl{ALMt十九}+α68ゆ iF1，;1+ s68ゆ i[A"、At]ぅ

~68kl{机 Ât} 十紛0がkμ叩l

iド68附0がkl(2{九九}-{Ak) IJlFij +叫})

-lα68kl[~りうん] -iß68kl[~りう [Âk ) At]L 

この解は一般に23

A
A
b
A
n
m
 

r
A
U
 

6F:り

fヘ、

(27) 

となる。ここで Fij:= 8iAjーめん-i[Ai1 Aj]はfieldstrengthであり、 α，sは任窓定数であ

る。 24とくに αぅグという任意パラメータが入るということは gaugeequiva.lence rela.tion (26) 

の要請のみではこの無限小変換が一意的には決まらないということを意味している。ただし、

第1式をみるとゲージ場 Aiを含む α60klFLl+360kllAK7Allをパラメータとするゲージ変換の

項のかたちをしているので、その意味では自明な項といえるかもしれない。

しかし、この 6による変換 (27)を2回行うと、仏βに依存しない不定性が生じることをみ

よう。。を 602だけずらす変換 62 をしてから Oを 607だけずらす変換 61をするのと、逆に

61変換してから 62変換したものの差:'¥ 

(28) 

は Aiの変換のか空間 dにおける :paけ1dependence:を表しており (27)を使うと次のように

[61ぅ62]Ai:

22exp(を(8+ bf))lJ万1万j)=}bf)pq万pexp( }81J万t
万j)方q+ 0(1582)により、 b()が無限小のとき

b{f・y}= {b r y} + {r bg} + ~ b()pq [δ'pf‘
θ'qyL bIJa' = IJ1af -i[bAi， fl + ~bep吋θ'pÁ 1 守 ο'qf}

2 

が成り立つことに注意する c

之3bAiは Ai，15(1).θtで足を適当につぶしたもので書け、 d入は入の 1次で、あとは A1.MFJ.aiで足を適当につ

ぶしたものと仮定した範聞でこ
2.1 (α=3=0としたものが [:3](:3.8)式に相当する こ

11 



"rへ¥

!¥ 

計算される:

[61、62]Ai

-61(-M{ALM十九}+α吟lρiFkI+がりi[iL，.At]) -(1 ~ 2) 

=土6e~t6efq ( 4i[九p，atθ'qAi] + 4[Fkpl [Alぅθバi]+ [Aq1 atAi]] 
16 L. 1 

¥ 

-[仇Ap+ Fkp1 [At， DiAq]] + [δ~AJ\、 +Fpト [Aq ぅ DiAL]]

+{Akl {F{qぅDiAp}}-{Apぅ{Fqt1DiAk}} 

-i{ Ap) {Ak) [A{ぅDiAq]}}+ i{Ak) {Ap， [Aq， DiAt]}} 

+2i[θ~Ak ， Diθ'qAt] -2i[θ'kAp， DiatAq] 

一[[Ak，ApL DiaqAz] + [[ApぅAk]うDia，Aq]
ー 仇 山 川 } }+μp， {Ak， 1¥a1Aq} } ) 

ベM216的相ん]+げ[[Ak，At]ぅ[Ap)Aq]] 

+iαグ([[AkぅAt]，らq]-[[Ap1 Aq]うFkl])

+ト({θkFpq，Al}一{θ戸川q})

+抑制Ap，Aq]， At}一{ゐ[Ak， Al]， Aq} )) 

州 1同 +β[Ak， Al]) -聞 叫+β[Ap，Aq])) 

-土de;lder
q
( 2i[Fkp1 IJ，Fqi +βqEi.i] 

16 L. 1 

¥ 

+ム(j{Ab{Ap九}}+j{AP7{Abhq}}

+寸巾i却却[[川
+Di(α守グ depen凶den凶tterrns) 

12 

(29) 



681 

A 

。入:

681 

~←、、
縦の線は()-空間 d上の点のゲージ orbitを示している。

縦の 2重線は同じ点上の 2つの異なる orbitを表す。

まず予想されるとおり仏βに依存する項は全て(ゲージ場 Aiに依存した)ゲージ変換の形

に収まっていることに注意する。しかし注目すべきなのは、最後の衣式の第 1行の α，βに依

存せず、かつゲージ変換の形でもない部分があることである。つまりこれは gaugeeqllivalence 

relation (26)だけで uptoゲージ変換で Aiの変換を決めようとしても alnbiguityが残ってし

まうということを示している。ただし、このか空間 dにおける変換の 'pathdependellce'の

形はゲージ共変な形をしており、少なくとも「局所的Jにはゲージ場の再定義により吸収でき

るものである。 25ここで「局所的jといったのは紛が無限小の範|却で、かつ、*積の非同所性

を除いて、という意味である。通常の場の理論(つまり可換な代数の上の場の埋論)では場の

局所的な再定義では物理的な S行列は変わらないということが知られているので、この 'path

dependence'は素朴には安全な形、つまり物理を変えない不定性だと思われる。

(27)は d8が無限小の式なので一般にか空間()で「有限距離J離れた Oのんのゲージ場

の変換はこれをか空間 dのある pathに沿った積分
/".-¥ 

(30) 

で与えられる。したがって変換の 'pathdependence:による不定性も (29)を0に関して積分し

たものになるので、それを場の再定義で吸収しょっとすると什文には非同所的な II}定義が必要

になると思われる。つまり、この:path depcndenceうによる変換の不定性が物JIIlを変えてしま

うおそれもある 0 26LEずれにせよ、。-空間 dで、の積分路の選ぴ:}JはfJlJか他の物理的安前をi喧か

なければ決まらないことに注意しよう。

25[1]のyerSiOll1では (29)の最後の表式までは変形していなかったが、 Y.Okawa氏と E.¥Vit.ten氏によりゲー

ジ場の再定義により吸収できるもののはずだ(であってほししリ、という指摘を受けさらに計算したところ最後

の等式が成り立つことがわかった八

2(; このことに閲しては .\1.~I.Sh('ikh- .Ja bbari氏から指摘された

、ィ、J

-
-
-

句
E
E
E
A



3.2 不定性についてのコメン卜

ここまで (26)を解いて異なる Oの問の Aiの変換を求めるのにまず仰がJH日史小の場合の式

を導き、それを積分するということを考えた。ここでは別の)J法、つまり 68の(形式的)幕

級数として展開して orderby orderの漸化式で、考えよう。

まず Aiぅ入 εAoを 68:= 8 -eで展開する:

〈、入

∞

γ白

日

~
1八

〈

A
∞
ヤ
ム
日

~A 
、-thI''F

1
4
A
 

q
J
 

，，，，‘、、

r'、

ここで Ajη)入(η)ε Aeは O(68n)の量であり、 AjO):=At入(0)._入である。この形式的な展

開式 (31)を (26)に代入して 0(68つの項をみると 27

JJ) 一 ρムω1ふ入ν炉(何hη

= 乞 G)'SBνい68が砂0が併8kIi州川1μ山l1 ω砂附k丸州仙叶叶，.lι巾lん寸巾T[ヤ[ドθ仇九k1 δ仇kιJJJJ7jAfA4rr;??p川)、d札α礼l 仇ωM附入必川(何q)} ) (33) 

が得られる。(ここで和は p+q+γ=九 p，q，γとOぅPヂ凡 qヂ17の範囲でとり、ト}は γ

が odd(even)なら反交換子{ぅ}(交換子卜])を表すとする。)これはl，:辺の AjrI)守入(η)が右

辺のより低次の 0(68η-1)以下の量から決まるという式である。

具体的には次のようにして低い orderのものから}II買に AYI)1入(η) を求める:

1右辺に (33)の解 Ajk)?入(川(k= 1， 川-1)を代入する。

2. A(η)ぅ入(η)を適当な足をもっ 68へん?θjAk，...，'¥， θl入γ.の多項式28の一般形29で表してお

いて (33)の左辺に代入する。

3. 68η うAi'θjAb-・・ぅ人 θI入?・・・の多項式の係数を比較し、未定係数を決定する。

ところカすすぐにわかるように

，r¥  AA?(η) -bi. ~仰) + i[Â~(η) う 入]=() (34) 

27 AOの積を Aeの積で表わすために

exp(:7Td13万j)= ~ ( ~) 8ekd1 
・ 88"，，，，1川方k ?7K QXi}(:771821万J)7711..万1"， (32) 

ム..J ¥ 2 J 
~ ~ ~ ~ ，- I'I.j ，-

"'" 
---1-' 2 

" ， ~ --J 

という関係式を用いて式変形していることに注意しよう つつまりここに書いている(反)交換子は Au.1'.の *積

で表わしたものである c
28 Aeの tの多項式、したがって 9空間。の出発点が ei=oなら各項の積はJI:-rfJ換な*積であり、積のJIIIT序も

区別しなければならなしh
29 ここでは Ai ， À から Ai.À への変換式は Â1 • i DjAk:'・ぅ8()mn とそのj止をj菌吋につぶしたものでかけると仮

定する=これは登場するものは考えている setUpで最低限のものしかないという仮定で、その立場で、は自然なも

のだろう c しかし弦理論の低エネルギー有効理論としての非uT換空間 Lのゲージ則論を扱う場合、物別的 input
により、 openstring metric Gijやその逆行列も同等に現れると考えるほうがrl7:たかもしれないぞ もし、 Gijで

足をつぶすことを許すと候補となる多項式の一般形が非常に複雑になる
r
従ってこの場合 (27)(あるいは (41)) 

に相当する Miの l次の部分の不定性でさえ非常に煩雑になる可能性がある

1，4 



をみたす A?(η)入O(η)があるとすると (33)の解 AY)‘入(川)にこれを足した AY)+AJ)(η)入(n)+入。(n)

も (33)の解になっている。

実際このような不定性の項 Af(ベ入0(11) は以ドのように構成できる O

(35) 

および6入?交換子[1 ]がLeibnitz則を満たすことに注意すると AilDiAj‘...の Ao卜.の任意

多項式 Gが次の恒等式を満たす:

6入Ai= 仇入 -'i[Aiぅ入L6入DiAj= Di(θJ入)-i[DiAj‘入L.... 

、1
1ノ

ρ
U
 

9iu 

/
』

1
1

の
《

Dl
v
 

だナ
~

ゐG(AjぅDkAl・ )ーペG(Aj・1DkAll . . . ) + i[G(Aj・DkAll'")1入]=0ぅ

ここでぶは θ1入.-i-のように作用するもの、つまり Aiをので置きかえる、
dA 

中の Aiには作用しないものとする。 30同様に

(37) ゐFり =-i[Fij，入lぅ弘DkFij= -i[Dk~小入]、 う
~ 

AG叫 k，DIFmnl"') + i [e
F
(ん ρlん)ふ]= 0 

に注意すると

(38) 

ここで οF(らう Dl~nn ぅ )は Ae上のんう DlFm川 の多項式で、ある。

(36) (38)から (34)の一つの解が得られる:

oy)F(JJbbltmTUJP)+b10(η)(A31bkAl， ;60n) 

むe(η)(A3?bJh-;60n)?
.4?(n) 

入O(η) (39) 

これにより (31)の仰の各 orderにおいて(少なくとも)任意多項式

θ(η) (.4j)ρk.4l1. . . ; de勺θjn)F(SJK7bltmm ・ ;den)分の大きな不定性があるということにな

り、 ~3.1 の path dependenceによる不定性と consistentな結果を与えている。実際 (;(n)が (29)

のゲージパラメータがゲージ場 Aiに依存するゲージ変換部分、。;71)Fが (29)のゲージ共変な

不定性、に対応している。

特に deを無限小とするとこの不定性の形は

/~ 

グ168kllAA??Ali+β260klbJlぅ

α160klD1FKlぅ

。(1)(.4
j守

ρk.41ぅ
;d(1) 

e;l)F (ん Dl~nnぅ;d(1
) ( 40) 

となる。(ここで α‘β1，s2は任意定数である。) (40)を(39)に代入すると

dekl(α1DiFkl + ;31ム[.4k1.41] + ;32 Di IJk.4t) 

(α1 + !ß2)6eゆiF~.:l + (β1 -!i;32)初旬i[.4k:.4lL 
6ekl (2/31 [θρT All +j32bJA)=(231-ijhM0kl[θk人.4t]

Af(l) 

(41 ) 入0(1)

となり、係数を再定義することにより、 (27)の α.β 依存項が符られる。

.'30したがって D1O:，=ペD，が成り立つヮ



U(l)の場合

ここではゲージ群が U(1 )31の場合を考えよう。さらに Fijはゆっくりと変化していると

仮定し O(θF)を無視する。この近似は Born-Infeld作JJJを考えるときのものである。正確

には Fr-..J θAを 0(1)とみなし、 (δ の数)-(Aの数)で近似の ordcrを一数えることにする o

Di=伐+03kq-Ai仇+O(δ4F8)ー Fリ =δ'iAj一向Aj十 (}klδkAialAj十 0(84F)および (27)の n，(3

依存項は O(θ2F)で無視できることに注意しよう。

この近似において (29)は

3.3 

[51， 52]Ai = ~5(};~15(}fq IJi(AkApAq) + O(lIθIF)， ( 42) 

また同様に32

[51) 52]Fij 

= 土d(}的可;rl60舛fq(い4(れi[伊DpFiたわ，DqF円乃jt]一 i[伊Dk~ψDIF円〉μq]十 [[何Fif.，:わう F円jp]+ [~ψ F円〉弘川k]， Fi円lル何川q]16 ~ .1 ¥ 'l  r ，..， '1 J 

+2i[FkpぅDlDq九+IJqIJIんl-t12139j{AL{AP7hq}}+j{Apぅ{Aト九}}

→[[川

となり、

('¥ 

( 43) 

となる。 (42)(43)の右辺は leadingが j川l5(}fqAkApAqをゲージパラメータとするゲージ変

換の形33 をしていて、残りは O(θF)の項は含まずさらに高次の項になっている。すなわち

O(δF)を無視する近似では Aれんは uptoゲージ変換で ga.ugeequiva.le町 er山 tion(26)か

ら一意的に決まることになる。

92.3で述べたように Seiberg-Wittenは普通の定数 B場の入った可換な代数上の Born-Infeld 

作用 (17)が B場の効果を*積に押しこめた非可換な代数上の Born-Infeld作用(18)に upto 

O(θ止)で等しいことを示した。

実際の彼らの証明では一旦可換な記述 (17)と非可換な記述 (18)を結ぶより

なゲージ場を含む) Lagrangian 

(非可換-般の

=-jtdo;I60fq[九AkApAq]+ O(θ4F) 

r---¥ 

( 44) む1= 1)+1 ¥/ det( G + 27fCX'(止十φ))
Gs(2π)p(α')ザ V

を考える。ここで反対称行列 φ、openstring n1ctric (対称行列) G、openstring coupling Gs 

は与えられた closedstring 111etric 9、closedstring coupling gs、NSNS2-fα'111Bおよび非可換

31つまり、非可換ゲージ場 Aiが 1x 1行列ということこ
32(43)の始めの等式は U(N)の場合にも成り立つ亡二つf-lの等式は U(l)の場介のみTEしし】ぅ

33(J1) i-0なら代数のJI=可換性のため ;U(l)・の場合でも Fけはゲージ不変ではなくゲージ共変である、

ρ
h
u
 

t--A 



ノfラメータ Oに対し

1 s 1 

G+2παfφ2παf十 g+2πu'B・

GQ = OQ (~ct( G + 2παゆ)γ ニ 95
~ ~δ\d付(g + 2πα'B) ) (1 ， ( ー ¥¥l

¥ ノ (det ((9+2お万一法i)(g + 2πα'B) ) ) 

( 45) 

により決まるもので (44)の中の Fは (sヂ0なら)非l什突な代数 AoJ二の非日J換ゲージ場 A

のfieldstrengthである。この対応でみると特a に (T=Bとなる s=Oの場合が可換な記述(17) 

を再現し、 φ=0なる 0の値の場合が (18)の非可換な記述を再現する。(- -~般の O の場合は

( 44)による非可換な記述である。)[3]では ostJの変分のもとで非可換代数 Ao上の非可換ゲー

( 日 ジ場 A を(27) (で α=β=0にとったもの)のように変化させれば、(44)のんIがnpto全

微分、 upto O(θF)で不変であることが示されている。つまり

6乙BI= (全微分)+ O(θF) ( 46) 

なので特に

5B1 - Sm = J dp+lx Jるら1二 ο州 ( 47) 

となり 二つの記述は作用のレベルで(この近似で)等価になる。同じ意味で(44)は g，Bを同

定したとき異なる Oでも互いに upto O(θF)で作用は等しい。

ところで (27)はgaugeeq uivalence relationをみたす無限小変換の一一般形であり仏βが零で

ある必要はないが、 α依存項は O(θF)であり、さらに U(l)の場合グ依存項も O(θF)となっ

ており Born-Infeld 作用を議論する近似ではこの不定性は無視できる。

ところで (27)の仏βに依らない不定性として 93.1で議論したか空間 dにおける変換の path

4六 dependenceから生じる不定性、つまり

らllo一む110=んt116tBI ( 48) 

のpath依存性が一般にはあるが(43)で見たように今の U(l)の場合は upto O(θF)の近似で

は効かない。

3.4 まとめ

Seilけぬber尽g

可換ゲ一ジ場の問の変換 (βSei山bcrはg-¥羽1引t。白の叩nけlnap)川lはまム、 -~骨般支には大きなイ不〈 3元定i主:土汀，↑f性|ドて~Eがあるが、 少なく

とも U(l刊)で O(似θF)を無視する Born-Inぱ1f長ぞeld作!月用!日1の(付44め)の()in臥nd心leI幻叶叩pc光e川 er町 Cの説明 [3]は結果

として正当化される。
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U(N)， IV三2の場合や(非可換) Born-Infeld作用の O(θF)なとソJj次の-MJ1I-)iiまで合める

議論をする場合は、オリジナルの Seiberg-¥Vittcn変換((27)で α=β=0としたもの)には

上で見てきた大きな不定性があることを踏まえて似竜に議論すべきであろう。

ただこれらの不定性は (27)(29)より

[ゲージ場に依存するゲージ変換+(ゲージ場の量子数を保つ)場の再定義lで吸収できる形

をしている。ただしもともとの*積の非!局了吋d所性カか瓦らこのイ不ミ;定Ldむ剖i江t凶_!，引'1性|
は非常に非局所的になりうるので、実際の非可換ゲージ理論における S行列の計算などでこ

の不定性が物理に効いてくる可能性がある。*積の性質から場のr1}定義の非同所性が非常にう

まくまとまって、実は普通の可換な場の理論のときと同様に物JrRに効かない可能性もあるか

もしれないが、それをみるには非可換空間上の場の理論をまじめに解析しなければならなし ¥0

特に space-tinleの非可換性がある場合つまりが1ヂ0の場合は普通の場合の Hanulton形式を

素朴に適用できなくて量子化そのものをきちんと考え直さなければならない。

4 変形量子化

非可換時空を扱う一つの方法として変形量子化の千法を考えよう。ここでは数学でいうとこ

ろの変形量子化の問題を簡単に述べる。

4.1 Poisson構造

A:lR可換代数34に対し、 {う}:A x A→ Aは次の条件をみたすとき Poisson構造である

といわれる・

(1) lR双線形:

{αj + bg， h} =α{jうh}+b{g，h}う {fぅα9+ bh} =α{jぅg}+ b{jうh}，α，bεlR， fぅg，hεA
( 49) 

(2)反対称:

{jぅg}= -{g，j} 

(3) .J a.cobi恒等式を満たす:

{jぅ {g ， h}}+{g ぅ {h~ j} } + {h， {f， g}} = 0 

(4) iLeibniz則jを満たす:

{rgh} = {.rg}h十 g{f，ん}

(50) 

(51 ) 

(52) 

この Poisson構造の具体例は Poisson多様体 (Al‘α)のPoi附仙折弧[1 ]pわであり(この場

合 A= CX(Jd). ~A.l 参照。)、以降主にその場合を考える。

3-1つまり、 Aの元 f.gにわIしj'.9=.9.jεAとなる jjH奥な積・があるとする ，この ・はしばしば略されるつ

l計
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4.2 変形量子化

可換代数 Aの可換な積-を hというパラメータで変形し、非flJ換な*績を入れることを考

える。そのためにまず Aをんの形式的等級数に拡張したものを A[[h]]と書く・;日

A[[h]] := {f = L rlf" Iムモ A} (53) 
ん=0

|変形量子化の問題|

AにPoisson構造{: }が入っているとき、 A[[h]]に次を満たす*積 A[[h]]x A[[h]]→ A[[h]] 
36を構成せよ。

1.初項の条件 :IR双線型な 1¥hし)を用いて

f *g =乞がλlk(f，g)ぅ ¥lf，9εA[[!t]] (54) 

と書け、

λん(!:g)= fgぅ1¥11(!: g) -]¥11 (g， f) = i{f， g} (55) 

を満たす。

2.結合律を満たす.37 

f * (g * h) = (f * g) * hぅ ¥lf，9ぅhε A[[h]] (56) 

変形量子化の問題は数学の問題として symplectic多様体 (λfぅω)の場合 syrllplectic、構造 ω

から自然に入る Poisson 構造 (~A.2 参照)に対し Dc Wilde-LenlOnte， On1ori-lVlaeda-Yoshioka， 
Fedosovらによって解かれ ([16][8])、より一般の Poisson多様体 (Al，α)の場合に KOl山 evich[13]

によって解かれた。 38また Kontsevich[13]による構成法は Cattaneo-Felder [14]によって経路積

分表式が得られている。

f¥ 量子化と言っている物理的意味は普通の可換な積・を変形して*積にすることが、古典力

学から量子力学に移行するとき位相空間の Poisson括弧 [fぅg]P.bを (Planck定数 hを入れて)

Hilbert空間の作用素の交換子 [fゥタ]で置き換えることと対応しているためだと思われる。つ

まり変形量子化の定義から

i(f*g-g*f)→ [1， g]川 (h→ 0) (57) 

という関係にある。この意味では積の変形パラメータれは Planck定数そのものであるが、以

下の非可換幾何学に現れる*積としてみるときはとりあえず、形式的なパラメータとする。 39

35形式的幕級数と言っているときはれの普通の意味の以来半任は気にしない

36つまり f*gεA[[h]]，vr gεA[[h]] 
37したがって暖昧さなしに f*g*h等と書ける c

38それら以前の文献としては [15]が代表的である こ

39時空の座標の非可換性のパラメータを何 らかの意味で Plallck定数と解釈できれば本米の変形「長f-化j レ

みてよいかもしれない ~

1 ~) 



4.3 *積の構成

変形量子化の問題を解くための故も :素朴な*績の情成法は定義に従いれの ordcrby order 

で腕力で計算するという方法である 。試しに Poissω 多総体(八f‘川の場介に*積の始めの方

を求めてみよう。

一般に*積 (54)が結合律 (56)をみたすことから

乞Alz(1:1\丸 t(g~h)) = L A1t( 1\h-t(f， g)刈 Vl: g.h ε A[[h]] ~ k =川(関)
z=O l=O 

が要求される。

(58)の k= 0の条件は (55)より可換な普通の積が結合律を満たすことから1:'1HJjに満たさ

れる。

~- '. (58)の k= 1の条件は

1¥11(fぅgh)-1¥11(fgぅh)= 1¥11 (1: g)h -f 1¥11 (g， h) (59) 

であるが 1¥1/1= Alt + lvl1- ぅ A1~( 1: g) =土Alt(gぅf)のように対称部分と反対称部分に分ける

と反対称部分は (55)より Poisson構造から1¥11(f， g) = i { f， 9 }と定まり、 Leil丸山則 (52)から

(59)は結局対称、部分の条件に帰着し、特に Alt(f・g)= 0と定めると自明に満たされる。

(58)の k三2の条件は

f 1¥.fk(g: h) -1¥;Jk(fgぅh)+ 1¥lk(fぅgh)一λIk(fぅg)h

二乞(Alz(九九一z(f，g)，川一 J¥;lz(f， Ah-l (g， h))) 

ぬ戸崎』、

、、‘‘，，，
，

ハリハー。
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と書き換えられ、右辺の λlt，l-:5:_k-1が定まれば A1kの満たすべき条件が決まり、これを順

次解いていくことで*積が定まる。

例として k=2の場合を求めてみよう。簡単のため前述の A11(fぅg)= i{fうけの場合を考

え、さらに 1¥12(fぅg)=λ12(g， f)と仮定する。この場合 (60)は

川

= ← j α w 勺 f8jg8[h 一 1 α iり~ν1勺ωαρん叩JJkω0仇仏ωIkf似 '[h一 θω仰'lf訓fuθ州 ωωω州1，け") (仰州“刊) 
せ Jv " 4 

となるが微分の階数と足のつぶし方、対称性の仮定より

1¥12(1: g) = ααij a.kZθIθkfθJθ"9 + bθ1αij a.kl (θkfθyθ"9+θ3θlfθ'kg) 

+仁α2J8iαkl(θIkfθj8'9+θjUlfθ'k9) (62) 

(αJ‘cは未定定数。)とおけてこれを (61)に代入すると未定定数 α，b ~ cが求まって結局

九川(げ1:.9ω)= 一 : αω1リ~νJ勺ωωαぷd内k川句句、J勺l勺句θα1θ仇ωkf帆 g 一 1LLα(}lリJ川 ， (8似θk.f仰0州1ち J '.J 12 ".1 -J '-' J 

20 



となる o nの3次以上は、こうして定まった 1'11町八んを (GO)の右辺に代人して求めていく。

この例では

1111 (f. g) = -1111 (ρ f). 1¥ 1'2 (r g) = "' 1'2 (夕、 f) (64) 

という対称性をもっ Poisson多様体 (λf‘α)上の変形量子化の条1'1:を満たす*積を hの2次ま

で求めたが、必ずしもこの対称性を仮定する必要はなく、 a 般には*積を構成するためには

不定性があることに注意する。また、この腕力によって hの向次の項まで、求めるのは適当に

対称性を仮定したとしても大変な計算になる。次節からの Fedosovの*積の情成法は 111が

symplectic多様体の場合にこれを一度に求めてしまうものであると|寸H与に*積を定義すると

きの手で選べる自由度(あるいは不定性)もわかるものになっている。

r'¥， 5 Fedosovの*積

('、¥

5.1 Fedosovの*積

ここではおdosovが任意の syrnplectic多様体上に構成した*積を紹介する。 '10

5.1.1 Weyl代数東

2η 次元の synlplectic多様体 (A1う00)を考えよう。ここでは M のsyrnplectic構造を 00 と

する。まず M 上に Weyl代数束を構成しよう。

M の接束 Tλfと同型な rankが 2nの M 上の sylnplecticベクトル束 (L，ω)を考える。そ

して Lにsymplectic接続 VL が一つ入っているとする。 41この束同塑を

。:TJvf→ム

d : L*→ T* 1¥1 (65) 

と書くことにする。 L の局所 fralne を(引い・~e2n)とし、 L本の双対 frarlleを (e1， . . . ，e2n)と

する。これに対応する互いに双対な Tl¥lうT叩fの基底をそれぞれ ":Yi
ιzとし42次の IE規l町交

関係が成り立つものとする:

。1= 6(eI
)， ej = e(xj)司

(e1
: ej)L = (e1， e(Xj))L = (ð(el)~ Xj)TM = (e1， Xj)TM = 6，j. (66) 

40Fedosovの*積の応用では原論文 [8]に基づく構成法で議論されることが多いが、ここではそれを少し 一般

化した [9] の構成法について議論する c 物理への応用では本積を行列{世間数の卜. にまで拡張しておく[~]のほう
が自然である c

41 L を考えるのは後で述べる yl の取り方を 一般にするためであり、必~ないときは簡単のため L = TJlと考

えてよし九 ただし 38の具体例ではこの Lの自由度のおかげで、露わな衣よを件ることができる
・12X1 は .11のベクトル場、 81 は .:11の 1-fω'111である ハ
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この同型のもとで Lの句'nlpleけicfonn u) は次の 1'1 の ~I: .ìg化な 2-fonn 0.0 : 1:~ 

nn二 1ω;')_ (jl八eJ
u 2 ・J

(67) 

に写るが、これを M のSYlllplect.icfonn 0.。と同一視する。ここで dno= 0を満たさねばな

らない。 ωが始めに固定されているとき el を dno= 0を満たす範1mで1¥1のsylllplect.u、構造

を変えることができる。さらに λ11.に接続マεを持つ複素ベクトル米 εを導入し、構成し

たい Weyl代数束の係数束を H0111(E.E) =: A とする。以ドでは εのrHllkを N としてもV句 i

代数束の係数は NxN行列とみなすo 4，1 (ただし、行列の足は書:かないことにする。)

M の各点 zε 1¥1上のファイバー Lxでは線形 syrnplect.ic空間なので背通の l¥Ioyal積を入

れて Weyl代数日ノ(LぅA)を作ることができる。(ただし係数は A.1 値 とする。)つまりその元

は次の形をしたもので、

川=乞吋αK111PY11υlp (68) 

(ここでれが変形量子化のパラメータで y=(ν11・・ .，y'2η)はファイバー L;rの線塑出標、係数

の旬、i1" 'lp ξ Axは 1'1ぅ・・ ，'Z'p について完全対称、なものとする。)積は次の ivloya.l積で入れる:

ー I iliθ 一 θ¥. 
α00:=αeXD I 一一一一一--:W'J 一一一 I0 - ---r 

¥ 2 8yi δνj 
J 
--

よ人 / 仇，¥η θ θ θ δ 
=〉 :-i--luJ1山 ω川日一一- 一一α一一 一7b. (69) 
告 n!¥ 2)θνij  8y1n θυ]1θυ]11 

この o積は普通のI'vloyal積なので結合的であり、 Lxの座標がを ωりに関する syrnplectic変

換をしても不変である。 46以下で必要になるのでここで次数 (degとかく)を導入しておく-

degli = 2， degyl = 1. 
/へ

したがって (68)の各項は degree2k + Pど0であり O 積はこの次数を保存する 。

各点 zで、作った Weyl代数を貼り合わせたもの lV(LうA)= u托八l~久 (L. A)で 1v1J二の Wcyl

代数束を定める。つまり、その sectionは次の形で与えられる:

α川)=乞巾k.iL"'il'(:r)y
ll (70) 

ここで各項の係数 αk.ij''ip(X)は Aのsectionである。今の場合、 NxN行列値の pl椛対称、テ

ンソル場とみなせる。

43 
( -1)倍したのは Fedosovの conventionに合わせるためであり特に意味はないェ

ι1このように拡張したものを考えるのは N1文重なった D-braneの ¥vorldvolul1H通用論に対応したものにしたい

からである ニ
-lSもちろん係数の行列の積もとる c また ωリは ω7.Jのj並行子IJであるLI.川.wkj

ニ t5f
~りは一般に 1'1の座標がには依存するがグには依存しないので、元7 と ω1) のかかるl仰を交換できる

ので普通の !¥IOYe-d積と阿仁定義で よしh

つつ
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容易にわかるように 1/V(L:A)のccnterZは υlに依存せず Aの単位元に比例するものか

らなる。 47

さらに M 上の微分形式として H"(L.A)必八を考える 04おつまり、その日、け1011は

川 ，h)= 乞が玄J1αk.i 1 ' "i p.j 1 ' ，，) q ( .r ) yl j • • • yll' ()] 1 ̂  . . . ̂ (}]q ( 71 ) 
・+p?，O.k三O q=o y.y. 

という形で表されるものである。ここで旬、i1 ' "i p ，j 1 ' "j IJ ( :T )は 11. . . lpに関しては対称で )1'. ')q 

に関しては反対称なテンソル場である。 1，V(L:A) ~ 八の sectioll の積をがに関する o 積と行列

の積と (}Zのwedge積を同時にとることで定義すると lV(ムA)必八も代数を成している。(上

と同様にこれも αobと表わす。)degaQを αの微分形式の次数とすると l'V(L.A) @八は o積

に関して zx Z graded代数をなす。つまり o積は degもdegα も保存する。そこで以下では

交換子卜 lを

[αぅb]:=αo b -(-1) (deg"α)(dcgab) b。α (72) 

で定義する。この交換子を使って W(ムA)⑧八の centralp-fonnを次のように定義する:

Z⑧八Pニ {cε llV(ムA)@八PI [c、α]=0、Vαε lV(ムA)ぬ八}. (73) 

これは結局 yZを含まず、単位行列に比例する p-fonnである。

W(Lう A) @ 八のうち degと k の元からなるものを ~Vk(L う A) @ 八とかくとこれはフィルター

を成していることに注意しておく:

111(L， A) @八コ W1(L，A)⑧八コ W2(ムA)@八コ.• 

Wk(LうA)@八oWz(L，A) @八 cWk+Z(ムA)@八・

5.1.2 Weyl代数束の接続

上で構成した Weyl代数束 111(LヲA)に接続 D を導入しよう。

まずムEの接続 '¥lLぅマεにより W(LうA)上に基本となる接続

(74) 

て7=マL+マε:lV(LちA)@八q→ 111(L，A)⑧八(/+1 が定まる。これは局所的に次のように者:

ける:

マα dα一、がす l rmM  l JV11 川 1八 八 (}]q
2怠 I 台(p_ 1)! q! 1. i p I ¥ !L k. 117 i 1 .. ，i pー 1.]I''')q

+[r[αl 

dα+111rduJJ|+lFεα]. (75) 九I2 -IJ.7 J ，--I 

17もちろんここでの H"(L，A)の centerという意味は z={αε ¥1/(L.A) Iαo b = b 0α. 'VbεlV(L，A)}であ

る《

4がここで〈は.11_Iこの T本 J1のタト積代数を表している F

:2:3 



"'--"， 

4・ー¥

ここで d= dxμθμ= ezxiは Alの外微分であり rij:=ω1A FA7はマ1，の接続形式、 4grε は

マεの接続形式とする。このとき¥7，マLは o杭に関して gradα1dωivationになっている

マ(αob) =マαob + (_l)dega(la 0 ¥7bマL(aob)=マI，G 0 b + (_l)dl~ga (lQ， 0 ¥7Lb 

vV(L， A)の接続としてマをさらに ..~--般化して次の形のものを導入する:

Dα=マα+jhAl (76) 

ここで γ は日!(LうA)0八l の globalsectionである。 D は明らかに o積に関して gradcd

derivationである: D(αo b) = Dαo b + ( -1 ) deg(l aαo Db 

(76)の γは与えられた D に対し upto central 1-forn1で決まることに注意しよう。 50D を2

回作用させると

D
2
a = *[n，αlう

となる。ここで Q は D のcurvatureで

Vαε Hi(L. A) @ 八・

n := R+¥7'"'(+わoγぅ

R:=:R1Jν1'yJ - iltRE1 

Riりj _ LいωJ.)i仇kRk~J=ωi仇k(dr
k
j+ rk円kl̂  r

lうj

RE dxrε+rε 八Fεふ? 

(77) 

(78) 

のように表される o Rり51は ¥7Lのsymplecticcurvatureで RE はマεのfieldstrengthである。

5.1.3 Abelian Connection 

前節で lV(L，A)の接続の一般形 D(76)を導入したが、ここではそのうち Abelianconnection 

と呼ばれる特別な接続を考える。これは Fedosovの*積を定義するために重要な役割を来た

すことになる。

まず準備として l;l!(L，A)③〈に次のような次数を上げ下げする作用素 5，8-1を導入する .52 

る=et主τ。y

λ-1 _ J yil(Xi)古川村>0) 

l 0 (Pv + q = 0) 

日仏(L，A)~ ̂Cf → -VVp-1 (L、A)G¥i ̂Cf+ 1 

日仏(L:A)白川→ l竹+l(L，A)② 八q-l

(79) 

491'(75 )の 2番目の等式は ωリ=定数、つまり Darboux座標のとき成り ιつつ ωリ=定数のとき r1j二 rjiが

成り立つことに注意しよう。(実際マLei.= e]マLJEz=rktJfjjek=r勺k とするとマLが ω=jωlJel八 e) に関

して symplec:ticであることから O二 ¥7Lk(J.，'iJ :=θkωij -w1jr
l 
ik -Wilrl jk = rj1k -r'ijk if仇-ωij= 0となるc)

50 [8][9]ではこの centrall-formを 0にとることでこの不定性を問定しているがここではこの向山度を残して

おくことにする c

51sympl(、cticconnec寸ionマLはマLωij= 0を満たすことから Ri_J= R]i が成り立つ二

5:2直後に述べるように 6-1は dの逆作用素ではない【紛らわしい記5・だが Fe品川OYのIlotatiollにしたがった、

21 



I(Xi) は内部積、 Pvは νの次数(つまり作}りするJJiの μ1の数。)、 q= dcg(1である。 dは1¥1

の外微分 dと同様な式をみたす:

6:2 = O. (6-1)2 = 0‘ 

6(αo b) = 6αo b + (-1 )cil宮内1o6b: 

α=  66-1α + 6-l6α，+α00・ (80) 

ここで α。。は αのO-forn1の υ?を含まない項である。 三番fIの式は Hodgc-deRhanl分解のよ

うな式である。しかし 6は zの微分を含まない純代数的な作用素であることに注怠する。実

際、交換子を用いて表すことができる:

，.r--， 

ぬ =-jlω川川l

では Abelianconnectionの定義を述べよう:

(81) 

D がAbeliαnconnection仲 D2α=0、Vαε H/(L.A)ほÎ

つまり D のcun引 ，ureDが central2-fばn1Dε Z0八2になるということである。この場合

Bianchi identity53は DD= dD = 0となり Q がclosedであるべしということになる。これら

の Q に対する条件により Abelianconnectionを与える γの形が制限される。

Fedosovによる次の定理が基本的である:

匡 百 次 の 形の Abelianconnectionが存在する [8][9]: 

Dα=マα-6α+ZIT?α]=マα+11ωijy
28J+ハαlぅ

h 
D = Do + Dlぅ

。。=-1ω-;，;82
八8J

v 2 <J (82) 

J〉{¥ ここで Doは M のsymplecticformであり、 Dlは次数が2以上の closedcentral 2-forn1'54で

γε lV2(L: A)⑧ 八1である。

実際、与えられたマう Dlε Z0八2?degと2:1"εlV;3(L: A)③ 八0:p，1υ=0 = 0うに対しろ5

今，
e

今，，

z
o
-
-E

O
 

マ(ωijy
28J)+ R -Dl +マr+十01

(83) 

を満たす γが一意的に存在し、この γ を!日し、て Aheli8n conn('、けl0nが (82)の形で一一つ定まる。

536¥7α'，= -¥76α.マ2α=訂R.αL¥7R二 O.6R = 0 tこi主;立すると 一般に D0.= 0となっていることがわかる 2

51従ってがの因子を含む士

吋6.1で詳しくみるように μ=2乞乙:斗p吟ω三訂1位叩otiが)1片k守f
われないようにするため lμ向l刈刈O.i]. 1" (.T)が単位行列に比例すべしという条f'I:も必要である p

56第 1式は (78)の Q の式に (82)の第 2式と 守=ωリグI()J+γ を代人すれば何られる こ

:2!J 
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--、

これは (80)を使うと

T=のl+ 6-1 (マ川J)+ R -nt) + O-1 (マI+j101) 附

と等価であることがわかる。実際 (83)→(84)はγ=6d-1γ+ Ô- 1 ðl・から W~ ちに従う。 (83)← (84)

であるが μIy=u= 0の仮定から 6-1γ =Ilが成り江つ o (83)の第 1式は Biallchiidentityから

従う。 57

(84)を漸化式とみて γ を一;意に定めることができる。実際マ oが次数を保作し、 6-1が次

数を 1だけ上げることに注意すると (84)の右辺の第 1JJt第2項(つまり iterarionの初瓜)は

lV2(L， A)に入っていることから第 3項はからの γ への寄与は it.era.t.ionにより次数が 1ずつ

上がったものになる。つまり iterationを繰り返すたびにどんどん次数があがっていき無限M

iterationを繰り返せば γが定まる。 58 (この次数の議論が成立するように degμ さ3，degOlど2

の次数の仮定を置いた。)

また γ を次のように分解することもできる。 γ の対称、な添え字 (y'i の添え字とつぶす部分)

とforn1の添え字を合わせた全体で対称、な部分九とそれ以外の部分の九の布lに分ける:

1 
γS 一一 ZAkfk(111idlytI03 

2k+I>2 

γa 一一 T一九. (85) 

すると (83)(84)は

6-1
1'S = μぅ 61's= 0， 

凡 = 0， 九6To= '9マ( ω 川 ) + R 一01+ マ?九S+ ;トヤγ九巾s0 γ九s+マ玖わ凡s"山川7九叶αJ+j十わヤT(九川「α(/.0バO

→寸γ九S- 乞 が吋中;μ仇九仇kわ川1ηlωiljytl νyt1川1...yl 

2k+I>2 

→ 日 1( 'il (Wijyie 

(86) 

と書き換えられる。ただしマsα-マα+*[γsぅα!とした。この式からわかるように μは 1'sを

定める部分である。 59

57 (83)の第 l式の(右辺)-(左辺)を A としよう o d-1A=d-1
(マ(ω¥Jyl()J)+ R -0) + '，17十 tγ 07')-15-1

67二

γ - 15μ-(γ - 1515-1γ) = d(μ-15-1
1')=0う (2つ日の等式で (84)を 3つ日の等式で (83)の第 2式を IIjしEた勺)

DA = D(n -0..0 -01)二 DO-dno -d01二o(1つ目の等式ではゥ =ωijy1.8J+ rとしたとき、つまり今の D
の curvaturθ を Q としたc 2つ自の等式は Bianchiiclentityおよび 00‘

01が central2-f山、IIIであることから従

うc)にj主意する ::DA = 0より d-1dA= o-1(D + d)Aしたがって 6-)A = 0から A= d-I(D + b)Aとなるが

D +15ニマ+引7'， ]は次数を減らさない (γ 以下に見るように (84)から山γ 三2となるヶ)ので J-I(D+ d)A 
は Aより次数が増えているはずでこれが矛盾しないためには A二Oである c

58ただしここでは九:1/に関する形式的幕級数の意味で言っていて、 tpj国の意味での収束性は議論しないこと

にする つ

59 ちなみに [8] では手で μ ニ O つまり九二 O としてその場合しか議諭していなし九 [9] では μ の白 ~ll度も取り
入れて考えている ::Fedosovの*積を用¥，~ている文献では [8] の 11 = 0の場合のみ議論しているものが多いが、

μ という大きな向 111度が入りうることに注意すべきである

2G 



以上より、与えられた 01，γμ に対し Abclianぐol1ncctiollD を与える γ を(84)から次数の

order by orderで求めることができるのだが』・般の場合に f1111orderで cxplicitに γ を与える

公式は今のところ得られていないようである。 60

5.1.4 Flat SectionとFedosovの*積の定義

D2 = 0を満たす Abelianconnection D に対し自然に K(、rDが考えられるが、これを βαt

sectionと呼ぶことにする。微分形式の各次数に応じて

r-'¥ 

八PWD :={αε Hl(LうA)0八PI Dα= O} = KωD n l'/(L1 A)∞八p (87) 

と表記しよう。またこれらを全部まとめて

八H!D:= {αε l，V(LヲA)⑧八 IDα=O}ニ KerDn H"(ムA)⑧八と書く。 D は o積に関して

derivationであることから白atsection八日匂はれ'(L，A) 0八の部分代数をなしている。 61

ftat section のうち特に 0-forn1 が重要になる部分であり H乍-八Ol'VD とおく。 ~ミ|努 1，\勺Jt

は C∞(ル1)[[れ]]0Aの元は 1対 1に対応している。非可換空間上の場の理論を考えたいときに

adointスカラー場は C∞(M)[[n]]⑧Aの元とみなしたいので、この対応は C∞(1¥1)[[11，]] Q<) Aの

かわりに WD を考えてもよいということを示唆している。この対応の nwpを具体的に与えよ

う。まず

σ : W(L，A)→ C∞(1¥1) [[ n，]]∞A 

α日 σ(α):=α|ν=0， (88) 

とおく。この σを 1ゲDに制限したものも σと書くと実はこの σが lVDから C∞(1¥1)[[11.]] 0 A 

への 1対 1写像を与える。また αεH!Dに対し Dα=0より <5-1(D+<5)α=<5-1<5αなので (80)

を用いると <5-1(D十<5)α=α-α。。となることに注意すると σの逆写{象は

.r-
I 

α=α0+<5-1(D+<5)α (89) 

をiterationで解いたものである。 D+ <5 =マ+*[r: ]は次数を下げないことに沌意するとこ

の右辺第 2項は次数を増やしてし=く、つまり γ を求める iterationと同機な意味で、この解は J

意的に定まる。 γ のときと違って αについて 1次の式なので (89)は形式的には解けて

α= Q(α0) :=乞(<5一l(D+d))ka。
た二。

L (<5-1V)rll<5-1
[十(門Y261γ(内 )T116-lljT(dlwhiflolll

1>0 
nl・1/2・…‘rll+l三0

、‘，，，，
ハリ

ハ
リ
υ

J'aaE
、、

601'1が affinelocally symmetric K品hlerの場合には μ をうまく選ぶことでほactに γ を求めることができる c

(q9.3参照)

61つまり α.b E八ll'/)に対し αobE八lFoとなる つ
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と表される。 6:2

以上から l/VD上 Qσ =id. であり、 c∞ (~~J)[[h]]∞A LσQ = id.である。すなわち

の対応で σが→を Qが←を与える。

この対応により 11匂上の o積を用いて C∞(Al)[[れ]]∞A 仁に*積を定義できる:

(92) 

。積が結合的であることからこの*積も結合的であることがわかる。また hの展開の始めの方

は36.1で詳しくみるように C∞(AI)[[九]]⑧Aの単位行列に比例する元同士の*積は変形量子化

の初項、の条件を満たしている。つまりこの Fedosovの*積は任意の synlplcctI(・多様体 (λ1，00)

上の関数環 C∞(AI)の変形量子化の解を与えている。 63

37にこの構成法による*積のもっとも簡単な例を載せた。それは非可換性が定数 alWで表

されMoyal型と 一致するものになっている。 38では 2次元 (η =1)の場合の非自明な例を示す。

旬、 bOεc∞(1¥1)[[Ii]] 0 A 。"0* bO =σ(Q(α。)0 Q( bo))， 

，r-，¥ 

自己同型

35.1では Abelianconnection Dに互いに同型な (Wι0)と (C∞(1¥1)[[h]] @人*)を定義し

た。ここでは 2つの Abelia.n connection D， D' があるとき(~ノFD'O) と(日ノ/)， ， 0) の問の同理、し

たがってそれから誘導される (C∞(1¥1)[[ 11，]]⑧A， *)と (C∞(Al)[[h]]@ Aうりの|川の同型を議論

する。

まず W(L，A)⑧八の自己同型を考えよう。そのために lV(L，A)を合む Hl+を導入する:

代数の同型、5.2 

(93) w+ = {U =乞 Z4UKZIJtljP|Ukiltpd∞(Al)は}
l=O 2k+p=l.有限和 I 

つまりこれは vV(ムA)と違って九の負幕を許すものである。 vV+の元で次数 0の項が 1で

ある

〆-

(94) 、 H;3 ε H!~(L ~ A)ぅU二叫oGH3):=訂(*H3)

(91 ) 'i内
7
 uu 

マlk)αOy"']仙)=乞(門)h'αo=εよマ

62とくに γ=0の場合は簡単になって

となる C

63この構成法では Abelanconnection Dの元になる接続マを定める必要があるが任，意の sympl刊 ;ti('多様体に
は symplectic接続が存在することが知られているので L= TJU の場合を考えると少なくとも 4 つは変形量子化

の解を与える *績を構成できるて

2S 



の形をもつものは o積に関して鮮をなすことに注意する。ここで H':~(L. A) ( ζ H~)(L. A))は

単位行列に比例する成分は lV~)(L ， A) の元で、その他の成分は ll'~)(L. A)の元でかつ hの肉子

を含むものとする。 64 この U を用いて

α日 U-1oαoU=ず7

1
，(三人 [H3'[H;3' . . . . [H3' 0] . . .]] 

ム...Jk! ¥ h ) 
(95) 

という変換を考えるとこれは lV(L，A)∞八のβber11J'lseな臼己|司型写像になっている。 6.') この

写像は次数は保存しないがfiltrationを保つ、すなわち αε ll'k(L，A) @八ならば U-1oαoUε

Wk(LうA)0八である。 66

さらに sectionのsupportを動かす Hi(L，A) 0八の日己IIiJ型写像も考えられる。つまり dif-

feornorphism f : 1¥1→1¥1 (およびその Lや εへの lifting) に対し

_r-，¥ 
A:α日ム(U-1

oαoU)‘ αε Hl(L， A)ばl̂ぅ 、、BE
J
'

po 
od 

J
'
'
E
E

、、

も自己同型写像になっている。ここで fに対応する pushforwordムおよびpullbackf*は次

のように定義されるものである。 67

σf(x) 

υ(x) 

f*a(x， y，れ)

f*α(xぅy，h) 

fO
*α(x，νうれ)

f~α (x ぅ U うれ)

Lx→ Lf(‘r)ぅ (σf(z))kt州、l(f(x))(σf(刈)lj=ωij(:r)， 

Ex→ εf(x)ぅ

V(X)-lα(f(x )， σf (.T)払九)v(x)= v(x)-lfO*a(x，払 f中J(~r) ぅ

(fつ-1α=υ(f-l(X))α(f-l(X)，(σf(f-l(X)))-lυうれ)V(f-l(X))一l

f~(v(x)α(丸払 ñ. ) υ (X)-l) ，

α(f(x)，σf(x)払 h)，

α(f-l(x)ぅ(σf(f-l(x)))-ly，I1). (97) 

第 1式により o積 (69)は不変である。特に f= id.のときはむ(:r)は普通のゲージ変換(随伴

表現)で σf(X) は symplectic 変換 (Sp(η) の基本表現)になる。 6~

( 自己同型写像 (96)は Uv-1(x)を U と再定義することにより

A: α 日 f~(U-l 0αo U)， αε vV(L， A)② 八1

U=expo(~H2) ニデ土 liHλ H2 ε 叩， A) ち¥ h --.. } ム...Jk! ¥ n --.. } (98) 

のように書きかえられる。日三(ムA)は H1HL，A)とhAの布lとする。とくにだ=id.となる

場合(つまり f= idでsynlplccticliftingが自明 :σj(:r)う=句な場合)このfl己同別写像 A

を HT
(ムA)上の“9αugetT，αηsforrnαtion::とよぶことにする。

64この H:3に付する制限は次に定義する U による変換が H/(LA)匁八の(l己fii]別を引き起こすように、つま

り変換した結果が hの負幕を含まないようにするためのものである つ

65この写像は Uf-> C 0 U = CU. C E Z.ヨC-1 なる変換のもとで不変であることに作意しよう t

66H:3の次数に対する制限から従う 二

67 jO*はが上には liftingとして作用し、その他の係数の八1'*1¥1部分に付しては常通の pullb川、kとして作用

するものである三

68 f-走者は重 )j均論 (擬 Ricmann 多様体) の場合の h訂升 Lon~nz 変換の矧似物である 亡



自己同型 (98)による Abelian C0111陀 ctionDの 1mα，9(:'D'を

D'a := AD(A-1a) 、、，，，，，，
ハジQ

d
 

/
1
1
 

と定める。この D'もAbelianconneぐt.IOllである: (D')'2(l 二 AD'2(A-1(1) = O. Aの定義成

lゲ(L，A)③八を八H/D に制限することにより自己同型写像 Aは同?1173像(lii]じ記号で衣わし

て) A :八WD→八vVD，を定めている。実際 Da= 0なら D'a'= D'(Aα) = A(Dα) = 0で

ある。この同型は AbeliancOl1nection D， D'によって定まる積*， *'の equivalcllぐeを引き起こ

す。実際これを見るために

T:αo日 Q-lA-1Q'(α。) 、、t
t
''

ハ
リハリ

旬
E
i

J
'
a
，‘、、

なる Tを導入する、つまり

/戸、、¥

(VVD10) 

QI 
(C∞(A1) [[li]] 0 Aう*)

A 
一一一一一一→ (HlD" 

0) 

I Q' 

(C∞(1¥1) [[h]] 0 A，〆)モ一一一一一一-
T 

のような状況を考えると*積の定義 (92)から69

αo *' bO = T-1(Tαo * Tbo)う (102) 

となる。これは T:(C∞刊の[[li]]0 A，〆)→ (C∞(Al)[[h.]]0人*)が同盟写像であり、それぞ

れの積*ぅ*'の equiva.lenceを表わしている。 70

2つの Abelia.nconnection D 1 D'の聞の関係を調べよう。

まず D(82)を

Z 
αε ~V(ム A) 0 八 7Dα マLα+

五
[γT，α]，

γT 一一 -ilirε+ωijy
28J十 γ

う

f
園、

i Q 
11j  

(103) 2Rdy+マ/..，rT+ hrT 0γT 

という形に書き換えておく。 (D'についても同様。 )rTは Fε と γを合わせたもので“gauge

transforn1a.tions" U (98)に関するゲージ場である 。71これにより (99)は

γL:=ji勺Lf
O*，

呼 = f~(U-lo γT 0 U -ihU-1 
0 ¥7/..，U + hC-y) (104) 

69 

A-1α(x.y，h) 
A-1

(αo b) 

T-1 

U 0 fO*a(x，y， 12) 0 u-1. 

(A-1α) 0 (A-1b). 
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などにj主意するご
iO*積の equIndcnceについては例えば [17]参照c
71もともと勺は (94)の Uに関するゲージ場で f[はt'(:r)に!万するゲージ坊である
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と書きかえられる。 (C守 εZ③ 〈川lはウT の℃何cntral1ト-f、or口~nl のイ不く 2定i江:ご，性|

のは γ の次数をあわせるため0) さらに (104)の第 2式カか、ら

DU=Uoj(川 -̂tr -hCi) 

fO*O' -0 -hdC，γ=0‘ 

fO率。0=00 (105 ) 

/""， 

が成り立つ。(第 1式は (104)を書き換えただけで、第2式は第 1式に D を1'FJflさせ R;JfjVJ=

j~ (Rijyiyj)を使えば得られ、第 3式は第 2式の次数零の部分。)

(υ10閃5)は任意の 2つの Abe叶elianc∞onnectiぬonD守D'が与与a えられたとき L日れ{I勺y

の形の白己同型 Aが存在するための必必、:要要条条-何件二を与えている O とくに第 3式から fは 00に関

する synlplectolllorphisrn72で、第 2式は Q とjO*O'が同じ cohornology(・lassにあるべしとい

う条件である。 (105)の第 1式は

U=σ(U) + 6-1 
( (D + 6)UーとU0 (fO*ì~ ーヴT - hC-y) ) 
¥ ' I Ii ~ ¥J 11 I ~ - r I J 、、，，，，

ρ
り
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リ

ーE
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、、

のように書き換えることができて、これを漸化式とみることにより 73与えられた σ(U)ぅf;¥γT，寸与

に対して itera.tionで Uが一意的に決まる。

逆に Q と0'が同じ cohomologyclassに属し、次数零の項が一致すれば (98)で f= id.と

した形の Aが存在することが証明されている。 [9]これにより、 2つの cquivalentな*積ある

いは 2つの同型な代数 (C∞(A1)[[九J]0Aぅ*)は symplectomorphis1llと“gaugetransfonna.tion" 

で結びついている。

lV(LぅA)⑧八の任意の自己同型 A(98)は2つの Abelianconnectionに対し、

同型 A:八WD →八lVD，を与えることをみてきたが、特に Aが八WD の白己同型を l7・える場

合に注目しよう。これは Aが

(' Da = ADA-1α? Vαε lV(L， A)⑧八 (107) 

を満たす、すなわち A が D を保存する場合である。このとき*積は不変である、つまり

(100) (102)は

T = Q-1A-1Qう

αo * bO T-1(Tαo * Tbo) (108) 

で第 2式は*積の定義から恒等式である。 (104)の変数をJlJしEて

勺IL= 勺L，

一一
f
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72symp}cctic di日'eomorphismのこと =
73 

r
、.Q(α0)をよ!とめると きと!日j様l二次数がどんどん j-_がる形になっている
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となる場合、条件 (107)は満たされる。 74(109)の第 1式から SYIllPlccticliftingσfは

r(f(x))ぺk(fO*ek)= r(:r)lIlu，ek 
- ((dCJf)σj1)11I[ (110) 

を満たすことを意味し75(109)の第 2式から (105)は

DU=Uoj(ハー(け川町-C'y)) 

n' = n + ltdC.小
jO*no = no. (111) 

となる。

さらに上のような D を保つ Hi(L:A) 0八の自己同型 A を “gaugetransforn13tions'、に制

限するとその結果誘導される八HiDの自己同型は以下にみるようにいわゆる noncom，rnutative

gαuge trαnsfoγmα針。η と同一視できる。

図 1:flat section の間の同型写像と自己同主~!写像。ともに W の 1:'1 己同~~~!写像を制限すること

で得られる。

Hl(L: A)②八上の '"gaugetransforn1ation:う

A:α日 U-1oαoU. (112) 

74これは一般には (107)のための十分条件ではあるが必要条件ではな L九 しかし今のH的のためにはこれで十

分であるて

75これは1'0本マL-マLfO*つまり fとその s.ymplectic li仕ingが共変微分と IJJ換になる条f'j:式で、ある 亡
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を考えよう。これが特に D を保つためにはだ=id.から(109)の第 1;:~は ~'PYJ にマi=

f~マLfO* =マL となり第 2式が要請される。この場合 (111)(109)より

DU = iU(C~ -C'y) (113) 

となる。 76

(113)に D を作用させて D2= 0 から d(C~ -Ci，) = 0となるので局所的にある内 εZを

用いて c;-Cγ =dc.p')'と書けるべし、ということが U に要請される。しかし、この 'fi'は

局所的には (112)を表す Uのかわりに V:= U exp( -'ic.pi')を用いることで吸収できて(113)と

(112)は

α←→ U-1oαo U = V-1 0α oV VεH/D. (114) 

r-" となる。逆にこの形の日ノ(LぅA)⑧八の“gaugetransforrnation"は八H/D の自己同型写像を与

える。この (114)はAbelianconnection D を保つ“gaugetransfornlation" A (112)は八lVDの

自己同型として locallyinnerであることを示している。

また (114)は WD と(C∞(AI)[[n，]] 0 A， *)の対応を思い出すと σを作用させることで

αoト→九一1*α0* Vo， (115) 

となる。ここで αo-σ(α)ぅVo=σ(V)とした。これはlVloyal積を月jしミて書く通常の非可換

Yang-Mills理論の noncolnmutativegauge transfonnation (随伴表現)と同じ形をしているの

で (C∞(NJ)[[n，]]0 A， *)の noncommutαtive9αuge transforrnation (あるいは非可換ゲージ変

換)と呼ぼう。 (114)も八liVD の noncomrnutative9αuge transforrnαtionとH予び、このような

D を保つ自己同型写像を AD と書くことにする。こうして得られた noηcom，m，utαtive9αuge 

tr，αnsformαtionは八lVD 上では局所的(あるいは白berwise)な変換であるが (C∞(AI)[[h]]0Aぅ*)

上では普通のl'vloyal積と同様に非局所的な変換であることに注意しよう。

r 
5.3 trace 

ここでは Fedosovの*積を用いるときの traceの定義を簡単に紹介する。 [8][9]

I trace I 

trace Trとは H包上の線形汎関数で Vαε lVJ)に対し

C
 

C
」C

 

3
A
 

∞

Z
M
 

α
 

m
H
 

、、Bt
Fノ

ρ
h
U
 

1
E
4
 

t
E
A
 

J''a
‘‘
、

の形になり

Trαo b = Trb 0 α う Vαε lVf~ ~ VbεlV[) ( 117) 

i6D'α=D(U-1oαo U) =剖U0 DU-1.o] = o.α ε八l-FnよりU0 DU-J が (，p山 a1l-fonnになれというこ

とが要請されること から もこの条件は得ら れる r

:3:3 



を満たすものをいう。ただし 11/oは 1FJ)のうち 111Lコンパクトな supportを持つものとする。

これを (C∞(AJ)[[I1，]]~ A1 *) (のコンパクト support) Lの traα?とみなすときも同じ記号

Trを用いることにすると第 2式は*積で書き直して

Trao * bo = Trbo *α0: Vα。ε(C∞(λ1)[[h]]@ Ay 1 VbnεC∞(111) [[h]]εA (118) 

となる。

上の性質を満たす traceを定義するためにまず次の定理が成り江つことに注志しよう・

匡自[9]代数 vVD は、局所的には自明な代数 H/oo(IR2n)と!寸別である。

ここで自明な代数日句。(IR2つとは平坦な λ1= IR2
n 守|二、自iり]な Abcliall COllllCぐtiOllDO ・

/一¥

DO=d+jlωij州] (119) 

を入れたときに定義される flatsectionからなる代数である。 77この場合同J
は定数で Q(αo(:r))= 

仰 +y)になるので*積は O 積で、 ν1をどで置き換えた普通の l¥loyal積叫(一時ω唱)
に帰着する。

まず自明な代数 WDO(IR2n)に対する日包。(IR21l)上の traceは

α=土 j 斗r(}(α)
(2πn)n }ITf，.2n 川

で定義する。ただし trは行列の tra.ceである。これが上で述べた traceの性質を満たすことは

すぐに確かめられる。

一般の vVL;上の tra.ceはの定義は局所的にこの自明な代数上の traccで表現しておいて足し

合わせる。つまり αε HI1)の supportの十分細かい被覆 {Oi}をとりその上での 1の分解を

{ρi}とする:

(120) 

乞ρi==l 、、1
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負師戸、、
f 

そして上の定理における同型写像を

Ai : ~VD(Oi) → WDO(O) ぅ o C IR
2η 

とする。このとき αのtraceを

=ツ土 I4tr叫ん(Q(ρi)0α)) 
ヤ(2πh)nん2n n 

(122) 

(123) 

で定義すると被覆や 1の分解によらず、 上の tra.ceの性質を満たすことが示される。

また H/ (L ~ A)の自己同型写像 Aから導カ亙れる 二つの flat sectionの1mの同型写像

A: lVD→ H匂， (D':= ADA-1) のもとで 11勺 上の traceTrと H!f)， _LのtraceTr'が

Tr'Aα= Tr仏 αεlV五 (124)

を満たすことも示されており、特に II勺の自己向型写像 A/)に対して traccが不変で、ある:

TrADα= Trααε11乍 (125)

iiここで r= 0の近傍で対応しているとしていて 81. = 81バ:C)d.Tμ が()1バ0)=可J
を満たしている場合を考え

ている F

:34 
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6 非可換ゲージ理論

6.1 エルミー卜性

今まで一般に Aは複素 NxN行列に値をとるとしてきたが行列のエルミート性を課すこ

とができるだろうか?つまり 35.1で定義した*積をとった後もエルミート行列で、有りうるの

だろうか。弦理論で現れる N 枚の重なった D-brane上に現れるゲージ埋論は U(N)なので、

それに近い状況にするために C∞(1¥1)[[ n，]] Q<) Aをエルミート行列に制限できるかどうか調べる

必要がある。そのために 35.1で構成した*積をここでは再度詳しく調べて実際エルミート性

を課すことができることを示す。

6.1.1 漸化式

35.1では*積を構成するためにまずAbelianconnectionを定めるための γ を求めた。 一一般に

γ=  2二 4日 112P3UZljP83 (126) 

2k+p'22‘た三0、P'20 ~ 

と展開すると漸化式 (84)は係数の聞の漸化式として

Tk，il…ip，} = γ;11 
P /.......， .......， ¥ 

lp.J十 2(p+ 1) ~ V (il Tlkl.i2"'ip)，j - V j九 (il".ip-J，ip))

十γt p!ωl)l~ wlml~lI r 

Lm.!日 !P2!2(p + 1)三τ ヲ7lTKIlIMllnp131771K2い九|F442)3}

(127) 

ここで右辺最後の項の和は P= Pl + P2 + 1ぅPl2:: 0うれど Oに対し集合として

{il' .. . ，ip} = {η1， .・.，npぃ吋ぅ ぅnLJf}となるものをーっとってきて

k二 k1+ k2 + m， -1， m，三Oうんと 0，k2 2:: 0， 2k1 + Pl + m，三2，2ん+P'2 + TrIど2を満たす範|現

でとる。ト}は m が偶数のとき行列の交換子卜!であり、 m が奇数のときは行列の反交換

子{， }を意味する。また (127)右辺第 1項は iteration(84)の初項

6μ+ O-1(マ(ωijylf)J)+ R -n1) =:γ0の成分を表わす。つまり

マM 1 0 1 ) = : ω山川川1mJJmJJTT7mVnう3

(TInη~tVJkは VL に対する振率テンソ jルレ0) に注意すると

o γ=  三; 叫イ111PJj1 川
2k+p'22.k'20.p三o ~ 

乞がjliK117pN11 川+ト1rnT7Vυje'，'

2k+pど2.k'20.pとo ~ 

十 :R17kljNOl ー~(れi叫ニ
F汽ベ J'¥，"'/ V つ / 

(128) 

( 129) 



(127)は γの最低次数2の項に対しては

。
γk.i 1"'11'.j 二 1・A人11 1p J T2k+p=2 、、，，，，，
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となり、次数 2k十pが3以上場合 (127)はお辺が 2k+p次より小さし川、の項の係数で書けて

いるので次数の小さい}II買に一意的に γ が定まる。

ここで注意すべきことは、 (127)の kニ -1に対してはイ-1辺の最後の項の手1]が形式的には残

り任意の i11... う ip，P ~三 5 ぅ j に対して

1 1. ・

つつlγO.i.1...tPl、1P1+ 1‘γ0，11'2'''il'，jJ = 0 P 1 ! P2! - '. '1'.  ， .. ，--

P=Pl +P2+l.Pl ~2 、P2 三 2
z (131 ) 

r" 

という関係式が出てくることである。これは (84)をみてもわかるように 11，-1 に比例する項が

零になるべしという条件である。そもそも D の定義で *[γ，]という項があったことを思い出

すと、今考えているItの非負の形式的幕級数で閉じた話をするためには γO.i;"'1μ が単位行列

に比例しなければならない。このとき (131)は自明に満たされる。これは忌いかえると (129)

から μ0，i1'''2p が単位行列に比例すべしという条件になる。これが (127)と示問しないことも篠

かめられる。

*積を計算するためには γが定まったとき白川 sectionα = Q(α0)ε 日匂を求める必要があっ

たのだが、この形を定める漸化式 (89)は形式的に (90)と表現できた。ここでは (89)に戻って

露わに成分に関する漸化式を書き下そう。

たを含まない α。εC∞(1¥1)0 Aに対し78

α= Q(α0) =三時αK11JIU1p
~. 

k三O、p三o 1 

( 132) 

とおくと (89)から

f一、 αk，11...ip - αd号+マ(ilαIkl.i2 句)zt(p -1)! W'll~ Wlml~l r 

m'!Pl!P2!三了一ヲ7l九1)1"'[m (n 1...nP1 ， j ぅ α Ik 2 .片山n;...n~2)}
(133) 

ここで右辺最後の項の和は P= P 1 + P2 + 1， Pl ~ 0ぅP2~三 O に対し集合として
{i 1， . . . ，i.p} = {n 1， . 川 P17n;7 7η;2Tj} となるものをーっとってきて

k = k1 + k2 + 7n - 1， 間三 0，k1とOうんど 0，2k1 + Pl + Tn三2を満たす範問でとる。[， }は

( 127)と同機に m が偶数のとき行列の交換子[， ]であり、 m が奇数のときは行列の反交換子

{ ， }を;意味する。

iK hを合む場合は hの菜で展開して線形に Q を作JjJさせればよい三

ドー

υ
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6.1.2 エルミート性

普通の意味のエルミート性と矛盾 しないための条1-'1:を求めよう 。これは iれサEえると U(1V)

ゲージ理論の非可換版を Fedosovの*積の場合に作れるかという問題である。 jE確には

(αo * bo)↑= bb *αb (α0・boεC∞(Al)[[h]]∞A) (134) 

を満たす条件を求めるということである。↑は普通の意味の行列のエルミート共役でが =h

を要請するとグぅωり εRより
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なので (134)のためには*積の定義 (92)より

(Q(α0) )↑ = Q(a.b) 、、E
E

，，，pu 
q
d
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を満たせばよい。これは Aが U(N)bundleつまり (re)↑=ーにという要請のもとで Qおよ

び γ を求める漸化式 (133)(127)より

(γk，II ...ip，j)↑=九t1'..tp，J (137) 

という条件になる 。(127)(129)から結局

(μk，il...ip)↑=μk，il...ipヲ (OlkL)t= Olkl (138) 

という条件に帰着する。

まとめると*積のもとでエルミート性 (134)が保存される条件は Aが U(N)bundle (これ

は九→ 0で U(N)ゲージ理論に帰着するための必要条件)で九μ，01がエルミートであるべ

( しということになる。

6.1.3 低次の項

ここでは 36，1.1の漸化式を次数の低い部分について具体的に解し Eた式を書き下しておく。 h

が十分小さいと思ったときに九による非可換な補正項を求めたいときに有flJになる。
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まず γ の成分について低次の項をあらわに書き下すと

γk.i 

γ
O.ij，k 
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μ九1う (k三1)

川 十 ;トトふいい州州州州川(れ川仰州1付巾巾|い111けml
Tm

1 
μl.ij - ~ (iREり +0l.1リ)+言マ[illlll.j]+ "2Jl1.[iP'111.J卜

γo、ijk、l = ;?トR凡九(が川1

(_ 2 
十面(¥7 UI1101.jk)lーマlμ川た -3ωm(jマiTヘ)l+2J~OY(iJiL|()lk)川

2 ，1，11 
γ o l f J K ) l 一

3rが
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このように一般に rは争反雑なパラメータイ衣存ttをtキつJJiがJgr;[以にあtく。 79
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79 L = TJJ でて! L の摂率が容の場合はー有 ~i二式が簡単になることがわかる ， fl = 0にとると !JIに簡単化される士

それでも山本 R依存性のためさらに高次の項は綾雑になるュ
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のようになる。従って*積は (92)より

α0* bO = 
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特に α0:boが単位行列に比例しているとき

仇ーやj8iao8jbo十。的

αobo +引いO]P.b.+刊叫C例(仰れ

となり札、変形量子化の初項の条件 (σ55め)を満たしている O ここで Poisson括弧[， ]P.b を

αo * b。

(143) 

[1ぅg]P.b.:=一ωtJdifdjg (144) 

/ヘ、

で定義した。 80

特に M の曲率 Rijkl依存性に注目すると*積は

ilt ~~ _ h? 
α0* bO = αobo - 2ωりマiαoマjbo-15ωijωklマ(iVk)αoマ(jマl)bo
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と表され 0(113
)から1¥/のIH]率依存性が効いてくることがわかる。

80負号がついているのは今のセ yトア yプでは "'1のわ肌on構造を Qo=-j同 jB'八 (}Jで定義しているから

である ご
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6.2 非可換ゲージ理論

~5.2 では \;\l(L ， A) @八の“ga.ugetransforrn3 tionいの特別な場合として八lVDのlocallyinner 

となる nOnC0111111utativegauge tral1sfonnations (~Iミ可換ゲージ変換)を定義した。この節では

対応するゲージ場を導入して、非可換時空上のゲージ理論を構築を u指す。これは [3]など多

くの文献で調べられている IR2
n 上の rvloyal積の場合の非可換ゲージ瑚論の白然な劃一般化の一

つである。

6.2.1 Weyl代数東上のゲージ場

まず Weyl 代数束 H! (L~ A)③八上の“gaugetransfonllations': (112)に対するゲージ場 A を

導入しよう。

~5.1 では*積を定義するために特に (82) の形の Abeliban connection D に注日してきたが、

ここでは Abelianconnectionに制限せず (76)の形の Weyl代数来 lV(ムA)∞八の持続全体を

考えよう。また ~5.2 では Wey 代数束の対称性である自己同型写像 A (98)を考えたが、ここで

はそのうち fiberwiseな“gaugetransforma.tion'う (112)に注目する。 Hl この場合¥71.，は回定さ

れるので、 D を(103)と書いたときの γTを物理的変数とみなすことにする。

conventiol1として一般の (Abelianとは限らなしミ)connectionを D と書くことにし、共変

微分 D:W(ムA)0八P→¥;¥!(ムA)0八p+l に付随するゲージ場を A と書く.82 

のα= ¥7Lα-i，[A，αl 

この D を2回作用させると

D
2α= -i[FA，α]， vαε W(ムA)⑧̂，

となる。ここで FA はゲージ場 A に対する“自eldstrengthう7 で

九二 ¥7LA -iA 0 A-土RJU3217，--tJ 

である o "gauge transforn1ation'う A(112)のもとでのはその irnageD'に'与される:

D'α:= ADA-1(L Vαε l/V(L， A) 八、

これより Aが

A' = U-1 
0 A 0 U + iU-1 

0マ/.，U+ Cj¥ 

(146) 

(147) 

(148) 

(149) 

( 150) 

81 つまりだによる自己向型は考えないということである と 前述のように f~ は重力理論に対応するもので、通
常の非可換 Yang-:s1ills理論の一般化の日的には必要ないと考える

82以前の記号で D は D に、 Aは-わァにそれぞれ対応するものである :また以下の計算では前日目ですでに

計算したものもあるが、今の conycntionで書き直しておく ，

41 



のように変換されることがわかる。ここで C..¥εZふと l̂は 4の定義の不定性からくるもので

ある。ただし、以下では dCA = 0という条件を課しておく。これは白山1strcngthが

九二 U-1oLoU (151) 

という普通の共変な形で変換されるようにするためである。

上で特にん εZ@八2 となる場合に 35.l.3のAbelianぐonncctIon，ニボit}~(f しんは -jQ に対

応する。

6.2.2 非可換ゲージ場

Abelian connection D を一つ固定したときそれに対応する fla.tsect.ion八HTJ) のlocallyinnc、r

な白己同型 AD をnoncolnn1utativegauge transfOnl1ation (非可換ゲージ変換)と!日J..~視した o

i---~\ (35.2)ここでは、このゲージ変換に対応するゲージ場開を導入し対応するゲージ理論を考え

/へ

ょう。非可換ゲージ変換 AJ) は“gaugetransfonnation" Aの一部なので 36.2.1のゲージ場 A

を適当に制限することにより八~VD 上の非可換ゲージ場を導入する。

まず (146)は A→ Aγ ーすの置き換えをすることにより

Dα = Dα-i[Aゎ α]， αε H/(L， A)③ 八ぅ

ム:=A+す (152) 

となることに注意する。つまりのに付随するゲージ場 A を「背'W:J[1'とそのまわりの折ら

ぎAγ に分けた。ここで Dは以下で一つ固定する Abelia.nconnectionであり [1'により決まる

ものである。 84背景 D は一般に“gaugetransformat.ion" Aで変わるが非可換ゲージ変換 AJ)

では保存される。

Uで定まる ;'gaugetransfonnation" (112)のもとで (104)(150)より Aγ は

A;，=U一10Aγo  U + C， C = C;¥十 C小 dC= 0 (153) 

のように変換する。

以上の描像のもと八lVD を非可換空間上の場の空間とみなそう 08586Weyl代数束 lV(ムA) 八

から場の空間八日匂に制限したとき、その元 αに対し 1フは Dα=0より

Dα = -i[A小
α]， αε 八H/D， (154) 

のように作用する。しかし αε 八lVD に対し Dα は八日/ρ に入るとは|浪らない、つまり 1フは

必ずしも八日ヤの gradedderivationにはなっていなし=。 従って逆に Dが八Hlj) J二で、gradecl

derivationになるように制限した Aゥを非可換ゲージ場とみなしたし )0

83非可換ゲージ場 (noncoml1lutativegauge恥 ld)と呼ぶことにする
84マ.11.s1によりゥァ (あるいは D したがって八lFρ が決まる (35.l.3)ので、これを「背民Jとみなすc
85これは定数B場の入った弦理論の背景で N 枚の重なった D-brane上の非可換 Yan日-l¥lills理論の記述で、普

通の Moyal 積の入 っ た Cχ(1R 2つ ~， A を Higgs 場の空間とみなすことの 一般化である 勺
86すぐあとでみるように p-form(pど1)の場に対しては ^PH勺をさらに制限したものを改めて場の空間!とみ

なすことになる

-12 



~ ' ， 

3 5 . 1 では H/o と Cχ (l~J)[[ 11]]父Aには 1kJ 1刈'1/いがあることをみたが八J!H"n、pさlの対応

物については触れなかった。 。積は八円Iア/). p三1上にも定義されているが*柏は O-fonnであ

る C∞(AJ)[[II]]@ Aの上で、だけ定義した。ところが υ1を合まないJI:.~什奥な全lI\j での微分形式

p-forn1(p三1)は定義していないo '8.7 (そもそもこのように O-fonnだけ特別な対!必があったの

は 6:6-1の関係式 (80)で α00が現れていたことに起悶している。)

グを含まない非可換な空間でゲージ理論を作りたいので、微分形式およびそれらの績を定義す

る必要があるが、以下では最も素朴にある同定した微分形式の基底に関して成分ごとにかfonn

c∞(1¥1) [[11]]⑧Aの上に定義された*積をとることにする。もちろんこのように定義する数学的

な必然性はないし、むしろ非可換幾何学の叶支論の universal di百erent.iala.lgcbra (1りにでも構成

すべきなのだろうが、このように成分ごとに考えるのは普通のl'vIoyal積での非可換Y<1 ng-l¥Iills 

理論と矛盾しなしミ。つまり、1¥1= IR2n で、*積がl¥Joyal積になる場合、普通物理でよく議論さ

れているものと一致する定義になっている。

6.3 非可換ゲージ理論の構成

まず、前述のようにれで変形された非可換空間 (C∞(1¥1)[[h]] 0 A， * )の_Lに「微分形式jを

定義しよう。

八lHlD の基底として closed1-forms 81ε Z0八1?(I=1f・. 1271.)をとる。これはわの任意

の幕を含みうることに注意しよう。この固定した基底 e/に対し、 p-fonnの場の空間を八Pl;lアD

の部分代数 ~VD ③ 八p ・

WD0入P

{αξ -VV(L， A)げ |α=iF1〈〈GIPQ(α11'..I
p
)，α1}，..1

11
ξC∞(Al) [[h]]リ}

p! 

C P̂l;l!Dぅ (155)

と定義する。(ここで αl}"'Ipの添え字は反対称である。)つまり、間定した基底の係数 Q(α/1'''/p) 

f、 は H乍の元である。この WDCDP に σを作用させてできたものを (CY∞(Af)[[11]] (9人*)の

p-fonnの空間と定義し (C∞(1¥1)[[ fi]] 0 A∞I¥P，*)と表す。これは p=Oのときにの 1対 1対

応の直接の拡張になっていて、 (C∞(Al) [[11]] 0 A ⑧ 八P~ *)の元から l;{"/) 八P の元を得るため

には固定した基底 Oの係数を Qで持ち上げればよい。また (C∞(1¥1)[[h]]ωA， *) Lの p-fonn

αと q-fonnbのwedge積は

α八b := 149I1〈 〈がp )八 lldJ1〈 八川 σ(Q(α/1山 Q(b，i]"'J
q
))

¥p! ノ¥日:ノ

=11611〈〈がPl〈 11611〈〈川 α11川 Jl'...J(J句 (山 )
¥p! ノ ¥q! ノ

とする。つまり、単に固定した基底は普通の(可換なときの)八献をとり、法肢の係数の問は

*積をとる。こっして得られた代数日/D g八あるいは (Cfχ(Af)[[h]] χ A (~ ん*)を坊の空1m と

8i[8].[9]でも定義 されていない《
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みなす。ただし今固定した基底。lは hを合み1'!Jるので、形式的にはjた111の部分は普通のnI換
な関数環上の微分形式と同じに見えても、 hで変形されていることに花怠しよう。係数の部分

だけでなく基底の部分も baselnanifold /¥1のん変形の」部を!ぶしているのである。

以下では八tvo をさらに制限した lFo 必 入を坊の常nn とみなす。 .~J氏 ijl のもとで

D 二 iFDj・ DjG. =ーペA守j，a]， αε11'υ ば1 入 (157) 

と書けることに注意すると、 D が l'VD~λ の derivation になるという条件(つまり Ð(H//) 約八) c 
WD @八)は Dj が H1D のderivat.ionのになるという条件(つまり DdlT

/) C H'/)) と同等で

ある。 88gB.1より D1が H/D のderivationになるという条件は

D(hAγ1) = 81εC∞(A1) [[11.]]∞八1 ( 158) 

I""-.--'~' をみたすような 81が存在するということになる。 (158)に D を作用させると D が Abclian

connect.ionであることから零になり、右辺の条件は d8[= 0になり、同所的に 81= dφIな

る φIεC∞(/¥l)[[h]]が存在する。 したがって (158)より

n，Aγj = Q(hAγ01一φ1)+φIぅ

A勾州Oω1 '= 刷州山γ刊11)= 

となり、これは D1が locallyinner derivationであることを意味する:

(159) 

D1α=jlQ(φ1 -hA叫件、 αε lA/D川 、、，s'''
、E

E
J

，
 

••• 
、

P
O
 

可
E
A

〆
'za
、、

以上の条件より、もともと y2の係数場として非常に多くの白 rtl度を含んでいた AγIはふと

Aγ01の自由度に制限されたことになる。あとであの部分は同定した基底 iPと背景 γTに

より標準的に決めるものであり、 Aγ0=  e1 Aγ01をその背景における非可換ゲージ場と同がl
/へ する。

σを作用させることにより (160)は α0=σ(α)εC∞(Al)[[h]]0 Aぬ八をrnいて

D*日 1Duいがσ川 、1
・1/
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E
i
 

，，，
E
E

、、

と書け、 D*は (C∞(/¥1)[[九]](1 A g:八うり のgradcdderi vationになっている。また D を2凶作

用させると 89
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(162) 

88一般に DVα=-i[DAi
，・αLαε 八H

・

D なので Dが八lFoのdearivaticJllになるという条1'1:は DAγξ Ztg八
2

になるてここでは場の空間を八H勺より小さくしたので Aiにより強い条件を課しているす
的この式は II・

D¥八PJ二だけでなく V(lεlF(LA)2̂ に付して成り立つ式で、ある
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(163) 

( 164) 

という関係にある。 九は Weyl代数束 Hl(ムA)⑧八上のゲージ場 Aの白cldstrengけ1なので

「背景jに依存しないという普遍的な意味を持つが、 一方ここで出てきた久，は7了?京 D に依存

することに注意しよう。ただし (164)よりその差は central2 fonn分だけである。

σを作用させることにより (162)(163)から (C∞(A!)[[h]]0 A∞ん*)上の同様の衣式を得る:

F刊

= ーが1^ (}J[九1J， 0.0] * 

jhF61ydJ=jdl八仇FγlJ

ー -~ëJ^ eJ [号-A，OI守ーんJ]. (165) 

/ー¥、、 1フ2α。

次に Oう81(=dφ1)に注目しよう。上の議論からは dosedcentral 1-fonnということしか決

めていなかった。これを以下のょっに標準的に選ぶことにする:

jIQ(品川(ふJ)]=寸 J? ;[州J]*=-J6
J， 1，J=1，"'， 2n 

を満たす centralfunctions q/εZ⑧八0 を持ってきではB.2参照。)

φ1 = -J01Jるぺ (}1 = dふI==-410J?

、1
1
ノ

ハ

bpo 

守
E
i

，，SE
E

‘、

(167) 
rへ

と定める。ここで JJJ=-JJlは (xμうグに依存しない)定数で J01バ11Kニ dfとする。この

式からがを九で変形された非可換な座標、がをその自然な 1-fonnの座標基底とみなせる。

さらにこのとき (166)(167)から90

印 ( φ 
1)， Q( φ .J)]= J01 山 j伊[防φ1，うふ利刈φι州叫.J]ル]*本*= J1λんo

訂印削Q似(φ lρ)ω?οQ( 品約州Jつ叶)リ!= 6 f 7 j l φ I J j 
j j j (168) 

が成り立つことに注意すると -JJ.] で足を下げたふに付随したがひυ臼氏。l を定めることが

できる。つまり 2行日の式を Q(。つ.ゆJ に関する偏微分の式と解釈して

d=ωI:=dljiQ(φ1 )， .]い似f:=dljihLf 

90 ( 1 GG) (1 G 7) ( 1 G8 )は(日lobal)Sp( n)変換で不変な式であることにit意しよう ，

、、E
，，
ノ

Q
d
 

に
り

1
2
A
 

J
'
a
E

、、
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と書くことにする。実際 (168)から

d:2 = O~ d; = 0‘ 

dQ(る1)= fjl = dJ/~ ιふl=GI=d31 1 ( 170) 

が成り立つ。 1 行日から d、 ι は di白~ercntial であり、 2 行日からそれらから 1'-) ~長に定義した 1-

fonnの基底が以前に普通の dを使って定義した基底と a 致していることがわかる。そして

h→ 0とすると ιは普通の可換な幾何学での dとして作用するものになる。

ここで定めた非可換座標。Iは

1 
00 =一一ωii8"八8J二一JoIJdd|f同 d̂ゆJlh=o、

J 2 
(171 ) 

に注窓すると普通の可換な syrnplectic多様体での Darboux昭和表をれで変形したものであるこ

とがわかる。つまりが =x1 + 0(11.)と書くとき〆は (]¥J
‘
00)のDarboux座標である。(170) 

からが =dが =dx1 + O(れ)，a1ニ θ1+ 0(11.)なのでこれらは普通の AIの可換な幾何学を自

然に hで非可換に変形したものだ言えるだろう。

この座標系でみると (160)ベ161)
は

Dα =dα-i[Q(Aγ0)ぅα]，以αo= d*O，o -i[Aゅうじ/'0]* ~ ( 172) 

となり、この表式から自然に Q(Aγ0):= 81 Q(Ai'01)あるいは Aγo:= 81 Aγ01 を非可換ゲージ場

と同一視できる。対応する fieldst民 ngthFi' (163) and Fi'本 (165)は

R=;hdJ(OIQ(ムOJ)一仰川-i[Q川 1Q(んJ)ト午)
= F'V-

土JnI161〈dJ
‘， 

2九山 v-

ι = :与トが{/刈̂叶d釘ベ巾咋
J

河十(←←
θ8*1ムんO一救υjムJバJA，ムγI一引i[μ料仙[μ叫Aムんγ刊0/1Aんんん~川ポ刊州川oωル)υ叶J]

一 FιLLF企一土Jふn川IIJG/〈dダJ 
1干

211.
-u， v (173) 

と書き換えられる。ここで Fi'および久*が平坦時空 Lの非rjJ換 Yang-l¥1illsJ_rn論で定義される

普通の fieldstrer唱thの部分である。残りのこの差の部分は「背景」から来るがcClltral2-forl11 

なので共変微分の交換子の中では無視できる。

Weyl代数束の全体のゲージ場 A としての白eldstrength FI1はここの記号で

ん= K -j (Q ー か1J川 J)= K -; (01 一 jトゐI.lJ仇川I川〈川d釘州ハ山Iつ九'Idしいd (174) 

となり、非可換ゲージ場 F̂fと M の syn1plcc寸lC構造 00 からの O(h)の「抗らぎjの相lで

書けることがわかる。この表式を眺めると弦理論の D-branc の Born-Infcld 作用に H~ てくる

F+B+gという組み合わせが思い出される。 (FはD-branc_I二のゲージ場、 B~ 9は弦理論背

'-1 (j 
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景のB場およびclosedstring IllE' tric だった。)これは今、ここで付与成している J~: f什奥ゲージ理

論が実はBが定数でない非自明な背景H寺空における弦JfM論の D-brallE'をぷわす非nJ換な記述

の候補である可能性の現れかもしれない。

(153)より、非可換ゲージ変換 Vε lVD のもとで A"は uP to cClltcrでjC安に変換する:

A;=V-lo Aヴ oV + C， C = C..¥ + C小 dC= 0 (175 ) 

この I成分に D を作用させると

IiDA~1 = 8/ + dC1 (176) 

となるが、今固定した closed1-forn1基底。Iを使っているので (175)の最後の式は

dC1 = 0 ・.C1 = CA1 + Cγ/ = constant (177) 

となり (176) の右辺第 2 項は零、つまり IiDA~1 =θIとなり (158)より V による非i1J換ゲー

ジ変換後も 一貫して同じ基底を用いた記述ができることがわかる。従って今の固定したmf標系

で (175)は

Q(A~01 ) V-1 
0 Q(Aγ0/) 0 V + iV-1 

0 a1 V + C/ 

C/ = CA1 + C，γ1 = constantう dCγ=0， dCA = 0 (178) 

と書き換えることができ、また (C∞(Al)[[h]]@ A， *)上の Aγ0/の三葉では

A;OI=九一1* Aγ0/ * Vo + i九一1*仇1Vo + C/， C1 = constant (179) 

となっている。これは (upto constant C1 tennで)平坦な時空上の非可換Yang-rvf ills ~q~論の

ゲージ変換の式と一致している。またこの非可換ゲージ変換のもとで fieldstrength( 173)は

t;IJ=V-1O tyIl O K 凡/J= VO-
1 *式/J* Vo (180) 

と共変に変換されるので Fi1J (あるいは F̂f*1J) の o積(あるいは*積)の多項式のtrace(123)

は lVD 上(あるいは (C∞(AI)[[h]] ~ Aぅ*)上)の非可換ゲージ不変量になる。 91つまり、ここ

で構成している非可換ゲージ理論の作用の候補として普通の Yang-f¥I ills理論の類批から

百 V 11Johi'JtJU川=市ヤャ/.1キ色{キieJ，}L12}; (181 ) 

の形が考えられる。足のつぶしかたは globalSp( 17)不変になるようにとった。

今のセットアップでは λJの計量ではなく synlplectic構造 00が始めに入っているので自然

な作用の形としては (181)が考えられる。ただ弦坦論、あるいは汗通の主力月!論と結びつける

には 11!にさらに計量が入った場合を考えて欲しい物周を記述する作用を探す必要があるだ

ろう 。

91 (163) より F~，!.l E 1Vn なので (compactsupportなら.) (123)の traccをと ることができる

-:17 
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標準的な座標を選んだときに部重された ε1oba1Sp(n)対称性を気にしなければ、あるいは

標準的な座標による基底にこだわらなければ、子で適当な定数の村林行ダIJCIJ を持ってきて

非可換ゲージ変換 (178)(179)で不変な

S = ~Tr (CJ勺 JJ'九JOK川)=: ~Tr (C'勺 J.1'人IJ*九円}4 ¥ T' V f' ノ 4 ¥ /T ，V /T，.， ) (182) 

も作用の候補になりうる。

また適当な 31背反対称な定数の組 fJ.J J( を手で持ってくればChern-SIl1l011S'Wの

S = fJJKTr (~Q(ム01) 0 aJQ(ムOK)-iQ(んJ)0 Q(ムO.J)0 Q(んは)) ¥ 2 "" ¥ 'V~ I V V ¥ I¥JI.. I 3 '" ¥ IV_j I '" ¥ 1¥.1..1 / -¥，( ¥ /¥111. / J 

= fJ吋 GルムJAM-iAol叫川ゅう (183) 

も非可換ゲージ不変である。

6.4 一般の場合の GaugeEquivalence Relation 

ここでは(nOnCOnl1111山 tive)gauge equi¥司1e町 erelationを満たす (C∞(λJ)[[11，]]∞A、*)ヒの

非可換ゲージ場から (C∞(A1)[[17，]]0 Aう〆)上のものへの写像を議論しよう。そのような写像

を'Seiberg-Witten 1 nlapと呼ぶことにする。 92*積が l'vloyal積になるような平均な背景での

gauge equivalence relationから導かれる Seiberg-Witten lna.pに|期してはねで議論したもので

あり、そこで Seiberg-Wiiten lna.pの d空間における pathdepcndenccによる不定性があるこ

とを示した。ここでは 36.3の一般の状況でその不定性に対応するものの起源を議論する。

36.3で考えた状況において二つの異なる非可換代数

(C∞(l¥II) [[h]] 0 A1 *)ぅ(C∞(1H)[[17，]] @ A， *')上の場および非可換ゲージ場の間の関係は

r' (~VD ぅ 0) ， (WD" 0)の問の同型写像である “ga.ugetra.nsfonna.tion" (35.2)から導かれる。この

(noncomnlutative) gauge equivalence relationに対応する同型写像の凶式は

MlD ーと→ l1'Jコ'

M1D 一一→ ll1D，

のように表される o gauge equivalcnce relationを満たすということはこの閃式が可換であるい

うことである。図工℃は AD'= AADA-1カf成り立っときのみ I汀J央であり、このように A])，を

とることは 1，1 ア (L~ A)の自己向型写像が群を成すことから常に可能である。

92可換なゲー ジ場と非可換なゲージ場の問の写像を Scibゃrg-¥Vitten mapと呼ぶことも多いがここでは 一般の

非可換ftlJ"Lのものを指す L

-lB 



非可換ゲージ変換 AD を(114)のようにJI1)1好的に l/εII・/)をJiJし、て点し、・'gaugctransfor-

lnation~' Aを(112)のように UをJfjいて夫すと

AD，a:= AADA-1α=(U-10¥/oU)一10(1o(U-1 O¥/OU) (184) 

から AD'は V'=U一-10V 0 Uεll!勺J

S初3でで、議2論命した gaug伊eequiva討le印ncere叶elatiめonの deりによる変;換奥 dがここでで、の A (あるいは U

)にあたる O 非可換な*積が rvloyal積で与えられる 33の状況のもとでは*債を特徴づける

ものは非可換パラメータ eij だけであり deij により追う*積への変換を引き起こしていた。

今の一般的な状況においては“gaugetranSfOr111ation竹 A (あるいは U) が述う*積への変換

を引き起こしている。この対応でみると nOnC0111111uta.t.ivegauge t.aransfonnationのゲージパ

ラメータの変換、つまり Vから V'への変換が33では入から入f の変換に対応している 。

従って上の図式から (C∞(A1)[[/1，]] @ A， *)上の非可換ゲージ場 AサO から

r-， (C∞(λ1)[[お]](gi 人的上の非可換ゲージ場 A~，。への 'Seiberg-vVitten、1napは (153)(159)から

/ー、

。FIlol，=川U-1
0 Q(A，OJ) 0 U)ーかIσ (U-1

0 Q(φ1) 0 U) +伊1+C， 

dC = 0， (185) 

のように表わされる。ここで基底 {jJと{j'['は違う非可換代数 Lのものなので-般には異なる。

次に 5伊3で議論した Seiぬber培g

る L“4官gaug伊etransfoωrma抗tiぬonぜ1ピううを 2回続けて行つたとしよう O それぞれ U11U'2 によって引き起こ

されるとすると続けて変換した結果は U20 U1でにより引き起こされる。 U1 と U2の変換の

}I[~序を入れ替えると U1 0 U2 になり o積の非可換性から U20 U1ヂU10 U2 なので変換の}llfi序

により 2回続けて行った変換は異なったものになる。この速いがりでの Seiberg-Witten lna.p 

のか空間 dのpathdepandenceによる不定性に対応している。

以上より今の一般的な状況において、 (noncorl1111utative)gauge問 uivalencerelationを満た

す 'Seiberg-Witten' map93は“gaugetransformationけであり、その不定性は“gaugetransfor-

1ua.tion"の非可換性によるものである。

6.5 'Seiberg-Witten' map 

36.4の図式において A として特にいgaugetransfonnation"で異なる*積に写る場合を議論

したが一般にはだが恒等写像でない (96)によって flatsection vVf)が Hi[)'に写る場合を考え

ることもできる。この場合 (153)に相当する式は

AU=ff(U-l o Aγo U) + C‘ dC= 0 

となるので (159)より我々の定義した非可換ゲージ場の問の 'Seiberg-九Nitten‘I日llapは

{j' [川川川I叫刈刈λAん~l' = fが?刊伊川8がIカ←( だ爪仰(U川 (は山λんOJ)いoU叶 σ (げ仰f

93このような解釈は [18][19][20][21]でも議j論されているF

4リ

(186) 

(187) 



のように表される。このときの非同J換ゲージ変換のパラメータの!日jの変換は

\!~; = f2(U-1 
0 Q(同)0 U) (188) 

，-'" 

となる。

ところで形式的には gaugeequivalence rclation ((26)の有限変換形)を満たすこの 'Seiberg-

Witten' map(187)(188)は物理的にはどういう意味をもつのだろうか?

33.3で見たように U(l) (あるいは 1x 1行列)の場合には (26)を満たす非uJ換ゲージ場の

変換(元々の Seiberg-Witt.en n1ap)のもとで、 一般化された非可換 Born-Infcld作川 (44)がup

to O(θF)で不変であるという意味を持っていた。ここでの a 般的な背景での 'Scibωg-¥Vitten' 

map(187)(188)も単に非可換ゲージ場の間の変換という以J二に 36.3の最後に作用の候補として

挙げた (181)(182)のような非可換ゲージ場の fieldstrength F-y1 Jの o積の多項式の traceを異

なる H'I)上で(あるいは異なる (C∞(Af)[[n，J]⑧人*)上で)不変にする非可換ゲージ場の変換

という意味を持つことを示そう。

A:WD→ H!D'として (96)の形(つまり Aα = f~(U-l 0αo U)) を考える。そして変換前

後の 36.3の l-fonn基底の関係を

51=ffGIF。;=ffoI (189) 

という共変な形に選ぶ。一般には変換前後共に 36.3の後半で採用した標準的な康標 (168)に

よる l-fonnの基底で (189)のようにとることはできないが、 36.3の 1，VD . r_の非可換ゲージ場

の定義では基底を何か一つ固定すれば十分だ、ったので、ここでは特に (189)と定めることにす

る。このとき 'SeibergベヘTitten'map(186)は

AJVI=ff(U-l o A71 0 U))十 CJ ( 190) 

(ここで C1は定数。)となり、非可換ゲージ場の fieldstrength Fγ1J は AγI を!日いれば

(163)(159)より

r 
F-ylJ = -i[AγIうんJ] 、、，.，，，，

旬

E
ム

ハ
y

t
E
A
 

f

，，，‘‘、

と表されることに注意すると

FJFIJ=ff(U-1o tylJ O U)=A(FLlJ) (192) 

という変換則が得られる。従って traceの性質 (124)より久lJの o積の多項式の traceはこの

'SeibergλNItten; 111apのもとで不変である。例えば (182)は

juf(GIV (193) 

あるいは

1TlJ(GIKGILtfr*ff)-lTr(GIKGJL人!J*人λL)4¥ ぅ〆1J'l' 1_/ピ]{L) - 4 ..L.l ¥ U U A -/ * I.} 'l' 1 I * J¥ L ) (194) 
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を満たす。

ただし、 ~3 の Seiberg-Witten 111apと'Scibcrg-¥Vittcn' 111叩 (187)(188)では|泊者は写った後

の非可換ゲージ変換パラメータが変換前の(非可換)ゲージ坊に依{J:する形になっているのに

対し、後者は一般のパラメータになっているので少し違うものを扱っていることに注怠しよ

う。その結果それぞれ不変に保つ非可換ゲージ、不変量が異なっている 091

7 定数背景場

Fedosovの*積を用いることで M として 一般の sYlnplectic多縁体から非I汀換ゲージ理論を

前節のように形式的には考えることができたが、 」般的な状況のまま露わな計算を遂行して、

いろいろな式を書き下すのは不可能で、ある。そこでここでは前節までの構成法を全て遂行でき

る最も簡単な例について議論する。

ただここでの状況は簡単すぎて Fedosovの方法を用いる必要はなく従米議論されているIvloyal

積での非可換ゲージ理論に帰着するが、一般的な状況で構成したもの背崇のパラメータの入り

方をみることができ、従来知られているものと比較するためには有川である。

A1 }R2n とし N = 1 (つまり U(l)ゲージ理論の非可換版)の場合を考え F1J=Oで

etμぅωijぅREりう S11ij は全て定数とする。さらに μが νの2次式までつまり

μ=川+;川J (195) 

の形でその係数も定数の場合を考える。ただし次数の仮定からS11ij，μiぅμりはいずれもんに関

しては 1次以上の形式的幕末及数で表されているとする。

この状況で (84)より γ は νについて 1次式の

γ=μr+γjf)νteJ 

の形になる。ここで γ(2) は次の方程式の解である.95 

ぐ)-μlJ一:附1J十九)+jd)dlf)

flat section Dα=0の式は

(山一三α+ぷ2)ω4)81=0μθνi -， . fi:l -- Dy 

(196) 

(198) 

(199) 

94前者は 33，3で注意したように upto O(θ止)の近似での話だったのに対し、後;日・は厳密な不変:量であること

も違う と

95n = 1つまり M が 2次元のときには簡単に解けて

γ(2)ー -r(2) 一
11 -μ11 ~ '22 = j1'22・

γぺ4必i2臼;?)=吋叩μ州1口2一叫1ω凶I口2土J山ω吋?h2け山+打jμιl
γ→dd;2ri?)=μ12 +ω12平，/WT2 +山 -1111/1.幻一 ω12(ihRE + rl 1) 12 (197) 

と表される 二

[)1 



となるので96(90)は

α= q ( 00 ( .f )) =α。(Q(.r)) (200) 

と求まる。ただし、

Q(XIL
) = :rfl +パ噌 /11iqhTパ

¥ 1 + (ω-1γ ~L) ) 1 J 
(201) 

である。

以上より今の簡単な例では*積は (92)より

仰)* bO(.L) =向山 α。(1;)、 bo(:1・)εC∞(1¥1)[[h]] (202) 

"，-" 
という l'vloyal型の積でその非可換パラメータ {)1L1I が

dμν -'I(xμ* X
V 

- xl/ * xμ) =-'Iσ([Q(:r勺 Q(xl/)])

-n (XT _ 1 ， 、ω一1 1 、 i
¥-- 1 +ω-1γ(2) -- 1 + (ω1γ(2))T--) 

(203) 

で与えられる定数となる。

この非可換パラメータ dμuは

/ 官官 ¥μν

{)ILV = }t ( X 1 一、 一 l¥ X1μ十円2)+ωωμ-(γ。〈2)+ω)X) (204) 

(ここで戸(2) はぐ)の反対称部分。 μ:=(内)は対称行列。)と 書きかえることもできるの

で ωu~BU7μijrv  gij と思うと (204)は形式的には定数B場の背景での開弦の端の非可換パラ

メータ (13)とやや似た式になっている。しかしこの段階ではれと d の自然な対応があるよ

(' うには見えない。

標準的な座標 (166){ゆI}ぅ1= 1γ ・・ ，2nを求めるためにまず synlplectic形式を

nu 
Q
 

十れ03=-j山川ι̂dx
v 

1 JO J ふ必;八d 
ふ“
t= 1 ( ふ必佑勾;;;、.]1♂0)，〆リ 2¥TU v r ¥..llf 

(205) 

のように標準化しておく。ここで付=ゅんJ.1:
μが Darboux座標である。このとき (166)を満た

す標準的な座標は

ふJ _
ふ;zμう

ふ;= (ふoXT(l+ω-11(2j)0)IIJ

96ここで Xi= )(1μρ11は ()1= ()1μd;r;11 の双対蒸底で X/'()J 
/1 = r5~を満たすとしている 亡

(206) 
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で与えられる。従ってこのとき derivatioll(人は (169)より

ハυα
 

*
 

，G
 

トゐ1.JゆJ、叫

= -d.T川 (207) 

となり、普通の外微分 dとちょうど一致する。

今の状況で 35.3の定理の同型写像 A は

Aα = AQ(αo(x)) = U-1 
0 Q(α。(:r))0 u 

ー αo(XT
-:， Lf0-iD(x+ば)) 

¥ 1→ーい) "-]'，ゐJ I 
(208) 

で与えられる。ここで U は
，r-， 

U = expo (手引いう (209) 

である。 従って (123)より traceは

Trα = 1 2、/det(DTωD)I d2nxαo(XTli，8(.T +ノy)()) (2πIi)η } __ -_ _.V ¥ -- 1 +ω- lr(:2)-\'~ ' '''''--') 

L十/れα州
(2π)ηY det:z9μν j 

(210) 

となる。

以上より、この「定数背景」においては 36.3で構成した非可換ゲージ理論は従米の lVloyal

積による非可換ゲージ理論を再現することが確かめられた。

( 同様の「定数背景jの状況が2つある場合、つまり A1= IR2
n で ωりう Dtμ は定数、 rtj= 0の

もと定数の (REijぅOlij，μ1ぅμり)とで (R'eij う O~ψμ; ぅ μ~j )で定まる 2つの代数 lVDぅWo'を考え

たとき A:H/D → H1D，の同型写像は

Aα = U-1 
0 Q(αo(x))oU 

中T1+二1γ(2")(1+ω-17(2))OUXTlJV(2)υ)

=σ(αo (XT 
1 +二1γ(2")(1+ω-lr'(2))引う

u = 吋jj川 -r(2))ijD九

で与えられる。

r:: ') 
，).) 
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8 2次元

前節のような定数背景だけ考えていたのでは結局*績は汗通の1¥10V<11積に洛ち若くので

Fedosovの*積を用いる意義があまりなく、やはりえ々の動機である定数でない非flr列な背景

に適用したいo 35のように原理的には計算する手続きがあるとはいえ Fcdosovの}iY去で*積

を露わに計算するのは、背景が定数でない非自明の場合は急に難しくなる。しかしここで、ぷす

ように η=1つまり M の次元が実 2次元の場合は計算できる場合がある。ここでは計1年でき

る範囲で定数でない非自明な場合を扱い、特に Cp1~ S2と H'2 の場合に注日しよう。

8.1 円対称な場合

まず、ルfのsyn1plecticforrn 0。が

。o= eφ(r)rdT' ^ d8 (212) 

で与えられる場合を考えよう。 φ として r，8の関数を考える場合は 2次元の一般の sYluplectic、

formになるが、ここでの簡単化はこれが 1変数 γのみの関数であることである。以下の構成

法をみるとわかるように形式的には*積を定義する上で γ が動径方向(つまり円対称)とい

う意味を持つ必要はないことに注意しておく。

物理では普通 M に何か計量が入っている場合つまり Rien1anll多様体から出発することが

多いが今考えている (212)は次のように考えればそれと関連づいていることがわかる。つまり

2次元の場合 M に計量 ds2を入れたとき適当に一般座標変換することにより共形的にτ1':JJ!な

ds2 =♂(d(X1)2 + d(X2)2) =♂(dr2 + r2d82) 

x1=γcos8， x2 =γsin 8 (213) 

の形に持っていけるが、このときの volllmeformがclosedで非退化な (212)の形になるのでこ

fヘ れを JvlのsYlnplecticfonnと同一視するということである。

(212)を

00 =川2_十ij8Z八8J

I 0 -1 ¥ 
81 =♂)dr， 82 =γd8， ωけ=r v J. 1 

"J ¥ 1 0 J 
(214) 

の形に書 き換えておく。これは非自明な γ 依存性を 81 に委ねることにより ωりを傑準的な

定数行列にするためである。そのためこの ωリを保つ LのSylllplαticCOllnα:tionはtrivialな

riJ=Oにとることカすできる。さらに簡単のため εの(・onncctionもtrivial rε=0としよう。

従って (78)で R=Oになる。Abelianconnection Dを定める T を求めるのに必安なパラメー

タ D1 も零にとる :D1 = O. 

.S--! 
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/へ

この状況のもとで γ を厳密に求めよう。 一般には (84)(あるいは (127))を解けばよいのだ

が厳密にもとめるために (84)のiterationの必要がなくなる条件:

dI+j101=0(山)

を置く、 97つまりこれを満たすようにパラメータ μを調整するといってもよし、。この条件 (215)

は γ=η(γぅν¥n)B1 という形の ansatzを置くことで dr= 0‘γoγ=0となり、自動的に満た

される。結局 ansatzを満たす γ (およびパラメータ μ) は γががの 2次式だとすると (84)

より

γ = (3A( γ )( υ 1)2 + e 一qφ>(い7')7与νγf、一斗1υ〆1，νめU

μ ニル)川 +je-叫 -1(yl)2ν2

のように求まる。ここで A(γ)は γの任意関数である。

この γによる Abelian connection Dで定まる fia.tsectionの式 Dα=0は

1 (φθαθα-φ 唱(_2α1θα¥  I t:' A _ . 1 eJa ¥ I e -'P ~ -- - ~ --， + e γ-1 I y寸 -yーっ l+6A1/l「)¥θγθY 1 . - ¥ v 8y 2 v 8y 1) ， ---，7 oy 2ノ

(γー1生一生)
θ0θy2) 

となりこの解を求めると 2変数の任意関数 F(X，Y)を用いて

α=Fベ(にPe♂φ川

(216) 

(217) 

B+ ど十 (r、ワ叩r噌jd fM叫(巾φ<1>(r'什(r'戸，勺)ιe♂戸φ引(r")γ内 γ:_ (1/11' + (r e<T(7")r' dr') (r dr'ω州(什戸川巾fワ)片e<T(r'
/γ 一 (ylr+I e<T(ザ)γfdTflli
Jro ~ ， (γ')2 ¥<1 ' ， J7'(。 一)J 1'0 "" ( 1") 2 ) 

となる。(ここで γ。は適当な定数である。)この式は

lG(r，Yl) 
eφ(r')γ'dr'=ylγ 

で定まる関数 φ(γ:yl)を用いて

α= Q(α。(γ:B)) 

/ ワ fG(r.
y1

)...l"，I6A(γ')♂(ザ)fT'wr)V ff 
=αo ( G(γぅν1)，B +竺-j l 
¥γ 人 (γ')2 JTI。

(218) 

(219) 

+ 1:(ry1
) ♂(r')γfbf fq1  ) 6A川 T) dT f ー ムlγ + fLPドとJ戸1引竹川川川(什川川川r川川仰)υνT〆f川 L川川川r6A(1"州附W川A刈ルげ(什V川γ〆パfワ)e<f>円W川(οV川~7〆川f勺)

)戸2 o (什r戸パfつ)戸2 .~ . ¥γゲ T九0 ノ一 o (か1γ戸川、Jつfつア

と書き直すことができ*積は (92)で与えられる。

次により具体的な例を挙げて露わな表式を書き下しておこう 。

97この条件をはずすと 2次元の場合でも γ の計算は雌しくなる 三また、今の状況では マニ dであるv

r.r: 
:);) 

(220) 



8.2 }R2の極座標表示

1¥1 = ]R2の場合の表式を書き下そう。この千万!な場合については (211次必で)Cartesian座

標ではすでに 37において本質的に 1¥Ioyal積になるものを議論したが、ここでは 2次元で極陀

標を用いた場合の表式を考える。ここで構成する*積は Cal村 sianmA標で内いた:l¥Ioval積を単

に極座標に変数変換したものではないことに注意しよう。

]R2はfla.tな計量なので (213)で φ=0とした場合である。従って付随する VOlUlllCfonnは

00 =γdγ 八deで、これを syruplecticfonnとみなそう。簡単のため (216)で A(r)= 0とした

場合を考える。このとき fla.tsectionは (220)より

α=仰 川

/一¥

となるので*積は結局

α。(γうe)* bo(γ1 e) 

=(中2+吋 04)exp(-2(記一両))
bo ( ゾψ山ρ山山2斗+リ巾2針均川γ旬ν

となる O 特に γO同士の*積は

(222) 

γ*r γ2? O*O=02? 

r * e = γO-:29 。*γ=γ0+:2
4γ L.r 

(223) 

となるので非自明な交換関係は

[r， e]* =子 (224) 

r 
となる。これは symplecticform 00 =γdγ 八deを元にして作った Poisson指弧の仇倍と 一致

している。ちなみに今の定義した*積 (222)をCartesian座標 zl:=γcos()うジ '-γsiI1()で表

現すると
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/ヘ

となる。ただしここで Jを別いて表現したが、これを hの孫で民間した形式的幕末版文のほ

うがより正確な式である。これをみると交換関係は通常のI¥loyal枯のものと a 致しているが

*積そのものは異なっていることがわかる。通常のf¥，Ioval積の場合は

f(x) * g(x) = f(.r)g(x)十字{f‘9}P.b. + O(が)のようにい 3 の λJ~ = 0だったのに対し、 (222)

は Mtヂ0の*積になっている。 98

8.3 Cplの*積

Cplは斉次座標 (ZO: Zl)に同値関係 (ZO: Zl) ~ (入ZO:入Zl)守入 εC-0を入れることで

表現されるがとくに (1: 0)の近傍を考えて z= Zl jZU =γ〆とし標準的に Fuhini-Study計

量を (213)において

eφl  
(1 + Iz12)2 (1 +γ2)2 

のように入れると白川 section(220)は(簡単のため A(γ)= 0として)

αニ Q附的)=αo ( 

となる。したがって*積は

1"2+21"(1+γ2)1jIU2L 
Ji+ーl1-2γ(1 + 1'2)υ1 J γ/ 

= (州:72::3104トxp(一千(記-!2!1)) 
引:7t31104)L14=o

と表わされる。特に r，e同士の*積は

γ*γ=γ2う e* e = e2， 
(1 +γ2)2 

7・*e =γe -ih 
2γ 

(1 + 1"2)2 
e*γ=γ() + 'ih 

となり非自明な交換関係は

(1+γ2)2 
1γOi*=-tllr 

加すなわち変形量子化の定義 (8-1.2)にもともとある O(h)の不定性

.)7 

Lγ 

(226) 

(227) 

(228) 

(229) 

(230) 



である。これは叩叩lecticfOrIn 00 =同キdl八d(}に付随する POiSSOllf-r"ri~瓜の ih ft"，:になって
いる。複素座標 z= reiO. Z = re- iO で*積を表わすと (~B.3 参J!な。)

z*z 

γlーが(1+ 1'2)2 訂

1 一 h 2汽引(υ1+γρ2)戸2，_ ， 

γ4ーれ2(1+γ2)2 訂

1 一 hが州2ベ(1+ 7γρ門、J勺2り)2，_ 

T2 -1i(1 +γ2) 

1十九(1十 γ2)， 

T2十九(1+γ2) 

1 -n(l +γ2)う

-2n(1 +γ2)2 
っ=-2n(1 + z * z)(l十三 *z) 

1 -h，2(l + 1'2 

一一*
 

一一*
 

一一*
 

-7
M
 

~ [zぅ51*= (231 ) 

と表される。

8.4 *積と fuzzysphere 

Cpl ~ 52 により上で構成した*積は ~1 で述べたように非可換多様体の 52 を非可換に変

形したものを定めるので fuzzysphereと関連していると期待されるが、実際まさに*積によ

る代数がfuzzysphere代数 (su(2)代数)を再現することがわかる。これを示そう。

まず上で導入した Cplの座標 (x1ヲジ)と }R3に埋め込んだ 52の座標

(X， Y， Z)， X1 + y2 + Z2 = 1との関係を明らかにしておこう。そのために図 2ような立体射

影をする。

この図 2より (X，Y， Z)とγ=Izl， e = argzは

f民、

ハ

σ
Q
U
 

O
 

C
 

針
一
山一一X

 
Y=JLmo‘ 
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E
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-
a
A
 

二
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一
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一一Z
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r'¥ 

Z 

Y 

X 

図 2:S2を複素 z平面に立体射影する。ここでは (XヲY，Z) = (0，0ぅ1)から射影するので S2

の (0ぅ0，-1)のまわりの近傍を考えていることになる。

の関係にあることがわかり、この X，Y，Z同士の*積は (228)より

(X + iY) * (X + iY) = 4 、/(γ4ーが(1十 r
2
)2)(1ーが(1十 γ2)2)2iO 

(1 +γ2)2 

(X -iY) * (X -iY) = 4~/(γ4 ーが(1 +γ2)2)(1ーが(1+ r 
2
)2) _ -2iO 

(1 +γ2)2 e ---， 

(X十 iY)* (X -iY) = 4iγ2 -11，(1 +γ2))(1+h(1+〆))
(1 +γ2)2 

(X -iY) * (X + iY) 
= 4iγ2十九(1+γ2))(1 -h(l + T2)) 

(1 +γ2)2 

Z * (X + iY) =二 円乙rEう〆ー2 _ 1 + 2fi( 1 + T
2
) 

(1 + T2)2 

()( + iY) * Z = 2rew θγ2 _ 1 -2h(1十 T
2
)

(1 +γ2)2 

Z * ()( -iY) 
= 円乙γ と iO '(' 

2 
-1 -2/7， (1 + T 

2 
) 

(1十 '('2)2

(X -iY) * Z = 2re-1U 。γ2-1 + 2h(1 +バ)
(1 +γ2)2 

Z*Z = (T2-1)2 = Z2 
1'2 + 1 } .~ 

(233) 
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と計算される。 (8B.3参照。)特に uzzysphc、reの¥f-任の 2来はこの*砧を11j ~ ¥れば

x * x + y * }/" + Z * Z = 1 -411
2 (234) 

になり元の普通の可換な積による -~I三伐の 2 来: )(2 + y.2 + Z2 = 1より 0(17.2)だけ小さくなっ

ている。

また (233)より*積の交換関係は

lX1?YJL=4hiE1Jkxk. (){l := .. X‘ ~X2 :二区 ~x<~ := Z) (235) 

となり su(2)代数を満たす。(ここで εりんは 3階完全以対称、テンソルで ε1:23= 1としている。)

これは fuzzysphereの代数として知られているものである。つまり、 Cplの4t:-~Jr換な*積と

して定義した (228)は、 Cpl ~ s:2 を非可換に変形したものがfuzzysphcrcであるという姉像

( とconsistentであるとし=うことになる。

したがって (228)の*積を使って 86.3のように構成した非-IJT換ゲージ;JIHdi命は fuzzyぉpherej二

のゲージ理論といえるかもしれない。 99

1""". 

8.5 7-brane背景との比較

前節までに議論してきたものはそれ自身では弦理論と直接は関係ないものであるが、弦~FP:ru命

と非可換時空の関わりを調べたいという始めの動機からすると弦理論への応用が期待される。

その観点からすると、似た状況として IIB型超弦理論の 7-braneがつくる非白 Iy]な??民!持管が

思い当たる。それとの比較を少し考えてみよう。

IIB型超弦理論の低エネルギー有効理論として IIB型超重力理論が知られているが、その超

対称、性を半分保つ古典解として 7-brane解が知られている。(前節までの状況では空間 2次元分

が非自明な背景に相当するのでここで 7-brane背景を考える。)特に 7-braneに直交する方向の

2次元の計量が動径方向のみに依存する場合が(これは IIA型の D8-braneとT双対な 7-branc

解である。)今の*積を露わに計算できる場合に対応しており、具体的には

ds~ = _(dXO)2 + (dXl)2 + . . . + (d:τ7)2 + H(γ)(dT2 + dfJ 2)~ 

T=士H'(γ)fJ+ iH(γ). H(γ)" = 0 (236) 

で与えられる解である。 [24]ここでのLはIIB型の Einstcin計量で、あり、 7 はIIBJ~のデイラ

トンゆ.アキシオン χを月Jし、てァ =χ +ie-φ と去されるもので、 (236)以外の場は本とする。

(236)で適当に定数を再定義して H(r)= T~ f) '" f) + 2π とすると 7-braneに!内:交するツRill12次

元部分の volurneforrnは形式的には 38.2と同じ no= rdr ̂  dOになるので*積も (222)と同

じものをとることカまできる。

99非可換ゲージ不変な作用を書くためには*積だけでなく (lB2)のようにその*積に付1施した tracpも露わに

計算して定義すべきであるが*積だけでも古典的な非可換な績での運動}j科式、およびその，fjljll併を議論するこ

とはできる ;

、.. ，F 
P
U
 



ところで定数の gリ‘ Bijの背景のもとで、の弦JIH日命で、は 32でみたように大雑把には J¥Ioyal積

の非可換パラメータ (}1] の部分は NSNS2-fonu場;Bi]の逆行ダIJだった。つまり大体この定数B

場を syn1plecticforrnとみなした場合の*積である。これを逆に読むと今の場合 noをB場に

対応させることができると思われるが実際問形式 dnl)= 0であることから βij= (nO)りとし

てもそれは超重力理論の運動方程式や超対称性を保つ条件に効いてこなし】。それらは H=dB

で表されており H=Oなら Bりが定数であってもなくても [Ii]じ事情だからである。

すなわち 32と同じ意味で IIB型超弦理論に結び付けょっとすると 1--の状況で、は 7-braneに

直交する方向に開弦があってその端の非可換性が (213)の*積になるといつことになる。しか

しそうすると D9braneも存在してそこに非自明な B場があることになる。

いずれにせよ今の段階ではこの描像が正しいかどうかはっきりしたことは言えず、定数場

でない非自明な背景のもとでの(超)弦理論との対応があるがどうかは挺なる研究が必要で

ある。
~ 

8.6 *積と fuzzyH2 

2次元の「円対称、Jな例として上では Cpl~ 32を考えたが、これは 2次元の RiclnC11111多

様体とみたとき、定曲率空間でもある。つまり断面曲率 KがiEの定数という特徴をもっo [29] 

断面曲率が零なのは平坦な IR2で38.2(および37)で考えた。ここでは断rm山率が負の定数に

なる双曲空間 H2の場合を考えよう。 100

H2 は IR1.2内101の2次元面

一 (yO)2+ (yl)2 + (y'2)2 = -1， yO > 0 (239) 

で表される。このとき γ三1，e rv e + 2π を用いて

o r
2
十 1

二 一 一 一 一 ‘ yl_一一一一-cos()‘ 

γ2 - l' - r2 - 1 
Y2=-JLmo 

γ三一 1
(240) 

/ヘ

というパラメトリゼーションをすると、計量は (213)で

e-= (γ2 - 1)2 (241) 

100ここで断面曲率 J(が定数のとき J(は Riemannテンソル

Rμ叩 σ:=gμ入(δρr入σν -Dσr入ρIノ +r入parασv-r入
σαra

pv) から

RμIノρσ = J( (gμρg，/(:1 - YJ1(J Yptノ (237) 

のように決まる量であるロ [29]特に 2次元で計量が共形的に'y::r_u..な (213)で争二 φ(1')で去されているとき

(238) 

で計算できる土そして 52の (226)の場合 ]{=4>Oであり H2の (241)の場合 λ"= -4 < 0である ι

101 3 次元 ~Iillkowski 空間 d82 =一(dyO)2-1-(dl'lr~ + (dy"2)2のこと

1
6
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としたものになり、 10:238.1と同じ州兄になる。この V刊叫o叶)汁lUll日I忙 foω)汀1'1n【Q仏仇20= (r2缶吉γバdr̂  (訓l似0を町町Syl吐III

pl長ecticf，おor口111とみなすことにしよつ O すると (220)より(什|ドi呼Lびび、n印術ijI爪iれ1のため A(rけ、，)= 0として)日a抗t 

sectio11 (は土

日川)=引:;;;::日l04) (242) 

で与えられる。したがってこの場合の H2上の*積は

~ 

= (ベイ?:;tUO+ぞ)exp(-2(足-Z))
ベイ?:;tU04))U14二(

(243) 

と表わされる。特に γ、0同士の*積は

γ*γ=γ2う 8* 8 = 8'2う

(γ2 _ 1)2 
γ* 8 =γ8 -ilt ‘ 

2γ ' 
山一計

忌九+
 

ハ
σ

T
'
 一一γ

 

中
小

ハ

σ (244) 

となり非自明な交換関係は

(γ2 _ 1)2 
1γ，8]* =-i九 T (245) 

である。

さて (239)のように H2 を IR1.2 に埋め込んだ 2次元面とみたときの白然な IR[，2 の座標

r-- (Yoうい うい)はこの*積のもとでどのように表されるのだろうか?実際 Cplと同様 3B.3の

102f38.3.38..-1の Cpl竺 S2のときと lri)じ規栴化にするため dゾを i惜している ご

6:2 



~------. 、

/へ

ように計算することができて次のようになる:

(yl + iy2) * (yl + iy2) 

(yl _ iy2) * (yl _ iy2) 

(yl + iy2) * (yl _ iy2) 

(yl _ iy2) * (yl + i.y2) 

yO * (yl + iy2) 

(yl + iy2) * yO 

yO * (yl _ iy2) 

(yl _ iy2) * yO 

yO * yO 

4、!(?ーが(1'2-1)2)(1ーが(γ2_ 1)2) 川

f 
(]'2 -1)2 

4}/(γ1ーが(1+ 1'2)2)(1ーが(γ三一 1)2LM 

(1 +γ2)2 

4iγ2十 11，(γ2_ 1))(1 + h(r2 -1)) 

(γ2 -1)2 

4iγ2 れ(γ2_ 1))(1 -h(1'
2 

- 1)) 

(γ2 -1)2 

-2γe〆2+1-2お(γ2-1) 
(γ2 _ 1)2 

-2γezOT2 + 1 + 211，(γ2 _ 1) 

(1'2 - 1)2 

-2γε-'IOγ2 + 1十 217.(γ2-1) 

(γ2 -1)2 

-2γe〆2+ 1 -217.(1'2一 1)
(γ2 _ 1)2 

(自)2=(川

これを用いると H2の定義式 (239)は非可換な座標の意味では

_yO * yO + yl * yl + y2 * y2 = -(1 _ 411，2) 

(246) 

(247) 

と変更される。特に右辺の定数が O(h2)だけずれている。つまり、この非rjJ換な*積を用い

て (38.4の fuzzysphereと同様の意味で)fuzzy H2 を記述できると思われる。ところで、こ

の非可換座標 (yo，yl， y2)の交換関係は

[yO， yl] = -4/?:iy2ぅ [y2，yO] = -4lhylう [yl，y2] = 4hiYo (248) 

のように s叫L1) ~ 0(1，2)の代数を成している。この代数はTiJ換な符通の Riernann多様体と

しての等長群である O(L2)の代数になっており、ちょうど38.4の fuzzysphere代数(山(2)~ 

0(3) )と対応するものになっている。

以上より (243)の*積を使って 36.3のように構成した非可換ゲージ理論は H2を非可換な

多様体へ変形した fuzzvH2上のゲージ理論といえるかもしれない。

9 Kahler多様体の場合

今までは基本となる多様体として syn叩 elctic・多様体 (AJ，nυ)を考え、その 1--に非-nJ換な*

積を設定して ~I : L1Jj奥ゲージ埋論を考えた。変形量 子化の}!!jJ芭としてはりr]nplαtic・多係体から

(j;3 



出発するのは自然なことであるがrHlがった115qを扱う物f'Hとしては Eillstcinの什文相対論の

ように Ricluann多様体を考えるが自然である。従って 1汁;ifgが入っていてしかもおynlplectic

構造が自然に入っており弦理論の背景としてもしばしば現れる多総体である Kahler多様体に

ついて考えることは、物理への応!日において有効であろう。以ドでは S.¥'111plcc寸1C多校体の a

部である Kぬler多様体の場合に Fcdosov流の*積を定義して具体的な計算例を挙げ、る。

9.1 Kahler多様体

ここではまず複素次元 η のKぬler多様体 M のいろいろな量-の COllvent.IOllを定める。103正

則な座標をど‘ i= 1・・・ n、反jE則な座標をど i.= 1・・・ 11と書く事にする。特に f=zzの関

係にある。 104

M のKぬler計量を
/ー-....，

が=Re (.9i戸 ⑧が)

と書く。つまり gi]はエルミート条件.105 

(249) 

gi] = g{i (250) 

と可積分条件

θ'kgi] =θigk]' (251) 

を満たすものとする。(従って局所的には gi]=伐θjkとなる Kぬlcrpotentia.l !{が存在する。)

λfの symplecticfOrnlを標準的に K益hlerfonnと同一視する.106 

ω=;ωJ八dzU=jgW八dz
j (252) 
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(254) 

103これは主に [23]に基づく conventionである L

104前節までの実!屯擦は 1:μ.μ=1 ・・ .2n と書いて、正~IJ な HIf;~{とはど=が+ i:rl+n の関係にあるとするこ

105件 g(JV.Jn") = y(V， IIア)

10(jこのとき (251)は dω=0と等価であるこここで d=d刈 1+rfz'D} 伐(合的:二会としたコまたより
一般には ω(¥.l.n・)= y(JV 1F)で ω を定義する r ここで V.1Vは任意のベクトル場であり γ ゴは λIの綾素構造、

ρは Jfの計最である

G-! 



と表される。ただし .9i]ニバ)+jdgリ =fd)+id)jj=1 113!? dMhd)ε IR.I..v，JLPωρν= 
dC7lLTV=l---.2η?で複素構造は標準的に

(255) 
市

E
i

/
i
t
l
l
¥
 

一一
ν
 

I
勺

。

またエルミート性 (250)から gj;)=ぷ)ι;)=-dJJJ)=品川J)=-d)でとしている。

ある。

Wick型の*積

95.1では M の座標は実数にとっていたが今考えている Kぬler多様体の場合は複素H防栄之¥ジ

を用いたほうが自然である。普通の可換な積を非可換な*積に変形するときも複素座標で:古:

くときに見やすい表式にするには 95.1の*積の定義を少し変えたほうがよし E。以下で定義す

る*積(ぶと表記する。)は Wick型と呼ばれるものであり、それに対し 35.1で定義したも

のは Weyl型と呼ばれる。

¥Veyl代数束の sectionは複素座標で書くと

9.2 

~ 

2n ~ 

k~ ナIhlWIJly吋ν1^ 八 eVq

zzY Y 

2n ~ 

zm!…ω!αLiliPIilら2，}1 川 1"'Jq2

q=ql +q2 

'W 11 ••• ω1P1 ω11 ・・・ W1P2 BJl
・̂・・̂ B

Jql 八BJl
・̂・・̂ B

Jq2 

5二α 

Lκ 子

n2二

(256) 

反lE則座標は wl Wiととなる。 Lxの正則座標を wiニダ +iy1+n，i = 1，・・.，rlで定義し、

する。ここで 0'積を

/へ

(257) 
局三 局三 θ θ θ θ-

gl1]l.・・ glkJk一一一・・・一一一α一一一・・・一一←b
θw1Jθ1.1fk θωJJθ7L' 

会c;r̂'(ん)(リ)ぅ

刊)

αo'b 

A'(k)(αぅb)

(258) 

/ ←一一 一一→¥
/θθ1  

α0' b = αexp ( 211. "~ ~ glJ ，..\~ 
;; J l 

¥ 

_... 
DU)i.7 eJwj 

J 

つまりのように定義する。

(詐 =i(#-i誹1) 三~ -~ (最 +iホ)である o

65 

とする 。



特に 0'積は実座標で書き直しでも o債と J¥1なることにit怠しよう。(すなわちi.fi.に陀様変換

したものではない。) 0'積は作用素の積とみなしたとき ¥Nevl}lltf序に対応し、 -}j 0 ffiはWick

}II貢序に対応している (9B.5参照。)のでそれぞれ ¥Veyl型の積、 ¥¥7ickJt!の績と呼ばれることが

ある。

。積と 0'積は次のように等価な関係にある (9B.5): 

。ob = 5-1 ((5a) 0' (5b)) 
/ 一ー→ 一一→ ¥ 
/θδL  

= exp ( hglJ一一一→ I (259) 
¥ '-， θ'wlθll)j J 

0'積の交換子は

[α，b)' :=αo'b一(_)(dcga)(何 b)bo'a， (260) 

と表記することにする。

W(LうA)上の基本となる接続¥7= ¥7L十マεは今の座標系では

て7α =dα

、、 h F九八 α(
ゐ~O (Pl -1) !P2!Ql !Q2! -J κ 

P=Pl +P2 

.~ 

'W

J

W

11

.・・ WIPI-IWJI. .・ wJp28Jl ・̂・・̂8

Jq

l ̂  8

J1 ・̂・・̂8

J

(/2 
~ nk 、、

f1;;^α(-
2人斗72oP1!(P2一山!ω，-J 川 1"'lPI22j"'lP2-1，J1 川 ]'J2 

P=Pl +P2 
ql、q2

・W 11

・・・W

1p

lω3ωJl・・・WJp2-18Jl ・̂・・八8Jq1^ 8
J1 ・̂・・八8

Jq
2

+[fEぅα)'

=dα-叩 377α一川17α+[fE，a)' 
UW句 awも

fヘ

(261) 

と表される。以下では L= TAlつまり 81= dz1
.• 81 = dz1 とする。このょっにおくことで

symplectic接続可7L が K益hler多様体の Riemann接続として 一意、的に定まる。

このときマL の曲率は

¥7iα 

RL 

R
 

Ri3ml 

f2j 

F13 

jIRMlf? 

jRMωω八のl

gi1 (df1j + ftk八戸3)= R川♂八d

(ωrgij -gkk弘μ a'Yk])dz'刊のI

θ川 OJ9?j-J1klcθmgikθ'[gk3‘

gIKθlgjLflzl=J911cθIj!llt.Jlzl 

gK1θi.qk}flzl=.qAIθj仇 id:/ (262) 

fu 
μ
hu
 



(~ 

，r--， 

と表される。特に今K油 ler多様体なのでrltlギテンソルに

Ri]k[ = -Rぷ人=-Rjikl = RJilkニ
RkliJ= RilkJ 

の対称、性があることに注意する。

次数を上げ下げする作用素 6.6-1(79)は

むα

6 

6-1 

(δθ¥ dz1
一 +dz1ーーでい=-idぅαl

ヘθw1θwiJ 

j(叩
1μ-

叩 jdzi)

(川)+山川+pdlql+q2。 (Pw + PUJ + ql十 q2ヂ0)

(Pw + P凶+ql + q2 = 0) 

(263) 

(264) 

と書き換えられ(ただし Pw，Pwは札wの次数、 ql，のは dどう d'71 の次数とする )(80)を満た

す。 107

W(L，A)の一般化した接続 D'は

D'α=マα+~[，'， a]' =マα-6α+j17fJlf7

イ =6+γf 

と表すことにする。このとき D の曲率 Q は

と表される。

D'2α 

O 

R 

Q。
R[ 

;IQJif7 

R+vhjhfγ
， 
= 00 + R -87" + '¥}山 j1101γf

ぅ

RL - i1iR[， 

-ω. 

drε+r[八Fε

特に Abelianconnectionを与える〆は

つまり

61" = R一九十勺r'守，0'γ1 

6-1γ，い

1" = 6p， + 6-
1(R -nI)十s-J(マ71+j7fof?

lOiただし【)('12;九 =(jl + q2 とする 乙

67 

(265) 

(266) 

(267) 

(2G8) 



~ 

~ 

により定まり fiatseけionn'/) = KerD n Hァ(L.A)は以前と rriJ様に

D'α=  0‘ αε 1/1'(L.A) 

件 α=α()+6-l(Df+6)f17α0:=σ(α)=αIWi=H.i=O 
cxコ

件 α = Q'(α0) :=玄(6-1(D' + 6))k 00 

となり変形量子化の条件を満たす〆積は

α。*'bo =σ(Q'(α。)0' Q' (bo)) 

で定義される。

9.3 r'の非自明な厳密解

(269) 

(270) 

M として a伍nelocally syn11netricな Kぬler多様体の特別な場合を考えよう。この場合

A belian connection D'を与える γfが Tan1arkin[25]108により厳'必に解かれている。

ここで affinelocally symlnetricとは M のaffine接続マが仮率テンソル Tが零でかつ曲率

テンソル Rの共変微分が零の場合である。 [28]今の K註hlerの場合で前節のように掠統 rを

定めた場合、 t戻率はもともと零なので affinelocally syn1n1etricであることで新たに課される条

件としては

VmRiJkl = 0 

ということになる。このとき特に rε=0として

μ 

O} 

zn  k m lh  
一一一ll'kimnW'-W"-Wω 
16 

0 

という背景を考えると Abelian connnection D'を与える 1" は

1. n .k_ J 
r = -41lklmれ 印印 ωαz

となる。

(271) 

(272) 

(273) 

実際 (271)の条件からマ〆 =0が成り立ち、また (271)から浮かれる山率テンソルの恒等式 :

Rpimng
Pq 

Ri的 -ffTJ31fgpqR川知 +RpIki，!J仰 R川 i)- Rpjiil.ypq R川 k[= 0 (274) 

を月]いると1"0γ'=0となることがわかり、この厳密fvtは漸化式 (2G8)においてマγ'+か.I0'T'= 0 

より iterationが最初だけで終わる場合になっている 。

105[25]の原論文では ω11¥でntiollがかなり違うがここでの許柴に直すと以ドのようになる p

G8 



ただし、 γfが厳密に求まっても 37の定数背景の場介のようにピ砧まで伝わに計算できるわ

けではなし¥0 r'が札面の 3次式なので Q'の計算が依然として大変だからである。 109実際

このザ (273)のもとで白川 sectionを定める式 Da=0は

dz
k
(θAα-(6《わ;什+rjkW] + R九k川

I 一 -δ i ~、 θθ\
+竹一R九んkμl 山 )γη]____::_一一→α一f印]，Rk[戸附川戸h山7けm川7ηm川Iηげ凶i，内

-IU即川日，
1円川111ηIgPlgqn♂戸gqn戸7

qn卯TηJ

一一一一fα1) た/.1nn'A' ~ ' 

~θUJj 
，..' "'~ 'I¥:lrnn ""θIιJP dwq '̂'} 

+dzk ( aJ.~α-(わ Fbuj)17α) = 0 
¥ ¥一 J'_

/ OW' / 
(275) 

とないうやや複雑な方程式になっておりこれを解くことで Q'が求まる。 110

このような M の例として典型的なものは Cpη が挙げられる。 cpnの斉次座標を

~， (Zo : ZI : ... : zn)としたとき (1: 0 : ... : 0)の近傍で f=38=17 川という路標

を考えると Kぬler計量を与える K品hkerpotentialは標準的に!(= log(l + ZS ZS)で与えられ

(Fubini-Study計量)このとき

rkdLzl+dkz而 LdAzl+dfzm
二一 ~ rkf.，y， = -lm - -

1 + Izl2
ぅ l而 -1+|z|2

R 
d;仏+6Ldユ+6;zlz而 +dLzrlz雨 +dJhz勺 k+弘之IZk 2Z1 Zll Zk Z1il 

-
klmn 一 (1+ Iz12)2 

I (1 + Iz12)3 (1 + Iz12)i1 
一

(276) 

を用いると (273)は

( ulwsω而
(WSωS)(ztωt)z而 +IzsωSI2w而 IzSωS

1

2 (ZLWI，)Z1n 
¥ 

γ =一一(一 一+ - idf t(277) 
2 ¥ (1 + zt zt)2 

， (1 + z勺叩 (1十 ZHzu)4 ) 

('  
と計算される。

上の例で最も簡単な η =1つまり Cplのとき (275)よりム Zの fiatscctiOllを与える式

(275)は

い-(1-21:江戸一 (117LJ三一 (υ1Jf:1ιιi;L与:iト|ド2勺)去+2h加川Jれ川H信l

十咋α

一ぺ
(1-lr|2) 却=0 (278) 

10937の定数背景の場合は γ が υの 1次式だったので計算を全て露わに遂行できたc

110 もちろん y の無限次を含む -_ . _~;;t的な γ(あるいは戸)の場合の白川町、けion を定める式 Da = 0は νの無限

階微分を含む式でになっており微分方程式としては吏に複雑である τ その併は a般に形式的には (269)で表現さ

れているが、露わな表式は初期条件を与えた微分方程式とみなすほうが扱いやすい場合がある 《実際 g7g8では

このようにして ftat目、けionを計算したこ

什
d

ρ
h
u
 



~ 

となるので ι5に対応する flatseけ 10nについてこれを解くと

1 + 217. _ ，) 1 〆 - ;) ， ~ ，)、
___l_ .)/1 ー← 今 '1/1ーード I --1/1" ~ 111-111 ¥ 

ゲ， '-" ， 1 + Izl2… ， (1 + 1こ12)2''-''' '" "J  
Q'(z) = 

13(Z31ijl+25V317')+(心gさ5)・

(1 + IZI2) 

Q'(z) = 
-，ふ ( Z ¥kーμ1 1+ Izl2 

寸ー ' 1  ，，_  J W ご寸一 、 w 白¥1 + Izl2) -- ~ ， 
(279) 

となる。特に Q'(z)の表式は厳密解でありこれが配に依存しないことに注意すると〆積の定

義 (270)から z* z =ジつまり普通の積と一致する。 しかし Q'(z)の表式は w と {iJ混じった

複雑な表式をしており、それらの〆積 z*' zの計算は難しいが Q'(z)の 10依存性は

σ (z) = z + ω + 2 2 ( 幼 )k (1 Jl z12) n-k-j二C川川7η川川1此川k山u

のように計算できる O ここで Cη.kは

Cη+1.k = Cn.k + (n -k)cη大-1，Cn.O = Cηη-2 = 1 

で再帰的に定義される数である。したがって zと E同士の〆積は計算できて

日 IZ = zz + 2n(1 + Iz12)2 (1 +喜附記(l+ l)!cn+1.n川
z * z zz 

(280) 

(281 ) 

(282) 

となる。 111Z とzについてこのように非対称な積になっているのは今Abelian connectionと

して Ta.na比1nの解、つまり (272)という ω と d について非対称なパラメトリゼーションを

( とったからである。また (282)と(231)を比較してわかるように、この Talnarkinの解 (273)に

よる*'積および交換関係は 38.3で求めた Cplの*積とは異なるものである。ただし当然

ながら交換関係の leadingである O(n)の項はともに Fubini-Study計景から定まる 2次元の

volume fOn11をsyrrlplecticfonnとみなした Poisson括弧と一致するものである。(符号が;違う

のは conventionの違いである。)

111この式から ;;*'ξは普通の意味では発散する級数であ るがんの形式的等級数と しては立味をもっ亡すなわち

hの各幕の係数は有限和である
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10 まとめと展望

本論文では非可換ゲージ理論の J出を議諭してきた。

83では B場が定数の場合に対応する非I引奥ゲージJIHjj命において、 gelll山、代1'1¥'<11山口、目、latiOll 

だけから決まる異なる eij の上の非 ijJ1~~ゲージ場 I1\J の変換 (Scibcrg-¥Vitt.(¥ll llH¥p)について議

論した。そこで元の [3]で提唱された変換目身には不定性があることをノメした。またこの不定

性は、 [3]で議論されている非可換 Born-Infeld作用を不変に保つという性質には(それ1'1身が

意味をもっ O(δF)を無視する近似の範閲内では)効かないということも議論した。

86では Fedosovの*積の構成法に付随する形で一般の句.'111plcctic 多様体上)I~可換ゲージJIH

論の構成を試みた。また、 87以降ではその構成に不可欠な*積の計算例を露わな形で、IJーミした。

35で紹介したように Fedosovの*積の構成法においては、元になる sYlllplectic多総体(1¥1.0，0)

(およびゅうω)，VL，マε) を固定しでもなお0，1および μ というパラメータの(JI fl J支が入り得

る形になっている。 n1は Vε の曲率 RE の単位行列に比例する部分との和lの形で γ などに

入っているので (84)、その n，変形の 自由度とみなすこともできるが、 μはそれらとは独立なパ

ラメータで大きな 自由度を持っている。μの自由度は*積の定義で-_I-t\iVcyl 代数束 lV(L ~ A)

を考えるときに 自然に入ってくる自由度であり、その*積-への寄与は非常に波雑な形をして

いる。 112本論文の非可換ゲージ理論の構成法ではこれらのパラメータは非可換ゲージ場が住

んでいる「背景J(あるいは Weyl代数束の言葉では fiatsection) を決めるものである。その

意味では μのような M の座標にも依存してよい任意ノfラメータが入りうることは非常に多

彩な非自明な背景を記述し得るということになる。

81でも述べたように l¥loyal積でないような舟支の*積を考えたのは、 B場(および計泣ょjり

など)が定数でないような非自明な背景での弦理論の非可換な記述を目指そうという動機が

あったからであり、 5初6.3でで、構成した非可換ゲ一ジ理論の一一一般化がその候補になつているカか亙もし

れなしい、、O もしそうだとすると上で、j述主べた任意パラメ一夕 μなどに弦理論のj非|ド:向|ゆ明り川jな?背干J呆j支tの↑
報 (g向1り3依存性など)が埋め込まれているということになるだろう O ところで μは J 般に γの

形式的幕級数で表わされるものなので、その各 yt の幕の係数の場として対称テンソルを 1'~f;限

個含み得る形になっている。 -方、弦理論の立場でも lnassivernodeを合めれば2r滑対称テン

ソルの計量 gりだけでなく対称、テンソル場を無限個含むので μ と対応させることができるか

もしれない。ただし、弦理論では反対称テンソル場も同様に含まれているが、本論文の構成法

では背景に入り得る自由度としてそれに直接対応しているようなものはなし、。しかし、例えば

Bordernann [30]による Fedosovの構成法 [9]の更なる ー一般化、すなわち Weyl代数*l.V(L， A) 

を更に 一般化して適当 な Grasslllann 代数束八E も合めた ~V(ム A. 八E) を考えれば形式的に

は反対称テンソルを背景に合むようにできるかもしれない。

このようにみてくると 一般の sYlnplectic多縁体 t-_，こ*を構成するための処方筆として 一見

人為的に導入した ¥Vevl代数束には弦埋論の立場から物矧的に意味を持たせることができるか

もしれないというほのかな則待が湧いてくる 。 例えば本論文での-般に St~ なる白川間ction を

つなぐ “gaugc trallsforllla t ion::が、弦の場のJll1言論におけるゲージ変換 [31]に対応しているかも

112 f1¥次の511で・ さえ (139)(141)(142)のように:



しれない。 113 3 6.3 では普通の意味での非可換ゲージ埋諭と自 IIH支を対応させるために、 ~6.2.1

の vVeyl代数束上のゲージ場に適当に制限をつけて非日J換ゲージ場-を定義したが、 ¥Veyl代数

束自身に意味を持たせることができればこのようにHlIJ限する必然性はなくなり、 ν1の幕の係

数場の分だけ非常に多くの自由度をもったゲージ坊を倣うことになる。 )).1また本論文での h

つまり変形量子化の変形パラメータと弦理論の d が何かしら関係している気がしないでもな

しE0115

これらの非常に楽観的な期待が果たして正しいのかどうかはきちんと I制べないとわからな

いことであり現段階では単なる妄想にすぎなし、。将来まじめに調べたとき、実は弦月!ii命との関

連があるとはとても言い難し Eということになるかもしれないが、本論文で行った考祭は弦理論

とは独立な物理の模型としての非可換ゲージ理論の 一般化を試みたという怠味でもイ{広義な

ものであると信じる。弦理論と関連していてもいなくても非可換場の理論自身まだまだ研'先の

途中の段階で、何が物理的に重要なのか模索の段階であると思う。本論文では~I: iiJ換ゲージ理

"，--..... 論の一般化の「古典論」を考察したのであるがこれを量子場の理論にすることも史なる課題で

fヘ

あろう。 116
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for111 W を持つ supennanifoldを考え、 ωか らanti-bracketを定義して定式化していくのであるが、これは古典

力学で phasespacC'上に (bosonicな)symplec:ticformを与えて Poi部 on折弧を定義するのと似ている円{走者の変

形量子化を本論文では月~ ¥， )たのであるが、前者のそれに対応するものはあるのだろうか?まじめに考えると弦の
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A symplectic多様体

ここでは synlplectic多様体の定義とその性質などをまとめておこう。 117

notation 

特に断らない限り添え字の対称、化、反対称化の記号を

XUJ ...in) 

X[i1"'inJ 

jZん(iJ)σ(in)， 
σε611 

占LsgnaXa(il)仇)

σε6n 

(283) 

( とする。(告で割っていることに注意。)ここで 6n Li n次の対称群。nJjに対称化(反対称化)

に参加しない添字がある場合は IIで囲むことにする。例えば

/ヘ

X山 r j ε Xん仰(仰iけ巾州川川)a川附附σ叫吋州川(ωω仰1ρ川川)片k

σε63 

また、黙って Einsteinの規約をとることも多い:

TZ1 守k.....im j1.... .k.... ，j/ - 乞Til....，k.... .imjJλJ/ 

(284) 

(285) 

多様体 M の接束 TAlのん次外積代数を nkJ¥Jと書き、 n!vl =乞;=lQKAfの元を多重ベ

クトル場と呼ぶ。

A.l Poisson多様体

η 次元多様体 M に 2重ベクトル場 α=iαtJ8i θ̂jで

αZJ =一α)tう

αl [iθlαjkJ = 0 (286) 

を満たすものが与えられているとき (J¥1ぅα)をPoisson多様体という 。この αをPoissonテン

ソルと呼ぶこともある。

Poisson多様体には Poisson括弧[~ ]P.b. : Cχ(Al) x C∞(A1)→ C∞(J¥I)が定義できる:

[fゥg]P.b.:=α1JθlifDjg~ .r 9εCχ(λ1) (287) 

lli svmpl<:'ctic多様体に関連することは例えば [26]が参考になる:



/へ¥

〆.......... 
/ 

このとき次の性質が成り立つ.118 

[j‘g]P.b. = -[g ぅ j]P.b.~

[f‘[g. h]P.b.]P.b十 [g・[h..t]p b.]P.b十 [h.[1， g]P.b.]P.b. = 0‘ 

[f， gh]P.b. = [j、g]P.b.h+ g[j， h]p b 

特に第 2式の Jacobi恒等式は αl[i[)1αjk]= 0から従う。

A.2 symplectic多様体

2n次元多様体 M に非退化な closed2-forrnω が与えられているときつまり、

dω=0う ωη ヂ0

のなる syn1plectic構造 ωが与えられているとき (Af，ω)をsYlnplcctic多様体という。

(288) 

(289) 

ω=iωりdxi^ dxj と書いたとき、非退化条件より ωりの逆行列 (ω-1)1j :=ωりが存在し、

Poisson 括弧を

[fぅg]P.b.:=ωt]θ'ijθJg (290) 

で定義できる。このとき Jacobi恒等式は 2-formω が closedであることから

θlμjk] = 0 ←→ ωI[iδIωjk] = 0 (291) 

により成り立つ。

A.3 Fedosov多様体

symplectic 多様体 (AIぅ ω) に symplectic接続 F を入れた (Afぅ以 r) を Fedosov 多様体とよ ~o

[27]ここで Fが symplectic接続とは、 Fが sy1nplectic情造 ω を保つ、すなわち

て7kωij.-θkωiJ-LdlJrlzk-ωilrljk = 0 (292) 

を満たすものである。さらに Fは振率 Tが零という条件を課すことも多い.119 

T1jilc:==rtJcj-F13k=0. (293) 

syn1plectic 接続は Riernann多様体 (λJぅg)の Rielnann接続と速い以_l-_の一条件だけで、は Fは

一意的には決まらなし ¥0 120 syrnpleけ1C多様体の場合、 fijk:= Wilrljk という記号を使う場合

118つまりし ]P.h は PoiSSOl1構造を与える =

119これは 3A.4の記号で d(J1ニ Oとなる基底の場合。

120Rie111811n多椋体 (λ1.g)の場合は接続 Fが Rip111al1Il計量 gを保つという条件

V kgij := ()kgij -r九i.91j-rl 
kj.<Jil = 0と摂率が零 r1

jkご r7
1.:j という条件から RiclIlann接続が計泣から ーさ;的

に決まった :r11k=jdl(θ'j.9lk+θk.9jl -θ19jk). Rミti作e目印1118
に対し、 s¥'mplectic多様体のときは反対称な ωリ ω)1が与えられているので事情が違っている u
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がある。 摂率が零という条件は fjik= fijkという対称性を衣し、また Darboux[I，if.隙(つまり

仇ωり =0となる座標系)の場合 ¥lJ..ωリ =0という条件から fijk= fkjiとなり振宇茶条1'1こと

合わせて Fけたは完全対称になる。このことに注意すれば一般に同じ ω を保つ:つの接続の-差

fijk -f以.は 3階完全対称テンソルになっていることがわかる。(ちなみに RiClllanll多様体の

場合のこれの相当物は零である。)したがって、 synlplectic構造 ω を保ち振宇零の桜続の選び

方は 2n-t2C3= ~(川1)?+1)71 次元の関数自由度だけある。

A.4 公式

一般的なテンソルの表式を書いておこう。

T(X， Y) = ¥lxYーマyX-[X~ Y]， (torsion) 

7之(X，Y)Z = マxマyZーマy¥lxZ -¥l[x.Y]Zう ( curvat ure ) 

Z(ω(X， Y)) = ω(¥lzXヲY)+ω(X，¥l z Y). (sYluplccticωnncctio吋

(294) 

ベクトル場のある基底 Xi とその双対基底 Biに対し接続形式、振率形式、出率形式、をそ

れぞれ f2jぅTi，Rijとすると

マiXj fljiXl' 

ftj rt jkoiヘ

Tt dBZ + f2 八(jJJ ぅ

RZ
j dfi，; + fi Ic ^ fk jT1. k'¥1. j 

の関係にある。

これから Bianchi恒等式は以下のようになる:

R2 
j ̂  BJ = dTt + ft j八TJ7

dRZ

j + f2k八Rkj-RU八Fkj=0

とくに 35.1の場合には (78)(79)で定義されるものに対しては

c5R = ν1ωij(dTJ十 fjk^ Tk)う

て7R = て7LR= 0 

が成り立つ。

B *積の諸性質

B.l *代数における derivation

非可換な*積が定義された代数における derivat
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ここで代数 (A‘*)上の作用素 θ:A→ Aが d(、nv川 1011であるとは

δ(α+ b) =θα 十 δb‘ δ(α対)= (ぬ)砧+似θb. 'Va. hεA (298) 

を満たすということである。

げの関数の積が普通のI¥Ioyal積の場合は*-ば時，t)Jllノ5Z)で 1.')Jllノが定数なので時な

積の場合と同様に zμ の微分合I二百三7はderivation ，こなっている。しかし般に 85で構成し

た(C∞(Al)[[h]]③ A: *)においてゐは d問、rationになっていなし、。(ちなみにマLμ は (ll"[).o)

のderivationになっているが*積の derivationにはなっていない。)

そこで ~V(L ぅ A) の inner deri¥引 ，10nから liVD のderivatiollを構成し、それに σを作用させ

て対応する (C∞(A1)[[h]]⑧人*)の derivationを導こう。 121

n=Oとしたとき単位行列に比例する 122任意の Kε H/(L:A)に対し作用素ぬ.: Hl(L: A)→ 

H!(ムA)を
---" 

θlto:=jlh!? αε 日仏A) (299) 

のように定義する。これは K から定まる H!(LうA)の inncrdcri vationである。この θκ が

(~VD ， 0)上でも deriva.tionであるためには

D(θKα)=D111K741=ZIDKα]+ご[!(， Dα]= ~[D!(ぅ α] ぅ Vαε lVJ) (300) 
\11， l~~'~JJ ñl~~~' 九 '~~J h 

より

[DK，α)=0う Vαε WD， (301) 

が要求される。これは DKが WD の central1-fonnであるという条件であるが実は D!{が

vV(L， Aのcentral1-forn1であるという条件と同値であることが示されている。 [9)従って θIて

が l，vD のdearivationであるとき

r-、
DK=8，のεZ0八1 (302) 

と書ける。 DがAbelian connectionであることから‘ d8= D8 = D2!{ = 0つまり@がclosed

1-fonnであることがわかり局所的に 8=dφなる φεZが存在し (302)は D(!{-φ)=0あ

るいは!(-φε lVD となる。したがって (299)は

Iて

θκα 

Q(σ(K) -φ)+φ? 

;lQ(σ(!{) -φ): a)ぅ αεH'[) 、、‘，
z
g
J

q
d
 

、.. y 
rs
・‘、

q
J
 

r'ss
‘、、

と書くことができる。 123第2式で φはccntcrなので交換子のIIJでは決とした O この交換子の

形から ll/(L;A)の innerderivation(299)から導かれる H/[)のderivatiollD1{ は局所的に H匂

121ここでの構成の方法は [22]の AppendixAに基づく 乙

122この条件は hの負幕が現れないようにするためのもの亡

12 :~ [22]では σ(J()= 0という条件を手でおいているが、ここでは一般にしておく ι

iG 



のinnerderivationで書けることがわかる。従って aεlFJ)を a=ο(ao)と1?しEて σを作月j

させると局所的に

θIィQ(0.0) 、、，，，
，

r
'
t

，、
、

、16/ι
 ¥

t
E
E
/
 

、P
Y
E
K
 

，.、、、E
.
.
 ，r
 

y
d
h
 

r'a 

r'SEE

、、σ
 

J'a
，、
、

Q
 

ー一

-h

→弘1(00 仇 Q(向 ))=jiσ(λ)-φα0]* (304) 

と書け θ仇*Kは (C∞(什λ1¥1η)[[伊[伊h同州.]リl日]~' A 、 *刈) 上の locallyil1r 

ここで [α向Oうb句州0]*:=α向o* b句O一 b九o*向とした O

，~ 

B.2 標準的な非可換座標

ここでは標準的な「非可換座標jとして局所的に (166)のようなものを構成できることを

示す。

まずsynlplectic多様体(1¥1，[20)について知られている Darbouxの定現により

rJ Z
 

，d
 

〈，，a
 z

 

，d
 

I
d
 

内

u
y
d
 

l
一2

一一nu 
Q
 

(305 ) 

を満たす Darboux座標 x1，I= 1，・・.，2nを選ぶことができる。 JOIJ= -JOJl は定数である。

また以下では J6KJOKJ=めとなる JJKも使う 。

k三1に対し ゅら)εC∞(λ1)[[h]]， 1 = 1， . .ぅ 2η，として

ふ仏{ふふk刈山)

j[品仏{ふk川ふふωμ)]心]* * 

I 
Z 

-JJJ+hK4A+C(hk+l) (306) 

と表されたとする。(特に k=lのときはゆいとして .1'/そのものを選べば (305)と変形量子

化の初項の条件 (55)からこれは 自動的に満たされることに注意しよう 。)このとき*積が結合

~ 律を満たすことから Jacobi恒等式:

O = ( ;O引r戸ハ2¥V}Mk[Uω叫叫[防叫叫凡品訓礼(:;

が成立する O この最低次数 O(が)に注目すると

いじいKJ]P.b.= 0 

(307) 

(308) 

であることがわかる。これは

川 :=i川山(は'd:lJ八d.T
J

がclosed 2-forn1 つまり da ( ん ) =0 であることを示 しており、 JI~J J斤(Jiに

(309) 

α(た)= db(ん)， b(ん)= b(人')I(Lr' (310) 

i / 



なる 1-forn1b(人)が存在する。従って b(た)1 を山いて

るい1):=品、)+fJJJlb(k)j 、、‘，

.a，，，
t
a
i
 

-
E
i
 

q
d
 

/
f
t

、
と置くことにより

( 11  _11/ _ 11 ( δθ¥¥  
-dJ+hkW-fJJL(万戸(k)L ー å~LbU，;) 1¥ ) ) + 0(hk+1) 

_ -JtJ + O(が+1) (312) 

となる。従ってこの操作を繰り返すことにより (166): 

*
 +

 

J
伏

~A
V
 

唱'ム+
 

'
K
 

F
I
r--
、

~
A
V
 

ー

τnM

*-[~J ， ~J]* = -JtJ 

を満たす標準的な非可換座標がを求めることができる。

(313) 

~\ 

B.3 *積の計算例

ここでは 38.3で定義した*積での (231)の計算法を書いておく。 38.Gの*績の計算も全く

同様である。

まず Q(z)ぅQ(2)を y1の形式的案級数で表しておく:

Q(z) 
γ2+2γ(1 +γ2)yl _i て「

ニ e1 ち ~ Q.k(γ)(ν1) k， 
1-2γ(1 +ρ)y1 ケ

/，，-， 

γ2+2γ(1 + r2)yl _-iO -18や 1
Q(Z)=1l eo=e-10〉:α"k(γ) (νl)k (314) 

1-2γ(1 +γ2)yl ケ

αk(γ)はある決まった係数だが具体的な形は知らなくてもよいことがわかる。

(山t expi-(三L ←→ 11((yl)le干上1=y2=O(つ(仇 θθ)) ( 
¥ 2θy1θy2 θυ2θyl J J ¥ 

= (わた(手)1 (315) 

に注意すると*積は

一一*
 
eτ丸山

¥
1
1
1
1
1
ノ

¥
1
1
1
ノ

一，
一針

/
I
I
I
-
¥
 

ゲーα
 

玄ー

/
f
l
i
-
-
¥
 

¥
1
1
1
1
1ノ

¥
1
I
t
-
-
/ノ

h
一公

/rit--、、

γ
 

α
 zk 

/
i
t
-
-
1
¥
 

nv pu 一一

2iO / r2十九(1+γ2) /γ2 -h(l +γ2) /，.;1ーが(1+γ2)2J 
げ =UE10(316)

1 -11，(1 +γ2) V 1十九(1+7'2) V 1-17，2(1十 '1''2)2

となる。このようにして (231)(233)の計算ができる o f}依存性が とiOのものとの*積は|二の計

算に注意すると rJlj燥にして比較的谷易に計算できる。
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B.4 fuzzy S2 とfuzzyH2の関係

ここでは 38 で S2 と H2 上に導入した*積の lBJ の関係を訓べる。 3~ では黙って半径を 1 に

とっていたがここでは半径を一般に R としその依存性

B.4.1 fuzzy S2 

半径 R2の S2をIR3 内の 2次元面

X2 + y2 + Z2 = R2 (317) 

とみなす。このとき

/ヘ¥
2R2γ 2R2γ 

X = ~ _ ~ cos e. y = ---_ _ sin e‘ Z=R γ2 + R2 う γ2+ R2 ~~~~ v ， ~ A ~ 1'2 + R2' 

γ2: 0， 0::; e ::; 2π (318) 

というパラメトリゼーションをすると計量は ds2= dX2 + dy2 + dZ2より

2 4R4 

sL. = {"，，2 -1--D2¥2 (dγ2+γ2de'2) 
(γ'2 + R'2) 

となる。断面曲率は K=去になる。そこで 38のように

4R4 

0=γd1' ^ de (γ2 + R2)2 

、、，
S
F
J

A
Y
 

-『iq
J
 

/
'
a
E

、、

(320) 

から*積を構成すると

〆¥

←。(jtZF204トxp(引ZL-叫))
(321 ) 

となる。これより X‘Y‘Zたちの問の関係は

hX+hY+Z*Z=R211-21人
¥ 4R4 ) 

h 
[)C y]* = 1， _~Zう [y， Z]* = i '~X ， [Z， J'¥]* = i. _~ Y 

R 

となり (X.y: Z)は、1:径RV1一五T のfuzzysphereの州日去している O

(322) 
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次に z:==γeιZ := 1'e-iOの聞の*積は

1'4ー(会(12+R2))¥210一六三

1 -(キ(1'2十 R2))2 

(323) 

T2一会(γ2+ R2) 
z * z = 七、

1+会 (γ2+ R2) 

-23z(γ2 + R2)2 れ之
[z， Z]* = 二 一 一 一(RL+ゥ *z)(R2

十三*エ)
1 -(赤(γ2+ R2)) 2 2 R'1 ¥ ~ ， 1-

九 ャ 12+会(γ2+ R2) 

-' - 1一品(1'2+ R2) 

z * z = 

のようになる。

fuzzy H2 B.4.2 ~ 

R2の H2を JRl，2内の 2次元面「半径j

(324) yO > 0 一(yO)2+ (yl)2 + (y2)2 = _ R2う

Y-2R2γin e. 一一…R2ー γ2----~ J 

yl = 2R
2γ

‘ 
1 _~H ， ~ cos e‘ 

rt--- rゐ

π
 

q
L
 

<一ハ
σ

2γρ
く一

+一一

O

M
一P

R

R

<
一

=

γ

 

o

<

一

Y

o

 

このときとする。

(325) 

(326) 

というパラメトリゼーションをすると計量は ds2= -(dyO)2 + (dyl)2 + (dy2)2より

4R4 

S2=2(dγ2+γ2de2) 
(R2 -r2) 

(327) 

そこで 38のように

ハぴ，d
 

〈r' 
一
円
4-T' 

凋
せ

一

R
一一

4
生
一

一q
L一p

u--
nu o
 

となる。断面曲率は 1{=-告になる。i-""'" 

(328) 

から*積を構成すると

γ2+会γ(R2-γ2)ハポ¥..___ ( 'in" (万万 万万日
。+:::_ I exp I一一|一一一一一一一一一 II 

1+恭1'(R2-ρ) 
~ ~ I 

T J 
~" L lJ

" 

2いνl内2 a似ク1)) 

山手T(R2 ー γ2 ~.e +どい
1+ヨド(R2-γ2) γ/ノν1=y2=O 

80 



となる。これより yO.yl.y2たちの問の関係は

_yO * yO + ylげ 1十戸川 =-R2il-立人
¥ - 4R4 J 

h _ _ 1 ，_ _ 1 _ _.-" h 
[yOl yl]* = i二二Y人[y2.yO]* = i'~yl ， [yl，y2]* = _ 'i'~}TO (329) R - l- ; - P R 

となり (Yo，yl， y2)は「半径JRJ1一品の fuzzyH2の酬を表している o

次に z:=γ♂。‘z:= re-iOの間の*積は

z * z = 
γ4 _ (走(R2-ρ))二2i8_元

1 -(命(R2_r2))L

z==γ2ーキ(R2
- γ2) r2+キ(R2

- ρ) 
z * z = ト走(R2ー γ2)ヲ 1+品川-]'2) 

一会(R2- γ2)2 れ 2 
lZ751*= =一一一(R'2- Z * z) (R'2 - Z *こ)

1 -(赤(R2_ r2))2 2R4 

~ 

(330 ) 

のようになる。

B.4.3 R→∞と}R2

上で考えた S2も H2も R → 00 とすると普通の意味(つまり可換な積を考えていると

き)で 2次元平面}R2 になる。実際、断面曲率も R→∞で S2のとき K→ +0，H2のとき

K→ -0となる。ではこれらを非可換に変形したものはどのようになるのだろうか?

比較のため}R2の88の意味の*積を書いておこう。ただしここでの規格化は上の S2う H'2で

R→∞として得られる

r"・¥

ds2 = 4(dγ2+γ2de2) (331 ) 

を}R2の計量とするものである。したがって

no = 4rdγ八de (332) 

から*積を構成すると
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/r『¥¥

;;:-.. 

このとき z:==何ie‘三:=re-iOの間の*積は

ご *z二，/，..'-ど=万三
V 16 

z*こ二 γ2 n. 
4 

z * z ==γ2+z 

川=-; (334) 

のようになる。

したがってタ (323)と H2(330)における*積によるム 5の交換関係は R→∞とするこ

とにより}R2の交換関係に帰着する。

言い換えると上で構成した*積は R=∞を通じて fuzzyP の su(2)代数(あるいは 52の

等長群の代数)と fuzzyH2の 8'U(1 ~ 1)代数(あるいは H2の等長群の代数)をつなぐものに

なっている。

B.5 Weyl型と Wick型

ここでは非可換な積からなる代数を作用素の積とみなすことで Weyllf~! と Wick 担の積に対

応する作用素の積の}II員序を議論する。

量子力学の類推で座標がう μ =1，・・.，2nに対応する作用素をがi とし、それらは

[5;11'，什._門ν
一行

μ
= -ihwf1V (335) 

のように非可換であるとする。 124ただし ωIW は£μ に依存しない定数とする。 125 また複I素iE
則座標を Zi= Xi + ixi+n， i， = 1， 川、反正則座標をど =Xiーが+n と定義し jめivd:l;!1八d:r;v

を(252)のように標準的に Kιhlerformと同一視して(定数の)Kぬlcrrl1ctric 9りを導入する。

このとき複素座標に対応する作用素 21?21の交換関係は

[zt， Zl] = 2ng11 

となる。この式からグを生成演算子、 21 を消滅演算子のように考えて ::'1 を右に zJ
持ってくる順序を ¥Vick}IIH序と 11手ぶことにする。

(337) 

を左に

普通の関数 f(.r)εcoc
(}R2n) に対応する作用素で Weyl}IIN序、 vVick }IIrt rJ'.;に刈-応するものを

121普通の量子力学では Y と九が非可換

[:i:μJul=1fist、 11. V = 1‘ 
.n (33G) 

とするが、今考えている状況つまり非可換幾何学の場合には共役運動註ムノに対応するものも iJ張問lUとみなし

ている c
12535.1においては一般に ωWは zの関数としていたが o肢は ν微分で定義されていたのでここでは ν→ 1:

と読み容え ω111ノを定数とみなすことでちょうど対応している ノ0'積についても liiJ係である

1:)2 



.~ 

それぞれ Of(念)~ Oj (，r)と書くことにして

。f(i)
Oj(企)

= J (~坐笠竺Eど竺竺:ご三Jこ:j 2竺土4z44;4子←;子:
(2π)11 ) 

.1 (~坐笠旦空ど竺f竺こ.1 (~企fど立ι， 2三こι:ど三n
(2π)11 ) (2π)rηI J¥'-' ) 

と定義する。ここで f(k)は f(:r)のフーリエ変換である:

/ ( k ) : = / 2生t竺竺些三竺竺竺〈fご三こ77二:i:川円eL♂什ハ1仏此内J..:ん':11μ
} (いムハ/

このときそれぞれの順序の演算子の積を計算すると

。fOg f 竺竺土リJ~竺也f土竺竺止1竺笠工LLE竺ιι心い:L」ンhhef♂け刊川一→4叫i仇向kf
(2π)η(2π)n 

Of*g， 

/竺土 / 
州

e吋 e一川_2hgii(た ν灼川川)i川川ik巧k叫ki.f(k f'-/g -
J (2π)ηj否万五

Of*'g 

となる。 126 ここでそれぞれの積に対応する関数は

/ ←一一 一一→¥
I inθδL  

f * 9 := f exp I一一一一ωW--lg 
¥ 2θzμθzν I 

;-J 

/ ←一一 一一→¥

(339) 

(340) 

I _ a ~ ~ a ¥ 
f *' 9 := f叫(2nC)'-/ .gL] ，，'-/;; ) 9 (341) 

1θZl' θzj I 

のように無限回微分のかかる結合的で非可換な積*ぅ*'で表されるものである。この定義の*

/弐、 積は Ivloyal積と呼ばれるもので、演算子の Weyl}11買序に対応するものなので¥iVeyl型の積と呼

ばれることもある。それに対し〆積は Wick順序(正規順序)に対応するものなので Wick型

の積と呼ばれる。

この*積とピ積は

を用いて

5-1 ((5f(:r)) * 5(g(:r))) 
r d2ηk r (_t2ηk' 

= /一一一/ーっe一仙I;;')f，:r/'♂g'J((k+k')i (k+I;;')J 同一川-2kikjlj(k)タ(ど)
.J (2π)η .J (ω/ 

(342) 

=f(:r)*g(工) (343) 

126この計算において BakC'r-CampJwll-Hausdor妊・の公式をJtJし Eた二
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のように関係づけることができる。したがって非 J-lJ換なイーに数 (COC(lR2

つ‘*)と (C託(lR2n
)、〆)は

Sにより同型であることがわかる。
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