
氏 名

学位(専攻分野)

学 位 記 番 号

学位授与の日付

学位授与の要件

研 究科 ･専攻

学位論文題 目

⊂76コ

音 義 笑 壷

博 士 (理 学)

理 博 第 2267号

平 成 12年 11月 24日

学 位 規 則 第 4条 第 1項 該 当

理 学 研 究 科 数 学 ･数 理 解 析 専 攻

AGENERALIZATIONOFKAC-MOODYALGEBRASAND
THESERRERELATIONS
(カッツームーデイ代数とセール関係式のある一般化)

(主 査)
論文調査委員 教 授 斎 藤 恭 司 教 授 柏 原 正 樹 教 授 三 輪.暫 二

論 文 内 容 の 要 旨

単純特異点とその普遍変型族及びその同時特異点解消は対応する単純代数群より構成できることはGo血endiedck-Bries-

kom理論として知られている｡ 更にその単純代数群は,更に単純な組み合わせ論的な対象であるところの (有限)ルート

系により決定される事も古典駒理論として,よく知られている｡他方,ここで出てきたところの有限ルート系は元の単純特

異点の消滅サイクルのなす集合としてとらえられ,そのルート系のKilling形式も,消滅サイクルの交叉形式として,とら

えられる事もBrieskom により知られている｡即ち,単純特異点,(有限)ルート系そして,半単純代数群は互いに他を決

定しあっている｡果たして,この様に美しい三位一体の理論体系はこれで完結しているものなのであろうか｡斎藤 (恭司)

は,ルートの集合の有限性及びKilling形式の正売値性等の条件をゆるめて,一般化されたルート系の概念を導入し,それ

により任意偶数次元超曲面特異点に付随する消滅サイクルの集合を′とらえると共に,｢その一般化された (無限)ルート系

に対し (無限次元)リー環を構成し,更には,その (無限次元)リー環により,元の超曲面特異点の普遍変型族及び付随す

る原始形式を再構成せよ｣という,いわゆる逆問題を捷起した｡青井による当学位論文は,この道問題のある特別な場合に

対して部分的なしかし決定的な解答を与えるものである｡

その結果を述べる為にまず,一般化されたルート系の分類について簡単にふれる.一般化されたルート系はそのKilling

形式の符号 (2.,2.,C_)とすると,Wittindex-2.+e_であるが,Wittindex≦2のルート系勘 次の棟に名付けられて
いる｡

(2,0,0)有限型

(2,1,0)アフィン型,(C+1,0,1)ハイパボリック型

(2,2,0)楕円型, (2十1,1,1)カスプ型, (2+2,0,2)e-ハイポリック型

ここで,有限型ルート系は既に,単純リー環に対応することをみたが,アフィン型,ハイパボリック型のルート系は

Kac-Moodyリー環と自然に対応することもすぐわかる｡ 残る楕円型,カスプ型そしてe-ハイパボリック型はそれぞれ楕

円型特異点,カスプ型特異点そして,1-モジュラ例外型特異点に対応する (場合を含む)ルート系たちである｡ それらの

場合は,ワイル群がどのような実領域にも固有に作用しないために,ワイルの部屋が存在せず,従って,古典理論にあるよ

うな自然な単純ルート基底は存在しない｡

他方,楕円型ルート系については,exponentの理論に基づく基底が存在し,申請者は参考論文において斎藤と共同で,

その場合のリー環を決定している｡

本申請論文において申請者は,その楕円型の理論を,ある特別なクラスのカスプ型ルート系 (それらはカスプ型特異点に

対応する場合を含んでいる)に拡張して,カスプ型リー環と呼ぶべき新しいクラスのリー環を構成し,それらがある普遍性

を持つことを示した｡以下に更に詳しく説明する｡

Rcをカスプ型ルート系とし,その単純基底rcを以下の様に構成しておく｡ まず,RcをそのKilling型式の1次元radic-
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alで剰余したハイパボリック塑ルート系Rhの単純ルート基底 Fhのグラフは高々2つの分岐点と持つ木七仮定する｡その

二つの分岐点の問にあるルート基底に対し,radical方向に変位した最初のルートの集合をr*maGとおき,rc:-rhUr*桝aE

とおくのである｡ このrcを用いて以下の棟にして,リー環g(Rc) を以下の棟に生成系とその基本関係式で'IE義するO

生成系 :各 α∈rcに対しsl2rtriplet<ea,fa,hα> をとるt｡

基本関係 :1)ha等は,可換リー環句を生成し,g(Rc)は1再こより同時固有空間分解する0 2)eα等は,Serre関係を

みたす｡即ちα,β∈rcかつ <α,β>≦0に対し,ad(eα)ト̀αV･β'eβ-oofa等も同様にSerre関係をみたす｡

3)ea,fa等は･-般化されたSerre関係をみたすO即ち,α,α*,β∈re(α∈r*mL.3)の時 【eβ,ea,ea']-ooγ,α,α*,

β∈Fcの時 lei,ea,C,,eα*】-00α,α*,β,β*∈rcの時 【eα事,fa,eβト eB8-0,等々O

以上の準備の下に,申請論文の主要結果は以下の通りである｡

定理1.g(Rc) は恒こ関して,同時固有空間分解する｡ その実ルート(即ちノルムが正のルーH 'の集合はRcと一致し,

かつ実ルートに対応するルート空間の次元 (-:重複度)はすべて1である.

2.逆に,g-をrcの頂点に付随するsl2-triletsにより生成され,それらは上記関係1),2)ノを満たすとするO更にもし,

gの各実ルートの重複度が1であるならば,自然な上へのリー環準同型写像 ‥g(Rc)一gが存在するO すなわちgにおいて,

一般化されたSerre関係3)は自動的に満たされる｡

論 文ゝ 審 査 の 結 果 の 要 旨

無限次元のリー環は近年,(アフィン)Kac-Moodyリー環やヴィラソロ代数,あるいは,それらと関連する代数の研究

等,大きく進展しつつある. しかし,他方,幾何学に由来する様なWittiふdexが2(以上)となるルートに対応するリー

環については,長らくその定義関係式の決定も含めて,未解明であった｡ 申請論文はその中で,特にカスプ型の場合につい

て,定義関係式を与えると共に,それらが或る普遍性を持つことを示すという画期的な結果を与える仕事である｡

申請者は,申請論文に先立つ参考論文 (斎藤と共著)において,simplylaced楕円リー環の三つの異なる表示 :1)頂点

作用素による実現,2)生成系と基本関係式による表示,そして3)アフィンKac-Moodyリー環とハイゼンベルク代数

の合成による表示を与えていた｡この楕円リー環は現在楕円的共形場の理論と結びつき,重要性を増しているが,他方,上

記の2)において与えられた,一般化されたSerre関係式の持つ必然性については必ずしも充分説明されてこなかった｡

申請論文は,これらの一般化されたSerre関係式を新たに,或る単純ルート基底を持つカスプルート系に適用することに

より,新たなクラスのリー環gを構成した｡すると,それらのリー環はハイパボリックKac-Moodyリー環とハイゼンベ

ルク･リー環の合成表示が得られ,それより実ル∵トの重複度が1とV巧 自然な要請が満たされることが示せる｡ しかるに,

この様な "自然な要請"である ｢1)ルート空間分解の存在,2)実ルートの集合はカスプルート系となる,3)各実ルー

トの重複度は1となる｡｣を満たすリー環は自動的に一般化された声erre関係式を満たすことが申請論文により示された｡

すなわち,gは上記の "自然な要請"を満たす))一環の中で最も普遍的なものであることが示されたのである｡ これにより,

楕円ルート系及びカスプル｣下糸における一般化されたSerre関係式の持つ必然的な役割が示されたといえる｡

一般的に楕円塑ワイル群やカスプ型ワイル群はもはやCoxeter群でなく,それらはCoxeter関係式のみならず一般化さ

れたcoxeter関係式を用いることにより決定されることが知られている｡ その時,注目すべきことは,この一般化された

Coxeter関係式を記述するのに必要とする≡項及び四項関係式がちょうど一般化されたSerre関係式を記述するのに必要と

する三項及び四境関係式とが対応しているという事実である｡ しかし,これらの事実の内的必然性について充分説明されて

いるわけではない｡

他方,更に注目すべき点は,これらの一般化されたSerre関係式が,ある重要なe-ハイパボリックルート系の基底にも

適用が可能となることであるO 当然それらの場合にe-ハイパボリック･リー環が一般化されたSerre関係式により定義さ

れるのか,それとも更に新たな関係式が必要とな/るのかが,今後の重要な研究課題となる｡ その解明にも,当申請論文は重

要な鍵を与えるものと思われる｡

以上のように申請論文はWittindexが2となるルート系に対応するリー環の研究に寄与するところが大であり,学位論

文として価値あるものと認める｡ 申請論文に報告されている研究業績を中心にして,これに関連した分野について試問した
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