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概要

階層型二品 ラルネヲトワ タによるカ学系の掌習過程11敏飾信号に躍動されたパラメー

タ室町上の状態変化である.これは、典型的な高次元非線形ダイナミクスであるため、学

習過程の理a命的解析は橿めて閤偉となる.しかし、力学系の学習を基本とする時蔵列予欄

システムなどの基礎理鎗として、そのグイナミタ^の解明は盆要であり、また、非.形力

学系のa島磁理・の観点からも""常に興略濃い問題である.

本研究は、陪.盤ニューラルネットワークによる力学系の学習に関Lて‘その動的過程と

収束性t力学系理・に基づき数理解続的に考察Lたものである.

はじめに、~~ーラルネットワークによる瞳散カ学系および迫観力学系の学習過程を確率

的降下法の理債を周いて観111命的に甥僻した.まず、学習のアルゴリズム金、時間撮影そ

のものの学習と.ペタトル喝あるいは変換を表わす聞教の牢曹に分甥 C.聞量生の宇宙は信

事量的には遂次盤のパックプロパゲーション歯磨と等価であること.時間樟影の学習も近似的

にはパックプロパグーション法と 致することを鉦明した.また.この理自信鋪呆を歓値実験

によ。て検liEし.学習制期の適度について理衝が妥当であることを槽毘した.さらに歎値

実般において、カオス時糸列を学習する樋合に学習が急訟に加越する現aを見い幽し.こ

れについて考察を加え、アトラクタの対車生佳および学習されたカオスとパフタプロパゲー

ション法の持つ統計的性質が畑違の原因 .!::f，t...，ていることを解明した.

次に、力学系学習の量適催への局所収束性を.錨合荷.パラメータを'"敏とする非自律

的力学系の不動点の安定盤として傭訴した.まず、敏師信号が周期的、様周期的、カオス的

な栂舎のそれぞれ4ごついて、学習の局所収東条件を噂出し、種々の定理のかたちで証明し

た.また.学習のa陸連値近傍での収束過程の数値齢算を行ない、収束速度"固有値.リァ

プノヲ指歓との関係を考察した...に.パックプロパゲーシu 法を含むー依の逐次修正

湿の勾配降下法6ごよ旬ニ来観鍾を最小化するアルゴリズムによるカオスの学習で11.最迫

状盤の引力置が鼻常に復韓になる栂舎があることを指摘し、そのような引力圃の存在征明

を符傘い数値実駿例金示した.

本研究で得られた知見11'='ューラルネットヲータ緩衝の実用面において怠要な理・的.

盤となるだけでなしカオス力学系の研究においても「力学系としての学習jという街た

な聞置を提起するものである.
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輔 1寧序槍

1.1 まえがき

自然理事学の本質"現象の予捌である.ユュート μ 力学では.閉じた系のすべての

状鰻愛般の初期条件がわかれば、その後の系の状鰭"遅働方程式によ。て決定され

る.すなわち、十分な情緑があれ"現象の予淘は理槍的には可能であるときれて

いた.このE・".量子陸の発見によって.系の状留を怪童の繍度で恨測すること

が不可能であることが示されても本質的には量化を受けなかった~それは、自然

裕司院の考察の対象となる定常状噂は敏遭安定であ旬、定常状態を観樹するかぎり、

わずかな醐定限盤は時間とともに誠少するこ kはあ。ても抵大することはないと

いう鐸駿に基づ〈信念があったためと恩われる.つまり、銀差が不可避であ。ても、

その大ききに組観化した系を考えれば十分憲峰のある予剖が原理的にはできる也

のと信じられていたのである.

しかし、近'1'.定常的であるが駄遣不安定な現象が普遍的に存在することが明

らかにされた.ニのような現象で".却期条件の眼差をど批だけdきくしても、そ

の候墨"指数関量的に増加するため、属〈聞に観粛にかかるオーダーに拡大する.

す傘わち、長期的な予掴が原理的に不可能になる.このような現象"、Jt学的に曾

え"、..還の全体{木密集合)は蹴返安定であるが.鏑々の般道は反発しあい、指

数間象的に雌れてい〈ような状."化を震わしており、ゆるやかな定畿で「カオ

スJと呼ばれている"一".指犠関量的に艦隊してい〈験遭が再ぴ鐘還し.全体とし

て有界な不変集合を偶成する原園は現象を記述するシステムの奔樟形性にある.

この葬.形盤のためー般にカオスほラングふノイズとほとんど区別のヮかない非

常に繍維な振舞いを見せる.

このようにカオスの鋸見により、自徴現aの長期予剖の園陸さについて、その本

質が数学的に臨明可障とな9た.しかし、道に考えれば、自給現・や社会現象にみ

られる繍維な時系列の多〈がカオスであ札不櫨定な要因を曾まない決定.的な

法制によ。て生み幽きれているならば.従来ラ νグふとみなされ畿計的な処理しか

なされなか。た時孫列を決定働的に徹うことが可能になる.そこで、これまで銃計

的な手法で行われてきた時系列予薗位、力学来事Ir， .mに曇づ〈決定.的手棒を

適用しようという考えが生まれてきた剛一間.カオス的金現象を..則的に予測する



ことは本質的ι不可能であるが.それを生み出す規蹄を伯尚すれば短期的な予剖

"可鍵であるという性貨を利用しようというものである.いかに傭維な時系列で

あ。ても、成る有限次元の力学系によ 9て生成されるものであれほ、その力学識を

同定するニとにより佳意の初期状愈を起源とする現象を予測することが可能にな

る.有限次元の力学系".連続車ならば常微分方程式睡眠系金らIf差分方程式で

配越される.したが。て、力学a院の岡定"ニれらの方程式に現れる関歓を近似する

ことに帰着する.同Ii近似の手法 l:t.~鍵察されている.ニ品】ラルネ 7 トワーク

を周いる手法はその代表的なもののーつである，.鋼、

ニューラルネットヲータ(:¥'l'Ilr川、制W官量以下、 NN'略す)"生物の神繰回路を

模倣した鏑象的回路網でありー‘ユユフトと呼ばれる多数の薫子が加重結合され信

号をやり取りすることにより、遺但飽悔や最適化問題の求解などの情組処理を行

なうことができる捌 411.中でも階層型の NN 1まノンパラメトリ 7クな冊数近似系

として、次のような特長を持つ.まずユユット散が十分6ニあれば庫理的には佳意

の遮観欄微を近似でtることが医明されている棚.また、バッタプロパゲ-，ヨン

法畑町北Pro.喝飢羽田以下、 8P法と略す)d'およびそれを鉱揮した学習アルゴリ

ズムによ旬、時系列データ仁基づきネットワークの鎗合荷2止を服次修正して近似関

数を栂蔵することが可能である.このように、階層型 NNは優れた関数近似能力

と8P法という有効な学習方法を持つニとから、力学JI¥の周定のための関数近似

系企して有望観されている.

このような期待のもと仁、 NNを時系列の学習および予欄じ利用する膏究が現

在橋発に符われており、カオスの工学的応用と NN研究の両分野において重要な

テ マのーつにな。ている.

本11文は、以上のような階層量 NNによる力学系の学習の研究の詑れにおいて.

(1)力学系、特にカオス力学掃の学習過程を現象・的に考察する、

(別結合荷重空間における状11"化を表わす力学系として学習を鍵える、

という三つの観点から力学系学習の肱理的性質に闘する細見を与えることを E的

として遂行した著者の研究 101)-1耐をまとめたものである.本研究では、力学系の

学習過程に生じる現象を計算楓実験により観察 L.従来の象理的理胎の適用可能

性を吟聴するこど.さらに.カオス力学系の鱒続手棒を適用することによ旬、学習

過程と掌曹の収束に闘するより厳曾な理蛤を暢隼するこ kを目的kした.力学系

ー乙こで埠ぺるよう.欄.姐置の-.式H ての.孟ー..，ドットヲ_，.生俸の9・・園路網

，区別するため.人工ニ品目，ルネヲトワーク (Arli8ci凶N凹""，"'.".ork)t:.，，，，.:t，，，る.



の学習に関する研究"数多くなされてきたが、非徹形力学系の理鎗を瑚い統計的

機作を極力緋除することによりその学習収束性を厳密に解併した例は司医者の知

るカぎ旬本研究をおいて他にない。

本10文の織成を以下にまとめて s(。

次節 12では階層型 NNの研究の歴史を機観し、その流れにおける本研究の位

置付けを明確にする.

第2寧では本研究で主に対象とする S層階層型リカレ J トニューラルネソトワー

ク (RE-Cur!'('nti'\l'ural:-';{'(恥lor~ 以下 R N Nと略す)の構造とダイナミクス その学

習則を脱明する。まず、鑑散力学系の学習則として周数候差法と敏道眼差法を、次

に迫観力学系の学習則として速度鋲差法と議形誤差法を噂き、ぞれらの符債を述

べる.また、本研究では娘わない他の学習法も簡単に紹介し、本研究で用いる手法

との関連について迩ペる。

，"'.で" 甘利によって傷策きれた櫨率的降下法の理歯..州を第，.で途べた

R N Nの学習アルゴリズムの解折に適用し、 BP法との関係を明らかにし、学習

速度の近似的解価式を場事出する.また、櫨率的降下法に対する f学習収束の定理

仏州Jを連続力学系の適応制御盤学習 Lこ低揮する.

第4.では、"散および連続力学系の学習の計算機実験結果について追べる.ま

ず、 1次元縫散カ""院の学習実験を行ない、周期航遭およぴ不安定性の小さいカオ

スの学習においては、 BP法と関数族差法が平均的に l孟等価であることを示し、

確率的降下法の理鎗に基づく学習速度の野価が妥当であることを示す.また、前記

の学習実験において観樹されたカオス学習の加速現象について述ぺ その原因に

ついて隣細な考療を行なう.次に、敏郎信号の提示方法が学習に及ぼす影・を、離

散力学系の学習を対象として考察する.倉後に、連続力学系の学習実厳結果につ

いて述べ、経散系の場合と周栂に碕準的降下法による解析のE当性を検匝する。

"15寧では、 RI"Nによる挙管を含む、よ旬ー般の勾配降下楼に6づ〈力学系の

学習を、学習系の結合荷量空間における状懇変化、すなわちそれ自身 つの力学

系であると考え、学習の収東条件をこの力学系の不動点の安定住として解併する。

解併には、不働点の近傍での線形近似系の零点の安定性から元の不勘点の安定性

を鑑定するリアプノフの第 の方法州を使用する.この手法により教師信号で

ある時系列が、周期的概周期的、カオス的な各級舎についてそれぞれの学習の

収東条件を明らかにし、種々の定理のかたちで証明する。



111..では、学習の峰着車の近惨での収耳障過程の敏値針IH行ない、・通点の固

有値.リアプノヲ繍散と収来週度との関係を考察する.学習は敏舗信号にE勘さ

れた非自律的力学JI¥である.このような非自律果、特に、カオス的な晦動項をも9

1と系の不動点の安定性については‘..来ほとんど研究がなきれていなか。たが、最

近、指オスの岡m・3 ・ 4~J ~riddko(lb曲目 4~1' >>1といった錯しい現象が発見され.その

羅生条件との関連から重要値されている問題である.本碕究1:1:.N Nによる学習を

結合荷盆空間における敏師信号に躍動された力学調民主考える観点からのこの問題

へのーつのアプローチでもある.本'で1:1:.N Nによる学習における刷版lbasin

の発生についても考療を行ない..迫状態がriddll'dbllllinをもつような逐次的勾配

降下法による学習系のモデルの得周院を1':みる.

第7・では、本研究で得られた成果をまとめ、今後の限圃を述べる.

1.2 ニューラルネットワーク研究町概臨と本研覚的世置付吋

ニょz ヲルネァトワーク (NN)は生体の神鑑回路網を僕位した僧組処置添であ

る.N Nの構成襲膏はユニットと呼ぼれる袖象的喬子であり、これは、生体の縛経

細胞.:'，:1，-ロンに相当する.各ユニット 11複数の入力信号を受信し これに..'"

を値して一つの信号を出力する機能を待。.個々のユエフトの信号密復嶋能11比般

的単純であるが、このようなユニットが多鍛鎗合 C.信号を相互巳伝達することに

より、 NNは全体として復維なダイナミクスを有している.

NNはその構造によ札階・型{層状}ネットワークと1II互結合型ネットワータに

大別きれる.階層型ネットワーク"、ユニット全体が複数の層状のグル プに分割

きれ...した.に曾まれるユニット同士のみが結合したネットワ クである.信

号は一つの層のユユットに入力きれ、院榛 Lた膚の聞を伝借し.来舗の.から出力

される.この伝遣はー方向のみに行なわれ、情号の入力される層を「λカ層」、幽

カされる・を「幽カ層Jと呼ぷ.その他の層 1>[中間・」あるいは「隠れ・H 呼

ばれている.ー方、相互結合砲のネットワータは、ー般にすぺてのユニットが相互

に錨合し、互いζ 信号を中旬取りする栂遣を待。ている.階層型ネットワーク".

パターンea、聞数近似~"に剥周され‘相互結合型ネットヲータ俗、主に連想記

也、・量化問題の求"などに利周されている.

本a・文では階層型オトγトヲータを研究の対象とするため、以下.その研究の歴史

と現載を幌観する.

陪層型ネットワータの研究は l醐年に錯表されたR融醐叫のパーセプトロンに



績を発する駒'.パーセプトロン'"層陽造を持。たネットワークで.提示パターン

を入力層から信号として取り込み、これにしきい値閑散と細軍線形相に基づ〈非

線形費換を範し、。と lのパターシとして幽カする変換撞置である.中間ーから働

力層への繍合の荷量を簡聾することにより.入力信号を適当なパターンに分舗で

きるような学習方法が与えられている.また.縄形分陣可能なパターンの組別学

習11.有限固で収束する ζ とがE明きれた{パーセプトロぷの収束定型}刷.しか

し.パーセプトロシは中関層から幽カ層への結合宿.のみが岡崎可能であ旬、こ

のような単純な構造学習則の限界が油国防 t.Papfrlによ。て指摘された.彼らは

パーセプトロンのような単純な構造の学習複線で高度な畑的情繍処理を符なうこ

とは不可鑑であると縞.づけたのである胸、

M皿組sとPap陪刊の指摘によ旬、 NNの研究の施行はしばら〈下火にな9ていた.

しかし‘ 1舗 0年台に入り多層階層湿ネットワークにおいて.すぺての倍合荷量が

鍋節可能な学習刷であるパ7タプロパゲーシ冨シ法 (BP法)がRunll'lharlらによ。

て!Jl察きれたことによ旬、 NN Ii.再ぴ龍Eを集めることとな。た仙.

BP法11出力個号の麟釜を勾配降下法に基づき・小化するアルゴリズムであり.

勾配の計算に微分の舗法則を剥周するものである.それは、.迫化同居の解法の

テタエッタとして衝しいものではなか。た剛.しかし、そのアルゴリズムの明懐.

K、記号処理的手法に基づ〈人工知能研究の限界が指摘されていたという時代脅

録、電子計算観の性能のa.な向上によ 9N Nの大規梅シミュレーシ冨 Jが可能と

な。たこ kなどが相倹て .NNo究再構の火付け役となヲたのである.B P法は冊

層型ネットワータによる学習の基本アルゴリズふとして箇健音戸などのパターン

毘飢聞掴に幅広〈応用された.現在では階層型ネァトヲークを BPネフトワー久

あるいは多屠パーをプトロンと呼..ニとがある.

パーセプトロンの原型は幽力が01パターンという障敵値であ。たが、これを迫

観値とすることによ旬、階層型ネットヲータを ri車線開散のシミニ忌レータ Eリとみ

傘すことができる.その間像近似能力については，佳意の n次元ユータ 'Jヲド空間

のコンパタト集合から m次元盛岡への迫観写像が佳意の繍度で近似可能であるこ

とが船債によって証明された蹴.また、 BP怯の本質は勾毘降下法であるから.階

層型だ吋でな〈 λ幽カ信号を書する相互結合型のネ7トワークの学習にも舷自民で

きる.個々のユニットがグイナミクスを持つような相互舗合型ネットワ クはリカ

レントニューラルネットワータ (RN N)と呼""、時間.形..時系列パターシの

...獲得に刺周可能である.B P援を鉱聾し、 RNNによヲて時系列の学官舎行



なうアルゴリズム".佐82¥1，P~RrlmUII・r 28I .\\ïllia冊と 2日開>r:r.'lらによって提案き

れ、時系列予調や y ステム同定などに応用されている.一般に RNNはすべての

ユニット聞の組合金静可するものであるが特に階層盤ネァトワータの幽カーから

入力層ヘヲイ ドパック結舎を飽した暢遣の RNN院、前進のよう位入幽力関係が

鑑定の連続関設を近似できることから.時孫列を生成する力学'"の岡定に毎舎が

良い.この暢;lの RNNによるシステムの開定・時系列の予欄"、Lop“屑と Farbl'r

剛安遺 21.2刷、毎軍制らによヲて研究されている.

臥」ヒ、..したように、 NNによる力字系の学習に関する研究".階層型 NNの

学習アルゴリズム (BP法}が開録され、また、その関数近似能力が理量的に保征

きれたことがき。かけとな旬、ヲイ ドパック付き階層型 NNを周いる手法を中心

として.こと億年の聞に急迫に舞展した.現在では.種々の産寮分野への応用実

周化に向けた情究が橘告に符なわれている.

きて.このよう 1:N Nの暢兎はここ 10年の聞に急訟な鍵展を遂げたのだが、 1針。

年代に蛤t旬、 MiDSky!:P.p官 tの指舗の後も地道に続けられた膨大な銀理解続的

概究がその曇.にあることを忘れてはならない.特に、官利"数理鍵針的手法を

駆使l.N N研究会般にわたる歎撃的理酋を構黛した胡.階層型 NNに聞するも

のでは.N Nを含むよりー般の学習飽別a院を偉う砲事的降下法の理・がある仏側、

ニの理鎗は、逐次型の BPi告による学習、すなわち、個々の鍵示パターンに対する

眼差を野錨し、結合骨盤の吏斬を逓次闘に行なう学習が‘迫状盤に櫨率的な意味

で収束することを保匿する.また、宇宙の平均適度、量適点近傍でのパラメ タの

共分散行列の算出も可能にする.N N研究の爆発的な寵行が奮ち着きを見せ飴め

た現在、実用化を急ぐあまりにややなおざりにされた感のあるこのような基礎研

究の盆要性が再a.きれつつある.

以上のような宿宛の施れを暗まえ、本碕宛"、時系列.物にカオス時系列の NN

による学習過程に着目し.カオス力学系の観点から、従来の理・の適用可能性を

吟味し.さらに新たな理歯の偲鴛を目的として進特した.特に NNの学習をカオ

スカ.，院の餌点から解析する手法幡、力学系壇歯を NNの碕究に応用するに際し

てのーつの指針を与えるものと考える.



第 2章 リカレントニューラルネットワークの構遣と古学轟の学習則

2.1 緒 言

本寧では、本自省Jtで銀う三層階層型リカレントニューラルネ7トワークの栂過と

グイナミクス.およびこれを用いた力学系の学習アルゴリズムをi車線系.障倣a院
の治合i二分けて良明する.

まず、三層階層重RNNの梅迭とダイナミタスを遥ぺ、本.文で主に11う学習則

である、館散系を封象とした関数蹴差法と晩遭眼差棒、退線系を対象とした速度

鋲筆法と盤形観差法について、その原理.具体的な針算方法を脱明する.次に.力

学調院の学習を間最近似t..える観点からこれらの方法の相過点を盤理し.B P法

との関連を建ぺる.また本骨文で"対象kしないものも含めて、遺視力学系の掌

智則を簡単に分婿畳程する.

2.2 リカレント=ュー ラルネットワーク町構過とタイナミクス

本歯文では、国'.1に示すような偶造のRNNを対象2とする.'.このネットワー

クは、三.III".NNの入院カ帽を岡-!J!した構造をも色、入自力屠に相当する

寵個のダイナミツタユニ7ト(以下血，t暗配する)主、中間.に相当する M個のシ

グモイドユニット{以下suと略す Itから織成される.皿/の出力信号".鍾敵系

の場合1i:{2.1)の差分方程式、追線系の場合1:1:(2.2)の篠分方程式にそれぞれしたが

い.RNNのグイナミタスを規定する.

z(k+ll:j(z(kJ，旬) (:uR'つ (2.1)

dzUl す1"， j{Z(I) 叫 (=eR~l 聞

ここで z1100の幽カを表bす凋次元ベクトルであ旬、..志雄散時間 (keZ).1

"違篠崎間 (teR) を表わす.w は次に述ぺる結合荷.~'"わすパラメータ脅威分

にもつベクトルである.問歎j(z.ω}も卸次元ペタトル関鍍であり、成分別に.<

と次のようになる.



園 ~I 陪・111リカレントニ品ーラルネットワータの情造
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ここで、品 U:m書目の st:への入力を表わし .G(g"，)はその出力である.I I'，~，.;I: m 

番目のSむから，番目の耳への、It.!， I;l:J 1昏困の凪から m 骨 Eの5'への結合の

.みを表わすパラメータであり."'2は川醤Bの5'のバイアス項である.式 (2.1)

と(2.2)におけるべタトル"は

四=(W~.....w.:'.II .lrl~..... It'ß~.wt.... It'ßI 

である.町"はシグモイド闘敏であ，.本省文では G(.rJ=tlLllhl'とする.

実(2.3)はまとめて.<左、

伸切)-主"吟W!，.r， +w!，)山絢} 但

kなる.この関宮震は、 R'のコ νパクト集合から足関への佳意の連続回数を傍意の

.鹿で近似できるニとが匠明きれている鋼、

このネフトワークとその遺.，農学習則は村上位.仰によ。て鐘寓され、ロ レ

J ツアト，クタなどの複纏な時系列が学習できる ζkが示された.時"列の学習

をその時系列を生成するカ学"の関震の学習と考える立場からみれば入出力闘係

の見通しが良しまた佳意の退畿間教を近似できる ζ とが保Eきれているので、カ

学Z院の学習に遣した RNNであると考える.

2.3 離散古学畢町学習 則

学習対Ilとして次式のような n次元離散力学系金考える.

9(k+ 1) =/(，(k)) (， eR"). (2.5) 

以下、・敵系の学習則を観明する.こtl.I;I:，迫観系の学習を対Ilとした.村上位

..，の学習慣を穆散時間に・き直したものである.

. >グ.ィ V刷敵陣.ー般に俗、有罪かつ単町U.少な C'織の圃IttlE.l普机ている.，・



ISIE'pl]射的=柄引とし.時刻k=Oから -"g-Iまで RNNt-式(2.1)に徒。て副作き

せ、脇差解価問IIEを算出する.

ISlep2]勾配降下援に曇づき、 Eを減少させるようにパラメ】タ W"，wB、wDを

更衝する.

l釦...~ 時刻k=Noを改めて時刻。とみなし、 ISlt'p1]に戻る.

ニのSつのステップを 2サイクルとし、眼差が小.<なるまでこのサイクルをIl

旬返すことにより学習を温める.

IStepl]において.倒的の値を倒的の値に拘束する方議と拘束しない方法のニと

お"の方法が考えられる.本歯文でIi.前者を『関盤巌農法j‘後者を rlt遮眼差

IloJ>呼ぶことにする.問看は眼差停価閑散の定11が異な旬、それぞれ次支の E，.
tらのようになる.

，""._1 
品川) . ; L 11/1倒的。叫ー 11倒的lB2， (2.6) -.~ 

，""._1 
E，I旬) . ; 1: 11/"'1倒的旬)-r"l倒的川2. (2η 

.恒.
こニで、 H はユータリ 7ドノルムを表わす.

E，と.，の温いは園2.2のように表現される.すなわち‘周縁銀差法で I:l:RNN  

のグイナミタス (2.1)I:1:E1の算出のためにだけ周い.則的の値は倒的の値に拘束 .

...ける.これは.It簡信号qの取吻うる値に定11峨を制限きれた関設fを学習し

ていることを意味する.ー方、航遭餓益法で 1:1:.z(O)= q(O)の初期条件のもとで式

(2.1)にしたがい RNNを自由に動作きせた場舎の.1:=0から k=NB-!までの.院選

のこ象眼差の累積を野価閑散亙るとしている.

結合荷量"の吏婦は、=つの方法とも次の影の勾匪降下擦にもとづいて実行

する.

旬ー咽ーηVωE， (1=1，2). (2.8) 

ここで、マ四 liwに関する勾配 1"“圃.)を嚢bす.また、噌は学習係11と呼ばれる

正教である oNB=Iのときは、ともに聞量IをBP法、

切←ω-il'lVwUj(q山
で学習していることになる

10 
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パラメ タ閣の修正置をム旬 =-./VωE，と表わすと‘却の各成分の修正置は次の

ように計算できる.

AWat=-Jft{K161htk}} 削}
畠.時バ噌. 

a岬腸':.. = -1/昭 r;'，，-耐{“k附附ぽ間{恥h削附{凶帥k.叫
h ・

.:)，w! = -1/ L t!(kJσ{晶体J) (2.11) 
M 

(.=I.....n. m=)......MJ 

ここで、P"''''はラグラ y タaの来定飛敏であり、以下のように計算される.ま

ず.rl1聞It眼差法、組遭頗益法ともに次式で与えられる.

t!(k) = I:Pj~(的Wj:' (m=l. ....¥1). (2.12) 

戸は.関数誤差法の嶋舎は次'"で与えられ、

2
 

L
 "
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k
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K
 

L
問問A
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MZM 
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J
r
m
 

It遭..差法の喝合U、次の逆時間方向の差分方程式にしたがって計算きれる.

K
 

6
 

k
 z

 
+
 

一時k
 

h
蜘g

 

k
 

Z
咽P

 

MZM -
k
 

t
 

r，(l¥'s)=O (i= 1，川). (2.14) 

以上の学習則の‘幽過程は付録Aに記す.

2.4連綿力学畢由学習則

本舗では.学習対象として次実のような n次元遺畿力学粛を考える.

等1.刷

，;[・にa，墨書k盟.PI農でU.ー健のパタ ン凪別m・で峰、 .P法眠、..田信号である

字・バタ -:.-t--:>.示するごとに舗舎荷量舎軍属する遅次盛と 金バタ -:.-t.示してか

ら軍属するー艦塑のニ主s，の芳盛に分"も仇る.本・文で1"'.4警に旨ら傘い.I/BP盤と

いえば"次型の‘の.衝す....敵鍋墨書長と -MIlBP雀との圃僚に9いてIil.U・.・鳳さ

れたい.

12 



ここでIは尻司土の cl.e岡敏とする.このa院を式 (2.2)の違貌時間ダイナミタスを

持った RNNで学習する.

以下の11逃では、 (2.15)の"で初期値 (1=0での値}が..であるものを・19.川と

表わす.同様に、'.を初期値とする (2.2) の解を~hl:o.t. 1Ð)で褒わす.また銀解のな

い栂合 l玄、 q( t) を q(q..t) の.創刊を ~(:I:..t 四}の暗記として用いることがある.

学習の基本アルゴリズムは以下のように前進の睡敏カ掌系の場合とほぼ岡崎で

あり、 1学習サイクルをi皇健時間で t=Oから T.までとする点のみが異なるー

[5.句 11:1:(0)=倒的とし、時刻1=0から T.まで RN N "(2.2)式に縫って副作きせ.

11差..価関鑑Eを算出する.

l以..司勾配降下法にlI;づき .Eを減少させるようにパラメータ W久間置、机 Bを

隻締する.

[5.叩司時刻t=T.を改めて時刻。とみなし、 IStepl1に戻る.

連・i1Iの学習の場合も .11差評価聞散の温いによ。てニとおりの学習則が噂け

る.こ ζ では、向者を適度11差接 till形麟差棒と呼ぶニとにする.

適度眼差龍は、 RNNのλカの値を敏師信号制刊の値に拘東しながら、 RNNの

也カと敏簡信号の遺度のニ衆11差を時聞 1=0から t=T.まで積分したものを民釜

野健蘭致局とする.すなわち、

品川"， ~CIIJI刷
である.このように、適度11差棒で学習する場合に ILRNNI1徹分方程式 (2.2)

に縫う本来のグイナミタスを持たず.λ力値である敏飼信号倒的に付して出力

j(q(I)，卸}を算幽する史観器として動作する.学習はこの度換を表わす岡敬fで関

徹fを近似してい〈ことになる.

ー方 ...1院益法では RNNの初期値"紋簡信号のそれにー致~せるが、その

後RNNを自己のグイナミタスで動作寄せ、ー定時間間隔における幽カと敏師信

号との観差を野値する.すなわち次式の品を眠lI!野価関数とする.

1 rT. 
Et{UI)=iJo -U剖 q.， I，叫制品川~dt. (2.17) 1.曹サイクルでのパラメータの修正量ほ.問方法とも'"式で計算される.

企Wo!'""吋'T.pf附削榊 (2叫

13 
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学習測の事幽11付録Aで行なう.

2.5 闇 数 近 世 と し ての力学轟学習

前簡で述べた学習則はいずれも BP 法を舷彊したものであり.ニ来餓差を.~、

化する勾E蹄下桂にきづいている.

カ学系の学習あるい11時系列の学習 >11、本質的4こはその時系列を生成する力

学系の同定である.R N Nで学習する揖舎は.対象とする力学系が有健次元(.次

元}であることを仮定 c.同ー次元を待。たR""のグイナミクス金規定する周監

Iにより学習対象の力学采を観定する周.，を近似するこ kである.したがって.

・小化すべき眼差"本来.金空間での関設の眼差の上限値

"哩 111(11=.w) -/(2)111 (2.24) 
民 K

である.しかし、現実には次のよう傘問掴があり、この闘偉そのものを評価する学

習法は実行が園躍である.

(1) 8:餌信号が与えられるのは通常、定常状鰭(アトラクタ上}だけであるから、

n次元盆間金体での観蓮院野舗できない.

14 



表'-1 学習方法の比叡

聞置の近岨 時系列の近似

瞳散畢 聞睡眠草 量 執週観董量

l!rro伊= e昨 σ，-

j( O(k)，w)ーJ(O(k)) jlt+l(q(O)，也}ー1'''(0(0))

連鶴畢 遺産胆量撞 謹形陣量撞

error = e円。，-

j(q(')，旬)ー J(q(')) Z{90，t.W) -q(qo.t) 

特融 直接的、岡崎 岡撞師、陰的
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(2)迫観濃の場合.開設fは敏師信号の微分値であるので.規制園躍であることが

多い.

そこで、評価可能な餓益野価問敏を何らかのかたちで近似することになり.その

近似の仕方に応じて、前舗で趣ペた個々の学習闘が噂幽される[表2-1).

.11系の周量生観筆法、迫観訓院の速度観霊法は餓鐘が岡敬fで定S慢されているの

で.本来の岡敬近似の主旨"沿。た2平価闘般にな。ている.ただし、遠慮脇差棒の

場合....師信号の徹分値は観測可範なものと仮定する.

連線系の由良形11差訟は、敏崎信号の微分鑑が観樹不可能な喝舎に.信号の議形

そのものの候差を..価する方法である.健倣系の観遭銀益法も.聞S止の眼差よ"

もむしろ時系列そのものの眼差を野価している.あるいは、聞1111差法主速度銀

筆法が闘11/の銀差を竃纏野価する.的傘方棒であるのに対し、.遭眼差法<i良

男島民霊法lま時系列の隈筆を僻価することによ旬、それを生成する闘震を近似して

い〈ような瞳附な手法ということもできる.

闘量眼差法と適度眼差法..闘111./の銀盤を"価しているが、上位の問庖点 (1)の

ため‘会堂闘での偉大信を野価することはできない.そこで、アトラクタ」ヒに制限

きれたデータだけを周ぃ、さらに上限値ノルふよりも微分保司障の算出が客易な L'

" 



ノルムによ句定義された野価聞敏

E" 叫 .U..lli19 叫 l(qlll~dP (2.2';) 
2JR' 

を11小化することになる.ここで、 Pは..師僧'tの不度調度"納を表わすoP U.:ア

トラクタの毎分集合でのみ非容の値を持つ.敏師僧号の~ルゴード色を仮定する

と、上院のルベ タ繍分は時間平均にー殺する.時間平均はたとえば連銀系の緬

合は

J弘幸flli(q(tJ叫 I句州

となる.歓師佃号が周期的な場合はよEの鋸限区間での積分'"周畑区聞でのもの

に置き換えることができるが、非周期的な信号を学習するときは.厳密には無限

区間での積分が必要になる.また、実怖には周期観還を宇宙する場舎でも.周期す

なわち積分E聞が畏〈なれば段差野価問教の勾毘(自慢分値)の計算が鐘し〈なる.

そζ で.欄111民基盤と違庫銀憲法で"、学習のための適当な周期 .'Ii.(T.)を股定

し、 E¥".iらのように、この区間での総和(積分値}を肝価している.敏師信号が

周期的な勘合 .."..(T.)をその周期(の盤It値)にー致させると、この鎗租{積分}

は時間平均値と等価(周期の lI'B{Tj・}傭}である.特に.散孫の閑畿銀釜蜂で隠、有

限値の周期点の上での入幽カパターンの組 (~./(Z')) をすべて提示し.その銀盤の

.和を..価するー錨誕の BP法に他ならない.この栂合".飯盛野価闘畿は学習

回数に.に"依存しないので象急降下法になる.したが。て、学冒係径のー次元量

逮値探索を行なえぽ学習は局所的に収束するこ kが保Eされている納.

しかし、ー般にほ鼠差野鏑胸像他学習圃敏に陽に依存するので、量急降下法で

はない.岡敏自民差法適度線差憶は繍Itのデータ点での麟差を野価するー循IIIBP

法の形式をしているが、遅<1:111の BP法の抵慢と考えることができる o R N Nの

学習則>;&次型 BP畿との関連については、槍率的降下法の理・仏側に基づき、

<1:・で欝し〈・じる.

'.6 連融力学畢由学冒剛白骨顛

本.支で扱う主~.膏闘は前舗で撞ぺた.しか L 、 RNNの字曹則"適観力学

".の学習を対象としてニの他にも数多〈鍵察されている.それらをすべて緬介す

ることは不可能であるが、本舗では、本鎗文で緩うものも含め達観カ学系の学習

闘を拠金。た二つの観点から因。に分割し、簡単にまとめておむ
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(1)最適制御型学習法と適応制御型学習法.，

進度眼差法と被形誤差法はともに候窪野価時間間隔r.を定め、その畏きの区間

の二乗積分限釜を野価関数としてこれを減少させることにより学習を実現してい

たーこれらの方法は制御理歯における.遺制御手法と本質的に同じであることか

ら最適制御型の学習法と呼ばれるー学習対象が連続力学系であっても その学習劇

"次のような周期 T，ごとにのみ値を持つ鍾微力学系(差分方程式)になるのが符

微である.

w((k+ l)TgJ=叫 kTg)ー押wE(w(kTgl止 (2.2，)

これに対して、積分族差ではな〈各時刻，におけるこ乗誤差(速度または波形)を

減少させる速後時冊型の俵急降下法による学習楼も録集されているーすなわち、

次のようなバラメータ切に関する微分方程式によって学習郎が記述されるー

山

7
ここで、互(w.t)が時刻 tに必ける誤差を表しており、速度鋲差法では

恥 t)=抑制作w)ー刷州 i2勾)

iIl形鋲差法では、

E(w，t) = ~lI z(q，川凶)-q同岬 刊}

である.この方法はやはり制御理信の手法との鎮似性から 遺応制御湿の学習則

と呼ばれている。適応劇御型の学習法については、その収束性の碕率的な野価に

ついて次奪で簡単に考察する.

(')随伴方程式法と感度方程式法制

また、前節のa陸連劇御型の援形眼差法のアルゴリズムでは、ラグランジユ乗歓を

周いた随伴方程式によって候差野価問歓の勾配VψEを計算していたが、 8x，18w)に

関する微分方程式(費分方程式)を解〈ことによって Eを計算する方法もある.前

者を随伴方程式法、後者を感度方程式法と呼ぶことにする.両者の相違は岡ーの

学習則を実行するための計算法の相遣であるから、結果は理a命的には一致する.

しかし、解くぺき微分方程式の値段を比敏すると、学習対象の系の次元が"のと

き、随伴方程式法では "j闘であるのに対し、感度方程式法で l孟ポ+1個を要する

拘@逆に、随伴方程式法は微分方程式の 2点境界値問.の形式になったいるため、

11 



遣時間方向の求"を必要とする.このために、 T.時聞の護形を..催してお〈メモ

リが必裏になる.感度方程式接では.微分方程式の求解はすべて時闘前向きであ

るので、このようなメモリは不要である.

以上のように両者にほー長一短があるが、微分方程式の個畿の増加4こ伴う計算

量の増大に比ぺてメモリの負荷はわずかであるような聞置が多し現実には随伴

方程式法が広〈鍵期されている.本崎支でも、阻伴方程式法のみを周いる.

2.7 詰雷

本章では、三層階層型 RNNの構造とグイナミタ".および学習アルゴリズム

の凪明を行な。た.

カ>1'1民の学習を関数近似として捉える観点から、陽的な手法である関数眼差法

遍JUI筆棒、檎的訟手法である触遮繍差楼・盤形餓差益の相遺点を以下の寧で明ら

かにしていく.
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輯3.力学轟の学習過程の確率的降下量的理障に基づ〈考軍

3.1 .冨
本.では、前寧で建ぺた RNNによる艦隊力学系および迫観力学系の学習則を

稽率的降下法の理蛤に基づいて考察する.

2.5.で逮ぺたように.前寧で紹介したカ学系の学習闘はすべて運次型BP法の

鉱張であり.二乗蝶差を畳小化する勾配降下法に基づいている.そして.眼差鋳価

棚敏Ii-般には学習園散に陪に依存するので.急降下法ではない.

BP法を含むニ..銀差轟小ltの学習則が一位にIi量急降下法で憾な〈、首調・3州

の意味での確率的降下法になることが指摘きれている".曾刷 l志、パタ-，の分

布"未知であるような牢曹11別開園に関するー般11を展開し.ランダムに与えら

れる個々のパタ -;"-1:基づき逓次的に鳳別涙のパラメータを修正する学習方法を

提唱した.この方法院 .11別'"が平均的に量遭状鰻に揃返するような勾配降下様

であるこ kから.暗率的降下法と呼ばれている.

本寧でほ.前.で迩ぺた学習尉がすべて砲事的降下法であり.平鈎的には BP法

と等価であることを示し .ζ め結集に基づいて学習の平均速度の僻備を行なう.

3.2 確 皐曲降下量として 町 学 冒 則 の 宜 式 化

パラ〆 タ切をも。た則自lti{'1Ø，~) で記述されるシステムによ"闘 11/(2:)舎近似

する開園を考える.まず、 1点..R"での関a;とfの眼差を

恥叫 =~lIi(山}ー f州 何

と表わし、学習においてr土の集合Aに含まれる点が幽現する確率樹皮を P(AJ

として、銀差野価閑散を次のように調度Pに聞するルベータ積分で定.する.

Ep(UI) =ふ.1(a:.UI)dP. 何

そこで、パラメータ閣を修正して E.(旬}を帽次小~<してい〈ー鍍鈎な学習闘を

考える.

1・



学習が，固行なわれたあとのパラメータの値を W，とし、，回目の入力"にもと

づいて .ζ れを句，..に修正するものとする.この修正規E闘を

即時，=W，+胆("旬，) (3.3) 

とする 00(&'.10)11パラメータ也の修正量金決定する、 w'同じ次元のベクトル量

であり.学習閑散と呼ばれる.また-，/IJ学留保設と呼ばれる正の定散である.

1固の学習により叫が品切だけ修正される kする.これに対ltして E，(旬)1'

岨山H耐=仰'Vマ匂E，什+i畑，マ押叫Vw旬E，.6w+町州肘w吋「杓， (3 

だ"費化する(‘VV‘切.E，は旬に闘する，徳置分による E，の民帽鴎行列をg褒提わす 1• . 
'wは"と叫に依存し、その期待値(.についての平均値)は式 (3.3)よ旬、

町"叫，-叫，jμ叫耐s山旬州凶附P 何

と令る.したが。てdE，の期待値は

町四J=iftii"V"，E，.+ i'i'tr剛 QVVwE，.J+O的 問

と表わきれる.ここで、

Q.j刷、切}叫:Il，w).dPω

とおいた.きらに、切叫.を帽司寧慎'嚢E敏と考え、ぞの橿寧密鹿欄a偉量を F円叫白，(旬J.!:::.<ι.，園

の"留後の期待値は

ι目.j叫叫島{旭川匂 (3.8) 

と喪わせ 1固の学習巳よる t"のR{t6E，.， ..E，.目刊 E，.， は

拍'，，-j.，(旬n;(旬}師側

となる.

以上の定式化~.パターン.別の場舎の首相による定式化とほとんど同じであ

る.主な相迎点11次の=点である.第ーに，パターン1110の場合はパタ-，の幽現

砲事を砲事密度聞畿で表現しているが、本鎗文では砲事調度によるルベータ積分

を周いて稽事密度開Iiを持たないようなよりー般的傘局舎にも対応している.傭

ニに、パターン.別の場合は 2 の幽現槍噂密度胴Ii~叫を有限価のカテゴリーの

出現確率を関与させた形で定aしているが、本.文では関数近似を盤。ているため

カテゴリーによる分煩を考えてい傘い.しかし、この二点を除けぽ本質的には両

者は同じである...ニで、以下、甘利による f隼曹収束の定書」にも kづいて前簡

で述ぺた学習則の収束性を考察する.
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3.3 離融古学果的学冒

.微力学系の学習では.敏師信号 1I:， Ii式 (2，;;)の航避に語。て与えられる.歓師

僧号がその不変制度に聞してエルゴード的組であることは一般に仮定できる圃し

たが。て、 Pとしてfの不繁樹皮を傑周するのが妥当である.すなわち‘ rの佳意

の可制集会 Aに対して、次式が成り立っとする騎'.

P(..!.)= pU-1(.4)). (3.10) 

3.3.1 B P撞による学冒

BP接 (N.=lの場舎の問教眼差棒.鋭意11益法)の場合".式 (3.3)の学習岡敬

o(z切}が次式で与えられる.

恥叫=-V"，I(II:.w) = -iVwlli(z旬)_/(2:)11'， (3.11) 

このとき式 (3.2)と(3.5)より、旬の修E置の周待値"

E志{ω，=ー"V旬 E，.(w) 【3.12)

となる.式(3.12)は旬の修正方向が平均約には眼差E.を減少きせる方向を向いて

いることを意昧している.つまりがのオ】グーを鯖視すれば式。"と (3.12)よ旬、

6E"，=小(UI)IIVtoEI'I旬 1112叫 o (3.13) 

とな9で、 t..は"少する.すなわち .BP法"確事的降下首告の典型倒のーつであ

る曾'.

3.3.2 聞睡眠盤撞による学冒

宇宙開歎 a(z，UI'を式 (2.6)の E，を周いて

0(1:，.)= -v旬 E，(四) (3.14) 

と定旋する.この kき式 (2.6)と(3.1)、(3町、 (3.14)より.

山，

百《叫=ー司1:/... Vwl(ft(zJ，也)dP (3.15) 
同 一
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となる.ニ ζで、 Pは/の不俊樹度であ。たから..の怪童の可繍分開銀 G(叫と怪

意の正聾It.について、

ム.町f叫 p"，fll'G(Z)dp (3同

が成り立つ"'そこで G(叫"， V1Dl(z也}の喝合を考えると、式(3.1:;)よ旬、加の修

正量の期待値は次のようになる.

局 (m!'"-1j.Y.ム.VtDl(z.w)dP"， -.1¥'1押印刷叫 (3.17) 

式 13.17)はBP法の局舎の式。 12)で学習係像"を N.倍したものにほかならない.

したが。て、 l妙イタルあたりの学習圃数^'，を大き〈することは.N.=Iの揖舎

のBP法巳おいて学習係数n舎大き〈することと櫨率的な意味で等価であると曾

える.

3.3.3 馳温圃撞量による学習

.....-1 
申川=-v品川=ーiv"， ~llf+l(

とする.この喝舎は、

.1¥'.-1 

伽'8.11'，..)'" ~ fo lIilt+・(.叫 -f+l(zlIl2 (3.19) 

として、族差際価岡教を、

E，.(N.，叫 E ふ.1(N.・z.wjdP (叩}

とした樋舎の櫨率的降下法にな。ている.また、

E，{N..旬):2:Ep{UI) (3.21) 

であるから .E，もt，とともに歳少することが期待される.

..4 壇植古学畢の学冒

迫続カ司~l院の学習では、敏師僧号露目は式(2.16) の甥敏遭倒的に沿。て与えられる.

すなわち、

z， = q(t + T.i) 
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である.したがヲて.PIまq(t)の不安欄度と考える.連続Z院の場合も依師信号のエ

ルゴ ド性は仮定してお('.敏師信号が混合的ならば.その "mトT.mapも混合的、

したが。てエルゴード的だから叙師信号の時間平均"不変調度に聞する室崎平均

にー致する.

すなわち、昆"の怪童の可剖集合Aに対して、次式が成り立つものk仮定する.

p(.4) '" P(q(A.一1)) (3.22) 

ただし、

4'(.4..-1)= {q.，e If' I q同 !JE• .f.} 

である.

3.4.1 遭直観畳 語 に よ る学習

学習闘盤を

.(省旬)=-v旬E，(旬). (3.23) 

とする.式(2.16)と(3.23)より、

帥恥白叫 = -iドVwイ(.'11帥f且(帥“z山 -f(刷q仰{伺'副叫叫tり川岬))
，T， 

= -10 v切刷a，t)旬凶 (3.24) 

したが。て.式 (3.5)と(3舗).札

o.;=-'J."・l!a.V""(q(z，t)，州市 附}

仮定.旬、 Pはq{z，t)の不費制度であるから、 r上の怪童の可積分闘1:tF>佳意

の IERに対して、

ふ.町q(z，t))dP-fr F(摩川P

がItり立つ..。て、

ムV"，l(抑，1川 dP=んV1Dl(z，州R 附}

ー雇扇面写京扇扇面"るい，..周閣働 tあるい凶.この，..集合..オZ誌の竃峰、，主主えぽ

強制績の2・.，ぇ}でT.がその周...分の"量生有理alttlt?w合金障 <.ζのよう傘.

舎の生じる・e陣容である.
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したがって、却の修正量の期待値は、

ru; '" -T，凶JIr'Vwli日間

'" -To噌V旬E，(旬). (3宮o)

となる.これは学習係数がT"の BP接{式 (3.12))のそれに等しい.

3.4..2 撞 形 圃 撞 撞 による学習

学習閑."次のように定農きれる.

CI(:-=.upl~-VωE.(切). (3.28) 

また.

q(:-=，t) '" z+制z，O)I+町内

z(z.t.w) = z+，，(z，O・u)t+O(内 (3.29)

であるから、

IIIl(z，1切)-q(Il.t)112=1I;(Il，w)ー/(z)1I2t2+町r') (3.30) 

となる.よ9 て、式(2.1;)と(3.281.(3.30).t.旬、

叫日}= j埼Vwl{z叫 +O(培l 仰}

したが。て、

E-jヰ向E，+町時} 伺

1円hとηが十分'J、きいとき、 ζ れは BP農において学習係象を (1/3)71'1としたもの

とみなすことができる.

学習係数唱が+分小さい場合、 BP法の学習に要する時間 TcI向に反比例する

ので、遺庫銀聾法については、

Tcoc(T，.羽目 (3.33) 

議到島観筆法については、

Tcoc(宮古川叶 (3.34) 

と見積もることができる.
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3.' 適応制調型学習剛町担束性

第2寧で述ペた適応制御型の学習則についても、その収束性を確率的降下法の墨

.に基づいて蟻衝できる.甘利による..は釜本的に纏散時闘での学習である.

ここでは、これを迫観時間に鉱捜する ζ とを民みる.連糠時間IIIの勾配降下法11

.散識のそれより..に必いて近似が少な〈て積む.また、ここではパラメータ

蜜聞のコンパクト性を仮定することにより繊蛤を厳密化している.

適応制御型の学習刷は次の微分方程式で血遥される迫畿時間型の勾配陣下法で

;'0た.

ー苦.!l'" -qV-旬刷川 附}

以下.飢是野価聞錐として

E(也 0=illi(9(1).w1-1刷 ))112 (3.36) 

を用いる速度銀差法を考える.

まず、式(3.2)と(3羽}よ m

dE，(旬(1)) ... "，，__'TdUl(tJ 
"， VwE，.(旬}ーニニ!， (3.37) dl --，，-， d! 

式(3.35)より、 d凶 (1)/dll左側1)に依存しているから、 dE，.(旬(t})/dtも倒的に依存する.

そこで、式(3.37)をqに聞して平均すると次弐のようになる.

豆FF密 '" Vw叩 叫E島叫F

'" -"叫H‘VwE，バ.(1D(μt刷))川)112宝O. (何3.38町j 

よ9て、隼曹は E，(旬}を平均的に小さ〈するように進行する.

式(3.38)11.量制御星学習闘の式(3.13)に相当するが、 (3.13)とは異なり0(，，2)の

近似は入。ていない.この相遣は、.散型の勾鹿島下法が本来は遮鍵型のぞれの近

似であることに起因する.

以下、甘潤による学習収束の定理に偉いパラメータ蜜聞がコンパタトという

仮定の元で、適応制御111の学習が・適状舗6ご砲事 Iで収束することを征明する.

まず、学習の.適4実績の集舎を

Wop={咽 IVωEバ叫.O}
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と定.する (E，.(旬 )=0とほ眠らない l.

きて、旭川，.時刻。から，までの敏師信号の値q(T)(TEIO.tj)に依存している.し

たが。て .q(りを槽率過程と考えると、 W(I)も砲事褒数である.そこで.時刻，にお

けるその確率副度 '!:-Jll"で.0L. E，.(w)の期待値を

E(り'"!Cp(UI)dRl" (3.39) 

とする.

.て、

前叫-!Ep(UI)dR"叫 =fEp(1D+罰百)dR"1 (3.40) 

であり.

E，(・0+苫苛苛)=E，.(叫+豆歪豆 ~t+O(II.:lot Il2) (3....1) 

" である.したが。て、

kなる.

唱liE L哩，血芋主~

~ f望号豆岬"

以上の噂傭のもとに.適応制御星学習の収束定理を遥ぺる.

[定理aは1

叫{噌1- R")({目UI(t)-Wopll芝山，

M.(η) '" rl!.~M!(η} 

(3.42) 

とすると、もし、パラメータ四の全体の盛岡がコンパクトであれば、任意のη>0、

笹意の， >0に闘して.

が成立する.

(I!明}

Mバηl~ 。

叫-{・ 111ω Wo，.1量μ}.

~ = {切 INVωE，(叫112~λ}
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とすると、佳量のμ>01:対して .1>0が存在Lて.l';:> C~ となる.なぜならば、 ι

Iiョンパタト空聞の閉集合だからヨシパタトである.ょ。て.ら上で IIVwE."，.(w)1I2

の./j，値が存在する.この値を λとすればよい.

きて、

F
 

d
 

rthH 
η
 

叫

と書けるから、

fllV旬 E印刷F ま1..山E"田川2dnt"

主引λLw 主 "1.. dntll 
'" 川 '!I何跡q恥ト " 

また、式(3.品}と (3.42)より、

dE(l) {M~"" "'~ """dt-ηJIVwE，(叫112d}l<'I. (3..14) 

.。て、

f唱宇喜普砦~~九l弘ι孟ト日一4叫η
したがって、

I rTdEltl 
J~旦 f1 U~~<} = J.旦子[E(T)-E(O)]

< -ηA叫(，，) (3.46) 

となる.今、留の金俸はコンパクトだから.EI'(w)li有界なので、上式左辺ほOに

なる.よって.η>0.">0より.M.バη).，となる. ロ

3.6信冒

本寧で 11.R N Nによる力学;1lの学習過程を槍撃的降下棲の理・を周いて解併

した.

まず、鯵2.で個介した鑑遺制・11の学膏則がすべて曾剰の怠昧での槽寧鈎降下

援として定式化できる ζ とを示した.

また、健散力学識の闘It眼差橡と連続力学系の適度鼠鐘楼t阜、..簡個'の不密

欄J!に関して平均すると、 kもに BP法>.価であることを証明し.学習温度を

学官僚散と銀盤Iflli時間 kからIf価する式を尊いた.

さらに、違織力学系に対する適応制御型学習鵬が学習保散の値に依存せず、最適

集合に構q"で収束することを証明した.
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輯 4章力学畢由学習婁殴

4.1 薗冒

睡眠力学添および退織力学'"の学習の計算織実肢を行令ヮた.実肢の目的".次

のS車である.

(1) 虚像系金対象とした関像巌筆法，tI盤候筆法.迫観系をntlとした速度候護

法と接影齢差法による時糸列の学習過程を鰻湖し、前章で考察した櫨事的降下接

の理歯に基づ〈学習速度の推定の妥当性を検証すること.

(2)力学系の学習を関鍬の近似として鍵える観点から、暗的な手法である関数根

差棒、速度銀差法と陰的な手法である晩道線霊法 .01到彦島筆法との相違点を明徳

にする ζ と.

(3)殿師信号が有限時聞のみ提示できる喝舎とその分布密度を礎化させた場合の

学習結果舎、敏鋪信号を時系列どおりに佳怠の2寺町長にわたって提示する通常の方

法による学習舗暴と比敏し、..岡信号の提示方法が学習に及ぼす膨・を考察する

こと.

本章では、まず、値段力...l院の学習実厳結果を遥ぺ、よ配の点に欄して倹討を行

なう.次に、.敵系の3・*ス時系列の学習に扱いて観樹された学習の加遺現象につ

いて述ぺ、その原因について僻し〈考察する.次に.tt師信号の提示方法が掌智仁

及隠す修曹を.躍敵ヵ...'"の零習を対象として考穫する..後に.連続力学粛の学

曹実駐結果を遊べる.

4目2 雌散力学華町学冒

Cubicmapと呼ばれる次式 (4りで包途される 1次元鑑殴力学'"のアトラクタを関

数自民盤法およぴ敏道官民霊法で学習し.問者の比般を行なう.

9(k+I)=μq{k)(I-q2{k)) (qeR). (4.1) 

学習の対象ほ園"1に示した3.舗のアトラタタとする.園4-1(.)ほ4周期駄温、 (b)

と(<)は抱オスである 0(.)、{的、(<)の各アトラクタのリアプノヲ錨Il"輸はそ仇

ぞれG.ln、0.4曲、 0.0褐である.

" 



日j日山
倒的 倒的 倒的

(aJ 1'=2.25 (h)μ=2.42 (町)μ=280

図4.11次元躍散力学系 q(k+1) =μq(k}(1 -q~(k)) のアトラクタ

4.2.1 学冒幽躍と学習に要する時聞の宜纏

健微力学系の学習の進行状況を犯錯するため、敏師信号と RN Nとの銀差の学

習にともなう安化を測定する e

勾配降下法に基づく学習アルゴリズムはすべて、ある鼠差野価関数を定義し

これを減少させることによ旬学習を進めている.したがって、この眼差僻価関数の

値の変化によって学習の進行の度合を抱掴するのが自然である.しかし、各アルゴ

リズムによって眼差野価閑散は異なるので、アルゴリズムの性能を比敏するため

には、個々のアルゴリズムに依存しない野価基準を定義して，，(必要がある。そこ

で、第2寧の式(2.[1)で配避される一般の躍舷力学系の学習の評価基準を以下のよう

に定める。

第2寧で述べたように 力学系の学習と lま本質的にlま関寝室の近似であるから、第

3寧の式(3.2)で定義される E，{ψ)で学習の進行状視を欄定するのが妥当である eし

かし、不変欄度 Pを求めて E，{旬)を属候禽に計算することは園陸なので、ここでは

学習する力学系のアトラクタ上の N，個のサンプリング点:I'(j)り=L. ，.'¥'5)でのこ

策関数眼差

Es=Ellf(z(j))ーi(z(J)叫 1
2 (4.2) 
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で Eバwl を近似する.サンプリング点 {~(I) 刷、'sJ}l:I.式 (2.5)の力学系によって生

成されたアトラクタの中から}鎌iこ唱す νプリ yグするので.式 (4.2)は式 (3.2)でP

をfの不変樹皮としたものを近似 Lている ζ とになる .E，は学習とともに愛化し

てい〈ので、学習回 11. の倒 It. E~(I) となり、繍舶に学習回数.繊細に E，(りをとった

グラフを本崎支では学習曲線と呼ぶことにする."冒.，曜のー例を園，.，に示す.

また学習に要する時間 T，.学習初期の段階で銀差が急雄に霊化する時刻で定

義する.すなわち、園，.，のように餓筆 E，がー定のしきい値 Ecを切る時刻をたと

する.

4目2.2 闘世眠蓋撞による学冒過程

まず、開設践釜楼を周いた学習で.学習係録ηl::11学習サイクルでの学習回数N.

e変化させた働舎の.学習に要する時聞の髭化を町ぺる.餓差解値関数 E，を測定

するためのアトラクタよのサンプル訟は町's= 100とした.また敏侮信号を与え

るCubiemap (4.1)の初期値 11.q(O)=O.1から幽発し‘lO万固の写憶を鍵り返して遇

i(U夫鰻を取旬除いた後のものを用いた.また.結合荷量のIllJl!値はすべて 0.001

-0ωlの健闘の値をとるー峰乱設により与えた.

40 

句

同

0 
o Tc 5 

LEARNING CYCLE i 

園H 学習曲縄の例と k ‘おの定畿
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圃4-1に示した三つのアトラタタについての関数眼差法による学習幽様を園.-3

に示す.ここでは各アトラクタについて、

(i) ，， ;O.OI.f，. = 1. (泊)11"'0.04，'¥"，=1. (揃)'1=0.01..¥".=4 

の三とおりの条件で学習を行な。た.~グモイドユユット教は .\1 =3 とした.(りと

{泊}は、'B=Iなので BP棒に 致する.

園4.3i'見ると、各アトラクタとも (ii).(iii)のほうが(i)よりも学習が趨 <.(ii)と

{出}には学習初期の幽舗で見る院旬大差がない.すなわち学習係敏帯を 4備するこ

とと、.....を 4倍するこ kとはほぼ等価である.

ー方、学習が進んだ段階での学習曲舗の徹子を見ると .4周期航遭【.)とカオス

(b)については (ii)t.(iii)とで大盤は傘いが、カオス(，)については‘(;・}のほうが(iiil

よりも銀畿の棋賓が遺〈な。ている.

学習初期の段階での牢胃適度を僻し〈見るために、 ，，1:.'Ii.t.学習に要する時開

Tcとの聞俸を園4--4に示す.園4-4(i)は学習係数ηをー定にした樋舎の、'sl::.Tcの

嗣係、園4-4{u)I.iN，を 定にした嶋舎の ηとTcの閣僚を示しており、と也に間対

徹舗で表現している.1健筆のしきい値Eclま.叫については帥.向と(，)について

はIO.Ol:.した.この園より、司 l::.lV.がともに小きい範囲では、

TCIX~ (4.3) ."V.." 
の関係が成立していることがわかる . ζ れほ.闘費量眼盤接による学習は学習係書設

がN.'1lの BP接と.備であることを意味し、第S寧で述ペた槍率的防下法の理・

にもとづ〈パラメータ修正量の網待値の野価弐(3.17)を夜付ける結果であると冨

える.リアプノヲ繍畿の大きいカオス(，)の場合、 ηと..... Bが大きいところでは ζの

関係が少しaれている.これは式(3.17)にiSづき BP怯として換算した等価闘会学

冒係数 NII，，，が大き〈な。て学習が不安定になるためと考えられる.

4.2.3 軌道陣量量による学冒過程

Il迫観釜謹についても園4.1に示した三つのアトラクタの学習を行ない、学習曲

組を園4.'に、 "I:.NoとTc>の関係を置4-<1に示した.園4-3でのパラメータの股定

"岡徹自保護法と同じ〈、

(i)η・0.01. N.=I、(ii)司.0刷、処'B=I、(ui)司=0.01. • .... B"'4 

であ旬、シグモイドユニット ItM t.E.訟の般定も岡敏嗣鐘法の場合と岡じとした.

まず、 4周期解(.)と禽オス(b)については、園4.'、困4-'から、間ItllII!接と同様に
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巳;巳;日
'鴎ゐぷ叫ん，，，'・ '出品J.cu1'(0，，115・ '出品同C~I'(. ，rfl5

(a-il""， O.Ol.No"，)  (b-i) q'" 0.01、'8=' (c-i)η=0.01.、，'， = I 

口口山
• 'U4岨品世feudf・ '出品同品開 1'(J:lfnl ・ '也品嗣chzfz腿，.... 

(a-ii)η==O.04，No=1 (b-ii) q==O.04.No= 1 (ゃ鼠}η=O.04.N.，.l

じ己口
'出品.ゐ..伽d ・ '由品崎品世 11.'尚. .出品伺ιゐ弘Ef九依

( .• 剖 E目町}弔=0.0訓I.No=4 (b-ト掛)η =0.0伽I，No=4 (⑫ 踊臨叫')昭=0.0凶I.No=4

(a)p.= 2.2S (b)μ =2.42 (c)μ4凪

園4.3 関数銀盤法による学習の学曹曲a
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10' 

10' 

N. '. 主.

(a.-i)μ=2.25 (..泊}μ=2.42 (a.iii)p=2且

。11=0.01， +η=0.02. ロ:，，=0.04. )( :11=0.08 

園4-4{i) 間観段差益における学習パラメータと学習時間との陽保 (N.とTcとの民保}

~~ j~~ j~ 

(b-i)p"'2.2a (b-u)μ=2.42 (b-iu)μ=2.80 

。."1.=1. +:N.=2， ロ N.=4， x:N.=8 

園4-4(ii) 関録保筆法における学習パラメータと学習時間との関係 (，と Tcとの関係}
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に;巳己
‘由品岬品叫f4EJ・.出品a品目fud・'出品咽品叫んJ

(a.ij糟=O.OI.:V.=I (b-i)η=0.01"""11= I (c-i)η=O.OI，No= I 

E口;乙
，出品醐品叫ん，rn'a 1出ゐ咽品田f佃，，，'0 ~醐巴ha九，，，'
(a-ii)η=O.o4，N.=1 (b-ii)η=O.04，N.=1 (c-ii) '1"， O.04，No= 1 

日二;竺
，出品闘ゐa九d ・.出品刷、a九d ・'出品崎dhaftuJ

(a-iii)η=O.OI.N.=4 (b-iii)η=O.Ol.No"'4 (c副)1j"， O.OI，Na=4

(.)，..=2笥 伶}μ=2.42 (c)μ.2却

園 4.5 .. 適齢.漫による学習の学習幽組
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，0' 

10' 

N. ，、且 内i.

(a-i)μ=2.25 (a-u) IJ =2.42 (a-ui)μ=2.80 

。'1=0.01. +:η=0.02， D:'I=O.04， )( :，，=0.0・
園4-6(i)・a遭眼差憶における学習パラ'ータと学習静岡との関係 ( N.l:.Tcとの聞係)

，0' 

(b-i)μ=2.25 (~垣}μ ・ 2 ‘2 (b-iii)μ=2.80 

。N.=I， +:N.=2白 ロ No=4， x:No=8 

園4-15(凪} 飢遭候益法における学習パ，メータと学習時間との周tI (" l:. Tcとの闘係)
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弐 (4.3)の間保がほほ成立していることがわかる.

しかし、カオス{りの場合"、.¥".を大き〈しても学習初期段階の学習進度はあ

まり槽加せず、むしろ学習曲線が大き〈掻勤し、学習の不安定化が量し〈なる.園

.-，では、 .¥".>3の鳩舎は鼠建 E，がEcより小さ〈ならず.1らがほとんど算出不鑑

であった.これは.リアプノヲ指散の大きいカオスの栂舎には本質的に短期間の敏

道しか追跡できないため、 1サイタルあたりの学習回数 N.を多〈しても .BP法

仁ノイズを加えただけの効果しかないことを憲味していると恩われる2;1.24).

‘2.4・t置圏整法における学冒の掴連

"アプノヲ指散の大きいカオスを鳳遭候霊法で学習しても、学曹初期の趨鹿は

羽加しないニとがわかった.しかし.帆遭眼差擦を用いた学習で、 N.を適当.・

に迦ぷと .BP棒..則撤眼差法では見られ傘い、学習の急散な加遣が観樹された.

そのー例を園..7に示す.困4.j位、 (a)B P法 (N."'l)ベb)敏道服益法 (N."'2)、

(，)関数鼠差法 (NIJ"， 2).(d)稽事的 BP法 (No=l)の固とおりの方法で園4.1(e)

の掬オスを学習した結果の同学習曲組と (ii)R N Nの幽力の分岐圏、および{削リ

アプノフ指鍛の密化を示している.学習係ft，1ますぺて 0.01.1::した.

園4.7(ii)の分岐園"、，固の学習の畿の鎗合荷量 w(仰の値を周ぃ式(2.1)に徒。て

RNNを駆動した絹舎の出力 z{k)のアトラクタの学習回ft，に鮒する密化告示し

ている.結合荷量1IIIU¥(2.1)のシステムバヲメータであるから.学習にともなう

パラメータ旬の密1tl':よるアトラクタの分敏現象を表示していることになる.同

舗に、園4.7(i皿}には、旬(i)の備を用いて駆動した RNNのアトラクタのリアプノ

ヲ指数の宇宙回数，に対する使化を示している.

ここで、櫨率的 BP法とは、 BP法のパラメータ更訴則にランダムノイズ項を

付加したものであ旬、シミュレーテイドアエーリング法鋤.鏑似の効果によ勿学習

性能が向上することが報告されている 3・」具体的には、第2・の式 (2.8)の更新郎の

右辺に.平均がO.分般が

V"'，......!_ 
h副l+i)

の白色ガウス組音を付加する.ここで .sは定量生、 H孟学習サイクル訟である.園

4.j{dll:l: J=O.ωーの絹舎の結果を示している.

園4ト7の(.)と (b)を比較すると、 (b)の航遭自民差法による学習曲."、学習初期の

段階で I:l:Noを2備にした効果が現れず、 (.)の BP普とほぼ岡巴調惨状にな。ている

が、学習やイクルが20.00。あたりから曲舗が乱札始め .30制調。付近で眼差が急訟に

" 
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園..， 各種の方法によるカオスの学習過程 {μ=2.80) 
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減少していることがわかる.肘の岡敬麟差法では、前項の結果と同機.学習初期

の遺Ilが大き<(約2備に}な。ているが、観遮観筆法のような学習の急訟な進行

はみられない.

分院困およびリアプノヲ循訟の密化をみると、..遺族差棲の楊合.1県聾が急訟

に歳少する前の時点ですでに RNNの幽力"カオスにな。てお旬、カオスの不安定

値による『揺らぎ」が確事的 BP普におけるノイズの役割を集たしているものと

考えられる.さらに .(d)の棺寧的 BP法と比敏すると.信事的 BP棒でもノイズ

の働集に主って学習が連〈なっているが、駄遣眼差法に比べると学習の進行"運ι
かつ不安定である.これは次のように解釈できる.すなわち.櫨率的BP法におけ

る織らぎは人工的に付加したノイズによるものであり、学習すべきグイナミタス

とはもとも.!::.鯛保である.これに対し、脱遭鼠益法における鋪らぎは学習会1*
のグイナミタスに起因するカオスによるものであるから、学習の進行とともにほ

どよ〈付加害れる.さらに、噂率的 BP法のノイズとは迎。て、時間的に減衰きせ

る必買がない.ζ のような揖らぎの符‘が孝曹をうま〈加速しているものと考え

られる.

次項では、ここで観欄されたカオス学習における加速現象の鎗生メカニズ，.に

ついて幹細に検針する.

4.2.5 学冒 由 加 置 の 量生メカニズム

ここでは‘上に述べたカオスの学曹にBける加速現象が次のような原因により

提生していることを明らかにする.

(1) カオスの待。風致的佐賀'"逐次型の更続則において錨らぎの効操を与える.

(2)晩遭眼差棒において覗致ステップの眼差を"価していることが(1)の禍らぎを

鉱大する.

(3) この舗らぎがシグモイド関数のパイアス嘆に相当する縮会荷量 w'の密化を

活性化し、 ftll1の近似の精度を向上寄せる.

以下、このこ kを周置を迫。て脱明する.

まず、次の回つの方法での系(4.1)の学宮崎聞を、a師信号のシステ，.パラメータ

μ を震えつつ比駁し、どのようなパラメータ値のアトラクタの学習において加連

が生じるかを網ペる.

(ll 8 Pt長(I'j=O.OI，N，o=I)

(b)闘1111差法 1(η=O.OI.N.=2) 

.. 



"J岡裁候糧法 2'η'"1.0 x 1O~1..\'... 1ω} 

(dJ航遭麟差法何=O.OI..¥'o = 2) 
BP棒と関徹眼差槍 2と11，.¥'・.，の値が・しいので (.¥''''11=0.01).傭3・で進

ペた確率的降下法の理.よれば、両者"学習係鑑がぬ，.，の BP法kして等価で

あるとみなすことができる.また、閑11<1民糧法 2のぬB を'00という大きな値に鑑

定したのは、これがー揺型の BP旗，a急降下法}の近似になることを意図したた

めである.

また‘ E，が学習翻期時刻(1ω守イタル学習後)の眼差の却%、，%にな。た時刻

をそれぞれ、初期牢習時間町、学習得了時間 T，.定11し.これらを学習翠度の指

僚とする.

国4.8(・}および(bJI主パラメータ μを1.80から 3皿まで変化させた栂舎の初期牢

曹時間と学習侠了時聞の変化をそれぞれ示している.また、園.-，と園4-10には、

岡巴範簡での μの変化に対する敏卸アトラクタの分岐ダイアグラムとリアプノヲ

指象の"'10をそれぞれ示した.

まず、図.-，、 4-10巳よ，.敏卸アトラクタの分岐とリアプノフ指震の密化の蝿要

を11明してお<.

園..，をみると .μ'"1.80ではアトヲクタは安定な1周期点であ旬、 μを泊加させ

ると、 μ=2.0で1周網患が不安定化し安定な2周期点が生じる.いわゆる周期信分

般が起こるニとがわかる.μ をさらに増加害せると.周期信4.8.16、 .楢加し、

/J-2.31付近でアトラタタはカオ3えになる.カオスアトラクタのサイズ"μ の槽加

..もに位大し、途中 rll!J'呼ばれる周期アトヲタタの状聾を健て.μ_2団付

近で急樟にa広大し、原点'1絡なアトラクタになる.これは、カオスアトラクタが不

安定不動点 ~=O と衝突し、，<0の領績に存在するが固には示していないもうー

つのカオスアトラクタと融合したことにより生巳た現象で、「タヲイシス白血凶J

と呼ぼれている.タヲイシスが生じるE・"傭は鱒街的に算出で iμ・3./3/2で

ある.クライシスの後もアトラクタはIt大し観け.μ=3.0を超えると発散する.

また、園 '(.IOよ句.リアプノヲ繍歎"アトラクタが周期点の問U負の値であ旬、

，， =2.31付近での.オスへの変化。こともない、正になることがわかる.カオスアト

ヲタタのリアプノヲ掴設は μにたいしてほほ単聞に婚姻している.リアプノヲ樹

監が負になる点がい〈っかあるが.これは前進の箆に対応する.

次に.園4-8(a)で初期学習時間れを検討する.μ'"1.80‘2."のアトラクタ..周

期点からクライシス前のカオスの健固で"、固つの方法ともれの値はほ信ー定で
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あり、 BPii長と開放巌差漉 2のれの舗はほぼ等しい.また、岡敬麟筆法 1."遭麟

差法はともに 8P法の約 1/2の学習時間にな。ている.タヲイシス直前のμ==2.~ð 

付近から4方法kもに T，の値の密化が雌し〈なる.しかし、岡IUI差楼 lの学習時

聞がBP法のぞれの釣 1/2という関係と関数餓鍾法 2とBP法の学習時聞がほぼ

等しいという関係は保たれており、 Tc==Tlとみなせば弐(4.3Jの関係はパラメー

タμに依存せず、したがヲてアトラクタのザイズやリアプノヲ指数にも依存せず、

常仁成立していることがわかる.

ー方、観遭眼差棒の場合はクライシス直前かられが大き〈なり、クライシスよ

り後では μの噌細とともに 8P法に近づいてゆき、 BP接より大き〈なる場合も

生じている.これは附盤のようにリアプノヲ指数が増加して敏師アトラタタの航

遭不安定性が大き〈なるため、 2ステ?プの職選候釜を塩梅する ζ とが園橿になョ

ていることを意味している.

次に、学習傍了時m T，を喰肘する.困4・b)を見ると.初期学習時間 T11::.1孟興

傘"、アトラクタが周期点の揖舎でも分岐とともに T，I左大き〈棄化することがわ

かる.

まず、 μ<2.0でアトラクタが1周期点の栂舎は四つの方法とも乃はほぼー定で

.. ~.岡敬眼差法、..遭11差法で 11 ともに BP 法の動 1/2にな。ている.また、 BP

謹と閑骨量麟霊法2の T21:l惚，.婚しい.

μが 2.0を越えて2周期点の領織に入ると.T11:l1.000のオーダーから 10.000の

オ グ へと急百障に楢加する.これは、アトラクタ上で定義された周磁を近似し

ているという立樋で考える..定嶋織が1"の周111:2点の関設との権纏きの遭い

の現れと解釈できる .7トラクタが2周期点の領績では， μの槽加とともに T21:l減

少している.また.この..では関盤眼差法 1の2 がBP接の的1/2'という関係お

よび8PI食と関数眼差棒 2のT，が等しいという関係は保たれたままであるが...

進11差法のT，は関11:1民差法 Iのそれより大き (bている.

μをさらに増加させ、 μ_2.31付近でカオスの慣峨に入ると、 T，I:l再び急訟に楢

加し、その後方オスの..ではμの地加ととも広 T，I:l減少する.この領域でも、問

自民保護法.BP法との関保健保たれているが.Ol温11建議の T，I1周11観差楼 1よ

りも、パラメータの傭によョてl:lB P法よりも大き〈な。ている.

μ=3./3/2のタライシスにとも傘い、 BP法と岡敬服益法し 2のT21:l楢加する

が、 ol道自民差法のそれは大き傘棄化を見せない.タライシスの後の領鳩でも BP

S告と間数民霊法 1の T，I:I.、 2:1の関係を保。たまま μの増加とともに・やかに浪
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少する.また、この領峨では BP法と開設齢差法 2に遣いが生じ、 BP法の 1らが

，)，さ〈なる.そして、この領..の大..分で"，各方法のちの大きさは次のような

関係にな9 ている.

..選候鐘楼〈間数観差漉 I< B P法〈岡敏線差法 2

ただし、 μの増加にともなう馳進麟盤法の T，の減少率は BP法や関数銀差益のそ

れらより小さ〈、 μが3.0に近づ〈と聞..111差怯 iと大差な〈な。ている .ζ れは、

μが犬舎〈なるとアトラタタのリアプノヲ宿敵が大き〈なるので、カオスの効果

が学習の加遺よりも不安定化の方向により大き，.，ためと考えられる.

..遭眼差法の楊合、タライシスの前後でT，Iまあま切変化しないが.学習幽餓自体

が変化しないわけではない.これを見るため.タライシス前後 {μ=2.69l:. p=2.60 

}の学習曲舗の栂子を図4-11に示す.この園よ旬四つの方法ともタライシスによっ

て学習曲."大き〈変化し .BP接と関数候筆法では、学習が還〈なるニとがわか

る...遭銀筆法についても学習曲組"大き〈変化し、学習初期の段階では岡鉱銀盤

法と大差ないが、前途の学習の加遣が生じるため T211大き〈ならないのである.

以上、四つの方法による学習の綜了時間 T，に聞して、次のことが明らかとな。た.

(1)国つの方法とも.分較によるアトラクタの複組化にともな。てT，は大幅に欄加

する.すなわち学習に要する時闘が長〈なる.ただし、馳遭眼差法については、タ

，イシスの前後で学習曲aほ大き〈変化するが、学習の加速が生じるためT，I1大

きな礎化を受けない.

(')アトラクタ..，周期以上の周期点およびカオスの絹合、パラメータ μを繍加

させると、分岐が生じてアトラクタが定性的に密化するまでは T，は・<'かに減少

する.

(3) B P法と周歎眼差盤 1の乃は、すぺてのパラメータ値で陪ほ 2:)の関係を保っ

ている.しかし、 BP法と開設眼差法 2のT211、タライシス前のカオスの学習で

は、ほほ等しいが、タライシスの畿では BP法<'ftll鹿島差法 1による学習にも加

遺が生じ.閑散候益法 2よりも竿習が速〈完了する.

(<J臥温111差接の T，I志、 1周期点の渇舎は胸像観整法 1>周じ、 2周期以上の周期

点とクライシス前の指オスの緑舎は聞..院益法 1より大き(.クライシス後のカ

オスについては学習の加遣のため闘a民自民盤槍 1より小さ〈な。ている.

分岐にともなう学習時聞の楢加については、学習している周歎が観鎗になるた

めに生じるということで白保に罵釈できる.すなわち.敏師信号はアトラクタ上

.. 
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でのみ与えられるので‘定義峰がアトラクタ上に制限された関数を学習している

ことに実質はな。ている.したが。て.分般によ句アトラクタが不動点、周期点、カ

オスと観鎗化するにしたが。て、学習している間数も複緯化するのである.

また、アトラクタが定性的に変化するまではちは μの増加4こともない梶少する

という現象については.関裁の定.Jtの直径が大き〈なるので.よ"広い艇圃の

情報が学習に利用できるようになるためと考えられる.

クライ y スのあと航遭餓差法による学習時間が姐《なるのは、 μ=2.80の喝舎に

観明した『カオスによる学習の畑違Jが生じているためである.また、実質的な学

官僚叡 NIJ-"の等しい BP詮と刷徹眼差法 2に遣いが生じているのは .BP法に

よる学習についても飢迫観鐘法と観似した加遣が生じているためと考えられる.

以上の考察よ旬、航遭自民筆法にお吋る学習の鋼連現象他、クラインス畿の原点対

稔なカオスが存在するパラメータ領省でのみ生巴ていることが判明した.また、

この領峨で1.:1.8 P法..岡鉱候筆首長 1による学習においても加速が生じており.B 

P法が関数候差法 2よ"選〈な。ている.このことから アトラクタの原点対棒佳

と学習における揺ら Nが牢曹の加遣に関与しているものと雀容される.

学習の畑違とアトラクタの対魯性どの闘遣を胴ぺるため.前進の BP法、周11

際筆法 2.臥遭a保護法じよるカオス (μ'"2.80)の掌智における学習曲線とシグモ

イド岡放のパイアスパラメータW:の際化を制定し、国4-12に示した.

まず、岡鉱眼差法 2による学習でのw:の変化を見ると、 W!'11.零付近の僚小

かつランダムに与えた初期値の近傍に畏〈留まろうとする傾向にある.ところが、

宇宙固歓が初方の付近からこつのW:が大き〈度化し始め、これにともな。て、餓

差が減少することが併せて示した学習曲線よりわかる.この傾向"‘ BP法と敏

道眼差接でも見られ、 BP法では20万圏、飢遭.差法で'12万回付近でW:が犬舎

〈量化し、学習が加遣されている.すなわち、学習の加遮には WD，聞の変化が大き

〈闘与し、その質化する時胞が学習の温度を決定している.

W:の変化が学習遭鹿を'ーする理由"次のように民明きれる..オスアトラク

タは原点対棒であり、近似すペき岡敬"膏閑散である.シグモイド閑散も奇岡敬で

あり、 RNNの幽力関敏もその加星和であるから、やはり膏開設である.したが。

て.yグモイ Y闘震のバイアスであるw:が写でな〈なることは、脊欄縁の近似に

とっては衛合が患いように恩われる.しかし、 +， SUはS個であるから、すべての

シグモイド銅鉱が寄開設である必要はなしその加温租としての幽カが奇聞訟で

あればよい.圃4-131玄関盤観糧法2および悦遭銀霊法による羽万国の学習後の R



イロ口口
り} 学習曲線

主:目白日
(iiJ WDの礎化 {よよ 9.W1D、W3D.W.fJ

<aJ B P~島 (b)冊数民愛法2 (c)帆道線差法

困4-12 学習..と w'の寵化

NNの幽力関11>個々のシグモイド関歓のグラフを署長わ Lてお旬、これを見ると.

w~ が写付近に留ま旬、シグモイド闘a院が三っとも寄閑散である岡 11銀盤法 2 によ

る関歎近似よりも、=つのシグ号イド周歎が原点対称慢を失。ているが、全体とし

て対稔色を備。ている臥遭眼差棒による近似の方が優れているニとが見てとれる.

ニつのシグモイド周訟が原点対跡性を失うことによ旬 RNN全体としての欄量合

成の自由度が向上し.より高精度の近似が実現するのである.

それでは、三つの方法でw:が密化し蛤める時期に遭いが生じ.学習温度が異傘

るのはなぜであろうか.ここに、(;1次型)B P怯と敏道院筆法の有する鋪らぎの

性慣が関与するのである.
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まず.間数麟糧法による阿古の夏罰則を寄き下すと、次のようになる.

‘・_，
a砂'~=-"Eli(倒的1D)-/(qtk)1 x I'r~..σ( !t '!tq{k)+U'.!'). (4.4) 

b， 
W!の翻鯛他は徳小かつランダムであるから.近似的に II'!， =0と考える.cたがっ

て、 σ，W，品q+W~lliq に闘する偶闘震である(なぜならば.σ(.r) =4/(("+t-'戸11

偶関数).また.カオスアトラクタ 11原点対稔であるから.その不安禽度開Itも偶

MItである.さらに.R N N li奇聞艶fを近似しているのだから‘ ;tq.w)も奇聞

鑑であると仮定できる.したがって、修正量d.It'!，は、式“"のように.正負均等

に与えられるヂータ点での奇岡敬の舗の飽和であるから、その 1データ当"の値

(."iBで制。た値)11可aが大きいとほぼ写になる.したが。て.λaが1ω という大

きな値を待。闘It餓差法 2で11、叫fが零付近の初期状鰻から移動しに<<、上に

述ペた理自により関数近似の欄度が向上しないため、学習が量れるのである.

"に BP法による学習を考える.B P法による学習での1サイクル当たりのn!
の変化は次式で与えられる.

企W.!'=ー叫j(q{k)町旬}ー/(q(kl!xW1ισ(W!l倒的+W.!'J. (01.';) 

ここで.もし式(4.6)を敏師信号の不安調度に闘して平崎すれば、ぞれは.エルゴー

ド怪より関数眠筆法の栂舎の W!の蜜化(弐(M))を近似することになる.これが，

第3・で述ペた櫨事的情下法の理衝に;sづ〈解樹の帰結である.

しかし、平均的な学習の方向 11闘ItM釜法 2とー致しても、毎闘の学習に 11ニ
の方向からの偏差が必ず生じ、これが絹らぎとな。て W!を写付近から移働きせる

・きをするものと考えられる.

tI遭眼差誌による学習では .BP法における建次星学習の鍋らぎに学習き札た

カオスの舗らぎが加わり、学習をー層細遣している.tI道保盤法の働舎の l:J.W.!'li

次のようになる.

I 8 ..... .. .. ....~ I iJ 
aW!=-'1iai巧帥，(1;)川}ー J(q(k))1I2-"i置が1/2(Q(/I.:)川 )-i"柑 ))112 (4.6) 

式(4.6)の右辺鋼需1項を"，、第2調を"，とすると、

企， .ー"1;(9(4')，旬}ー/(q(k))lx W1ισ(W!.9(k)+W.!') 

"'. - • li'l，I')ω)-i'l倒的l]xWt'!.σ(W!d(q(k)切 )+w.!')

-.伊(，(.1:)，w) -f(q(k))] x Wi!.町W!'I9Ik)+W.!')

xEwdσ(w，f ;(4(1:)， tD) + W，D)w，f 



となる.ム 1:1:8 P 法の~M'!l {まえ(4.$))1二位ならない.つまり、ニの項は遅次型学

習に起因する錨らぎを表わしている.そして、~，が学習されたアトラクタのグイ

ナミクスに起因する項である.実際、」訟の第2項I:1:jの変分を表わしており.RN

Nがカオスのグイナミタスを獲得するにつれて、その飢道不安定性よ旬、 ζ の"分

の大きさは1のオーダーになる.

..遭銀筆法による学習にともなう I~JI と 1~21 の嚢化と学習血績を園 4-14 に示す.

この困よ旬、学習曲舗が復蜘し、学習が加速している付近で 1~2I fJf l~11 の 5 -10備

の値になっていることがわかる.これが畝遭限筆法による学習がBP法よりもさら

に遺〈なる理由である.

4.2.6 結合荷量白血束過程

前項では、 BP法と般道銀差法による学智の加速がパラメータ W'の度化に起

因することを明らかにした.本調では、 W'も含めたすべての結合荷量の学習に伴

う密化過程を追跡し、学習法によるパラメータの収束過程の相遣を検討する.

前項と岡楓、 μ.，却のカオスを .BP接.闘11眼差棒 I(N，=2).聞鑑..差法

2 (".'， ..1閃}、帆遭限筆法(均a・，)と..準的 BP法 {η==0.01，.0=0鵬.)の五と

おりの方援で<00.因。国学習きせた場合の、結合荷重の収束過程を求め、園4-15に

示した.

まず、 BP法と闘11眼差益 1を比叡すると、両者の繍合荷盆はすべて遺度比 1:2

の関係で量化し、ほほ岡巴値広駆東することがわかる.したが。て、積率的防下畿

による学習適度の静価低 限釜の械少進度だけでな〈、個々のパラメータの収束速

度仁闘しても成立している ζ とがわかる.

BP怯と開放眼益法 2を比厳しても、学習の舗網段階で信両者の聞に相通"ほ

とんど見られ傘い.前進のよ号に、 W'の対縁慢が崩れ、学習が加速される時期が

岡敬眼差法 2の場合に BP法より遣れる.このため、 4ω掴悶聞の学習でi玄関数候

筆法 2 による学習は.終段階に割還しておらず、結合荷量盛岡での.傷的~収束

先1:1:8P~告の場合に陪ぽ-11するものと考えられる.

tt遭...法については、学習初期段階で陪三つの結合荷量kもBP法，ほ隠問

じ嚢化をしているが、学習が加遣する i=拙剛付近{困4-7(b)齢照)から BP法 k

ほ異な。た収束過程をたど旬、ほほ.終的とみ傘せる 4団"。園学習織の核軍も BP

訟とは異傘。ている・.また、信阜的 BP訟の8・舎も鱒合荷重の収束先は BP法..tt
.・ 4曽有Eの収.~U乞医する陣.司p・m・の J 】 JI''i .bす樟$舗の周国民事 .λれ・えたもの

" 



園4.14 敏道寂差2去による学習における Id.dと出，1の変化と学習血組
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illII差t告のそれらとは興なっている.

以上より、般道線霊法と確率的 BP法は.結合荷重の空間でともに BP法とは異

なった状忽に収束することがわか。た，このことから、，，，"1眼糧法や信事的 BP楼

による学習では、 BP法'"閲歎自民差棒の陥るローカルミ二マムを回避していると

考えることもできる.実際 4切 000国学習後の根差評価間数の値は BP法.岡鉱

眼差益1.間像眼差接 2.11遭銀筆法棒鋼F的BP複の場合、そ仇ぞれ、約0.010.

0加弘 0.174.0.002.0.1却で." ・車道民霊法のものが"も小"'令。ている.しか

し.錨合荷量空間"多〈のSliffel'&O申刷状の谷が交錯した纏めて慣維な布陣遣を書

しているものと考えられるので訓'.ローカルミニ V~ とグローパルミニマムの相

通だけでな〈、極小点に復近しているか否かを判定することさえ敏値的には園鰻

である.

結合荷重の収束過程と学習曲線から稽実に判断できるのほ.以下のことである.

すなわち、学習過程を舗合荷.空間上のカ拳~と考えると、すべての w: が O で

ある状怨がーつの不.，集合にな。てお旬、学習の初期段階では.どの学習方法を周

いてもこの不賓集合内で学習が進行する.この不密集合はそれ自体ーつの S憎刷、c...にな。ており、穿常に緩やかに傾斜した農をもっ谷になっているであろう.し

たがヲて、この谷底のどこかにグローパルミニマムが存在する可鈍色も否定できな

い.しかし、前進のように、 ζの集合内で"眠筆をー定以上減少させることが図鑑

にな。ている.関歎餓..捻'"近似的傘最急降下接であるので鍋らぎが小さ〈、 ζ

の不密集合が比般的安定にな。ているため、ここからなかなか脱出で魯ず.学習が

遅れる.しかし‘敏道銀差法や砲撃的 BP援では錨らぎが大き七容易に脱幽でき

るのである.学習に怠ける鎗らぎは、この不嚢集合を不安定化し、そこからの昆幽

の時期を早め、学習を促進する・きをしている.舗らぎの大暑さは、民幽温度を左

右するが.11幽後の収束先を保匿するものではない.したがって、早期に学曹が進

行する情事的 BP法の最終的傘候差が、上配のように BP法や関数候筆法 1のそ

れらよりも大き〈なるこ kも起こ旬得るのである.

4.3 量師慣号の橿示方 法 に つ い て

時系列の学嘗はその時系列を生成する力学系{関数)の岡定であるという観点

からは、学習において、時~列を憲凪した魯別なアルゴリズ~上の工夫は必要な

他聞 -aすペーである d炉原阜をどのように入~.えて‘・..・..俸の結集liB P峰，陪-

ac.いので字曹の・S著書R毎肱興傘9ている主調睡で轟る.



いように思われる.実際、倍率的降下法の理畠に基いた考察によ旬、時系列学習ア

ルゴリズム"ー般に、平角的~憲味ではすべて逐次型の BP 法に等価であるニど

を本昌文の第3・で既に示した.

しかし、前舗では.原点対祢な 1次元岡敏から生成きれるカオスを学習する樋

合、運次型 BP誕の縛つ掴らぎや、学習されたカオスの不安定性が学習を加遣す

ることを見い出した.また.本堂ら絢はカオスの学習において".平均的に畿う

と見失われる.選次塑の BP訟の錨らぎとカオスアトラクタに含まれる不安定周

期点が学習の健遣に.要な役割を繍じていることを発見し .-11分布白色鎗脅と

カオス時系列の相趨を.じている.このように.学習されるべき力学系"静的な

関数にすぎないとして也、その学習過程においては時系列の種類、敏師伺号とし

ての提示方様、学習アルゴリズムなど則的傘偉質がさまぎまな彰，を持つものと

考えられる.

ここでは、前簡に引き緩急、三層階・型の RNNによる 1次元雄監カ掌粛の学習

を対象として、 11節信号時系列のデータ厳守その分布禽度、時間相聞が掌冒過程

におよほす影・を考11する.

学習対象"、c.愉同'p.

q(k+l);;:2.8q(k)(1ー倒的1) (qeR)， 付7)

指よ<1J.oo;厩iemap.

q(k+ 1); 4..0刷k)(I-q{k)) (qER) (4.8) 

で記遣される 1次元来とする.こ札らは園4..16.17にそれぞれ示すカオスアトラタ

タおよび不安密度分布を有してお旬、このカオス時系列を敏師信号として次節以

下の学習実取を行なう.以下、この二つの写像を敏師閑散と呼ぷ.

4.3.1 有限時間時轟列データを周いた掌冒

学冒方詰

前舗の二つの敏師闘敏の.・について、その反復によ。て N個の時系列データ

{倒的.q(I).....q(N-ll}金作成しておき、これを依岡信号kして、

(al B P法 (N."'I)

{財閥富良観差接 1(N.=N-l) 

(<)闘量観差法 2(N. ・，)

.. 



i田三
{叫 C，b眼 map (b) Lol!istk map 

園4-16 敏師偶数

i日i山
(a)Cubicmap (b) Logist眼皿・p

園4-17 敏障関数の不安密度分布

" 



(d)駄遣銀筆法 (.¥"o"'2)

の固ときりの方法で学習する o R N Nの中間.ノード般は .¥1=3とする.学習アル

ゴリズムは鯵2・ 2.3簡で櫨ぺた .ISlepll-ISt~p31 から成るアルゴリズムを使用する.

ただし、 1"叩31において .k=......ではな〈、.1:=Iを時刻。に 'Jセットすることに禽

更する.そして.[SleplJ-IStep3Jのサイタルを (X-.¥".J園緑り返したあと.1::1の

データは俵初の倒的からもうー度使用し.以下これを反復する.たとえば、，¥'=5• 

.'¥I"B = 2の場合は各守イクルで使用するデータ It.(q(O).q(IJ.q(2)}.(q(l)，q(2)，q(3)}、

(q{21.Qバ3).q(4)ト(q(3)倒的 q(l;l)、 (9(0).9(1).9(2))、(q(ll，q(2)，q(3)) のように密化して

いむ 基本的には N;5個のデータを循環させて使用するのであるが、&t道根差

益では時系列の違続怪がなければ憲味がないので.(q(4)，q(5)，q(Ol)のようなデー

タは使用せず、 (Q(31.Q(<J)，q(5)}の次は{倒的q(1)，q(2)}に震るのである.また.このと

き、 (b)の開設標霊法 11志、 ....-1個の点、{倒的 q(N-2l}での関Itlを近似する

ー繕塑の BP法になる.また.零曹保敏司は、(.)叶d)のすぺての方法について、

η=0.02/-"'oとする.^'.'"がー定なので.(a)-(りはすぺて平均的には等価になる.

学習のw・s・
学習の進行.w価する量として、式(4.2)で建議される、アトラクタ上の=衆岡

敬舗差 E，を用いる .E，の減少により学習の道行状況が犯舗できる.ここでは、

Ng = 200とし、また.繍果 ItEst Nsで制。た平均((1差で表示する.

'*に、 (il学習の適度、 (1・}学習畿の RN Nの時漏列予調能力、 (iu)アトラクタの

1 .. 1的性質の.得能力をそれぞれ野価する指揮kして.(り学習侠了時間、{邑}相対

こ費量平均麟差問、{臨}リアプノヲ指散を以下のように定縫する.

開宇宙終了時同T

E，が学習開始時点の...になる学習サイクルS換を学習梼了時開Tと定議する.

(ii)相対=魚平均眼差 RMSE(k)

MSElkl 
RMSE(k) = ----;，.ユ (.¥-=0.1.2....). {叫

とする.ただし、，.ま学習畿の RNNの出力であ旬、各 tについて，(り=q(りのよう

に初期値を歓師信号，にー殺させ、 z(I+的 (k=O，1，2，...)tlt算してい〈もの kす

" 



る.つまり .RMSE(1')は向ー細則値から出発した RN Nの純迎と敏師信号との k

ステップ後の二象眼差を£備の初期値に聞して平均したものである.本実験では.

L'" 10.000とした.

(iii)リアプノヲ指舷A

次;1;で定義される学習終了後の RN Nの '1アプノフ指設を用いる.

禽取結果と場自信

， d 
)."'.Iill_!_~Io&II 7:ì' (q(O).UI) 1I 

金『園 k--""dq

まず.Cu~map の孝曹実取結暴について遥ぺる.

ヂ -~"Nに対する学習終了時開 T.3 ステップ後の相紺ニ集平均銀差R，\ISE(3).

'1アプノフ9・2監AのI<itt.園4.18-20にそれぞれ示す.学習サイクル散の上院を

10万固に霞定し、この固震で..が，%にならない樋合"、 T=Iω..伺と E提示す

る.また.相対ニ衆平均眼差とリアプノヲ指敏U:IO万国学習後の.N Nについて

計算した.時系列データ裂は、 l'i=5，6.i.8.9.10，11，21.31.41.51.6I.il.81.91.101とし、

データ量が無制恨の場合{関徹鼠差法 1では，"i."， IOOとする}も併せて図示して

いる.

学習終了時間T1'、 N<1Iの織舎は各方法とも土限値10万を示してお句‘この

程度のデ】タ自民で低学習が十分進行しないζ とが帽包できる..1\;''''11 で T11~遣

に減少する.これより大きな Nの値では.(d)の脱遭眼差法が他の3方法に比べて

学曹が遺〈終了していることがわかる.また、(.)吋，)の3方法については.N2:21 

の範囲では NとともにTが増加してい<."遭民霊法6こついてはこのような傾向

"みられず、 N司切になるにしたが。て.

(d)飢遭眼差法>(a) 8 P稜>(c)闘111県霊法 2 > (b)関.眼護法 l

の厩に学習建度がイ、0<なる.これは、前舗で途ぺた、依師信号のデータが僻制限

に与えられる喝舎の学習の鋼連現象が.データ匙N がm程度ですでに眼視きれる

ことを憲味している.Nの舗網とともにヂータの正負均.健が強まるため、 BP

援と関..筆法で 11W!， に加わる婦らぎが小さ〈なり.'l'IIl!度が減少することを

困4-"は示している.また このこ>は.園4-21に示した敏道鼠差益の学冒凪働か

らも櫨毘できる.ヂ タ..が11になると肌遺恨霊法に斡有のゆらぎがみられ、

学習が急訟に過脅しているこ之が見てとれる . 

.. 
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園4.19の相対二乗平均鼠差をみると .sき81の・因縁では各学官法の時系列予瑚

能力は学習温度 k同線.(dl >(1)>(吋>(blの順に低〈なヲているこ kがわかる

方.国<-20に示したようにリアプノヲ指数lol..¥";::-llでは各方法とも大濯な〈、敏

阿倍号の値~ '" 0.806をよ〈近似している.これらの結果は.時系列の予制を行な

うためにほ高繍度の学習が要求されるが、..師アトラクタの鍵齢的償費を 11得す

るだけなら、比敏的Htのデータで+分であるニとを示唆している.

次に.Log胤icmapの学習舗果について謹ぺる.

ヂータ敏..に対する学習終了時間 T.相対=集平均眼差 R.IISE(町、リアプノヲ

指数Aの夜it'量、園4.22-24にそ仇ぞれ示す.学習サイクル歓の上院を20万固に股定

し、この回数で餓差が1‘にならない場合は .T"， 初日"。と表示する.また.相対

二乗平均眼差とリアプノヲ衛政1120万固宇宙後の Rt¥Nについて計算した.時昂

列データItlolCubil'm叩の場合と閉じである.

学習終了時間Tは4i方法とも，...."'10付近から減少しているが. Cub町 m旬の局

舎と異なり、般道限釜棒のみが犬舎な値とな。ている.他の3方法には大差なし N

Kともに噌加するような傾向もみられない.これは、1.0.胆tK"mlpのアトラタタ M

Cubk:mlPのような原点対称性を待たないので上渥のような逐次型 BP法や銚遮

蹴差誌による錨らぎが牢習に]ilます彫・が小きいためと考えられる.したがって、

NB."が 定の BP法と倒佐観差法は砲事的降下法の翠歯どおり間程度の速度で

学習が遺骨する o A'B"， 2の観遭銀差設では.'^テ7プめの麟釜を僻価する成分が

白b隠血却の舗舎には W~ に鏑らぎを与え学習を加遣するのであるが、1..，;胤ぽ mop

の学習で11単なるノイズの鋤果しか持たないため.学習の進行が遅れるのである.

ー方、相対=.平勾眠iIとリアプノヲ指数については肱遭眼差棒による学習が

・~良"な結果を得ている.これは.園 4.25 に示す N=IOI の陽舎の学習幽纏から

わかるように、銃撃が，%まで減少する学習の初期段階では.飢遭.差法は他の方

言主に比べて進行が遅いが、学習の..終段階での銀差損少率が著し〈大きし 20万

圃の学習後でほ、もヲとも.，皇が，).、き<;:.:.，ているためである.この学習の..終段

階での飢遭銀盤法巴よる学習の加遣は Cubie回 pの学習の嶋合に襖棚きれたものと

信異質のものと恩お札る.

B P棒、開放眼差益のリアプノヲ循a換が負値にな9ているのは、 RNtHI:L岬.stk:

m喝の関数形金十分獲得したが、このアトラクタ l主タライシスの鶴岡のものであ

るため、その安定住の学習がうま〈できなか。たためである.

" 
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4.3.2 時畢列の骨布密庫・時間帽闘を宜化させた学習

学習方撞

時系列W)Jを以下の固とおりの方法で作成し、敏師パター J とLて(制的/1倒的"

を順次擾示して、 BP法により関数Iを学習する.字官僚散は'1:0.02~する.

(1).本時系列..師閑散の反aにより生成される時系列そのもの.

，b)不智駐倉庫分布白色鍾音，.)の基本時系列を 30ステップおきにサンプリ J グLて

得られる時系列.これはカオスの混合性より、時間相聞がほぼ摘越し、基本時系列

と岡ーの不笠宮度分布にしたがう白色錐音になる.

，，)ー栂分布白色鎗音基本時'"列の作るカオスアトラクタの領畿内でー織に分布

する白色纏音.

(d)異なる闘量から生成される時議列目M酔血 m.pの生成する時議列をその..大値

優小値がむ曲陀 m.pのアトラクタの最大値・・4、値になるように守イズを修正し.

Cubkmapの学習に用いる.I岬蹴同pの学習の揖舎は避に Cubkm仰の基本時系

列をl崎 1鼠諸 m.pのアトヲクタのサイズに合わせて用いる.

.・a錨県と...

Cubie回 ptl岬 a肱 mopの土"'.方法による学習曲舗を園4-26.27にそれぞれ示

す'.Cllb陀珊旬の学習では学習の速さは、

(d)l噌即時系列>(I)畠本時系列 ::(b)不安密度白色韓音 >(c)ー繊白色纏膏

の煩になる.

まず、，.)と 'b)とに盆がみられないことから、自己相関関数で調定できるような

a・佃号の時闘相聞は学'速度にあまり 11・しないことがわかる.しかし、時系

列の密度分布、すなわち敏筋バターン (9./(9))を与える点qの出現鋼腐は大き〈彫

.している o(c)の-a分布に比ぺ，.)、(b)の不奮密度分布の方が遣い.しかしベd)

のE哩.. ・e時系列はさらに遭〈な。ている .L崎臨ICmlpの不安密度分布"園ιli(b)

に示したようにアトラクタの両舗で高〈な。ているoCubiemapの密度分布も開鵡

で.大になるが、その他にもピータを待。ている{園4.-17(1))0このことから.アト

ラクタの同譜を強帽してヂータを縄示した方が学習の温行が遣いと考えられる.

シグそイド開放は単聞楢加であるから.その加温和で C，b障問岬を近似する場合.

fが減少する鶴分を強飼して掌智した方が効撃がよいということである.
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'"'凶Il~ mゅの学習では学習の還さは

，.，基本時系列 ::.(b)不変密度白色絵音 >(djCUbK時系列>，川一徹白色雑音

の順仁なる。やはり、時系列相聞の影智はほとんど見られないーまた この場合も

Logistir 時系列すなわち基本時系列を提示した学習が畳も速い。やはりアトラクタ

の端点を重点的に学智した方が効率的であることがわかるー

4.4 軍師力学 系 の 学 習婁融

この舗では 進税力学系の学習実取結果について述べるー学寄付象は、 2次元系

の例として vanderPol方程式、 3次元系の例として R泌Sler方程式をとりあげる。

以下の数値計算では 常徴分方程式の求解にIi，次のルッゲクッタ法を使用して

いる eただし、議形候差法におけるヲグラ〆ジユ未定策費支の逆時間方向の求解(鯵

2.式(2.22))にはオイラ 法を使用している。

4.4.1 v，岨 derPol方程式由学習

vanderPol方程式

誓:0(/'1.， 

寄'"JI(l-qf均一肌 付10)

は、パラメータ μ=1.0のとき、国 4-28に示したリミットサイクルを持つ。以下で

は、このリミットサイクルを教師僧号とした学習を考える.

温度眼差益による学習過程

速度候差法を周いた学習で、学智係書生ηと1サイクルの学習時間 T.、学習に要す

る時間 T，の関係を調べる .T，は躍散系の学習の場合と同舗に定義する.すなわ

ち、式(4.2)のように二乗関叡眼差 E，を定義し、 E，が 定のしきい値 E，を切る時

間を T，とする.

図~"のリミットサイクルを速度麟差法で学習させた場合の学習幽楓を図 4-29 に

示す.図 '.29の(.)、 (b)、，，)は、それぞれ、

(.)η =0.01， TB=O.1、(b)η =0.04，Ts =0.1、"1η =0.01，Ts =0.4 

" 



，s:o 

-3 
-3 0 

q， 

園4-28 v岨 d釘 Pol方程式のリミァトサイクル

の三とおりの条件での学習曲鍵をそれぞれ示している . ζ の結果を見ると、，b)主

，<)の方が{叫に比ぺて掌曹が速し (b)と(<)の学習曲線lま学習初期の段階を見る慢

。ほとんどー君主していると冨える.このことから.宇宙保種"を4備することと

学習時間T.を4備することとは、ほほ.舗であることがわかる .ζ の等価関係を

明確にするため、学習初期段階における"と T.および学習時間 Tcの関係を求め、

園4.30に示した.園4-30(.)はT.とたとの関係を"をパラメ タとして、 (b)は，

t. Tc l:の関係を T.をパラメ】タとして描いたものである.Ecは50.0とした.
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遁形観差益による学習過程

次に波形候筆画像を用いて岡じ〈草加 d.官'01方程式のリミ 7トサイクルを学習させ

た...定条件は、

(.，η=O.I，TB=O.1、(b)I'j= O.8.T. =0.1、{け η=O.I.T.=0.2 

の三とおりとし、その学習曲穫を園4-31(a).(刷、{叫にそれぞれ示した.

結果を見ると、(.)は (b)および(，)に比ペて学習が量〈、 (b)と{けはほぼ一致して

いる.このことから、噌を8倍すること >T.を2備することとほ等価であることが

推掴でき、傭3・で噂幽した関係、

い =ι(4.12)
lj'l1 

の成立していることがわかる.この聞係を確昆するため、速度脇差益の場合と同

じ〈、学習初期段階における ηとT.および学習時間1らの関係を求め.国.-32に示

した.園4-32(.)111らとたとの関係を"をパラメータ主して.(b) l:tηとむとの関

係を T.をパラメータとして描いたものである.しきい値 E，は50_'である.この

聞から式(01.12)の成立していることが櫨毘できる.

.温温闘能力の比般

学習が定了した RNNによる敏箇信号の悦遣の迫闘能力を鯛ペる.まず、岡ー網

期信から幽eをした敏師信号l:::RNNの飢遭との銀差の時間度化を次のように定穫

する.
• N. 

E..(I) =去EIlq(A:，.1)一副A:J，!.UlI1l2， (4.13) 
吋 3・2

ここで、 ~j(j=I.... ， N.) はアトラクタ上のサンプ 'J ング点である.傭2.で述べた

ように .q(Zj.t)とz(z"I.旬}はそれぞれ、"を初即値とする敏師信号l::RNNの脱

退を表わす.

以下.適度麟筆法および111形・保護法で1守イタルあたりの学習時間T.を費えた

島舎の E.<')を比t2する.細則値のサンプル訟は N.=lωとし、また=乗回数候差

が Es=I.08とな。た時点を学習完Tとみなす.

73 



.. ，一 、 4

4噛 t ， 1 

'"ト 4

.一一o ，・・ 8 .10 
"踊.，崎'"乱εi 佃，，'1

{.)可声 O.I.TB=O.1

000， --旬、イ

..岨t ¥ 1 

..ト、、、、寸

。・ 2 ・ 8 • 10 
L副剛 岨 Cva.E， 制 的

{b)η.0・，T.=O.I

回訓0'--ー、 4 

..咽十 t 

醐ぺ 4 

。
・ 2 ・ ・・"""醐崎町乱EI ilI:l的

{<jη=O.I，T. '" 0.2 

園4-31 歯車形観差法による咽 d~ PoJ方程式の学習血縁



10' 

10・
τE 

10' 

10' 

T. 

(a) ToとTcとの関係

。司=0.10.+η "， 0.20ロη" 伺 xηsO.80

10' 

10' 

10' 

Tc 

10' 

10' 

(b) "と Tcとの鵬.. 。To= 0.1， +日 =0.2，回日 =0.4白米 :T.=O.8

園4.32雄影銀盤法における学習バ，メータと学習時聞との関係

" 



0.02 
Tg "，， 0.1 

TB= 1.0 
TB = 2.0 

r<i 、、、
、、

0 
o 0.5 1.5 2 

園4-33 速度誤差棒の敏透過随能力の比舷

0.02 
町'o=0.1 

TB= 1.0 

TB = 2.0 

。
同

0 
o 0.5 

ーー--------ーー--------1.5 2 

園4-34 埠形銀差法の航追追m能力の比較
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園4.331i、Ts=0.1，0.2、'.0の三とおりの条件で速度思差接によ。て学習した

RNNの敏遭追随能力を表わしており、 T.が大きい"ど追随性が屠〈、....の楢

加が遮いことがわかる.遠慮麟筆法の場合liR N Nの他力を敵師信号に拘束した

まま学習をしているので、らを大き〈しても般道の追随能力t志向上しない.むし

ろ第3寧の式 (3.27)での実質的な学習係数 T"'11が大き〈なるため、学習結果が安

定しな〈な。て追随錐が愚化するものと考えられる.

ー方、複影11差法の場合t志、園4.34に示すように、 T.古智大きいほど銀筆の槽細

は翠〈敏適温風怯がよ〈なる.また.岡ーの T.で学習した場合には、 il形麟筆法

のほうが速度眼差法より追随性がよい.これは、波形段差法では、..遭の根差を

野価閑散として、それを小さ〈するように学習しているのだから当然kも冨える

が、故調修餓釜誌の畠舎は嗣敏眼差を，~き〈し過ぎるという過学習を自然に回避す

る能力があるように思われる.

4.4.2 Ro圃1町方程式の掌冒

取組，..方程式

誓=十勧
誓=引+略付 14)

誓=11+帥 ー 噛

幡、パラメータがa=O.2，II=O.2，e=S.7のとき、困4-3sに示したカオスアトラタタ

<...."アトラタタ}を待つ.この""政rアトラクタを敏師個号として学習実験を

行なった.微分方程式の求解には ~d.宮 P. 方程式の学習の場合と岡巴〈ルンゲ

タフタ訟を用い、刻み帽は h=O血とした.

園4.36li速度自民霊法による学習図書llO万固の学習曲舗で、学習の条件，.シグモ

イドユ ::'";1トo:M=崎、学習保lItη=O.0I.T，， =O.5でるる.学習に伴ぃ.候差，.減

少しているが、学習畿の RNN が出力したアトラクタは園'~7 の周期アトラクタ

であり、カオスの学習6こは成功していない.

園4ト鑓 l左様理参院筆法による学習図書量 10万回の掌曹薗憶で.学習の条件は違度自民

差訟の渇舎と閉じである.阻4凶8の温度観差益の栂舎に比ぺて学習眠不安定で、 111

'略的な眼差も大暑いが、学習後の RNNは園'.30に示すよう傘.Roe出rアトラタタ

と定性的巳6志向じカオスアトラクタを出力した.

T7 
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園4.35 Ro:割，，，アトラクタ (0=O.2.~'" O.2.c = 5.7) 

ニ索開歓銀獲の大きい樺形民差法によって学習した RN Nの方が、 fアトラクタの

学習」という傘味で遺度眼霊法より優れているのは前進のように、護形銀盤法が

関歎を近似しすぎることなしカオスを生成するといヲ系の棒微を学習する能力

を待。ているためと考えられる.また、学習後の RNNによる敏師僧号の肱遭の追

随能力を、割 derPoI方程式の学習の栂合 k同様に計算し、園4.401ニ示した."遣の

追随能力の点でも.iIl形眼差法が速度眼差棲より優れていることがわかる.

... 結言

本酒障では、 1次元雄依力学識および2次元、 3次元迫観力学系を対象とした、数値

シミュレーションによる学習実験結果について考察した.本章で得られた成呆"以

下のように要約される.

(1) 催眠力学系の学習において、学習保像"、学習回数九'.の関IUlI差法は学習初

期の学習遺度で僻価するかぎ旬、学習.ItN.司のBP楼と等価であることを数値

的に示し..3寧で展開した健率的降下法に基づ〈霞酋を検医した.

(2)飢遁候墨絵による 1次元鍵依系カオスの字曹過程において学習が忽微に加速さ
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園4-37 遠度眼差棒による学習結果のアトラタタ
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れる現象を鍵見し、これが系の対格性と渥次型の勾配降下法が本質的に待つ描ら

ぎおよび学習されたカオスの錨らぎに起因することを明らかにした.

(3)雄候力学系の学習における敏師信号の提示方法について検討し.以下の結果

を得た.まず、有限個の時識列データを繰り返し健示して学習させた場合、データ

散が20程度でヂータ叡が鍵制限の場合と岡程度の速度で学習が仔なえるこ kを示

した.次に、 Cubklllapの学曹の場舎の臥遮眼差法による加速現象はデータ散が徹

+の段階で生じていることを明らかにした.また、教師信号の分柑奮1);，孟学習量

度に大き〈彫，し、これに比べると時闘相闘が及ぽす ~.U:/þ~ いニと、ー般に

ー線白色鍾音で敏師パターンを生成すると学習は還〈なることを示した.

(')迫観力学系の学習においても.学習保Itが小さい峰命、学習初期の越度は磁調匹

的降下法の理a・に'"づ〈野価式に縫うことを櫨飽した.

(的遺鍵力学系のカオスの学習では、速度観筆法より叢形餓差法による学習結果の

ほうが臥遭追随盤、アトラクタの近似の点で優れていることを示した.

砲事的降下陰の理歯により還次盟勾昆降下法による学習の平均的な巡行状提が

担姐できる.特に、周期航遭の学習や学習の細則段階においては.ー橋型学習と低

限.価であることが敵他的に示きれた.しかし.カオスを学曹する場合"、カオス

の有する舗らぎの佐賀が学習の..格段階で大き〈膨・し.確撃的降下法の理・か

らは予測できない現象を呈することがある.

本‘訟で得られた槍暴ほ.時系列の学習 kはその時系列を生成する系を表わす閥

訟の近似にすぎないkしても、その字冒過程において時系列の色貨は重要な役舗

を調じるこ..特に時系列がカオス的である窃舎にその働舎は顕著であることを

示している.



車 5・量分方程式の理障を周いた学習担東過程の解析

'.1 薗冒

本寧では、力...l院の学習の優遁状態への収東条件t非自律的差分方担式の理鎗

を用いて解街する.

前章までに考策した.隠微力学Z院の牢宮および最逼制御型学習闘を周いたi車線

力学系の学習は、敏師信号c!::RNNの出力の飯豊を Eとし、結合パラメータを"

と表わすと、ー般に次のような形式の勾配降下緯として定式化される.

旬 (k+1) = 1O(A-， -'1VwE(w(k).k). (5.1) 

ニニで、"は学官僚殿、 kは学習サイクルを表わす信敏時間である.

ヨミ(5.11は.パラメータ切に関する養分方程式{艦隊力学系}である.きらに.Jl

次湿の宇宙周ではー般に誤差野価関数."時間kに.に依存するので.この方程

式は非自律的である.

本寧では、力学系の学習則(5.1)を結合パラメータ却を賓歎とし.It師信号によっ

て属加される非自律的差分方程式と考える .ζ のように学習を力学系どみなした

場合、牢曹の目揮である最適挟卑は力学系の不動点主なる.そこで最適点近傍で

の宇宙の収東条件を.力学..の不勘3点の安定条件として考療する.

第s・で"、逐次修正盤の掌智アルゴリズムによる雄偉力学系の学習過程を信事

前降下絵の理歯を用いて解揖し、これらのアルゴリズムは平均的な愈味で量次霊

のBP法に.備であることを示した.そこでは力学系の不賓樹皮の存在とその不

変調度に関するエルゴ ド慢を仮定し、学習する時系列をラング"系列として.0
た.しかし、力学..から生成される時添列".オスも含めランダムでは傘〈、あ〈

まで決定.的法則にしたが。ている.したが9て、学習は帽定的傘時系列によ。て

躍動された力学..と考えることができ.その鱒併には差分方種式の不動車の安定

性理歯が適用できることに傘る.

このような益分方程式の不創成の安定問題kしての字曹過程の甥併は甘利によ

りなされており、平均的な収束藩度..是迫状績近傍でのパヲメ タの集分般行測

が理.的に噂幽されているは州.本$では、この成果を舗足しつつ、カオス力学系
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理障に基いた衝たな観点から解併を行ない、学習対象の時系列が.周期的.健周期

的.カオス的~栂舎のそれぞれに対して轟迫状態の局所収東条件を噂幽する.

5目2 阻微力学畢の学置の眼束性

5.2.1 学 置を褒わず量分方程式

次式で表わされるm 次元雌It力学系を考える.

q(k + 11 '" Ilqt!')) (q e R'・). (5.2) 

11:t R'掴の土の迫観写織であり..は橿敵時闘を表わす.各時刻kにおいて.倒的を

入力. 9(1:+l)=/I，(k)Jを自力とするパターンを敏崎信号 kして与え、この系を次

式で院述される RNNで学習する.

:I:(k+l)=/(~k)， 切) (:tER聞). (5.3) 

"は結合パラメータを表わす n 次元ベクトル{‘"ER~) である.

BP法による量次型宇宙削除

四 (k+I)=UI(k)-qV切 E(1D(k).k) (5.4) 

で記鐘され.眼差解価聞費量"

E( 叩叫.Ak}= i却H刷 k的}トj(何q休刷胤川).同川'川川旬叫)II~ 防

でaあbる.1敏R筒信号q倒('削}の値は4各島'略'刻kに4お陣いて異なるから、 111差..値関設 Eli:I.-に

.に依存する.したが。て.学習をE遣する式 (5.4]はパラメータ m を，.Itとする

存自待的差分方程式になり.すぺての時刻 kでE(旬，.1:)=0となる最適点也=切・は、

この釜分方程式の不動点である.旬・が方程式(5.S)の不動点として踊遅安定であれ

ぽ、学習が量迫状鰭に局所的に収束することになる.

同栂l:，闘量銀差法{ー婿型BP法}および醜遭眼差法による学習則は、

明 (t+N.l= UI(k)-"V.E{也 (k)，k) (5.6) 

で記述され、 11盆..値岡鉱はそれぞれ次のようじ定穫される.

.11，，_1 

E何 ，k) = ~ 1: 11/(q(k+IlJ-j(q(k+l)，叫 M2， (5η 
ー，~

・11'.-1

E(也 .k) = ~ 1: IIJ'+I(q(k)) -;+I(q(k)川川2. (5.8) 
“同
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5.2.2 二 乗 眠 盤 を 量 小 化する勾配陣下撞町四東条件

選次量.p溢による離散カ学系の学'

まず、 .p法ιよる学習を.眼差僻価関訟が積散の開銀の二鋼権利として表わされ

るような勾配降下法kしてー般化し、その収束性を考察する.

銀筆野健聞歎Eがパラメ】.旬と離眠時岡島の岡敬m伺のニ縄駐租として表現さ

れる喝舎の勾配降下法を考える.すなわち‘式 (5，5)をー位化し、

E仰吋t.F，(w.k戸 防

kして

四(t+り=旬(~.)- "VwE(旬(k)，k) (5.10) 

の更紙別によ，.すべての聾教kについて

F，(w'，k)=O (I!fVi!fm) (5.11) 

となるような・遭点 w'を提案するような勾配鱒下様である.

以下、このような是量点 w'が少な〈ともーっ存在するものとして、カ...系(5，10)

の不制点としてのその安定性を考寮する.

まず、式(5.10)を

叫k+1) =g(w(k).k) = (gl(w(k}.k)...判官山 kll"

と表わすことにし(.は符列の転置を表わす )， 01'の近傍での線形近似系、

w(k+I}=Dg(旬ヘ的旬(k) (5.12) 

の写鱒旬(k)=。の安定性を考える.

仰向，KHwJ帯出(1Si S 11) 体13)

であるから.式(5.12)において周骨量gのヤコピ行列 Dgは.

'.(叫.t).k) • _~E(w(k) 的
一石-=んー戸読す!.(1引，jSQ) (3.14.) 

となる e6'jU:タロネッカ のヂルタである.特に最適点叫的=旬・においては、式

(5.9)と(5.11)よ旬、

鳴必=ん一告需当需必 (1!fl.jS聞} 何15)
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である.ここで、

a川k) '" CQ~t. ....Q口)'， C5.16) 

a~1 '"鴇~(l'S I :s"，.1日 11. keZ) 

とおけば、切・での陶敏9のヤヨピ行列は、

s
 

k
 

a
 

k
 

a
 

干
白n
 

z
 

k
 

m
E
 

D
 

> I提わきれる.ここで、/1ま n次単位行列である.式。 17)1:.また、

'同

Dg(w..k) '"士EA'り(k)， (5.18) 町..，
A"】(k) _ J-rnlJll(哨).o(.I(k)' (5.19) 

>ilわせる.

Jt(5.19)の行列，4hl(k)1:次の佐賀を持つことがわかる.

[僧質1 佳憲の聾致kおよび佳憲の I (l:Si:Sm)についてAω('Jは固有値

，¥("(k) = 1-111叫d吋klll' (5.20) 

の圃宥ペタトルo(')(k)と、これに車交する固有値1の(n-I)*-元の固有奮闘 V:'It 

'寄っ.

{医明}式(5.19)よ，.

，4(jl(k).o(il(k) ，. o(j)刷"'1JII(1)(k)I'o(I'(k)112

= (1-"，叫oh1(k)JI')oh)(k)

であるから、前半の慮立するこ 2とがわかる.また、 o("(-':)に車突する佳意のペクト

ル曹について.

，4(II(k).，，=旬』旬刊叫k)(o(叫')旬).・

であるから.後半が成立する.

臥下、欄費量F.が時間kに闘して、 (1)周期的、 (2)鍵周期的、 (3)カオス"な栂舎に分

けて考察を進める.これらは、それぞれ、周期執輩、幌周期航遭、カオス臥遭の8P

.. 



学習の-1It化である.したがワて.F， の周期性は，に依存しないものと仮定しておむ

(1) 闘1tF， が時間 kに闘して周期的な喝合

まず、次の定理が庖り立つ.

[定理0-'] 関数F，(w.k) (1:5IS岡}がkに関して周期 .¥It持ち、

11(11内的II'/-O(1 :S;¥fi:S;m. I :S;'f/k:S;.¥I) 

であるとし、

1).('){k)1 "" 11-m'1l10("(1;)1I21 < 1 (1 S "Ii壬111.I S_"IkS .¥{j 

となるようηを十分小き〈選んでお〈とする.このとき、

B=Dg(旬・.M)...Dg(w'，I)

とすると、

仰 mM<"の栂合

B は固有値1を持ち、そのノルムは 1181=1である.

{邑)mM~n の場合

nxrnM行列Aを、

A=(oU'(I)....，ol町'(I).....o(l)(M).....CI(岡刊M))

と定義すると、

IIsn< 1・rankA..調

((りの征明)まず、各A何(')は上盤の佐賀を待つこと、すなわち絶対値"1に柵た

ない固有値 ).h)(的の固有ベクトルと、ぞれに車交する園有値1の(，，-1)次元の圃宥

盆聞吋リを待つニ kから .11..4刷('刈 .1である.したがって、式('聞のようにこれら

の行列の平均として表わきれるヤコピ行列 Dg(1D'，k)のノルム 1:110，何 ，k淵S1 t 

調たす.したが。て.その積である行列Bについても IISI壬1であることがわかる.

また， dim(可。)zn-lの関係J:.mM<nの仮定よ旬、 dim(n_t:叫n:'!.1吋勺主 1である.

したが?"CB 11 nf.， n:.， vlilの中に個有値1の固有ペタトル時つ .:0て 11811"'1

である. ロ
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((ii)の証明)

(=-) JQ.Hさ闘であるから泊目kA.S;"である.もし rankA.<聞ならば、 dl官官(n~ln~1

1~'!) 引である.なぜならば. dim(nl~叫吋!lvtl)DO であれば. Q(]](1) ....Q(..I(.W)は

1'101• 吋r'とそれぞれ車交するから これらの m.W舗のベクトルの中に線形狼

立b ・の組が存在するので、 rank.4=聞となるからである.したが。て.rankA日

を仮定すると .B lin:!，1 n::'1吋の中に固有値lの固有ペクトルを持ち、 IIBIIき1と

なって 11811<1に矛盾する.ょ。て r岨 k.-t=聞である.

(e:) (りと同線、 11811S; 1が成り立つことが容易にわかる.もし]18M= 1であれ

ば、 1181111=脚"となる非零ペタトル曹が存在することになるが.各 A(')(k)はノル

ムが 1 以下であるから旬 En~1 吋"可.，である.ところが、 E個kA =聞であるから

dim(nl~ln::'1 v:勺・0なので.矛盾する.ょ。て、 R811< 1である. ロ

定理~，の{り 11.8 Pによる学習の観点からは次のように解釈できる.すなわ

ち、敏師僧号の次元と周期の績がパラメータの個Ilより少ない場合".量適値の

集合を

Wop={旬 IE(旬 k)=O.1三VkS;M t 

と表わすと、この集合は w'で1Il立しておらず、 般には旬..含むd皿 (nt!.ln::'1可.，)

次元の多縁体にな。ている.このとき (&.10)の纏殴系の不勘点四・ '11幅延安定ではな

いが、反復写像lまWop土に収束することが期待される.

また定理忌1の{厄}は、行列Aの陪Ilがπであれば、すなわちW"の点"ーが孤立

していれば、 (5.10)の反復写像は旬・の量..で縮小的にな。ていることを意味する.

このことから、後に示すように旬・が稲遅安定であることが週厚かれる.

式(5.10)の不動車の漸近安定住金示すために、銭形化原理あるいはリアプノフの

第ーの方法制に曇づ〈次の補橿を途ぺてお<.

I縄.1-1)川健眼力掌系

伽{k+l)=g(四 (k)，k) (也 ER~) (邑21)

の不動点を，・とすると、その返信での.'"近似系

旬 (l'+l)=Dg(.'・.k)四(k) (5.22) 

の客"が 緑樹近安定ならば、旬ーもー禄漸近安定になる.
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ニニで、 (';.21)の解 wーが 緑樹近安定どは次のJ二どを意味する.すなわち.初期

時刻k=koで錦町をとる解を叫町九A:)t..わすと.次のこつの条件を満たすと

き旬.，. 様漸近安定であるという問、

。}任意の正a.に討し正a.が存在して、目町ー旬 H<.qlらぽ佳憲の聾徴的とす

べてのk詮おについて脚{町品川ー旬 11<fとなる{一様安定性).

{泊}正敏Aがあヲて、佳怠のE散eに対し整殿町けが存在して、 H町 -w'lI<lPなら

If.佳意の聾敏" t すぺての k~ko+削'1 について H叫同勾的ー旬 11 <ーとなる.

そこで.ニの綱題舎利用して主主 (;:'.10)の不駒阜の漸近安定性を示す.

I定理Eト21 隆敏力学漏 (';.10) の不動点却は定理~I の条件および次の二つの条件

を調たすと t-栂爾近安定になる.

{条件 1)筒抜 Fo(・D.k) (i=1 瑚 )Ii:kに聞して周期 M を持ち、剛M きnである.

{条件2) 醐 kA.=砲である.ここで、 AIま定理';.1で定獲したnlCmM"行列である.

{証明}舗.~I より、健形系 (5.1 2) の写解のー栂揃近安定住を示せIf十分である.

定理5.1の庇明で遺ぺたように、怪意の kについて IIDg(旬...川<1である.した

が。て.-a漸近安定性の条件叫が..君臨海 (5.12)の写解に聞して慮。立つこと M明

らかである.

.た、定寝;:'-1t 条件2よ旬、

o=IIBII < I 

となる実敏@が存在することがわかる.そこで. d= 1として、佳意の;ra.に

対 c.。例。''''1<(となるような削りを週ぷと、町〈必ならば、佳量の聾敏句とす

べての k~kø+K(f) について目叫叫品川引となる.ょ。て、組形系 (U2) の容解

ほー鎌漸近安定に傘旬、個個~1 より >>'(5.10) の不動点"もー線漸近安定になる.ロ

定理5.2の条件は、 mM個 (M~n) のペタトル.0(1) (1) ， ....01岡町M) のうちのm 舗が組

形割立であることを意味するので、ー鍍的(.開館ic)~仮定である.したがって、周

期腕遭の周期と学習対像の次元の積がRNNの結合パラメータの..骸より大暑い

喝舎の謹次型 BP法による学習は.量適値の十分近〈に却期扶績があれ11-1史的

に収束することが示せたことになる.

(2)閑散R が時間 kに闘して屍周期的な碕合

この樋舎陣、逐次型 BP樺による帳周期悦遭の学曹を想定して、関数民の時間
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項がm 次元雄敏力学a降、
q{k+ 1);/(倒的) (qER'") 

から生居住さ..る概周期航道"k)によ。て定まるものとし.実 (;).10)を

旬(~'+I); 劃旬【k) ， q(~')) ((;.23) 

と嚢bす.

ここで、健散時系列 q(k)が概周期的であるとは、次のニとを意味する.すなわ

ち、任意の <>0 に対し正盤敏￡が存在し、佳量の盤敏 k.1 について O~j~L-l と

なる Jが存在して、

IIq(k)-q(k+l+i)目<，

となる"・5)0q(k)が周IJJMを持つ場合は L _ Mとおけば、佳意のeについて上の

条件が成立する.したが。て、濁期航遭はすべて幌周期航遭である.cかし.周期

航遭の学習については既巳考察したので、ここでは倒的は非周期的であることを

仮定する.

このとき.次の定理が成立する.

I定理ル.1 飢遭 q(k)が標周期的(かっ非罵期的}であれば、 (5.23)の不動点 01'1;1:

-健仁ー樽欄近安定になる.

{医明)定理，-，と同様 .(5.23)の組員修近似系

旬 (k+l);DJ(旬・，q(.t))旬(k) (5.24) 

の-11:欄近安定憶を示し、補.~I によ。て (5.23) の不闘点のー緑樹近安定性を医明

する.まず、

B<');DJ(旬 "，q(/+Q-l))...Dj(w'.q(l))

.定aする.仮定より q(k)1;1:非周期的であるから、定理'1の医明と阿梅に、

nB(Illl<即)<1 

となる/)(りが存在する{ー般にd回{司・，n::.，V~勺 _0 である 1. また.倒的の俵周期

性と A("(帥の倒的に闘する退後笹より.A盤II:Lが存在して、佳意の肇敏tに対し

O~j~ L-lとなる2が存在して、

l剛1I-IIB(I+illllよ pl

90 



となる.よって
I +2J(OI 

IIB{I+)III <ー--，-ー<I 

である.ここで、 ιはい〈らでも大き〈遺べるから，，，とし、また、 r"， (1+2J(01l/3

とすると.任意の盤.，について.

IIDj(旬、(1+2L-11I...Dj(w..q{/川 <.1< 1 

である.なぜならば、 1::;I+J <I+J+，， -I <1+2L-Iであり、また佳意のkについ

てIIDjj(旬ヘ倒的川三 1であるから.

したがョて、定..・2の鉦明と阿梅に線形近似系(.5.24)のー鎌粛近安定性が成立

し、(.5.23)の不動点 mーもー織爾近安定となる. ロ

(3)関数民が時間 kに闘してカオス的な温合

機周期的な場合と阿梅、この樋舎は、逓次塑 BP法によるカオス観湿の学習を

銀定して系(5.23)の不動点却の安定性を考える.

カオスはその定旋自体が明憶になっていないが.ここでは‘少な〈とも次の{叫.

{助、(，)の三つの笹質を持つものと仮定する".

q{')をカオス歓迎と L.その閉包を

AT'"布市戸宮古k<+oof

とすると.

Ca) ATはヨンパタト、 (b)倒的は葬周期的、 (c) AT 1;1.不安定な周期帆遣を含む.

儀費(a)l;I.定常4長銀(アトラクタ)のみを考えることを意味する.怪質{削除幌m
m・t温でも有するが、(，)憾カオスに特有の盤質であり・、以下の蟻鎗で重要な役創

を演じる.

カオスの場合は周期的な場合..幌周期的な場合と異なり..形近似系の写解の

ー緑樹近安定性から元の非.影系(5.23)の不働点の爾近安定色を示すことは図鑑で

おる.実障、ある条件のもとで舗形近似系の零鱒がー線漏近安定にはならないこ

kがわかる.このことを以下で示す.

..::n.I'.泊..アト，タタのs握。、盤といろこと‘で...す..ち..・m・uの聞包陪

ヨシパタト.らd・4、集舎であるが曲、カオ.・..の聞包陪不安定.周"..週金含む怠め.

・小簡で1a.;;1:I.駒.ただし・小象台ど隠塑でない聞不蜜集合であ旬、書で傘い闘不..舎

‘，.錫合集合..て待たない‘のをいう.



I定理6-4] q(.I;)舎周網 '1m朱欄の周期点を少な〈ともーっ含むカオスアトラクタ

A，土で調書な畿道とする.このとき..，.近似系{る 24'の零解陪ー練輔近安定で

はない.

(Ia明)劇的を A，に含まれる周朗 1(<聞/岡}の周期敏遭とし、その脱退上の t患を

..とすると、定理5-1の{りより、任意のkに対し、

IIDj(w'骨{k+I))--.Dj(切.骨{k+l))目・ l

である (ql:t AT土で調書だから.(d.23)式の qを暑に集えても F，(w-.k)=Oが慮"

立つ，.したが。て、 D，とノルムの違鍵佳および倒的を生成する力学系の初期備に

対する違続性より、怪童の聾IItKに対し正監8が存在して、佳意の鑑歎向に対し

Ilq(句}ー骨'011<0ならば、

IID嵐官 I耐 +K))...Djt旬・，9(.1;0+1)川〉i
となる.仮定よ句制的 I:tATで調審だから IIq(ko)一品目〈 βとなる .¥-01;1:必ず存在する.

したがって、鑑定のiElIt.に対しl=(1/4)dとすると、佳意の Kに対しゐと目旬・11<6
となる闘が存在して(Ilu川1>(1/2)6となるように遺..ニとができる)、

目DI(正。柄拘+K))"'Dj(四・ q(kO+l))1Do11>f 

と傘る.したが9て恒例}の調書傭 1;1:-.欄退官安定ではない.

この定理よ札カオス学習の収束性を線形近似'"の安定性からa・する ζ とは

困躍であることがわかる.

ただし、ある条件のもとで"a形近似系 (5.24)の零"が指近安定であることは

以下のように示せる.

I定理...] 時系列{倒的}がカオスアトラクタ A，に含まれ、正豊暑がが存在して、

A，の不安砲事由度Pに闘してJ""エルゴード的で、

P{ {ql r(，) < l} )>0 (d..2d) 

であるとする.ただし、

r(q)= IDJ(旬・，r'-I(q))...Dj(切ー..川

" 



とする..きらに.すぺての kとJについて川'刊叫<Iとなるように式(5.20)の"を+

分小き〈温んでお<.このとき、 (5.24)の客"が端近安定であることが倒的の細則

値に関して碕事2で慮"立つ.

{証明}まず、仮定より P({q I同q)<α11>齢、となるE動。(<1)と，(<りが存在す

ることがわかる.

また .pに聞して F はエルゴード的であるから.集合 Iq I r(q) <四}の特性関

歓を((q)とすると、

.~'!7~((ri刷. /酬P

'" P({q I r(q)<a}】〉、 (P.a.e.)

したがって、 Pに則してlまとんどすぺての qに対し豊富良m(q)が存在して、 tき叫q)

なら"、

〉F
 

H
Z叫

である.ょ。て、

r(r"(q))<Q 

となる i'" 0，....1-1の個震は h 以上である.また.I.¥{"(kll < Iの鑑定より

IIDj("，.，j*{q))lI:S: Iであるから、

剛旬 r"-I刷 D封切 q)11S U r{r"(q)) < d' 

となる.

そこで.6=1とし、任意の;[11:.に対して。酬明<.となるように叫q)を+分大

き〈遭ぴ. K(~.q)'" 叫，)n' とすると . k2:K(f，q)ならば、 11同 11<6となる任意の旬.

に対して、

{IDj(旬'.1'何))...Dj("，・.q)旬・11さが叫qJ<f 

となる.ょ。て (U4)の調書解"荷量安定である.

また、この定理の系として*が事かれる.

[l畏l 式('.舗}において、同銀aがパラメータ"に闘してアフィンであり、かっ定

理~I の条件が成り立てば、式(.5.23) の不動点 "，'Ii時系列q怜}の伺期値に闘して槽



事 1で漸近安定になる巴

定理E凶の粂件のうち.弐 (;;.2る，，，定理，-，の (ii)の行列 Aが .¥1"， がとして山由.4"，，，
であるような倒的、す会わち.ザm個のベクトル om(川 d耐{聞"が組形組立であ

るような倒的の初期値が正の掴度を待つニとを意味する.したがって .1I'?:"'/mで

あればこれはー像的に成立することがわかる..た.，聞のエルゴード性lまfが混

合的であれば成立する.以上より.式(5.24)の不動点は、ご〈ー般的に耐近安定で

あることがわかる.

また.定理ふるの証明よ句、 Pに闘してほ kんどすべてのqに対 Ll¥.>Oが存在し

てk?:Kなら"、

同情(.，z岡目耳瑚川q))1I s "i(""'同 a

壬主同日。
である{ここで.日は行列 Dj{"，'，f{q))を左からかけてい〈ことを表わす 1.した

が。て、定理t凶の条件が慣たされれば、 aの.大法穂リアプノフ指数州

日 J旦iJoglI宮内(w・川}叫 (~26) 
は負であることがわかる.棒組リアプノフ指数l率、式(5.23)とm次元自E敏系q(.¥-+I)=

/(q{k))とを合bせた{四+ml次元自律系方程式のカオス的不費集合 ("，'，q(k))の安定

慢を僻値する量であ旬、カオスの同期条件の僻価に利用されている 46.47術.最大

棒鋼リアプノヲ掴散が負であれば、.到~l民 (;;.24) の零"の漸近安定住"保証される

が、定理~.で示したようにー緑樹近安定ではない.つまり、Jt (5.26) の収束の速度

が初期値，に依存するのである.

1次元時系列データ，もの m次是a直前力学司馬の学曹

以ょの力学系学習の定式化は、同次元力学系のすべての状鎗費lItが観欄可能で、

敏創価~，としてm次元ベクトルの組{倒的側.t +l)) が提示されることを前提 2として

いた.しかし、現実の時系列学習では、識の状線費量がすぺて観測されることは栂

であ旬、ーつの状鰻費lItすなわちスカラー値の時系列のみが観掴可能であること

が多い.このような条件での力隼系の学習法としては.適当な正聾徹，>Lを遺

定L、スカラー値時系列 Ih(k)からL次元ベクトル値時系列、

(Q1(.t)，q.(k-r).....9.{k-(L-l)r)) 

.. 



を構廃して、これを敏師信号として RNNに学習きせる方接がとられている2・"
ここで、 lll(kJが式{る')のm 次元力学系のm 密教のーつであるとするとー、 L~2111+1 

ならば..'"した L次元時森列1忠実(d.2)t:力学.的に等価 U ，にー般的に従うニ

とが保Eされている伺'.このような場舎の RNNほ.

z(k + 1) = j(%(k).z(~' -T】 .l(k-(L-I).).w) (:;.2η 

で髭遣され(zeR)、銀差野価岡鉱11

2
 3
 

k
 

m
E
 

{
 

F
 

I
E
 

E
 K

 
旬{

 
E
 

(S.28) 

F，(旬 k) = /(9，(1;))ー!(引(k).q，(k-T)....Ill(k-(L-1J吋切}

と定.される.この銀盤解値筒抜Ii.BP法による l次元系の学習 k同じ〈岡敬円

のニ乗で表わされる.したが。て 1 次元識の学習の絹合と金〈問舗に、定型~I‘定

理~，の結果が成立する.すなわち RNNのパラメ 少数よ句高い次設の周期鳳

進、ー般の提周期航道、およびパヲ，ータが鎌形の RNNでカオスを学置する場

合に 11、ー般的な仮定のもとに学習が局所的に収束する.

聞IUI盤法6ニよる牢冒

関a陸自民釜援による学習則陣式(:;.6)と(:;.7)で定畿される.tた、

F，(旬 (k).k./)=;'(9(k+/)旬 (k))-/.(9(k+/)) (l:$i :$111) (S.29) 

とお〈と‘式(d.7)の銀差..価闘敵11.

恥 吋Z'ERMAJF 何

と寵わせる.学習は、

F.(切 '，k./)=O (IS¥I'iSrn， ¥l'keN.Z， O:$'t'ISN.-l) 何31)

となるような・着点旬.の探量障である.ただし.

N.Z..{k:N.XTITeZ) 

とする.

-・ 畿にほ..散，のx::o，-・網目隆副倒的}で‘よい.



そこで.弐{る"を

切 Ck+.''I"sl'''9f惨 (kj.kj=(gl(旬(k)同川島{旬{的 kJr (5.32J 

と表わし、 wーの近傍での線形近似呆.

切 (k+.'¥'.)=Dg(旬 kjuoCk) (S.33) 

の容解旬(17)=0の安定怪を考える.最遁点四E におけるヤコピ行列 Dgl志、

. ...._1岡

Dg{ぜ k) '"官云2:2:.4.I'I(k.1】 (5.34) ...叫岡田.，
Ahl(k.1) '" l-Ns'l1lfIG(吋k.I).QL'I(A'，W (5.3&) 

と表わせる.ここで、

。，1.I(t.l) "" (O~J.I・， o~J...l'. (:;.36) 

'" 8F，Cw'，k.ll o.j... = :.:.品量正ニニ (1 :S;iSm. 1 '5.;:$11， keN.Z. 0'5， 1'5，，"".-1) (5.37) 

でるる.また、符列 A"刊k，I)Ii:掴有値

AI11{k.I)=1_N.m柑.'・l(k.II1I2 (6甥}

の聞有ベクトル o1j)(k，りと、これに竃裂する固有・1の{ト 1)次元の固有空間吋f
を持つことがBP法の鋤舎と岡織の考療によりわかる.

そこで、 BP法の定理~l に相当する次の定理が成立する.

[l!:理...1 時系列倒的が周期M金持ち、

01;)(1:.1) i'o (1 :S;'IIi::S; '/11， 1ft E N.Z， 0::;¥11 S N.-ll.t. 0 '5. k+I S M -1) 

であるとし、

1).(II(I~.I)I""ll-!'V'.mη10I'I(k.I)1121 <1 

(1 '5.'t'i '5.m. 't'keN.Z， O::S;¥II:S;N.-l..!. O:S;I:+ISM-l) 

となるよう"を十分小き〈温んでお〈とする.このとき、 LN.主M となる整数Lに

対し、

B=Dg(u'，(L-l)N，.)...Dg(ω・')

，. 



とすると、

(i)mM<Rの栂舎

B は固有値1を待ち、そのノルムは 11811=1である.

(ii)mM芝田の身合

"'同L、a行列 Aを、

A=(・"刊0.0)....，.(聞I(O"¥'o_ 1) ••• .oUI{(L_l山小0)....o(崎町{ι-1).¥"o..¥"o-l))

と定義すると、

IIBII<1 ~ r個 k.4.=R

{証明)L ..... B~M であるから、行列 A を構成する mLXø 本のペタトル .(.I(k りのう

ち倒影観立なものは最大mM本であることに注意すれば、定理>1と金〈同様にIi

明できる.

この定理より.闘象観鐘楼による周期航遭の学習1:l1liして、 BP法の場合の定理

S叫に相当する次の定理が証明できる.

[定理11-7) 健医力学漏 (5 鎗}の不働点 ω・は定理~，の'"件および次のニつの条件

を満たすときー楓漸近安定になる.

{条件。..師信号倒的はkに関して周期 M を持ち‘ mM2:nである.

{条件2)田 lr.A""聞である.こニで、.，孟定理s・6で定捜した IIxmUIIB行列である.

(征明}まず.LILNB=~M となる正盤敵 L， 、 L， を温ぴ.

U=Dg{也・.(L.L-I)N.)...Dg(・，，'.0)

とする.このとき、定理5.6と条件し 2より、

0=  118'6< 1 

となる実数@が存在することがわかる.この事実より定理'.2の底明と問機にして

銭形系(.5.33)の調書"のー栂漸近安定住が隆司でき、舗阻5はよ句('鐙}の不動点"の

-1・爾近安定性が健明できる. ロ

定理~7の条件 11:NBI:ニ依存しない.また、'"件 1 が成立していれば条件 21まー

健に成立する.したがって、開設観差法による周姻敏道の学習は .N.に依存せず、



学習対象の次元と敏道の周期の積がパラメ タの.敏より多い揖合lまー般に局所

収束するニとを定理{I-7は意味している.

また、定理5崎、 3日の証明において量要なのは .BP法の場合k同じ〈学留対象

の次元>1..師信号の周期、パラメータの.1訟の聞の関係であり..'11.の値11本質的

ではない.このことから .BP憶の絹舎の定理5ド3-3.6U:関数候差擦に関してもそ

のまま成立することがわかる.

さらに、学習係散布の BP棒で h園学習すると、最適点旬ーの近傍で、

剛山+.'V.-l) 帥 "，k)'"官(1 や101(，_+川k+WJ

=11LdaIEMA州1)")

= "'~_ Nf'f:.4('情。1)+内勺 (3.39) 
白-.....，-0・.，

と傘。て、式 (S.34)で表きれる周111良筆法による l固当たりの学習のヤコピ行列に

ポのオーダーを鰻慢すれば-11している.したが。て、第s・において槍事的降下

挫の理鎗により示き札た‘学習保11.の側最銀差楼と学習保敏1¥i.'I)の BP穫との

等価性は学習の最務状績においても成立していることがわかる.

Ii遺恨盤強巳よ 6学習

Ii遭眼差法による学習則Ii式(5.S)と(6.8)で定農きれる.また.

Fo(叫1:)，k.ll=f.+'(q{k)叫 k】)-1:""(倒的) (1 壬， ~ml (5.40) 

とお〈と、式(S.8)の眼盤野価調.，1、

E(tø，吋"'~I t.F.(1Ð.k， 1戸 (5.41)

と表わせ、岡敬眼差益と同じ事実になる.学習は、

F，("，"，k.I)=O (1舌明壬 m.YkEN.Z， 0壬W壬N.-l) (5.42) 

となるような・適点旬.の..障である.

そこで.弐(6.6)を岡敬銀益法と岡栂に式('且}で震わすと、 11造成句・における

そのヤコピ行列 D，Iま式 (6.M)および (U5)で鹿わせる. 

.. 



以上のように .tl迫観筆法による学習は開設様差接の喝舎と金〈岡績に定式化で

きる.It温眼差法が関数仮差法と異なるのは、敏師信号倒的が周期的であ。ても、

F.'ωーk.f)はkに闘して周期的とは眠らない点である.このため、 BP法の絹合の定

理{I.II:::闘激眼差法の鋤舎の定理5ド".、 tl迫観釜法の場合は次のかたちで慮立する.

I定理0-8J
.'吋1;.1);1;0 (l!:o'lfiS問..，、i.Z.O壬V/S-'"，-11 

であるとし、

1"吋1.-，1)1'"11-1¥".田町勾11-円1.-.1)1121< 1 (1 :!i;Vi:S; 111. Vke "¥"sZ. 0 S VI S :V.-l) 

となるよう"を十分小.<謹んでお〈とする.このとき.任意の盤敏kおよびE盤

敏Lに対し、

B{k)"， Dg(w・，k+(L-I)N.J...Dg(切・"

とすると、

(i)IIILN.<nの場合

劇的は固有値 l~縛ち、そのノルムは 11 8(4")11 '" 1である.

{泊jmLN.~ Rの場合

nxmLN.行列 A(.I:)金、

.4(4') '" (o(I'(.I:，O)....，o(岡】(I.-.N.-I).....II(II(I."+(ι-l)N..O)

..'岡l(k+(L_I)N..N.-1)) 

と定aすると、

118(.1:)11<1 ~ r岨 kA{的=π

E明陪定理Eト1と同舗である.

!fに敏箇信号 q(.I:)が周期M を持っとき.定理~，の行列 B(k) も M 周期的である

から、 LN.がMの盤費量倍になるような Lに対して定型，-，を適用すれば、 tl遭眠霊

法のよる周期飢蓋の学曹に闘しても定理~7がa立することがわかる{ただし.定

理~7の行列."定理E刊のA(O)とする).

同栂に、定理~3、定理~，が飢遮眼差法による学習に闘してもそのまま成立す

る.しかし、定理H 信一俊には11:立しない.ζ.tt.11，絵師信号が周期的であ。ても



F，(1II'.k.l) l:tkに倒して周期的とは眠らないため、カオスの中の不安定周期組遂を

周いた圏直鎗ができないからである.

'.3週蝿力牢轟町学習の眠草性

5.3.1 掌冒を聾わす盤骨方程式

m次元違畿力学系、

唱!l"，州)) (qERm) (;).43) 

を次式で記途される RNNで学習する聞置を考える.

生白 .j，恒例。111) (zE Rm・IIER"). (5.44) 

" 
ここで、岡量生，.;はそれぞれ.q 1::: (z..)に闘する滑らかな閥訟とする .wはR

NNのパラメータを表わす向次元ベクトルである.

学習アルゴ 'Jズムとして、ここでは第3・で定義した是遺制御型掌智則の違11銀

筆法...形銀差法を考える.

..遺制御盤学習剛は、銀差を評価するー定周期 T.を股け、敏師信号l::RNNの

出力との..盤を 1.11MB:分したものを野値関It.とし.ニれを減少寄せるようパ

ラメータを修正してい〈方法であ。た.パラメータの更新則 I:tToの重像情の時間

だけ値を持つ次のような筆分方程式(躍倣力学添)になる.

切 ((k+l)T.) = w(k'T.) -'1V"E(叫町.)，k). (5.4.5) 

ここで、司 Eま学習係Itである.遺鹿..差法、関数眼差塗の餓差僻価関費量lまそれぞれ

次式のように定..される.

(1)遭度鼠差塗

民叫)=~ I~川T. U;(倒的，1II)-/(q(t)) 112dt. (5.46) 
a晶叫

(2)歯車形眼差棒

E(w，k) '" ~t..1向 Iz(t)柑)U 2dl ， (U7) 
~ ~.... 

dz(t) 
寸評=;(z(t)叫 z(kT.)'" q(kT.). (6.48) 



5.3目2 量置制IH却型学習則自眼東条件

選慮..温の収東条件

連鹿島筆法による学習則"、式日 45)、(5.461より次のように表現できる.

叫k+ll'"制約-if.t唱EH叫kl.q(l))2dt. (5A9) 
~ .，，1 ~.'. 

ここで、

町田(A:)，q(Ij)=;.lq(l).w)ー/，(q(l)) (I:S i:S m) (:;'.001 

であり、切(k]j討を旬(A')と暗記している.学習は、

1:(.'，9(1))=0 ('9tER. I:S;Vi:S;m) (5.51) 

となるような・遠慮"ーを勾"降下棒によ。て健司慢する ζ とである.~.は.分方程

式 (5.49)の不動車であるから、その安定住が学習の局所収束性を憲味することに

なる.

そこで、臥下、量適点切が少な〈ともーっ存在するものとして、適度眼差棋に

よる学習の旬・への局所収束伎を差分方程式(5.4・}の不動点としてのその安定憶と

考え解衝する.

安定性解併には擁倣カ学Z院の宇宙と岡崎に組形近似解析を周いる.まず、不働点

の近備で (5.49)を次式のように観影化する.

司・ . 司帽

"、、

四 (k+I)"， B(k)ω(1:). (5.62) 

刷-与圭 f~+'向s'.I{t)cU. {刷
mι.，.，'"". 

創刊(1) 冒 Iー胴T.a(叩}山(1)'. (S.641 

8F. 
a('I(t) '" (tl\'l(仏 .Q~)(肌れ)=可{旬・，刷) (1三世間，l:S;i自}

である.さらに、

A【目，(り =l-"mT.llo(i)(l川2 (l:S;i:S;m) (5.5S) 

とすると.各B町りは掴有価λ川{りの固有ペタトル0101(1)と.これに直突する、固

有値 1の{潤 -1)次元固有空間 V何(1)を持つ.このこ'"纏敏系学習の栂舎の行列

ACf)(k)の性質と岡舗に陛明できる.
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また、..舗信号4志 位に有界なので、式(Udlより.学習僑11，.十分小き〈週

んで必け"、怪意のtとsについて、

1"吋'11< 1 (ii.ij6) 

kなる .B'叶')に闘するよ述の佐賀よ旬、このとき

11 81吋'川 ~l (l::;'rfl::;m. VteR) 

である.したが。て式 (6.52)、(6.63)よ旬、

H叫k+l)目 . 11'剤約旬{叫

::; w!t;t.J:.+1向 118101(1)叫k)lIdt山州

である.ょ。て、 IA(')(tll<: Iであれば、

UB(k)lI:s 1 (5.57) 

である.このとき.・到島近似系(5.52)の写点に闘して、祖.$-1の下に記した-It漸

近安定性の条件のうち、仰の 様安定住，..足していることがわかる.

そこで、条件(5.56)が成立しているという仮定のもとに、線形近似系の零点が

極爾近安定住の..件。りを調足するかどうかを検討する.具体的には、

B '" B{k+L-I).B{k+L-2)...B(k) 

で定畿される行列Bのノルムが

IIsn<Q 

を満足するような、雄散時間kに依存しないaltL，I;:0<β< 1となる実110が存在

するかどうかをチ~7クする.この.うな Lt Q があれば、不・5定(6.57) と弐(5.52)

の.形包より、条件{町の成立が示せるからである.

以下、敏嗣信号が (1)平衡点、。}周期航遣、 (3)織周期a組、(4)カオスの各場合

に分けて場療を進める.

(1)平衡点の学曹

この揖舎はB付(t)1ま時町，に依存しないので.式何回}の B(k)は、

・同

B(k)置士E['ー胴ITBOI"(O)o(i)(O"J (5瑚
""，.1 

とな。て、 kに依存しない.したが9て、
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(i)m<同の栂合

1/IU(O)n...nl'.JA'(O)は非写ペタトルを含むか'".IIB(A'III~ Iとなって.線形近似系

(5.52)の客点は揃近安定ではない.

{泊)m主聞の喝舎

0(1'(0).....01阻刊O)I;t-般に n本のー次g盟主なベクトルを含むから、いI)(o)n...n

V何 '(O)={o)となる.ょ。て .1"'"川(1)1< 1となるように学習係敵"を十分小さ〈温

んでおけば.IIB(.¥-川<1と傘。て (5.32)の零点"ー織欄近安定になる.以上と補圃

ふ1より、次の定理が成り立つ，

I定理5-.] 平衡点を学習する栂合(関数民("，.q('llが時間，に依存しない栂合れ

すべてのil::tについて 1"，1')(1)1<】であれば‘聞き nの吻合、学習を表わす差分方程

式(:'.4到の不動点はー般に-lU断近安定になる.すなわち、平衡点の学習は優遇値

に局所収束する 0111<11の場合".形近似".の零点"耐近安定ではない. ロ

(2)周期帆温の学習

まず..師信号制りが時間的に隻働している栂合にー敏に成立する補題をこっ温

ぺてお(.

I桶・:'-2] すぺてのaとtについて川.，(叫<1とする.このとき.、 >0とし.時間

区間1'，1+守lで01"(1)がー定値でない嶋合、。<s<Iとなる aがー般に存在し、

BI"=;[+'IJf'ヤ}

と表わすと、

IIst"II<f1 

である.

{笹明)仮定と倒的の遺続性より、

t <t. < 12 <... <1，.<1+1 

となるp個(P>II)の点むを、 g仰 (1，)の値が互いに繍異なるように遭ぺる.このとき

-Itに
y[')(h)n...nyli'(lp)= {・}



となる.したがって.

S町_I"，{lIER町IUlIlI=l}

とすると、佳愈の旬εS町一川こ対して、むがあ。て .119吋M・11< 111111となる.ニ ζ で.1，
li(I.I+ヲ!の肉点で‘また glJ(I)litについて迫観.きらに g"(t)lIは切について遮畿

であるから.f>O. O<n<l. 6>0となる実品 Q. .が存在して.CU);()C (1.1+守l
で.任意の "Et(t):()、，;Eι(.，;6)に錯して.

USC'l(I')v'11< ollv'11 

となる.ここで、。(I);()とU(・6)li、Rにおけるむのe聞返傷、 R"における。の6

聞近傍をそれぞれ表わす.ょ。て、

IISC"v'1I s ~( ("+'IIB!，1(8)v'伸+l A__ _IIB!"(8)v'Ud， J 
)"-・ JII.I+叫 Cu，叫

、2f(1-0):s ':'(2(n+背 2.)・!-=.:.........=..<1 ， ， 
ここで、 f.O. d li.，に依存するので、

m←~(2fo+ .， -2(). d=d(叫

と表わす.今.lIES..1Ii佳意であるから各。 ESn-1に対してこのような .8(11)l: d(叫

がとれる.また、ター川左ヨンパタトだから、宥限個のv)，....v，ES町4があ。て、

-UU(lI/;d(句))コ5"-'，-， 
となる.そこで、

，~皿血(J(・'/)1 1 壬 isd

とすると、 ;)<1であ旬、任意のve5"-)について .IIB("(I)叫〈川叫となる.ょ。で、

11.81"11 <IJ 

となる.

1・・5-.)怪童の正の実11<と Tについて.

S=R/T (区間 ~.'I の而舗を同-lJIした同}
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とし、 O<tl<匂<<かつ匂 -11<T となる 'It:'ylこついて

J;;: l'I.'2!C S 

kすると、正..'があ，.佳憲の盤寄生kについてO:Sj:$"1-1となるJが存在して.

となる.

(証明}

とし、 '3=11-1"とする.

このとき、

[(k+J)T.(~.+J+1問コ J

T' ;;:i mi仇T-I~ +I()

G:S --0 S 

t _ I+T (m叫，)

は概周期的になるから..訟の集合 Z，.正聾監の有限集合Z，があヲて、怪童の

keZ(について G旬。)el.'('a;T')であ旬、かっ、

Z=ZI+Z2={ ':1+':' 1':leZI勾 εZ，j

k なる I~)o そこで .1 "， 臨uZ，とすればt は廻章を前たす.

この二つの補題よ旬、周期航遭の学習がー般に収束することがE明できる.

[定理6-10] 岡鉱 Fi(W，q{t))が時間 tに聞して{最小}周期，(>仰を持つならば、

Il(')(t)l< 1であれば、 2産分方程式(5.49)の不動点 ..'11-債にー種調官近安定である.

すなわち、周期敏道の学冒はー般に.遭値巳局所収束する.

(艇明).師信号q仰の周，"， .学習の周期 T.の比 7庁aが有理訟の揖舎と僻理量

の語舎に分けて、.形近似系(U2)の零点のー様稲近安定性を医明する.これを証

明すれば、四・の 線漏近安定憧も補.5-1よ旬保医される.

。)T/T.が有理費量の絹合

次式をみたす盤自民L，.とL，が存在する.

T..L，-=T.L.， 

10・



ここで、

B=s(/.:+LrーI).B(/.:+ι7-2) 倒的 向調}

とすると、 q仰の周期性より BIH.に依存しない.ょ。て、組形森(;).{I2)の解は、

包材， +ι1)=8包川，.)

をみたす.きらに、 (3.，jI)よ旬、 IIB(k川S1であるから 11811 < 1であれば(3.S2)の写

点はー梯漸近安定になる.

ζζ で.q{t)l.;t周期 rだから、区間 (ITs.(1+I)Ts!において似"がー定どならない

ような 1(0:$"1 S: Lr-l)がある.このE闘では q川がー定ではないから.ある，が

あ9て、 Q(.I(I)も時間変化する.よって補題5.'より 0<.1<1 tなる dが存在して.

かιt向が白川<3

となる.したが9て、任意の・ERーについて、

I-d 
18叶 <(1-.m-川叫〈酬

なので、 IIBII<Iである.ょ。て (3.52)の写点はー線新近安定である.

(il) rfTsが僻理設の樋合

..師信号制"は周期7の周期闘訟なので、 0<内〈匂<，かつt2-1.<Tsとなるh

とt，で、
J=('，叫cs

土で.，りがー定とならないようなものが存在する.このとき、舗圃.，よ句.正盤量

1，があ旬、笹憲の重量kについて O:S;j$I-1となるJが存在して.

((k+;)Ts，(k+;+llT.! ":JJ 

となる.また、繍.~，より 0<β< 1となる βが存在して、

出;lIl.，"g'j(Ijdll<D

したが。て、

B _ B(k+I -1).B(k+I-2)...B(k) 

とする k、0<0.<1でかつkに依存しないeが存在して、

IIBU:s;o. 
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となる.ょ。て('担}の得点は 様噺近安定である.

(3)擁周m・t遣の学習

健周期航進の学習もー候に収束する.周期駄遣はもちろん概周期脱退であるか

ら、次の定理は定理6-10の鉱援である.

I定理ふ111 閑ItF，(w.q(I)Jが時岡，に闘して健闘則的とする.このとき.佳意の

i.tについて 1).(')(叫<Iであれば.差分方程式 (5.491の不働点旬・" 依に 様漸近

安定である.すなわち、観周期航遭の牢曹はー般に.適値に周所収束する.

(11'司聞) q{りは幌周期的であるから、区間~.，，+、l で'q( t) がー定とならないような

実数σおよび，(>仰が存在する.補.，目よ札ある0(1孟'$111)に対して O<J<1

>~る S が存在して.

~II [H B"l(lldlM < J 

>なる.守"い〈らでも，~き〈できるから.守〈司ーとしてお<. 

.84:')(1)ほq(りに闘して;a続だから、正11，があ。て.119(0')-9("川<<ならば、

l._fO何 戸 何 1-' 
~I nJ.. -. sI'){t剛一II}" 's(')(IJdllll<T 

となる.このとき、

~1I {.HIJI'1州三 ~<I
である.ただし、 0'=(2"+1)/3である.

ここで、迫観力学漏 (1)のum・T，-map• 

H:a(I)....z(t+T.l (UO) 

陣、絵師信号制"が概周期的だから、

AT"'fq"萌戸石τπτ冨7

上では、やはり栂周網的になる.よョて.;E.敏tがあり、雀怠の.1監kについて

O$j $1-1となる3が存在して、

IIq((k+ jJT，1 -9(alll < f 

となる.したが。で、属J111t遭の場合と同様に、

B '" B(k+l-l).B(k+I-2)...B(k) 
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とすると、
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(4)カオスの学習

..底力学員長のカオスの学習に闘して...線形近似系がー緑樹近安定性を得たな

いため、収束の征明は慮功していない.違.系のカオスについても同線の図録が

あり..形近似識はやはりー般にはー鎌蘭近安定性を持たない.

カオス牢曹の収束性の般肘に入る前に、ニニで、カオス蝕遭の持つ佐賀をまと

めておむ遺観識のカオスも前簡の.倣呆と周じ定a鳴を用いる.すなわち、倒的を

カオス純遂とし、

A.T "，百而て玄τπτ冨7

とすると .(a) .4.Tはコンパクトベb) q(l) I:t:非周期的、 (c) AT は不安定な周期航迎

を含む.とする.

まず次の定理が成り立つ.この定理は健Itl院のカオスの学習において舗形近似

系のー纏揃霊安定性が成り立たないことを示す定理5-4と本質的に同じである.

I定理5-121 集合λ7が平衡点争。を含み、q(tJ1:I:.4.Tで調衝な飢遭 kする.さらに、

凋〉間 kする.このとき、.形近11'民(5.52)の写点はー様繭近安定ではない.

'"明}定理E刊で示したように.q(t).4"oの場合はI，8(t)目.1になる.また、 B'吋(')

のqに鋼する遮様性および符列のノル.の遺健憧よ旬、佳憲の実鉱T.と笹意の正

豊ItLに却し"'.0が存在して、佳意の111批匂について、

11"烏.T.)一品目 <0

なら lt、

H劇的+L-I).8(ko+L -2)...8州 〉i
となる. ，(!) 1;1: A.Tで調官だから.このような匂は必ず存在する.したが。て‘

任意の>ElU に対し、 '=(1/4)6とすると、怪童の Lに対し、」ヒ記のような勾と

(1/2)6<目崎目<dとなる耐を選ぶと、

IIB出 +L-l).B(ko+L-2)...B(削両日>.
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となる.よって、"担}の零暢は 栂耐近安定ではない.

しかし..形近似系15.52)の零解が橋近安定であることは、以下のように示せる a

I定理 5-13] 式(5.60)の time-T.-m砂 Hが 4，上の不安櫨寧欄度 Pに聞してエルゴー

ド的で、

P( (q(O) 1118(0)日<1 } )>0 {(i.611 

であるとする .ζ のとき.佳愈の i.1について W吋1)1< Iであれば.。品仰の写"が

爾返安定であることが割引の銅闇値に闘して備事1で慮句立つ. ロ

証明は.敏ヨ院の局舎の定理5-$t:岡栂である.

定理~，の..件のうち、 H のエルゴード性は.(りが混合的であれば成立する.ま

た条件 (6.61)1.t.時間区間 IO.T.Jで倒的が 定でない槍副院が零でなければ 般に慮

立する.したが。て、 (5.52)の写解は、 般的日爾遅安定であることがbかる.

また、 ζの定理の系として次が成立する.

[暴1 式 (5.49)において、関叡 F.がパラメータ"に聞して線形であり.かつ定理

3-13の条件が成り立て"、 ω.，ま0(1'の初期値に聞して確率 1で揃近安定になる.ロ

定垣島12で本質的なのは、前進のカオスの佐賀("でるる.すなわち、アトラク

タが不安定な周期馳遮を含むことにより、綱審な職避はこの周期組遭の佳憲の近

傍をとおる.このため、収束のllJlが.(りの初期値に対してー様でなしー極構近

安定住が保匠きれない.もちろん、 q(tll.t一般にエルゴ】ド的であるから.+分時

聞がたて"、 q(I)U:敏師信号としてアトラタタ全体の情"を反映する.ニれが定事

~13の意味すると ζ ろである .a要なのは、エルゴー V性"時間平均と室岡平均の

ー款を保医するが、時間平均の収束の遣さの細則催に対するー緑色ほ保庇しない

点である.

iII形回建議の但東条件

進貴島眼差法による掌曹則は.('制的、 ($....7)よ旬次のように表現できる.

詞 U 畢叩 宇

UI<k+I);旬 (k)-~y.: I v.旬 F.(ω(k)，q問。りfZdt. (6.62) 
";;i'師、



ここで、

F，I旬{的 q(I)./)=I，f/.lII(k))-q，(I) (l:$;1 ;Sm) (.3.63) 

であ旬、."旬{的}はω=叫k，とした微分方程式(H8)の解である.

宇宙の局所収束性".選度寓差法と岡峰、

F，(w-，q(t)，t) '" 0 (vt E R. I:S; 'r/r S m) 印刷}

となるような、差分方程式(5.62)の不動点u・の安定性として解析される.

iIl影候護法では、""旬(k))l:.q(仰との銀農を"価しているから.速度膜差法とは

遣。てRの時間居住分はq{'，だけでは定まらない.F，の借畿の!I敏， Iiz(l.旬(.1:))に依

存する成分を表わしている.この点のみ考慮すれば.不動点近傍での線形化方程

式に闘して.速度目健筆法の場舎の結果がほぼすべて成立する.すなわち、 (M2)の

健形化方程式1:t:(3，S2)で表わされ、 (5.53)ーl'昂}の聞係式"、 g'J(/).o"J(I).A川"、

V'吋りを 11')(倒的"、 o(')(q例。"、).('){q{ljり、 V'吋9(1).1)にそれぞれ置き換えればすべ

て成立する.また、すべての，と，について阿"(9(/1，1)1< Iであれば、 (5.57)も慮"

立つ.

したが。て.定理E崎、定理ら<1.定理ら13が、波形眼.法による学習についても.

それぞれ次の定理5・M、定理~品、定理 ~16のかたちで威主する.周期航遭 lま幌

周期観遣でもあるので、その収束性は定型fT-15によ。て保証される.ょ。て、定理

5ト10に相当する定理については省略する.定理5-121%放軍参誤差法の渇舎は成立しな

い.これ信、平衡点の近傍を学習している揖合.つまり q(りがlま陪ー定値の場合で

あ。てもが'刊9(1).I)li-.には時間賓化するため118("1'包 lとは駆らないからである.

l'監理ふ141 平衡点を援形鼠差法で学習する渇合{闘叡刊紙4ft).I)の，(t)が時間

tに依存しない栂合}、すぺてのsとte[D，T.1について ]).(iJ(q{t).tll<1であれば、

<aJ B刷(q{のりが]O.T.Jでー定ならば.m2:需の窃合、学習を表わす差分方程式(M2)

の不働点l孟ー栂漸近安定になる.すなわち、平衡点の学習は量遺値に局所収束す

る.m<聞の栂舎は'車場近似系の写点"揃近安定で憾ない.

(b，到。{倒的りが[O，T.Iでー定でなければ、差分方程式 (5.62)の不動点はー栂欄近安

定になる. ロ

(.，の証明は[定理..1と同じである o(b)は楢竃t凶より、定理Sトuと阿梅に証明

<1. 



で怠る.

I定型5日] q(t)が時間rに聞して鍵周期的とする.このとき佳意の I.IE10.Tnlにつ

いて 1'<吋q(IJ叫<1ならば、差分方程式(.;.62Jの不動慮tD'li一般に一様漸近安定であ

る.すなわち.捜落誤差稜による様周期航遣の学習はー般に量遮健に局所収束する.ロ

s(il(倒的.1)の時間密化は q{川だけでは定まらないが .q(kT.Jに聞して B'吋q(l)川

Ii遮線なので、定理3と岡縫の庇明が行なえる.

[lt思5炉問] 弐(5旬}の time-T..mapHがAo上の不宮崎率調度 Pに周してエルゴー

ド的で、

P{ I 倒的 InO(OJM< 1 I )>0 仏関}

であるとする.このとき.任意の h qE .4.T' IE [O.TBJについて J.V"(q(t)川<1であ

れば、式何回}の織形化方程式(.;.M!)の写解が爾近安定であるニと喝、{IIの初期信に

闘して確事lで慮"立つ. ロ

医明は定理5-13と阿じである.JA!'I(q(t).I)1 < Iの条件ほ、 .4T:o:IO.T.1がヨ Jパタ

トなので、"を十分小さ〈選べ II成立する.

... 結冒

逐次型の BP法のようなニ集飯盛・小化の勾配陣下法による力学識の学習をシ

ステムパラメータをIUtとする非自律的力学系の状銀貸化としてとらえ.量道点

近傍での学習の収東条件を不動車の安定性ど して解併鈎に考察した.

本寧で得られた結果は表ヨトlのように要約される.

まず、健歓力学Z院の逐次IIIBP棒による学習のa陸連点への収束性に闘して.以下

のことを陛明した.周期駄遣の学習Ii、学習対象の次元と周期の績がパラメータ盛

岡の次元より大きい場合には局所収束する.lj;周期的な幌周期悦遣の学曹は 般

に局所収束する.カオス敏道の学習 li..形近似JI¥の零患のー様概遁安定慢がー

債には成立しないため.ー偉的な収東条件は明らかでないが、練費障壁lIll民の写阜

の楊遅安定住は確率1で保征される.したが。て、.形の RNNでカオスを学習す

る・舎には、一般的な仮定のもとに学習は峰量点に収束する.この繍果Ii岡敬候
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表'.1種融系と連銀系の学習の局所収束性のまとめ

.敵系 BP ‘聞 、銀

平衡点 {周期融避に官まれる}

四 .¥1~聞.ー量に血lI!

周期航遺 m..¥I<田.， 【.'ItI=周期}

(lo!理ι2.'・7)

概周期航温
|非(定周理期E的"な}ら叫

カオス

周線期形近'1似m品朱は摘-の.周耐期近点安を定含でむなとい

{定理~. (醜遭眼差怯11X))

館第揖4且系は-Iiに砲事lで駆車

{定理~，)

ー般にほ?

m:敏郎信号の次元

同 パラメータの.費量

連m続Z系同-'連ー般度眠に収華束龍、橿静観霊法l

m<岨:?

(定理5・目、 &-14)

ー位に収束

(定理品川)

ー(定般理にb収I束I、501S)

平衡点を含むと

組静近組系11-;樟禰宜安定でない

{定書長12(櫨形観華接I:tX))

組'"近組系"ー般に噛寧1で収束
{定理品目、ヨド16)

ー艦には?

差棒・a温11筆法による学習にもほぼそのまま鉱彊できる.

また、遺観力学系の.遺制御霊学習闘による学習の周所収束性に闘しては、以

下のことをE明した.遠慮11差法による学習では、学習対aのアトラクタが、周期

航進、栂周期晩遁の場合はー偉に、平衡点の場合"パラメータの個散が学習対象

の系の次元より小きければ収束が保置きれる.また、カオスの学習については、.

Ii系の学習k岡緑、.形近似甥訴が困睡であり、線形近似系の形な RNNによる学

習の局所収束憧のみ保証される.この結果は擁形111差法による学習の場合も、ほ

ぽぞのまま成立する.

カオ~時系列の学習が解締園睡であるのは次の理由による.すなわち、学習ア

ルゴリズムが非周期的脅時間関訟に鹿勘される非自律的差分方程式であるため、

組理参近似系の零点のー栂慣近安定性を示す必要がある.しかし、定理 ~3 の医明で
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述ぺたように、カオス飢遣がその閉包に舞震の周期飢温を倉む ζ とが鎌形近似呆

のー緑樹近安定性を成立させな〈しているのである.このように、カオス学習の

収束判定，.組穆近似を受けつけない、本質的に非繊形な問題である.

カオスによ9て駆動きれる非自律系の不働点の安定条件，.、カオスの同期条件

45.41・・3と金〈同型になる.また、カオスアトラクタの倉む不安定周期航還がBP
法仁よる.オス時系列の学習に怠いてa要な役割を横じているという興味諌ぃ報

告もある制.ζ のように.カオス陽系列の学習は NNによるシステムの岡定字決

定働的予調などの応用的な開園にとどまらず、カオスの本質的な問題に車錯して

いる可能性がある.
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車 6I債学習眠車過程と量遭技館町引力圃

6.1 薗雷

本.では、簡単な RN Nモデルを周いて .1次元艦散力学Z院の学習の収束過程を

費量値的に解析する.

前.で考察したように.遅次盤勾配降下法による力学系の学習は結合荷量空間

上の券自律的櫨倣カ学系と考えるこ kができる.この力学系の不動点としての最

通点の近傍での学習収束過程を径値実厳により鯛ぺ.不動点の特性指歎とリアプ

ノフ指数kの関係を考療する.

.た.カオス時系列の宇宙は.カオス時系列によって励復された非自律的力学系

であり.前寧の定理で益ぺたように.周期励信系のみならず慨周期勘鋸系 kも異

な。た性質を持つ.このため、きまぎまな興味探い現象が観視されるものと考えら

れる.そのー例主して カオス時系列の学習においては.'Jアプノフ指数が負で

あ。ても不鋤点が'}7プノヲの憲味では安定にならない場合があることを指摘す

る.また、カオスの学習が不安定にな。た鋤合の繍合荷.空間上のアトラタタにつ

いて考療する.

さらに、量次盟勾配降下法による力学系の学習を表現する簡単含モヂルを構成

し、その最適点が，"岨ledbasin48)と呼ばれる非常に観組な引力園を伴う不動点に

な。ていることを明らかにする.

6.' 量恒富融

6.2.1 種融力学畢学習の 収車 過程

ここでは、次式で表わされる RNNを周いて、 1次元雌偉力学昂学習の収束過程

を数値的に考察する.

r{k+l) '" i(z(k).w)， 
z 

f恒例，叫 = LW~町W，!.t:(k))， (6.1) 
明叫

切'" (wt，...，wt，W..，...，W!) 



この RN N Ij:鏑2.で遊べた、睡眠力学系の学習を対象としたものであ旬、 zはそ

の幽カ.Ik."ヨと問!Ij:結合荷2止を表わすパラメ】タで.ニれらを底分として待

。ペタトルを切で表現する oG Ij:シグモイド開設であ句.G(.I) :tanb~ を用いた.

鯵2・で途ぺた RN Nはシグモイド同署障のパイアスパラメータIr!'を脅していた

が.ζ ニでは簡単のため省略している.

学曹対象"、結合荷量"をある値w.に固定したニの RN N、

q(k+I)=J(倒的 ω・ (6.2)

から生成される雌散時系列倒的とする.したがって、第5.の考察で仮定したよう

に、.遁点w・が少な〈ともーっ存在する ζ とになる.

零智則眼鏡s・の逐次型 BP接待.，を周いる.

以下に示す数値実験では、シグモイドユニット徴金 L:2("，の次元は 11=-1)と

し‘学習対象として次のようなパラメータE定の RNNから生居住される(.，吋d)の

..舗の時系列局いた(アトヲタタを園'.1に示す).すなわち、

切 "E(-6.0，4.id.O，Wf")，

(a) Wf" =2.凪 2周期航道、 (b)叫'2.":2防 4周期航遭、

(e) Wf" =2.16: 6周期醜道、 (d)wf・=3.0吻カオス.

学習舗数の値は旬 :0.2とした.この健は、(.)旬、 (d，のすべての蝿舎に対して第

..の弐(d.20)の圏宥値が1)'U){k)l<Iの条件を構足するように選んだ.したがって.

傭..の定理 ~2 と E凶、~よ旬、学習対象が周網4以上の周期飢遭の場合と幌周期

馳遭の舗舎は侵適点也・への宇宙の収束が、カオスの場合".習方程式の銭形近似

系の収束が保征されている.

結合荷重の初期値を叫。.)={-6.01.U，1.O，Wr)としてよ昆(.)、{仰の四つの時系

列をそれぞ札学習寄せた場舎の館合宿重旬の収束の峰子を (Wi'，W:i') 平面および

(W，.， Wf)ー平面に表わし、間~2 に示した.また、1(1，.の定理 '.1 で定穫した行列

B=Dg(旬 "，M)...Dg(w'，I)

の圃有償λおよび固有ペクトルを求め、その舗呆を将位指動，:{IIM)losl>'ll::して

.~I に示した.Mlj: ft師信号の周期である .(d) のカオスについては‘不動点ぜの

法網リアプノヲ指数を示している.園 ~2 には、周期解については、第ーおよぴ第

二固有値に対する園有ベクトル、カオスについては、最大法観リアプノヲ舗数に

討するリアプノフベクトル・りも併せて示している.
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表61 不動点伺特性循監k法値"7プノフ指致

{叫{刷 (c) (d) 

μI 0.0 -6.0)< iO-~ -1.6 x 10一9 --1.5 >( IO-~ 

P2 0.0 -1.';1( 10-5 -5.1)( 10-5 -0関 節

向。050 -0.048 -0.066 -0.0舗
拘 3.9 .0.84 .1.28 .1.0 

1.5 

. 
-，・ E

30ト 1

・1.5L_______j E 

1.5 0 1.S 
q(k) 

同時ー =2.0な 2周期暢

1.5 

E ・ E

，・ E

+0 ~...・.. ~ 
~ ，目、.， ， 

'"' 1.5 0 1.5 
q(l:) 

(c)WI"=2.18:6廊閣甥

'"'，----r----， 
I 00 I 

=1 も l
.0ト …一一~
茸 I I 

1.SL..._____...，J 

-1.5 0 1.5 
，(1:) 

{b)Wr=2.Od:4風期解

1.5目目、

{ハ』一

回一 温ー

.0ト 、… ..I一一一一、 4 
苦 !i ¥ I 

・1.5
-1.5 0 1.5 

q(l:) 

付)Wr"'3.00:カオス

園..， 学習対象のアトラクタ

"' 
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図'-2離像力学;11-学習の収束の様子

ロ:・遁点旬ー、
破.:.-畠有ペタトルまたは第一也捕リアプノフペタトルー醐岨第二固有ベクトル
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まず、 (a)112周期解で、 20であるから .w'への収束は傑征きれない.傭5.の

定理5ト1の畿で述ぺたように、 w'~含むa陸連点の集合 >>"01' が旬.の固有値 I に対応

する固有空間に穫するように存在し、 ζの集合上の 1点に収束するものと考えら

れる.実際、園~2(・j を見ると、傭ー固有ペタトルの方向の直錦上に収束している

ように見える.理盤的には固宥値Eの固有霊聞は2次元であるが、数値計算上"ニ

つの最大固有値の値に差が生巳、.適集合111次元にな。ているものと恩われる.

，b，と{けはそれぞれ4周期、 6周期であるから.周期 M2:nなので、定型ヨト1の{尚

より wーへの収束が期待される.園~2(刷、{りでは旬へは収束していないように見

えるが、ニれはまだ過漉荻態であって、非常に.やかな進度で切に近付いている

のであるe.6-1に示したように、{刷、"，ともa陸連点付近での学習の速度を決定す

る傭ーおよび第二特性指数がOに非常に近しこのために収裂が穿曾に遅〈な。て

いるものと考えられる.。に近い値の特性指数があることは、次のように解釈でき

る.すなわち、坦盤的に憾.麹点旬・ 6まIII立しているが、その近傍で"..蓋E'旬"

はほとんど容であり.したが。てその勾配も非常に.やかにな。ているのである.

また、園~，.旬、結合係鑑の変化の組.11.ニ掴有ペタトルに平行して温み、 .. 

-固有ペタトルに接近していることがわかる.この畿、第ー固有ペタトルに沿。

た方向に禽化し.量遺点切・に収束するものと考えられるが、現実的な針算時間で

lijUf:できないo(d)のカオスについては、.大法組リアプノフ指径は負であるか

ら、線形近似;1<"安定であるが、学習の収束自体陪保位されていない.しかし.園

~2 を見ると、結合保散は.大捷.')アプノヲ指数に対応するリアプノフベクトル

に治。て""tし、・通点旬・に収束していることがわかる.

6.2.2 量健リアプノフ 措置 と量 遍点 目宮 宜性

園6-1(d)のカオスの学習において、学習僑像"を棄化させた場舎の法線リアプ

ノフ指数の変化を圃'-3に示す.この圃よ旬、.大法.リアプノヲ指訟は学習係数

帯とともにほぼ単調に噌加し.胃.，醐旬、。捕で負からEに舷じることがわかる.

園~.は司-，拙およびη- ，踊の.舎の、級建点近俸に初期値を与えた学習の収

束扶忽を示している.前者の優大法組 ')7プノヲ指訟は -3_9)(10-1で負であり、後

者は 6.&)(10-.で正である.両者の差は写をはさみ、 10-1のオーダーというご〈わ

ずかなものであるが、困~.を見ると定盤的な相通が見ら札る.す傘おち、，， "'0.303

の鋤舎はパースト状の乱れを伴号が、優勝的仁 lま学習は最適慮に収束している.

ー方η..0.3(1)の喝舎はパーストが摘蹴せず、最適点の近傍で間欠的カオスアトラ
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タタになっている.

調官5・で考察したように、.大法線 '1アプノヲ指Itが貨であること、よりー般に

撮影近似識の零点が{非ー暢}揃近安定であることは、.着点の漸近安定住金必ず

しも保"しない.しかし、園.4の例の楊舎は、最大法組りアプノフ指数の正負が

.麹.~の安定位を支配していることを意味する.

また、依崎信号の変化と結合荷量の礎化を合わせた自律系として学習過程を舞

えると、パースト状の乱れを伴う不安定化U.:. A5hwinら馴によって碕究された

山""凶Iyriddledbasiがを伴うアトラクタから哨制巾縄ddlP-への分般であると考えら

れる.以下、この分肢について考察する.

まず.1次元敏師僧'の量化とそれに基づ〈舗合パラメータ却の吏続則を遭立さ

ぜると次のような岡 +1次元の自律的力学系となる.

旬(.t+l) = j(旬(k).q(k))，

q(k+l) '" i(倒的 w'). (6.3) 

ニの;lIに"いて、敏師信号Iiカオスアトラクタ"上で与えられるとすると.学習

の.適紋鎗1>8開叫の不使節分多線体{切ー}.aに含まれたl次元カオス的不安集合

A'"，{(切り 1__也 9EA，}

で表現される.学習の収束性はこの不嚢集舎の輔近安定住とー致する， tた、法.

'1アプノヲ指数は添 (6.3)の 0+1個の '17プノヲ指数から敏師信号の '1アプノヲ

指Itを除いたものに一致する{医明Ii付録に示す).

きて、ー健に微分多様体X上の連続写像fで定穫される鐙敵力学系において、

A のように.る低次元の不'"・-分多栂体Yに含まれたカオス的不褒鏡台は法.リ

アプノフ指数が負から正に嚢化するにつれて下記のような厩序で賓化 C.安定性

を聾失してい <t...馴nらl主主聾している.

(1)繭遅安定アトラク夕、

(2)1oc凶Iyriddledbasinを停ったアトラクタ，

(3)eh町山岨....、

{‘)~冒叫Iy repelliDgぬ却批........

(1)と(2)のアトヲタタは以下のように定..れている.以下旬定雄では、集合 A

はヨシパタトな不'"集合とする.

121 



I定・・は1 A がりアプノフ安定であり、かっ‘ 4 の引力圃 B(.~) (すなわち也鑑限

集舎が 4に含まれる点の全体)がAのある聞近・を含むとき A は端近安定アト

ラクタであるという. ロ

ζ れ".遍常用いられる、アトラクタの位相的な定義である 0(2)のアトラクタ

の定義の前に、 MiI耐の意味でのアトラクタの定穫を述ぺる.

[定.6-1') 次の二つの条件を満たす AをMilnorの意時でのアトラクタと呼ぶ州自

(iJ 8(.4.)が正の樹皮を待つ.

(ii) 8(，4"が 8(.4)に欄II零の点を除いてー致するような..，の奥毎分間集合，，"'11 

存在しない.

ただし、多様体X土の樹皮として".各局所産保'"ではルベータ剖llt等価に

なるものを標期する. ロ

これはアトラタタの欄度槍的.定義である.また、 8(.4)が Aの聞近傍を含めば

その剖.，:tiEであるから.揃近安定なアトラタタは Milnorの意味でのアトラクタ

になる.したが。て、 MilDOrによる定義は.通常の7トラクタの定.の鉱揮である.

[11:.6ト2] MiloOIの意味での 7トラクタ AのヲIカ圃 B(A)に則して、， >0が存在

し、佳怠の zeB(.4)を中心とする怪童の岡.町村について、 U{坊に含まれる点の

うち.ぞれを銅剣値kする醜還がAのe返信から必ず1園は幽るような点の集合が

Eの欄B置を縛っとき、.-4I:tlocallyridd除".樋m を待つという.

肱叫lyri剖1柑 ... 固を持つことは、アトヲタタ Aのい〈ら近〈に初期値を置いて

も.その飢遣がAのe近.からー旦は外に幽る楢寧がEであるニとを意味し、"ア

プノヲの愈昧では AI孟不安定である.しかし、 e近傍から外へ幽た肌遭が・終的に

はA に樹近する可能性はー偉に存在する.その可能性がない谷合、すなわち、そ

の批遭が別のアトラクタに踊近するか無限遣に発徹する働合、 8(.4)は riddlfdb錨皿

と呼ばれている.;r暗に"次のように定義されている.

I定...，・1佳意の zE8(.4).佳愈の開.U(z)について‘ U(.t')nB(A)Cが、正の欄

度を縛っとき.Miln町の章味でのアトラクタ Aはriddledba&inを持つという. ロ

(3)と{引の不密集合"以下のように定縫きれている.

[定‘6-31Aはカオス的不安集合であ旬、かっ .Aの近傍Uがあ。て .B(A)n[，" 11 

....司届刊の定.で'率、象停《耐の代'"1) 1:.4.:0'"位相..働で"る乙と す..ち AID".. 
e・..含..いろ.件e・Lている.二つの集停陪と‘にアトヲタタがある意・壊で信小で

あることt..するものであるが、同省..砂に鼻..てa旬。‘一債に鴎互いに観立である.

ζζで盤べている 不叡集舎に闘する・・の定畿略すぺて.'"輔副加によるが随』園町の軍障

でのァ..タタについて信組，_自..よる定.を縄mする.
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Aより大きいがその剥鹿が容のとき、.....t d・ω附611ddlfど呼ぶ. ロ

I定.6-4) Aが載る低次元の不費節分奮闘 3に含まれた，"削itsaddll'であ旬、さ

らに 8(.4) も γ に含まれてしまうと島、 4 を目。 rmally H'pt'1I阻~ t"llaoti~ 凪dd除と呼ぶ.ロ

したがって、醐""防"'"臨時，h刷il'saddll'.41;l1に棚断的な方向には完全に不安

定である.

きて法.リアプノフ術監が負から正に賓bるときに、 IOClllh'r凶dll'du回目を持つ

アトラクタが，h剛 icaaddll'に密化すると考えられている，これは、次のように脱明

される.

まず、ー位に不変集会 Aのリアプノヲ指数は 4の近傍の敏遭の平均的な発散撃

を表わす.とこで、平均は Aの「自候.J不安調度に聞して定義されている.すな

わち、 Aの不安定多様体土で定穫されたルベータ捌度に闘して値付車線な制度で

の平均である".自然な調度が物理的数値計算的に観劃される曜 の湖度である

が、カオスアトラクタの中には 偉に鴛艶の不安定周期航遭が含まれており、それ

ぞれに対応した不安調度が存在する.したが。て.法繍リアプノヲ指数が貨であ9

ても.不安定周期UIに対応する不安調度で平幼した般道の鐙散副院は正にな。て

いる可飽慢がある.また カオス飢遭は不密集合 A において凋密であるから.不

安定周期観道の佳意の近傍を通過する.このように、正の錯敵事を待。不安定周

期飢遭に筆近するとき、 Aの近傍の帳遣はー時的にAから逮ぎかる.これがhた叫1，

riddeldb岨nの生じる理由である.また、法観リアプノヲ指数がEになると自忽な

不夜調度で平均した発'食事が正であるから、 Aの近傍の馳遭1;l.$1でAから遺ぎ

か9てい(.すなわち、不震集合A.1;lchaotic舗.d.にli化するのである.

そこで、学習を表わす系(6.3)に戻って考えると 毎分空間{旬・)'Rに含まれな

い、 A・の近傍の醜遮11平崎簡に11....."，:萌返するが.不安定周期観遣の近傍を通過

するときにA・から隠れてい〈可能量がある.実際.η "， 0.303のとき、学習対a系

{聞は不安定不勘点作0.7101612醐金持ち.その・大法網リアプノフ指数は 0.452

で亙である.したが。て、敏師傭号が不働点の近傍を鈎れるとき、ー略的に学習が

不安定になり、パースト状の乱れが現れるのでibd.".不動点eの辺健11.4，の中で

司密と考えられるから、協岨y瑚.""""血の条件を欄たしているものと思われる.

しかし、.'から優れてい9た航遣は他のアトラクタに漸近することな<.最終的に

はA・に収束することが初期値を聾えた実般により稽毘きれた.ょ。て、 A・の引力

圃は，'"凶....に憾 な。ていないものと考えられる.

Albi圃ら盛この"-~ ト 4皆、."卓II，~ l:呼んでいる凱'.
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riddledlM剛・になるか、単にぬほIlIyrid岨II'dbll8inであるかは‘系の大峻的情遣によっ

て定まる.たとえば.不変鶴分室IIJXIこ独立な成分{学習の渇合 1%¥11)に関して系

が健形ならば，A の申の不安定不動点は借限遣に追婚する不安定多縫俸を待ちう

る.しかし、リアプノフ術鑑..負であれば系の線形性よ句 B(.4'j<'"は測度等になり、

riddledb咽nは生じない.このよう仁.riddled ba$jllの錘生"非鍵穆笹が本質的に闘

与するものであ旬、ー般的な解析は園慢である.

ー方、 11==0.30.5になると.法織りアプノヲ指数""になり、，4'1ま安定性を量失し

て，h醐"組dd.となる.すなわち、 A に揃近するルートが存在したとしても.ぞれ

信陰影点の安定多縁体のように制度等である.このとき A'の近侮の駄遣の収束先

は A'を含む間欠的カオスアトラクタになヲている.A・が安定憶を失。た畿のアト

ラクタがA を含む間欠性カオスになることは、分厳前の ηの値においても 7 トラ

タタ"Aのみであり、共存するアトラクタがないことを示唆している.したが。

て.このことからも、分健前の .4'1%咽 d""h箇aを持たないことがわかる.

6.2.3 量適点fF不宮宜化したときの掌曹の量終状 態

本舗で"、学曹係数ηを大き〈して不鋤点旬・が不安定にな。た渇舎に、結合優教

がどのような状聾に収束するかを闘ぺる.学習対象は (d)のカオス時系列とする.

力学添 (5.4)はカオス的な外力によ9て駆動される奔自律Z院であるから.不動点

が不安定になった鋤舎に t車、定常状態".オスであると予想される.

園.，院、銅剣値を"，(0)..(-6.01.4.5.1.0.3町、学習保11を昭 =0.5として前飾付}の

カオス時系列を学習さ信た栂舎の結合係II~ の .1害状態を示している.不動点ω・

の・大法組リアプノヲ指鍬はμ=，舗であるからこの不動点lま不安定じな旬、定常

状隼低予鐸通りカオス状にな9ている.

ところが、この定常状盤の・大棒銀リアプノヲ銅鉱{式(6.2崎}で切・を叫k)とす

る}を劃定すると、 μ=-0仰 16という負の値にな9ていた.これは、 ζ の状躯が「カ

オスではあるがa温安定である jことを示吸している.

このこどを確Eするため， 1‘なる=つの初期状懇から鎗めた学習によるw:お

よびW!の時間密化を計算し、園..に示した.園fi.6(b)は園6.6{a)の優梼状鰻の偉

大であ旬、二つの漉形"同じ状怨に揃近していることが見てとれる.以ょの結果

は、このカオス状81%I，(までカオス鈎な外力によ。て駆動されたものであ札自

偉的に発生したもので肱ないことを意味している.

'24 



'" 

.. 牢帽工事由正臼事誕号場 ，~国

国企".叫 81.H(q) 

elM 
z 

E 

S.C 

=雪国

17 

S.v 

盟-k/.11)，11 (~) 

~M 
17- 吉一

E 

S.C 

~司b 

17 

S.v 



言W川吉川叫

畑川吉阿川1

ド叫言川州

宝同州トLJ
{a)O:::;;t:::;;2000 (b)1筑10:::;;1:52政陶(位大園)

園 ~6 異なる初期値4こよるニつの学習の収束過程
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..3 勾配降下量による力学轟町学習に現れる riddledb回 h

6.3.1 riddled b田加を持 つ 学 冒 畢 の 構 成 と 存 在 直 明

上越の RNNによる 1次元・骸力学系の学習実駿では、法線 ')7プノヲ指設が負

であ。ても敏師信号であるカオスアトラタタに含まれる不安定周期航温を起点と

する不安定なルートが存在するため .11+1次元自律系に鉱慢した蜜聞での11遭集

合は.""咽''''''''血を持つことを示した.しかし .riddll'dl幽 mは観刻されてい

ない.つまり、最適集合からー且離れる飢遭も・終的にはそこに漸近し、したが。

て学習は収束する..3寧で途ペたように.鎌形近似によるカオス学習の収束の判

定は園・ではあるが.この暢合lま.接線りアプノヲ指数による安定性の野価が妥

当であったことになる.

RNNによる学習実験でl;triddledbasinlま観輔されなかったが、加1lI1yr刷k-dbasin

が生じていることは、力学Z院の学習において riddledba訓"が生じる可能性を示喰し

ている .locallyridd凶凶sinが耐dledbasinになるか否かはアトラクタ近傍の大織的

性質により定まるからである.そこで.本節で".逐次型の勾配降下擦による力

学系の学習においてその蟻適点の引力圃がricldled回目"になるような例の偶成を院

みる.

まず、学習対象としてテント写健

12q(.¥") (0::;9:5 tl 
q(k+l)=T(紙k))=~ -.，-.， '-~~~2' (6.4) 

12-2“k)(占 <q:S1) 

を考え、これを 1次元のパラメータ即を含むJIi、

%(.¥"+1り) '" II州

l一t削{加ω+4) (ω 〈一1)} 

，(切) = ~ 111 (1"'1 < lJ 

l部-w+4) (即〉り

で学習する.宇宙".健筆野価関Ii

ll-r(.I:} (~< z壬1)

E(w，q(k))'" ~Ii'刷叫一川岬=jg(刷柿げ

を最小化する勾配降下雄、

岬 +1)叫 k}-in州))抑制}町的
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により実行する.観差野価閥敏 E(u'.q)は式 (6.;)のように r に依存する節分と qに

依存する鶴分の積の修で表わされる.このうち.，.に依存する侮分.

8E(lr.q("))/T(q{k))~ = 1I(1l')2 

のグラフの形状を聞6.;に示す.学習の量通点は式 (U)より明らかに，(叫の客車で

あるから.。と土4である.ニれら i阜、式 (6.8)を結合冊II旬を密数とする雄眼力学

系と考えた栂合その不動点である.ここでは、ぜ=臥 w.= +臥即一::-4と表わ

し、 w'の11;旬置を考える.

まず、不働点1i'= r.'または町主における.式 (6.8)の線形化方程式は、

岬 +1)= [1-ilj.g'(ui)2.T(q州

である.また.テント写像11ルベータ樹度を保ち、かつ q=l/2に聞して対祢であ

るこ kから.法線リアプノフ指数は次のように鰐続的に針第できる.

λム"1.'同1IーQ%2ldz

である.ただし、日制御ー戸とおいた.よそ河、

>.. = 1 {I+告)1咽1+手)+(1 告)Iog(いや -2 (0:S;4) 刷。}

‘ !(l+占)1咽 1+手)+(1ー去}同{手-1)-2 (0)4) 

である.以上の準備よ旬、 2次元力学系

(1::;)=F(:;)=(お}MKM叫州 T(.ぺ
のカオス的不奮集合

A={(卸.，)1‘I=ID・.O:S;q:S;l}

が出'1011>樋砲を待つことが示せる.

I定理制1l民(6.11)の不安集合Aが同団同国j.金持つアトヲタタとなるような学

習係量"の値が存在し、か?そのような値の集合肱"の空間 R'の中で開集舎を

含んでいる.

(陛明)まず..形化方程式(6.9)の保散を

州制)-l-i"，川町，)2 (6.12) 
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と表わす.テント写像の不劃点q=2/3において、
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旬以

なので、 η>18ならば、 μ{η 2j3，w"}<ー1となる。

そこで、以下 η=22の場合を考えこの値およびその近傍で Aがn岨 100basl~ を

持つことを示す.

まず式(6.1O)と 46<.;22<4.1の関係よりη=22のとき、

2 ♂E 
λム= 1マ吉+1)同(.!f+l)+(l 方言)同(T-1j-2

ヲ 4.7 2 4.7 
{ム +1)log{7+1}+{1一一)阿 川-24.6 -'--0'2 --， ，- 4.7，'vo'2 

< L44xI.Z:>+O.S8xO.31-2:-0脚 <0



となり.ー文献(4"の補題により、 D(.4.Jの樹皮は正であることがわかる'.さらに、

Aで調書となるようなテ J ト写像の飢遭の初期値集合は測度2であるから、."定

轟'.1の条件{回}も満たす.したがって.不変集合 AはMil目前の意昧でのアトラクタ

である.

また、

1-品白川金山 1 旬開。臼引}

であるから、 i/18:S;p(22.q土4o)Slである.きらに、 l吋>1の領峻では系 (6.8)1:1: w 

に闘して線形であるから、定理5.5より l卸l'・1で配+にも官にも敏遣が構造 Lない

初期値集合は制度零であることがわかる。

臥土のことから .B(A)が咽dledbasinであることを医明するには.tt遭がl叫>1 

に入るような初期値集合がIwlslの鯛蟻において聞かつ網密な集舎を倉むことを

示せばよい.なぜならば.B{A)の点のうち、 l叫>1の領埠のものじついては.上

述のことからその佳意の近傍に含まれる B(Af'の点の集合は欄度Eになるこ kが

わかる.また、 l切ISlの領域に含まれる点については、その佳意の近俸に含まれる

点のうち.tt遮がIwl>1に入るような翻期健集舎を1'>すると、1'''内点を持つ

ので欄度正である.また‘ V11，嶋と交わらないと仮定できるから、ある有阪の k

について戸(V)111叫>1の領檀に入る.テント写像1>;1:方向に"調度を2婚にし、

またiIjwに闘して区分鎗形であるから、戸(1')は到底正であり、かつF'I主調度零

の集舎を掴度正の集合に写きない.さらに F吋V)nBfA)Cは調度正であるから、縮

局vn F-"(B(A)C) = V n B(A)Cも制度正となる.

きて、

A・μ{η，2/3也1").，.1ーη(1_2/3)2<-1 

と仮定する.このと春、 ，¥'='¥+t<-1かっ

。 <6si-~<i. i-~>O (6.13) 

となる .>0と6>0が存在すれば、

μ肌，.釦・}三 )r.' (2/3-6三"三 2/3+6)

ID&(UJ2+1)<I.25c同(4.Tfl-ll<O.:nであること 11.np(1.25)とnp(O.31)のテー.-.聞の

布陣項を+tt.f'Jt酎.すること巴J:~. ..に示せる.
・x・".帽ID'正明"は不・があるように息bれるが.今の"のようにa院が区...悲の場舎に.

a・・肱慮立している..明怯付録に包す.
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となる.また

有〉三主凶
10&1.¥'1 

(6，14) 

かつ、

}
 a
 

a
 

{
 a

 

〈
-
一

-v 
品

2
 

2
-
3
 

0
 

dmm 

であれば

l叫1.¥'1"'.~ 1 

かっ、

Iq(kト ilS;6 (DS;'tfkS; ，¥'+1) 

となる.よって.慣iOl

00= (("'，9)11山叫盟}日}

に初期値を与える>_"遁1:1:111>1> 1の領織に入る.

そこで‘ -D= Ur~(Oo) 
ー.，

とすると D"臥遭が 11111>1の制緩に入る初期値集合に含まれる開集合である.

また、

C， ー{{帆.11 旬 ~O， q=T-‘.(2/3)} 
k する k 、 C.cF-ー{o， l であり、かっ、ur.oC~ は|即I S; I の領織で綱審であるから‘

D"聞かつ調書な集合になる.

そ ζで、'11522の場合を考えると.

13 
.¥=p(22'i白W・1-ー言〈ー1

であ旬、 f=1/3t:する>_ 
10 

.¥'='¥+f=ーす <-1

で.

用
幅

上勾
U
S

る

院…一-岡

何

件
粂かあ

以上より， ~(6.1l)の不安集合 A 位、'1 =22 のとき. riddled h回aを持つアトラタ

タkなることが示せた.tた_.を

。<.<田.{η1/12，-'¥-1)
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のように選んでおけば‘条件何J3)を欄たすbは必ず存在する.ょ。て、 Aがr凶dlol

basinを持つパラメータ..の値はnで昼立しておらず、これを内点として含んでい

ることがわかる.よ。て定理は証明された. ロ

置6-81:、11"'22.0の場合のアトラクタ 4の引力聞の数値計算例を示す.ただし.

数値針算のためテ y ト写像の保量生1.1:2.0-10一回とした.孝司系 (6.11)は ._0に関

して対祢であるから、園~.では匂，'2; 0 の領峨のみ示している.白地が A の号 1 :lJ III

B(A.}を表わしている.また、黒〈盤りつぶした領機が{.勺 x[0. IJの、灰色の領喰が

(Il'-Jx何I1の!I力薗をそれぞれ表わして必り、その細集舎が8(.4.)"である oB(Af 

は 4の近傍では極めて幅が敏いため、綱審であることは櫨血しづらいが、ヲ1;旬園

ほ理>>通り riddl凶 ... 踊に傘っているこ kがわかる.

6.3.2 学 官 係 教 を カ オス聞に勘揖した勾配陣下撞

実 (6.8)の勾配降下法を

昨 +I}'"吋}ーφ T倒的J2)g(酬が附

と表わすと.これは野鏑闘激 (1/2Ig(叫2 を.~、化する勾配跨下棋で.学習傍散を

(1/4)Ij.T{倒的戸のよう巳カオス的に勘復したものにー撤することがわかる.ニのこ

とから.，凶d""b剖.t勾配降下法におけるローカルミエマムの回選に利用するこ

とが考えられる.すなわち、カオス的なノイズを加えることによ旬、ローカルミエ

マムの引力圃の測度を制御し、学習がそこに緬提きれる櫨副院を小さ〈する方棲で

ある.カオス iま単なるラシグムノイズではないから制御方法がある程度股計可能

で、かっ、ノイズは学習係数民加えるのであるから勾配陣下方向には膨ーを与えな

いという利点がある.また、カオス的な伺号、そのアト，クタに含まれる不安定周

期航還に起因する短期時間祖闘のため、司，.'"にノイズkして加えた趨合、ローカ

ルミニマムからの脱出噂事がラ Jグムノイズを加えた勘合よりも高いという線告

舗'<'.周期飢遭の学習において NNが生成するカオスがローカルミエマムからの

鹿幽に有効であるという鰻告側どもこの方法は曹穫に関係するものと恩われる.

6.4 薗冒

..寧に引き.t、選次型のBP法のような='"眼差是小化の勾E降下法によ

る力学系の学習を学習系のシステムパラメータを費量とする力学系の状観密化と

13' 
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して考書した.本寧では、簡単な RNNによる 1次元錘散力学系の学習実肢を符な

い.結合荷重の量適点への収束の縫子を鰻相した.

敏信実験の結果周期"を牢習する栂舎は理愉どS歯切・量点{あるいはa陸連集

合}に収束するが、その収束の速度は鼻常に遣いことがわかqた.また、カオスを

掌冒する栂合には.今回の実験で対象とした'"では棒組リアプノフ指数が負であ

れば量通点は漸近安定になヮていた.cか C.法.リアプノフ指数が貨であっても、

故師信号であるカオス組遭が.その閉包に含まれる不安定周期融遣の近傍を遭遇

するとき、・量点がー時的に不安定になることがあ町、ニの栂舎に"、.量点への

結合荷盆の収穫過程にパ スト掠の乱れを伴うこと、すなわち、最適点の引力圃

が locallyr凶dledbasinになる ζ とを明らかにした.

また、カオスの学習において最適点が不安定にな。たときの結合荷.の寵化の.

.総書を観測し、カオス的な外力に鹿島された敏道安定なカオス抹軍にな。ている

ことを示した.

さらに、逐次型勾配降下絵による種世カ学系の簡単なモデルを徹底し、その学

習の.適点の引力闘が riddledba醐になること、また、そのような引力圃の生じる

ような学習偏敵"の集合が開集合を含むニとを匠明し、数値実厳によりこれを・

aした.
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揮 ?寧揖 箇

7.1 本研 究の成果

本.文では、階層型 NNによるカ学系の掌習について、学習過程に生じる現象

の分布骨之宇宙過程を結合荷.室岡上の力学系とみなした揖舎の解併を行な。た.以

下、本研究で得られた成果を要約する.

(1) R N Nにおける学習期として.雌舷力学系を対象とした聞徴候筆法と軌道根

差法左、進鍵カ.，院を対象とした適度麟差訟と接影眼差法を噂き、本碕究では扱

わない他の学習法も含めて、各種学習則の特復を盤理した.

(2)確率的降下誌の理債を R N Nの学習闘の解析に適用し、本碕究で温う RN N 

の学習則がすべて確率的降下接として定式化されるニとを示した.また、纏散力

学識の関敏餓益法と遺続力学系の温度眼差益がBP法に平均的な憲聴で.価であ

るζ とを証明し学習係散と鼠差野価時聞の大きさから学習越度を評価する式を

事幽した.

また、甘利による学習収裂の定理を連銀力学系の適応制御盤学習に鉱穫し.空

間のコンパタト憶を仮定してa.を厳嘗ltするとともロ.このかたちの学習が峰

適集合に砲撃1で収裂するこ kを征瞬した.

(3) I次元雌敵力学識の学習実験を行ない、周綱嶋遭およぴ不安定性の小さいカオ

スの学習においては、 BP法と岡敬自民差法が平均的には等舗である ζ とを示し、

櫨率的情下法の理歯に基づ〈学習速度の"値が妥当であることを櫨毘した.また、

前記の学習実肢においてカオス学習の加選現象を舞見し、その原因が逐次型の勾

E降下法の持つ槍率的性賓とカオスの飢遭不安定性がシグ号イド関設のバイアス

現に鋪らぎを与えることによ旬生じていることを明らかにし.対称性を待。系に

特有の佐賀であることを示した.

(4)隆敏力学系の学習において...師信号の後示方法が学曹に及ぼす修・を撤値

実験により考察し、 l次元;jIの学曹において怯デー少数が初程度でヂータ敏無制

視の揚舎と間程度の学習が可能である ζ と、..師信号の分布密度が学習に大島〈

e.し、これに比ぺて時間相聞の及ぽすO.ll小きいことを示した.

(5)迫観力学采の学習においても.~隣膏初期の適度，.櫨率的障下法の理・に基づ

〈際価式に縫うことを櫨包した.
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161逐次型の BP法を含む二衆誤差置小化の勾配降下法による力学系の学習をン

ステムパラメ タを変鍛とする非自律的力学系の状態変化としてとらえ、最適点

近傍での学習の収東条件を不鋤点の安定性として解続的に考察した.

まず鑑倣力学系の逐次型 BP法による学習の最適白への収束性に関して、以

下のことを証明した。周期般道の学習は学習対象の次元と周期の繍がパラメ

タ空間の次元より大きい楊合に"局所収束する.非周期的な糠周期航遭の学習は

一般に局所収束する.カオス敏遣の学習は 様形近似系の零点のー様漸近安定住

が一般には成立しないため、一般的な収東条件は明らかでないが線形近似系の

写点の漸近安定性は檀率lで保征される。したがって、結合荷量に関して組形な R

NNでカオスを学習する幼合には 般的な仮定のもとに学習は最適点に収束す

る。この結果は関数誤差法軌道眼差法による学習にもほぼそのまま鉱張できる。

また、連続カ学系の最適制御型学習則による学習の収束性に関しては、以下の

ことを恒明した。速度鋲差法による学習では、学習対象のアトラクタが、周期航

進、棟風期軌道の温合"ー般に、平衡点の場合はパラメータの側監が学習対象の

系の次元よ句小さければ局所収束が保医される.また、カオスの学習については、

離骸系の掌曹と同様、線形近似解析が園陸であ旬、..形な RN Nによる学習の収束

性のみ保医される。この結果は議形眼差法による学習の場合も、 lま"ぞのまま成

立する@

171結合荷..が4個の簡単な RN Nによる 1次元自E倣力学系の学習実験を行ない、

周期解を学習する績合 lま非常に緩慢な速度で是遺集合に収束すること、また、カ

オスを学習する場合に" 法線リアプノフ街霊堂が負であれば愚適点"漸近安定に

なっていることを示した。しかし法組リアプノフ指数が負であり最適点が揃近安

定であっても、その引力園が locallyriddlrdb回 nになりうることを明らかにした.ま

た、カオスの掌習に必いて最適点が不安定になったときの結合荷量の変化の量終状

態を観測し、カオス的な外力に駆動された敏遭安定なカオス状態になっていること

を示した.

さらに、逐次型勾配降下法による鰻骸カ掌系の簡単なモデルを織成し その学

習の.通点の引力園が ridd恥db醐 nになる ζ と、また、そのような引力置の生じる

ような学習係数 ηの集合が開集合を含むことを位明し 数値実験によりこれを樟

恕した.
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7.2 今植の標E

(1) カオスの学習の収東条件の厳密化

本碕究では.力学森の学官の‘遁状織への収東条件t、..師信号が属期的、梅周

期的、カオス的な各場合についてそれぞれ考察した.このうち.カオスの学習に闘

しては.組形近似系が櫨事1で収束するためのーつの条件を得たが、ー般的な.'"

はまだ十分でない.解紛の困障さは.学習系がカオス時系列によヲて駆動された非

自律的力学系である ζ とに起因する.カオス学習の収東条件をよ句輔奮じするこ

とは、カオス的外力を持った"の安定盤解衡という‘"'.形力学の衡しい間組後起

という点からも有意義であると考える.

(')カオスの穿極小性の応用

カオス学習の収束性の傭衡に怠いて鍵修近似が成立しないこと字、.遭状'障

が回岨Iyriddledbasi.nに傘ることなど11、カオスが不安定周期航遭を 101止に含む

こと、すなわちカオ^アトヲタタの非極小憶に.づ〈ものである.'"鍾小佐11、

初期値4ご対する 11敏な依存佳や飢温不安定性混合性、ヲヲクタル性とともに

カオスの待。."な符徹のーつであるが.従来..~句注目されていなか。た.し

かし、近年、カオスアトラクタに含まれた不安定周期航遭を安定化制御する手

法が提案きれ、微小な制御錬作により多様な信号を出力するシステムe・.可
能にする緯衡として綱得されている...寧で触れた riddledb回目aの学習系への

応用も含め.カオスの非纏4佳の工隼的刷用が今後の定要なテーマに傘るであろう.

上"，点を含めたカオスの基礎理働、工学的応用面での研究#11.するととも

に、本研究で得られた知見が NNによる時系列予棚システム同定後備の陶」ヒに活

用されることを期待する.
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醐欝

本情究院京銀大学工学館上図様完敏慢の御術事のもとに遂行したものである.

終始遺切な御敏示と御寝鍾を腸わりましたことと ともに.r.オス動力学」 という

碕究分野を創鎗開拓いただ畠ましたことに対し，寵笹なる附意を褒します.

また、本碕究.進行するに当たり、多〈の省益な御助雷k御援助を賜わりました

京郡大学工学価高指冬人助手、名古屋大学工学院峰村年郎敏慢に探 <11.いたし

ます.

関酋大挙工李白引原隆士助敏徒には、筆者の京働大学工学鶴四回生当時から、

多〈の御指事御鰻助を燭わりました.ここに衷心より衛意を纏げます.

京都大学工学館奥村櫓土散援.倉光iEellt師.喜多 助手.京萄府立山娘高等

学校太園樽文敏鎗に，.有益な御助冨を・わるとともに、終始暖かい御世勘を・ゎ

りました.ここに標〈感脂の憲を表します.

また、長尾111階、池上史彦.甲園哲也、久保怖、大西隆史、.井丈仁.Peafhawa' 

P耐'ht.Y8D抽の各氏には.京tI大学大学院およぴ京都大学工学備における特別婿宛

として多大なる御箇カをlIiきました.ここに厚〈御礼申し上げます.

最後に多〈の御11助を庖わりました上国碕究室の簡氏、有益な旬助冒御討鎗を

.わりました大医大学工学侮槽俊光助敏援ならぴに関西非線形問題懇嵐会{お鹿

量}の各位に厚《御礼申し上げます.
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付揖 A リカレントニューラルネットワークの学習則的場出

.2・で迫ぺた RNNによる力学系の学習側の噂幽過程を述ぺる.遅続力学系の

適度銀.援は村上位..，によ。て噂幽されたもでのであり..u降旗差法および曙

憶力学系のニつの学習則はこれを鉱湿したものである.以下周紐."号"村よ

位.簡に慢ずる.

傭2.ではすべてのグイナミフタユエ?ト皿に敏師佃号が与えられる渇舎の学

曹則を途ぺたが、ここでは、 DVの 留にのみ..師僧号が与えられるような、より

般的な股定の嶋舎の学習刷を噂幽する.

まず.皿fのうち、段飾信号の与えられるユユ?トをヴイジプルグイナミ 7タユ

ニット (VD)と呼ぴ、与えられないユニットを暢れダイナミツクユニット (HD)l:.呼

ぶことにする.すなわち、ー位。:， Df.I"，1'DUHDかっ、 γ'DnHD=・である..2.
で徹ったのは DI.;=叩の樋舎である.

A.l 曜敵力学畢由学冒剛

上記のー般的なIt定の.合.闘It眼差接と飢遭誤差接の候差解価聞量".ぞれ

ぞれ次のようになる.
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』
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乞
開
乞
師

か

ZMUFEM

E
E
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E
 

=

E

 

旬

四

w

a

h

 

ただし.闘It眼差法において、 a(.I:)は

%，(.1:) = q，(k) (i E VD， k = O. 守Ns-I)

のようにも@の成分を敏師信'に拘束した RNNの幽カであり.ー方.・t遭a奥筆法

に指いて .a(k)は四の初期値のみを

%，(0)=副0) (i佳昭')

のように...信号にー設さぜた魯合の RNNの自力である.両方法と也、敏師僧号

は四にのみ与えられるので、 HDのユニットについては.その伺期信岬)(ieHD) 
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も更訴する必要がある.そこで、銀差評価陶敏旬、 E，t滅少させるべし次の勾配

降下援に曇づき、パラメータ旬と，，(仰を更衝することにより学習を行なう.

切 -w-qVlllE，(1=1.2). (A.3) 

a"， 
z，{O)- l'， (O) ー η~云 U= 1. 2.ieHD). (A.4.) 

h 町

A.l.1 聞敵国語量

まず、

J，(kj""i.(z(kj也)-f.(q(k)) (i e VD) (A.5) 

とすると、齢差野価闘犠 E，は次のように表現できる.

tv，，_I ， 11 

E，(叫=乞 1.I: J，Iげ-E ~(k)ll'，(k+ 1) -E W，'!，G(y"，(k))) 
.~ -晦切 削，~ 岡.，

M 時

-I: ":(klIG(..I'lト町EW!ll'j(kl+W!'lII. (A.6) 

そこで.パラメータ也の修正に対する E，の量分を計算する k、
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とおき、

lir，(k)言。 (IE!'D)

の関係を利用すると 式 (A..)は次のようになる。
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ょっで、

E，(叫 -'"o-I

守 可=五山悶剛向(ω恥(y"，(k慨

δE，バ(，也u) -';旦 1 一
守可=孟バ(k悶 (Ym(k))x，{k). (A.14) 

dEI{w) ~:.::-I 
す母子 =L: p!.(k)σ(制的)， (A.15) 
-"m  hO  

(1= 1. ..， 11. m=l， .M) 

dE1(w) 
者 芸=10."(-1) (iE即 (A.16)
dx，(O) 

となる.

A.l.2 軌道圃益法

J，(k)=x，(k)ーq，(k) (IE叩 (A.I1)

とする~ J，(O) = 0であることを考慮すると、眼差解価関数<， 1孟次のように表現で

きる。

Ih.  ... 

~(w) = L{~ L: J，(k)2- L: p~(k)[x，(k+I)- L: W，!町Ym{k)ll
hO  ~'E \1) ，E/Il)副

M 開

-L: p!.(k)IG(制k)} 明LW!JxJ(k)+W~lI} (A.18) 



そこで、陶倣銀盤法の渇舎と阿織に.費分"訟を算出し、

M 

とお<.ただし.

r，(k -1) "" E p!(klG'("，，(kJJW!， +品川的 (.¥.19) 
問屋E

p~(.\"B)=O (i= !，...，n). (A.20) 

d，v = ~ I (i E叩}
v = ~ 

10 (IEHD) 

である.このとき、"込"式(A.12)にー致する.ょ。て、パラメータおよび初期値の

更新聞も間取111盆普の絹合の式(A.13)‘(A.16)に怠いて E.をE，に貸えたものにー

致する.

A.' 連離方学畢由学習剛

適度観差法とiII形銀筆法の餓盆野価闘舷".それぞれ次のように与えられる.

島副{叩叫) ~ ~r均、-lil脚刷Ï<'z削{恒阿剛窟剖{
'品一

品{叫~ ~J. 日制ト刷1I1dι (A.22) 

ただし、温度観筆法において倒的は

%;(1)=晶(t) (IEVD.te[O.TolJ 

のように VDの成分を敏師信号に拘束した RNNの出力であり、歳費惨観是主主におい

て8(k)1;1:回3の細則舗のみを

%，(O)=q，(O) (ie開')

のよう仁敏師信号に一致させた RNNの幽力波形である.

指倣来の学習と同巴<.*の勾配陣下法に基づき、パラメータ"と%，(0)を更精

することにより学習を行なう.

tD-W-"V'llJE， (1..3，4). (A.23) 

ル %，(O)-q
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A.2.1 遺産眼差撞

まず

1，(0=/，(:1:(1)ω)-/，(q(t)) (IEm) 1.l..2j} 

とし、眼差野価関数 E，を次のように表現する.

E，同) = fB{~ν)' 五d川ftpi 主1I"，!G(Ym(I}リ

hw 
om "
 

+
 

H
W
 

町

E同G
 

胴MEM 
パラメ タ切の修正に対する E，の産分は次のように表現できる.

崎{叫:f・ I.刷会:l t1W，!G(Ym(f仙 foTÐ ，~/，'"(佐川市G(y..州t
."f"_ M 開

+ι LP!(t)σ(Ym(t)).IL6~も.!，r，(t) +剛 ;.'Idl
刊柵叫 J・.，

+fνやは岡山凶

-f ，"[;.， p~州ftpl-21W46GM})同
..._.'II 岡

-/_ -LP!(!)[6町Ym{!))ーσ(Ym(!)).LW!，6x，(Oldl IA.2i) 

ここで、
M 

p~( t) =1，(1)=乞 W，!G(Ym(l))-/，(q(t)) (1 Eも刀 (A.28)
聞・2

また、

dr，{1) ~ 
(jj=五阿弥(')同 (A.29) 

川町T，)=O (1εHD)， (，1..30) 

'‘ p!(t) = Lp:<t)Wj-:" (m = 1， ..，M) (A.31) 

とおき、

6x/I)吾 o(]EVD) 
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の聞保を潤周すると.式(.'¥.2i)U:次のようになる.

ょ。て、

となる.

岬.T8 ~一.
副叫 = J.-~可前山{仔川1 1 ];1岬制h削{川，η}凶

+('・fttt岡山Ilt仙'!，ls)+叫 1"
町四R・・ 8叫

+孟pf(蜘目剛 (:¥.32) 

。'Ea(w) (T. 
百可=1. -pz，(tl町y"，(!)凶 (.'¥.33)

8E3(ωI (時
百官=1.-p叫 !)G'(恥 (1))%;(1臥 (A.34) 

8E3(四) (T. 
市町r= 1.-.旬。}σ(，，，，(!))dt. (.'¥錨}

(i=I.....n. 欄z:1，....M')，

a宮2也けさ諜!= ，r，(O) (i e即 ) (.'¥町

… 
A.2.2 量形圃撞量

まず.

J，(I) = %，(I)-q，(!) (1 E VD) (A.3η 

とお<>、眼差..価関象..."速度候筆法の場舎の表現弐 (A舗It-致する.

そこで、表分....を算幽し、

dzt"ftl “ 当P--Edo}σ(y.，.(t))W!，-~vJ， (t). (A胡

pf(TI・)・o (i=l. 旬) (A.39) 

とおけば、武 (A.33)何回 (A.311)において E3tE.に費えたものが複形観蓋法の吏厨則

になる.
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付録 B リアプノフ指世と法線リアプノフ指数

次のような 11+1次元雄散力学系を考える@

(:rJ)=F(INly)})-HR} (0.1) 

関数 Fのヤコピ行列"、 fがω に依存しないことから次のように.けることがわ

かる.

ここで fに関するリアプノフ指徴

へ，l~n! ~ log Idr~~(型 (8.2)

と、 n個の法線リアプノフ指量生

λ) == }im ~logllD叫叫叫臥倒的同)11 (1壬J:S"11) (8.3) 
‘ー-，‘

が存在するならば、系 (8.1)のリアプノヲ指鍛は、 )..1.. ん刊になる.ただし、

Dwg<円切(O)，q(O))は DF*(旬 (O).q(O))の左上"'岡成分の行列である。

(征明)式 (8.3)で表わされた n個の法線リアプノフ指歓を与えるベクトルをw，と
し、町 ==(W)，O)'(j== 1， ..，n)とすると、

J旦i同 IID同 O)，q(O州 =Jzil喝向山W(O).q(O})切，11=ん

となるから、'" んは磯かに系 (8.1)のリアプノフ街数である.



また、 k~ 1について.'.(q(OlJ1j:切に依存しないから、

と.ける.ょ。て、

ペ:)の園有川置誓.Du内 q)の圏柑の績
となる.よって.系(8.1)のリアプノヲ指数をAh...，}..，札“とすると、

いい恥=山什(:)I伊(:)1の固 …

== .1!.，! ~lofll誓1+ι!!i同ýDwÝ'.I(W.qJ 附吋叫同固有値の積
== }.I+ λ.+>岡村

となる.ょ。て，

>:.. .λ... 
である.
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付録 C 量麟リアプノフ指 量 と 引 力 園 田 剥 置 に 聞 する考軍

第e・の定理6-1の鉦明において、 f2次元雌倣力学系の』次元聞不膏集合 Aの法

.'Jアプノヲ指般が負であれば、 Aの引力園の樹皮は正である酬.Jという命起を

制局した.ここでは.力学系を配達する闘般が局員時的に組形な崎合について、これ

を恒明 L、文献(4(8)の鼠歯を補足する.また、よ旬ー徴的な渇舎について箸干の考

療を掴える.

まず、冊蝿の股定とい〈つかの記号の定穫を行なう.

次のような 2次完離舷力学系を考える.
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割
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 ここで、 1次元陸散系

l'(k+ 11 =/L{X(k)) 

は不賓集合 Aを待ち、その不安倍率制度を μとする.

E散Eに対して、

Me '" Ax{ IIeRl1訓<E)

Us = ({1'，，11 e It'll F"(1'.1I1 E M~ 附き 0) 削叫(z.y))CA)

とする.ここで、<<I{(l'，II))li点(1'.111のω橿限集舎を表わす.

また、 1次元ルベータ調度を tで表わし、R'上の調度 μをμ=pxlで定畿する.

さらに .<Eとなる正敏eに対して .2次元町剖集合M のe相対調度んを

的 (M)=呼誹i

で定義する.

また、不密集合 Aの法組 'J7プノフ指般を

h出同IID.J~t)(z.O) 1I (".a.e.1') (C.2) 

とする.ただし、 Dr/~tl(r. lI) 11 DF吋%，111の(2.2)成分である.
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このとき.次の定理がot立する.

I定理ι1] /2(1:ωは 11"'0のE近傍でuに闘して錦務であるとする.すなbち.

'yl<Eならば、

12(%."， = D，h(:r.O)y (C.3) 

であるとする.

このkき.法組リアプノフ舗数1)1).<0であれば‘

!~耳削{.'e) = I 

となる.

Aの引力圏を 8(.4)とすると .B(A)コU.である.また.定理C-1よ旬、 hがgに闘

して，..階的に・形で .Aの法線リアプノヲ指数が負であれば、 lim.-oII.{L'E)=Iであ

るから、 jI(L'el>0である.したが。て .Aの不費調度μが1次元ルペ タ樹皮に対

して絶対遠鏡であれば.B(A}の2次元ルペータ欄度""になる.

定理の匠明の前4ご.補掴をーっ埠ペる.

tず..:rE.-4に対して岡敬，t討を次のように定廃する.

'I'(:r:) =捌pr exp( -~kÀ)D./~~)(z. 0)1 "・ 4 ，-. 
実 (C.2)の橿隈"μに闘して陪とんどすべてのzについて同ーの値λにな旬、かっ

，<固であるから、惜どんどすべてのzについて1'(z)は有限の値となる.したが9て、

R(，)={:r:E A 11'(1:):5'} 

とすると、

.I!且~R(I)) ・ 1

である.

[個・C-11 ・>1で:r:eR(，)かつ 1，，1<EI'傘らぽ、笹意の重敏k2;Oに鮒して、

IA~)(z. ，)1 豆腐P(-~kÀ叫品川間1.1.1

である.

1 .. 



(証明) ， に関する帰納法.

{り "=0のとき.

Ifl(:r，，1)"Y' D，Ao'I:r.Ol=l.ex例-(1/2).0.)，)=1より明らかに鹿立.

0・)1 ... =1，-1で成立しているとしで、 "=1¥のとき.

まず.zeR(.，だから(.r.O)e. .f.であり.かっ..，ま j， の不蜜集合だから、

(/~，.. ~l!(川町 E.'

また、帰納法の仮定より、

I/~"'-II(Z， II)I :S; ex酬~(卜 1)'叫Â1，.I)(r.0 1l 刷

ここで、 zeR(，)だから、

ID，AIo'-1)附l白州~(K-l山

したが。て、

IA1'-U(z，，111:5exp(i山 I附 Eμ <E

ょ。て、 ulK-U(x)守A"'-U(Z，Y))EMsである.したが。て、局所値形慢の仮定 (C.3)

より.

IJ~"'I(z.II)1 '" I/M/I(-"(.TJ，A‘-1'(1"，，))1 

重明什).IID，!2I !tK- 1J叩lI 'IJ~'''-II(l'.y)1

そこで.再ぴ帰納法の仮定よ札

IAK'(z，，11 :s;州十帆12(/I"'-II(.r)，剛岬{十ー川 IDrAI(-1I州刷

ー吋-~K.λ叫足的問刷

とな。て、 I;.=dl.'でも成立する.

(定理c.，の匡明) zER(.)かっ 1111<E/sならば舗圃C.ll::R('jの定農より、

Ist， 
が佳憲の k注Oについて慮り立つ.ただし..き 1とする.ょ。て.Z E R(.，かっ

1111 <EJ. 傘らぽ、佳意の k~O について.

戸(z，lI)eMs

， .. 



kな旬、かっ

ι~n~)(.f.II)=O 

である.よって、 e壬E/.とすると .l'，コR(.s)x{1I11訓<， }だから、

，u.:，) =些旦型以型込斗以ぷ占
/I(M，) - /I(Ax( 1I11111<f}) 

ー 1.(R( .s))/~(..tl=μ(R(S))

そこで. $=E/fとすると.

!~削l'd=}!.rg，~(R(.s))=1

となる.

また、JIIlMa形慢を仮定しない場合t阜、次のような結果がー健の多次元系の絹

合。=成立する.

ここでは系 (C.I) の状ø~. l'.1Jをそれぞれ、 m 次元、 n次元ベクトルとする.

また、正ItEに対して.

ゐ'iE"" Ax{ 111脚I<E}

"ic '" {(1'，II) 1 (z.，)EM，佃 dω({l'.lIllcA)

とする・.

Aの不費砲事欄度をふ同次元ルペ】ク翻"，を 1.として .R叫同上の調度 ρを

þ=~ι ヨ医 1. で定量する. .た、

陥}冒鵡
kする.このとき.次の定理が成り立つ.

[定理0-2] l'E Aについて聞".5(%)を

6td=112{H R1刷:!o.5 ~ '-'{(l'.r))CA} 

>定畿する (O:!o.5(x):!o+∞ 1.

このとき、 Aが..件

川(ZEA1.5(1')>0 })= I (C.4) 

-均依U，d:1Jも魯件*弱い

l却



を泊たしているならば、

(1) E>Oが存在して、jI(I'EI>O

(2) limE_・μ(l'EI"'1
{征明) (1)は(2)から帰結するが.個別に医明を与えてお<.

((1)の庇明)まず.集合A.• 

.. tE={ re.-ll創xl>E}

と定.する.もし、佳患の '>0について μ('，，1"'0とすると.佳憲の.>0につい

てμ(A.fl"I=Oとなる.したが。て、

.. ~= U.4• 

よ旬、 μ(Aa)=Oとな。て、条件(C.4)に矛盾する.

((2)の征明) limE....(Iji(VE).，.I.!:::すると.ある。<Iについて、佳意の.>0に対 C.

E(り<.となる E(りが存在して .，II(Vj副.，):50 0 となる.このとき、 I.( .-I~"，..I S: nであ

る.したがって、

ぬ=以内.，
であり.k， >k，ならば、 .4，割合.:> .4~E(かとできるから、“A・):50 0< 1となって、条件

(C.4)に矛盾する. ロ

条件 (C.4)lj:.4の最大法組リアプノヲ指数が負であればー般に成立するように恩

われる州.
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