
セミ・ノンパラメトリックモデルと内生性

末 石 直 也

Ⅰ はじめに

この 20 年程の間に，セミ・ノンパラメトリッ

クな統計的手法は目覚しい発展を遂げており，

計量経済学においても重要性を増している。そ

の理由のひとつとして，経済理論からは必ずし

も変数間のパラメトリックな関係を導き出すこ

とができない点が挙げられる。定式化を誤る

と，推定量にバイアスが生じるため，極力仮定

に依存しない，ロバストな方法が好まれている。

また，その他の要因として，近年のデータ環境

の整備やコンピュータの発達なども挙げられよ

う。セミ・ノンパラメトリックな手法は，その

特性上多くのデータを必要とし，かつコン

ピュータ・インテンシブな手法であるため，か

つては実行が困難であったが，今や実証分析に

おいても頻繁に用いられている。

従来のセミ・ノンパラメトリックな推定問題

は，専ら誘導型に関するものであった。しかし，

経済学においてはしばしば，回帰変数の内生性，

つまり説明変数と誤差項の相関の存在が問題と

なる。内生性は社会科学固有の問題であり，内

生性が存在する場合の統計的推測に関する一連

の研究は，計量経済学による統計学への大きな

貢献のひとつである。特に，線形同時方程式モ

デルに関する研究は，計量経済学の黎明期より

現在に至るまで中心的課題であった。1990 年

代後半以降，線形モデルに限らず，セミ・ノン

パラメトリックなモデルにおいても，内生性を

考慮したモデルが考察されるようになり，現在，

計量経済学において最も活発な研究が行われて

いる分野のひとつである。

本論文は，内生性を考慮したセミ・ノンパラ

メトリックモデルの推定に関する最近の研究成

果のサーベイ論文である。第Ⅱ章では，内生性

が存在するときのノンパラメトリックモデルの

識別性と推定量の一致性に関する一般的な問題

について論じる。第Ⅲ章は未知関数を推定する

代表的な手法のひとつである sieve 推定につい

て論じる。第Ⅳ章ではノンパラメトリック操作

変数法について考察し，第Ⅴ章ではセミパラメ

トリックモデルの推定方法を紹介する。

Ⅱ 識別性と一致性

以下では構造方程式の識別性と推定量の一致

性について概要を論じ，パラメトリックモデル

とノンパラメトリックモデルにおける相違点に

ついて考察する。Blundell and Powell［2003］

に倣い，はじめに単純な線形モデル

Y i/X'ib+U i p2.1�

を考える。データ �pY i, X i��
n
i=1は iid で，Y iは

スカラー，X iは k次元のベクトル，bは k次元

の未知パラメータ，U iは観測されない誤差項

である。X iは内生変数を含む，つまり，

E �X iU i�40であるとする。X'ibを Y iの最良線

形近似（線形射影）として解釈すれば，

E �X iU i�/0を満たす bは常に存在するので，

p2.1�は単なる近似式ではなく，何らかの経済の

構造を表現していると解釈すべきである。それ

ゆえ，p2.1�は構造方程式と呼ばれる。

内生性が存在するとき，最小２乗推定量は一

致性を持たない。パラメータ bを識別，推定す
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るためには，操作変数の存在が仮定される。つ

まり

E �Z iU i�/0 p2.2�

を満たす変数 Z iが存在するものとする。ただ

し，dim pZ i�Bkである。すると，p2.1�と p2.2�

より

0/P �U�Z�/P �Y �Z�,P �X �Z�b

あるいは，同じことであるが，

P �Y �Z�/P �X �Z�b p2.3�

が満たされる。ただし，P �Y �Z�と P �X �Z�はそ

れぞれ，Yと Xの Zへの線形射影の係数であ

り，

P �Y �Z�/E �ZZ'�-1E �ZY�

P �X �Z�/E �ZZ'�-1E �ZX'�

である。P �Y �Z�及び P �X �Z�は常に識別可能

であり，bの識別は p2.3�の解の一意性に帰着

される。識別の必要十分条件は階数条件として

知られている。仮に P �X �Z�の逆行列が存在す

れば，bは一意に定まり，間接最小２乗推定量，

あるいは操作変数推定量

b� IV/P� �X �Z�-1P� �Y �Z�

によって推定できる。ただし，P� �Y �Z�と

P� �X �Z�はそれぞれ P �Y �Z�と P �X �Z�の標本

バージョンであり，

P� �Y �Z�/r
1

n
6
n

i=1
Z iZ i'�

-11

n
6
n

i=1
Z iY i

P� �X �Z�/r
1

n
6
n

i=1
Z iZ i'�

-11

n
6
n

i=1
Z iX'i

である。操作変数推定量 b� IVは P� �Y �Z�及び

P� �X �Z�について連続な関数なので，モデルが

識別されていれば，b�IVの一致性は，P� �Y �Z�と

P� �X �Z�の一致性により保障される。

次に，以下のようなノンパラメトリックモデ

ルを考えよう。

Y i/g pX i�+U i p2.4�

ただし，gは未知の関数であり，特に関数形を

仮定しない。また，E �U i�X i�40である。操作

変数法をノンパラメトリックモデルに適用する

ためには，p2.2�では条件が弱すぎるため，より

強い仮定である

E �U i �Z i�/0

を満たすような操作変数 Z iの存在が必要とな

る。p2.4�の両辺の条件付期待値を取ると，p2.3�

に対応する条件

E �Y �Z�/E �g pX��Z�/Eg px�dFX�Z p2.5�

が成り立つ。ここで FX�Zは Xの Zを条件とし

た条件付分布である。Yの誘導型である

E �Y �Z�と条件付分布 FX�Zは識別可能である。

今，Kを積分作用素 pKg�pz�/Eg px�dFX9Z=z，

r pz�/E �Y �Z/z�と定義すると，p2.5�より未知

関数 gは積分方程式

pKg�pz�/r pz� p2.6�

の解として表され，識別性は積分方程式の解の

存在と一意性に帰着される。線形モデルの場合

には，識別性は p2.3�における行列の階数条件

で表されるが，p2.5�の識別性の十分条件は

pK�6�g� ：Kg/0�/�0� p2.7�

である。ただし は gが存在する関数空間で，

が２乗可積分な関数空間であれば，p2.7�は X

の Zを条件とした分布が完備であることと同

等である
1)
。

p2.6�の形式で与えられる積分方程式は，数学

的には第１種フレドホルム型積分方程式と呼ば

れるものである。gは逆問題の解として与えら

れる。一般に，逆問題は，�解の存在，�解の

一意性，�解の連続性の３つの条件を満たすと

き適切（well-posed）であると言われる。逆に，

これらの条件が満たされないときには，非適切

（ill-posed）であると言われる。第１種フレド

ホルム型積分方程式 p2.6�の問題点は，逆問題

が非適切であること，特に解 gが rについて不

連続であることにある。

今，gが識別されていると仮定し，gを推定す
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る た め に，p2.5�の E �Y �Z�を 一 致 推 定 量

E� �Y �Z�で置き換えると
2)
，

E� �Y �Z�/Eg� px�dFX�Z p2.8�

を得る。p2.8�に解が存在するならば，解 g�は

g� pz�/K-1 pr� pz��

で与えられる。ただし，r� pz�/E� �Y �Z/z�であ

る。しかし，逆作用素 K-1は引数 r� pz�につい

て連続ではないため，r� pz�の一致性からは必ず

しも，g� pz�の一致性が保障されない。これが内

生性が存在するときの，線形モデルとノンパラ

メトリックモデルの大きな違いである。線形モ

デルでは，モデルが識別されれば，誘導型の一

致性から推定量の一致性が保障されたが，ノン

パラメトリックモデルでは誘導型の一致性だけ

からは，必ずしも g�の一致性が保障されないの

である。さらに，一般に積分作用素 Kは未知

なので，Kも推定しなければならず，事態はさ

らに深刻である。

構造方程式の一致推定量を得るためには，逆

問題の解が連続である必要がある。連続性を保

障するための代表的な方法には，gの存在する

関数空間にコンパクト性を課す方法と，チコノ

フの正則化と呼ばれる方法がある。これらにつ

いては第Ⅳ章で改めて論じることにする。

Ⅲ Sieve 推定

内生性の問題はひとまず脇に置いて，次のよ

うなノンパラメトリック回帰モデルを考える。

Y i/g pX i�+e i, E �e i �X i�/0 p3.1�

ただし，�pY i, X i��
n
i=1は iid で，Y iはスカラーで

あるとする。p3.1�より g px�/E �Y �X/x�であ

る。目的は未知関数 g px�を推定することであ

る。

関数をノンパラメトリックに推定する方法に

は，大別してカーネル推定と sieve 推定の２つ

がある。本章では，基底関数を用いる推定方法

である sieve 推定を紹介する。sieve 推定の背

後にある基本的なアイデアは，充分に滑らかな

関数は，基底関数の線形和によって任意の精度

で近似が可能であるということである。関数を

基底関数の線形和で置き換えることにより，関

数を推定するという無限次元の問題は，線形関

数の係数を推定するという有限次元の問題に帰

着される。

推定方法を議論する前に，g px�が既知である

として，基底関数の線形和によって近似するこ

とを考える。単純化のために，xは１変数とし，

xのサポートは �0, 1�であるとする。g px�が充

分に滑らかな関数である場合，例えば以下のよ

うな有限次元の線形の sieve によって，g px�は

任意の精度で近似が可能である（Chen［2006］

の２節を参照）。

�べき関数

PolpJ�/ �6
J

k=0
bkx

k, x� �0, 1�：bk� �
�スプライン

Sprpr, J�/

�6
r-1

k=0
bkx

k
+6

J

j=1
g j �max �x,t j, 0��r-1, x� �0, 1�：bk, g j� �

ス プ ラ イ ン の t jは ノ ッ ト と 呼 ば れ，

0/t0?t1?…?tJ?tJ+1/1を満たす。sieve に

よる近似の精度は J及び rを増加させることに

よって向上するが，様々な sieve について，収

束の速度が知られている。べき関数を例にとる

と，g px�が p階連続微分可能であれば，ある

b0, ..., bJが存在して

sup
x� �0, 1� � 6

J

k=0
bkx

k
,g px� �/O pJ-p�

が成り立つ。

次に，g px�は未知であるとして，sieve を用

い た 推 定 方 法 を 考 え る。

pK px�/pp1 px�, ..., pK px��'を K次元の基底関数

のベクトルとする。例えば，べき関数を用いれ
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ば，pK px�/p1,x,x2, ..., xK-1�'である。p3.1�の

g px�を pK px�の線形和で近似することで

Y i/p
K pX i�'b+h i

と書ける。したがって，未知関数 g px�を推定

する問題は，未知係数 bを推定する問題に帰着

される。bは最小２乗法によって推定可能であ

り，

b�/pP'P�-1P'Y

を 得 る。た だ し，P/ppK pX1�, ..., pK pXn��'，

Y/pY1, ..., Yn�'である。g px�の推定量は

g� px�/pK px�'b�

で与えられる。

Newey［1997］は一般的な条件の下で，sieve

推定量 g� px�の g px�への収束のレートについて

論じている。有限標本における基底関数のベク

トルの次元 Kの選び方に関しては，Li［1987］

などを参照されたい。一般に，Kを大きく選ぶ

ことによりバイアスは小さくなるが，推定する

パラメータの数が多くなるため，g� px�の分散は

大きくなる。したがって，例えば平均２乗誤差

を最小化するような Kの選び方が必要となる。

Ⅳ ノンパラメトリック操作変数法

説明変数と誤差項に相関が存在する場合のノ

ンパラメトリックモデルの推定方法について考

察する。特に，有限次元の基底関数を用いる

Newey, Powell, and Vella［1999］及びNewey

and Powell［2003］による推定方法と，チコノ

フの正則化を用いる Hall and Horowitz［2005］

の方法を紹介する。

基本的なモデルは

Y i/g pX i�+U i

という形式で与えられる。前章との違いは，

E �U i�X i�40であることである。g px�は条件付

期待値という単なる数学的な対象ではなく，あ

る経済の構造を反映した構造型であると解釈さ

れる。誤差項と説明変数の間に相関があるた

め，第Ⅲ章で紹介した方法を直接用いることは

で き な い。こ の 問 題 を 解 決 す る た め，

E �U i �Z i�/0を満たすような操作変数 Z iの存

在が仮定される。

１ Newey, Powell, and Vella［1999］

次のような同時方程式モデルを考察する。

Y i/g pX i, Z1i�+U i p4.1�

X i/P pZ i�+V i p4.2�

ただし，X iは内生変数，Z i/pZ'1i, Z'2i�'は操作

変数であり，E �V i�Z i�/0を満たすものとする。

したがって，p4.2�は誘導型である。p4.1�の両

辺の X iと Z iを条件とする条件付期待値を取

ると

E �Y i�X i, Z i�/g pX i, Z1i�+E �U i�X i, Z i� p4.3�

が成り立つ。ここで，p4.2�より X iは Z i及び

V iの関数であるので，X iと Z iについて条件付

けるのは V iと Z iに関して条件付けるのと同

等 で あ る。し た が っ て，E �U i �X i, Z i�/

E �U i �V i, Z i�を得る。さらに，強い意味での外

生性，つまり

E �U i �V i, Z i�/E �U i �V i� p4.4�

を仮定する。以上の仮定の下で p4.3�は

E �Y i�X i, Z i�/g pX i, Z1i�+E �U i�V i�

/g pX i, Z1i�+l pV i�6h (W i) p4.5�

と書き換えられる。ただし，l pV i�/E �U i�V i�

で，W i/pX i, Z1i, V i�である。p4.5�より，誤差

項と説明変数が相関を持たない通常の回帰モデ

ル

Y i/h pW i�+e i, E �e i �W i�/0

を得ることができる。V iは観測できないが推

定可能である。

Newey, Powell, and Vella［1999］は p4.5�に

基づく２段階推定方法を提案した。第１段階で

p4.2�を sieve 推定する。p4.2�は誘導型なので

識 別，推 定 が 可 能 で あ る。 rL pz�/

pr1L pz�, ..., rLL pz��'を基底関数のベクトルとす

ると，P pz�の推定量
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P� pz�/rL pz�'g�, g�/pR'R�-1R' pX1, ..., Xn�' p4.6�

を得る。ただし，R/prL pZ1�, ..., rL pZn��'であ

る。p4.6�より，V iの推定量 V� i/X i,7� pZ i�が

得られる。

次 に，V� iを 用 い て h pw�を 推 定 す る。

pK pw�/pp1K pw�, ..., pKK pw��'を w/px, z1, v�の

基底関数のベクトルとする。ただし，pkK pw�は

px, z1�あるいは vのみの関数であり，３変数

px, z1, v�に同時に依存することはできないも

のとする。W� i/pX i, Z1i, V� i�，p� K
i/p

K pW� i�と

する。Y iを p� K
i に回帰することにより

h� pw�/pK pw�'b�, b�/pP�'P��-1P� ' pY1 ...,Yn�'

が求まる
3)
。ただし，P�/pp� K

1 , ..., p� K
n�'である。

最後に h� pw�を用いて，g px, z1�と l pv�を推

定する。g px, z1�は px, z1�にのみ依存するの

で，h� pw�の px, z1�に依存する項のみを集める

ことで推定できる。l pv�も同様である。今，

p1K pw�/1と し， 続 く Kg項， p2K pw�, ...,

pKg+1K pw�は px, z1�のみの関数，残りの項は v

のみの関数とする。g px, z1�と l pv�の推定量

は

g� px, z1�/c�g+ 6
Kg+1

j=2
b� ip jK px, z1�

l� pv�/c�l+ 6
K

j=Kg+2
b� jp jK pv�

となる。ただし，c�g+c�l/b�1である。これらの

推定量は定数項 c�gと c�lを除いて一意に決定さ

れる。h�の収束のレートが求められ，各点での

漸近正規性が示されている。

２ Newey and Powell［2003］

Newey and Powell［2003］は Newey, Powell,

and Vella［1999］で用いられた仮定 p4.4�を緩

め，次のような一般的なモデルについて考察し

ている。

Y i/g pX i, Z1i�+U i, E �U i�Z i�/0,

Z i/pZ'1i, Z'2i�' p4.7�

p4.7�の両辺の Z/zを条件とする条件付期待値

を取ると，積分方程式

r pz�6E �Y �Z/z�/Eg px, z1�dFX�Z=z6pKg�pz�

p4.8�

が成り立つ。しかし，第Ⅱ章で解説した非適切

な問題のため，一般的には g px, z1�の一致推定

量を得ることはできない。そこで，g px, z1�が

ソボレフノルムに関してコンパクトな関数空間

の要素であることを仮定する。関数空間のコン

パクト性を仮定することで，K-1が r pz�につい

て連続となるので，一致推定が可能となる。

今，w/px, z1�とし，�p1 pw�, p2 pw�, ...�を基

底関数の列とする。さらに，g pw�が

g pw�r6
J

j=1
g jp j pw�

によって近似されると仮定する。すると，p4.8�

より

E �Y i�Z i�r6
J

j=1
g jE �p j pW i��Z i� p4.9�

が成立する。

p4.9�から次のような２段階推定法が示唆さ

れる。まず，p j pW i�を zの基底関数に回帰する

ことによって，sieve 推定量 E� �p j pW i� �Z i�を得

る。次に，Y iを E� �p j pW i� �Z i�に回帰すること

によって，g jの推定量 g� jが得られる。ただし，

g pw�の関数形について制約が必要であり，コン

パクト性を保障するため，係数のサイズに上限

を設けて gを推定するよう提案されている。詳

細は論文を参照されたい。２段階推定量の一致

性は示されているが，収束のレートは求められ

ておらず，各点での漸近正規性も示されていな

い。また有限標本において，w及び zの基底関

数のベクトルの次数をどのように選ぶべきかが

議論されていない。
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３ Hall and Horowitz［2005］

Hall and Horowitz［2005］はチコノフの正則

化を用いた推定方法を提案している。論文中で

はカーネルを用いた推定方法と sieve を用いた

推定方法の２つを提案しているが，本章では

sieve を用いた方法のみを紹介する。さらに単

純化のため，内生変数 X iと操作変数 Z iはスカ

ラーとし，サポートは �0, 1�であるとする。

モデルは次のとおりである。

Y i/g pX i�+U i, E �U i�Z i�/0 p4.10�

今，fX，fZ，fXZをそれぞれ，Xの周辺密度，

Zの周辺密度，Xと Zの同時密度とする。ま

た，�0, 1�上で定義された２乗可積分な関数空

間上の作用素 Tを

pTy�pw�/Et px, w�y px�dx

とする。ただし

t px, w�/EfXZ px, z�fXZ pw, z�dz

である。p4.10�より

pTg�pw�/EZ �E �Y �Z� fXZ pw, Z�� p4.11�

が成り立つ。作用素 Tは正則であると仮定す

ると，

g px�/EZ �E �Y �Z�pT-1fXZ�px, Z��

を得る。しかし，p4.11�は第１種フレドホルム

型積分方程式なので，逆問題は非適切である。

積分作用素 Tは 0を固有値の集積点に持ち，

T-1は有界ではないため連続ではない。この問

題を解決するために，適当なリッジ・パラメー

タ anを用いて，T-1を pT+an�
-1で置き換える

ことが提案されている。

基本的なアイデアは，X及び Zに適当な変換

を施すことにより，Xと Zの周辺分布を �0, 1�

上の一様分布にすることにある。まず，Xと Z

が �0, 1�上の一様分布に従うと仮定しよう。

�f1, f2...�を �0, 1�上の２乗可積分な関数空間

の正規直交系とする。fXZ及び gは次のように

フーリエ展開可能である。

fXZ px, z�/6
�

j=1
6
�

k=1
q jkf j px�fk pz�

g px�/6
�

j=1
g jf j px�

Q/pq jk�，p j/E �Yf j pZ��，p/pp j�，g/pg j�と定

義する。p4.10�より QQ'g/Qp，したがって，

g/pQQ'�-1Qp

が成立する。したがって，Q及び pを推定する

ことにより，gのフーリエ係数である gを推定

することができる。

次に一様分布の仮定をはずす。F�Zと F�Xを

Z1, ..., Znと X1, ..., Xnの経験分布関数とす

る。Z� i/F�Z pZ i�，X� i/F�X pX i�とすれば，q jkな

らびに p jは

q� jk/
1

n
6
n

i=1
f j pZ� i�fk pX� i�

p� j/
1

n
6
n

i=1
Y if j pZ�i�

によって推定できる。Q� を q� jkを pj, k�要素に

持つ J-J行列とする。リッジ・パラメータ an

を用いて，

g�/pQ�Q� '+anIJ�
-1Q�p�

により gを推定できる。ただし IJは単位行列

である。したがって，gの推定量は次のように

なる。

g� px�/6
J

j=1
g� jf j px� p4.12�

ある種の正則条件の下で，gの推定量が到達

できる平均積分２乗誤差（mean integrated

squared error）の収束レートのミニマックスリ

スクの下限が求められ，p4.12�はその下限に到

達できることが示されている。Horowitz

［2007］では，推定量が漸近正規性を持つため

の条件について論じている。

４ まとめ

ノンパラメトリック操作変数法の代表的な方

法について解説した。紹介した方法の他にも，

Darolles, Florens, and Renault［2002］や Gag-

liardini and Scaillet［2007］などがある。これら

の方法は異なる正則条件の下で推定量の一致性

と収束のレートについて議論しているため，比
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較が困難である。Chen and Reiss［2007］が統

一的なフレームワークの下で，平均積分 2乗誤

差のミニマックスリスクの下限について論じて

いる。

Ⅴ セミパラメトリックモデル

未知パラメータが有限次元のベクトルと無限

次元の未知関数からなるセミパラメトリックモ

デルの推定方法を紹介する。ノンパラメトリッ

クモデルにおいては未知の関数を推定すること

に興味があったが，セミパラメトリックモデル

では興味の中心は主として有限次元のパラメー

タにあり，未知関数はしばしば直接的には興味

のない局外パラメータである。

本章前半では，A i and Chen［ 2003］と

Newey and Powell［2003］で提案された SMD

推定量について論じる。本章後半では，経験尤

度法(empirical likelihood)を用いた推定量であ

る Otsu［2007］の SCEL推定量と Sueishi［2008］

の SGEL推定量を紹介する。

１ SMD推定量

モデルは以下で与えられる。

E �r pX i, q0, h0��Z i�/0 p5.1�

�pY i, Z i��
n
i=1は iid で，ZXiは Z iの部分集合，

X i/pY i, ZXi�，関数 rは dr次元の既知の（誤

差）関数である。Y iは内生変数で，Z iは操作

変数である。未知パラメータ a0/pq0, h0��

Q- は，有限次元のベクトル q0と無限次元

の未知関数 h0からなる。 は連続関数からな

る関数空間である。未知関数 h0は内生変数 Y i

に依存してもよい。

p5.1�は多くの既存のモデルを含んでいる。

例えば，Robinson［1988］などで研究された部

分線形モデルや，Ichimura［1993］などで考察

されたインデックス・モデルなどがある。しか

し，これらの例では未知関数は外生変数のみに

依存し，p5.1�で与えられるモデルはより広いク

ラスのモデルである。

Ai and Chen［2003］と Newey and Powell

［2003］は独立に，p5.1�の推定方法として

sieveminimum distance（SMD）推定量を提案

した。SMD推定量のアイデアは以下のとおり

である。m pZ, a�6E �r pX, a��Z�とすると，

p5.1�より，真のパラメータ a0/pq0, h0�は目的

関数

E �m pZ, a�'6 pZ�-1m pZ, a�� p5.2�

を最小化することがわかる。ただし，6 pZ�は

適当なウエイト行列である。したがって，p5.2�

の標本バージョンを考えることにより，次のよ

うな最小距離推定量を得ることができる。

a�/arg min
a=pq, h��Q�

1

n
6
n

i=1
m pZ i, a�'6� pZ i�

-1m pZ i, a�

p5.3�

しかし，p5.3�は２つの問題点を抱えている。第

１に，条件付期待値 m pz, a�の関数形は未知で

あるために，p5.3�は実際には推定できない。第

２の問題点は，最小化問題が関数空間上で定義

されていることに起因する。もし関数空間

が大きすぎる場合には，仮に m pz, a�の関数形

が既知であっても，推定量は一致性を持たない

か，あるいは一致性を持ったとしても，収束の

速度が非常に遅いということが知られている。

第１の問題を回避するため，Ai and Chen

［2003］と Newey and Powell［2003］は条件付

期待値 m pz, a�を sieve を用いて推定すること

を提案している。pkn pz�/pp01 pz�, ..., p0kn pz��'

を 基 底 関 数 の ベ ク ト ル と し，m pz, a�/

pm1 pz, a�, ..., mdr pz, a��'と す る。m pz, a�の

第 l要素の sieve 推定量は，

m� l pz, a�/6
n

j=1
r l pX j, a�pkn pZ j�pP'P�-1pkn pz� p5.4�

で 与 え ら れ る。た だ し，P/ ppkn pZ1�, ...,

pkn pZn��'である。

第２の問題についても，未知関数を sieve に

より推定することで解決できる。qk1n px�を k1n
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次元の基底関数のベクトルとすると，h px�は

基底関数の線形結合 qk1n px�'bにより近似でき

るので，

r l px, q, h�rr l px, q, qk1n px�'b� p5.5�

が成り立つ。p5.4�の r l px, a�を p5.5�の右辺で

置き換えることにより，関数空間 上の最小

化問題は，適当な sieve空間 n上の最小化問

題へと変換され，関数 hの推定問題は有限次元

パラメータ bの推定問題となる。以上をまと

めると，SMD推定量は

a�/arg min
a=pq, h��Q� n

1

n
6
n

i=1
m� pZ i, a�6� pZ i�

-1m� pZ i, a�

p5.6�

と定義される。

SMD推定量は GMM推定量と解釈すること

もできる。p5.6�において，6� pZ i�/Iとすると，

SMD推定量の最小化問題は

min
a=pq, h��Q� n

r6
n

i=1
r pX i, a��pkn pZ i��'

pI�pPP�-1�r6
n

i=1
r pX i, a)�pkn(Z i��

と書き換えられる。この目的関数は，無条件

モーメント制約

E �r pX i, a0��p
kn pZ i��/0

について，ウエイト行列 I�pP'P�-1を用いた

GMM推定量の目的関数そのものである。

Newey and Powell［2003］は適当な正則条件

の下で，SMD 推定量の一致性を示した。A i

and Chen［2003］は，有限次元パラメータの推

定量 q�が漸近的に正規分布に従うことを証明

した。一般に，有限次元パラメータの推定量の

漸近正規性の条件として，ノンパラメトリック

な推定量の収束の速度は n-1/4よりも早くなけ

ればならないことが知られている
4)
。しかし，

未知関数が内生変数に依存する場合，L2ノル

ムなどの通常のノルムの下ではこの収束レート

を達成することは困難である。そこで，新しい

ノルムを導入し，そのノルムの下で，ノンパラ

メトリック推定量の収束レートが n-1/4よりも

早くなることを示している。さらに，p5.1�によ

り定式化されるモデルのセミパラメトリック効

率性（semiparametric efficiency）の下限を導

出し，最適なウエイトを用いたとき，SMD推

定量の漸近分散が下限に到達できることを証明

した。

２ 経験尤度法

Otsu［2007］及び Sueishi［2008］では，経験

尤度法を用いた p5.1�の推定方法が議論されて

いる。彼らの手法を紹介する前に，条件付モー

メント制約に未知関数が含まれない場合，すな

わち，モーメント制約が

E �r pX i, q0� �Z i�/0 p5.7�

で与えられる場合の経験尤度推定について考察

する。

経験尤度法では主として２つのアプローチが

考えられる。ひとつは，Kitamura, Tripathi,

and Ahn［2004］のカーネル法を用いる推定方

法，もうひとつは，Donald, Imbens, and Newey

［2003］の可算無限個の無条件モーメント制約

を用いる推定方法である。

Kitamura, Tripathi, and Ahn［2004］の方法

は次のとおりである。Kと hをそれぞれ，カー

ネル関数とバンド幅とする。推定量は次のよう

な制約付き最大化問題の解として与えられる。

max
pji0>, q�Q

6
n

i=1
6
n

j=1
w ji logp ji s.t.

6
n

j=1
p jir pX j, q�/0, 6

n

j=1
p ji/1 for i, j/1, ..., n

p5.8�

ただし，

w ji/

K r
Z j,Z i

h �
6n

j=1K r
Z j,Z i

h �
である。p jiは条件付確率 P pX/X j �Z/Z i�と
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解釈できる。w jiは Z iにおける Z jへのウエイ

トである。したがって，6n
j=1w ji logp jiは，Z i

の周辺の観測値の尤度をウエイト w jiを用いて

平滑化した，Z iにおける局所尤度であると解

釈することができる。

制約付き最大化問題 p5.8�には双対問題が存

在し，推定量は双対問題を解いて

q�/argmin
q�Q

max
li�L

6
n

i=1
6
n

j=1
w ji log p1+l i'r pX j, q��

p5.9�

により得られる
5)
。l iは p5.8�における制約式

のラグランジュ乗数と解釈できる。推定量

p5.9�の漸近分散はモデル p5.7�のセミパラメト

リック効率性の下限に到達できる。

Donald, Imbens, and Newey［2003］は無条件

モーメント制約

E �r pX i, q0��p
kn pZ i��/0

を用いた推定方法を提案している。pkn pz�は

kn次元の基底関数のベクトルである。推定量

は以下の制約付き最大化問題を解くことで得ら

れる。

max
pi>0, q�Q

6
n

i=1
logp i s.t. 6

n

i=1
p ig i pq�/0, 6

n

i=1
p i/1

ただし，g i pq�/r pX i, q��pkn pZ i�である。上

記の制約付き最大化問題の双対問題は

min
q�Q

max
l�L

6
n

i=1
log p1,l'g i pq�� p5.10�

で与えられ，通常は p5.10�を解くことで推定量

を求める。p5.10�はさらに一般化が可能であ

る。関数 s p �を 0を含む開区間を定義域に持

つ凹関数とする。さらに，s j pv�/d js pv�/dv jと

し，s1p0�/s2p0�/,1となるように標準化する。

p5.10�の対数関数を s pv�で置き換えることで，

一般化経験尤度（generalized empirical likeli-

hood）推定量

q�/argmin
q�Q

max
l�L

6
n

i=1
s pl'g i pq�� p5.11�

が得られる。基底関数のベクトルの次元が観測

個数とともに増加するとき，一般化経験尤度推

定量 p5.11�の漸近分散はセミパラメトリック

効率性の下限に到達可能である。

最後に，条件付モーメント制約の中に未知関

数が含まれるモデル p5.1�を考える。Otsu

［2007］の方法は Kitamura, Tripathi, and Ahn

［2004］の拡張であり，Sueishi［2008］の方法

は Donald, Imbens, and Newey［2003］の拡張

である。Ai and Chen［2003］などと同様に，未

知関数 hは sieve を用いて推定される。

nを sieve 空間とする。Otsu［2007］の

sieve conditional empirical likelihood（SCEL）

推定量は

min
a=pq, h��Q� n

6
n

i=1
max
li�L

6
n

j=1
w ji log p1+l i'r pX j, a��

p5.12�

を解くことで得られる。一方，Sueishi［2008］

の sieve generalized empirical likelihood

（SGEL）推定量は，

min
a=pq, h��Q� n

max
l�L

6
n

i=1
s pl'g i pa�� p5.13�

の 解 と し て 与 え ら れ る。た だ し，

g i pa�/r pX i, a��pkn pZ i�である。

それぞれの推定量について，一致性，有限次

元パラメータの推定量の漸近正規性，漸近効率

性が示されており，推定量の一次の漸近的性質

は同等である。しかし，p5.12�と p5.13�を比較

すればわかるように，SCEL推定量は各観測値

について最大化問題を解く必要があるのに対

し，SGEL推定量は１回の最大化問題を解けば

すむので，計算量の観点からは後者が優れてい

る。

３ 今後の課題

本章で紹介した論文は，いずれも一次の漸近

理論のみを考察しており，未知関数が内生変数

に依存する場合，セミパラメトリックモデルの
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高次の漸近理論に関する研究は現在までのとこ

ろ行われていない。Newey and Smith［2004］

は未知関数が含まれない無条件モーメント制約

モデルにおいて，経験尤度推定量は高次のバイ

アスの意味で，GMM推定量よりも優れている

ことを示した。セミパラメトリックなモーメン

ト制約の場合においても，同様の結果が期待さ

れる。Ai and Chen［2003］の推定量と比較し

て Sueishi［2008］の推定量の高次のバイアスが

小さい可能性があるが，理論的には示されてお

らず，これは今後の研究課題である。

また，本章で紹介した論文では，実用上，ど

の程度の次数の sieve を選ぶべきかという問題

が議論されていない。この点については，

Sueishi［2009］がモーメント条件をもとにした

モデル選択の方法を提案しており，sieve を選

択する問題にも適用可能である。
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