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Ⅰ 序論

ボラティリティはファイナンスで最も重要視

される量で，特に計量ファイナンスの分野では

中心的な研究対象である。それは金融資産の収

益率の分散，あるいは標準偏差で定義され，金

融資産がもつリスクを計測する際に利用され，

ときにはリスクそのものを示すものとして捉え

られる。定義上，ボラティリティは直接観測で

きず，それが時間を通じて変化していくような

現象をモデル化する際には，ARCH（Autore-

gressive Conditional Heteroscedasticity）型モ

デルや SV（Stochastic Volatility）モデルなどで

潜在変数として間接的にモデル化されるのが主

流であった。この種のボラティリティ変動モデ

ルに関しては，Ghysels, Harvey, and Renault

［1996］，Morimune［2007］など多くの優れた

サーベイ論文がある。

しかし，近年，金融高頻度データの利用可能

性が拡大したことによって事情が変わった。

Andersen, Bollerslev, Diebold, and Labys

［2003］などの一連の研究によって，本来潜在

変数である日次ボラティリティの代理変数とし

て高頻度データから算出したリアライズド・ボ

ラティリティ（Realized Volatility，あるいは

Realized Variance，以下 RV）を用いて，ボラ

ティリティを直接モデル化することの有用性が

指摘された
1)
。これ以降，RVを用いたボラティ

リティのモデル化に関する研究とともに，RV

が真のボラティリティをいかに効率よく推定で

きるかに関する研究が飛躍的に増大した。前者

の RV のモデル化を特に取り上げた日本語の

サーベイ論文としては森棟［2007］や渡部［2007］

などがあるので，本稿では後者の RVやその修

正推定量が真のボラティリティをどれだけ正確

に推定することができるかという研究に焦点を

当てる。

この研究課題は古くから研究されてきた確率

過程の２次変動の理論に基づけば，一見非常に

簡単な問題にみえる。すなわち，RVの精度を

上げるには，可能な限り高頻度なデータを使え

ばよいというわけである。しかし，実際の金融

データはマーケット・マイクロストラク

チャー・ノイズ（以下MMN）を含むと考えら

れるため，あまりに高頻度なデータを使うこと

は避けるべきとされてきた。それゆえ，実証研

究者は MMN の影響を受けないと考えられる

データの頻度を，経験則や主観的な判断によっ

て決定しなければならなかったのである。

Zhou［1996］は「対数価格＋ノイズ」という

モデルで為替レートの収益率系列の一次の負の

相関を表現し，その結果として RVに上方バイ

アスが生じることを明らかにした。ノイズにや

や強い仮定はあったものの，その仮定の下でバ
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１）冒頭で触れた通り，ボラティリティは収益率の分散として定義される場合と，その平方根の標準偏差として定

義される場合，またその両者として定義される場合がある。ボラティリティを収益率の標準偏差として分散と

はっきり区別する場合，Realized Volatility は Realized Variance の平方根であるが，本稿では両者を分散とし

て扱い区別せず，いずれにしてもRVと略すことにする。



イアス修正推定量とその分散の振る舞いを明ら

かにした。この研究が，その後の「対数価格＋

ノイズ」というタイプのモデルを使ったMMN

分析の先駆けとなった。そもそも MMN をど

のようにモデル化するかは，議論の分かれると

ころであるが，本稿ではこの「対数価格＋ノイ

ズ」という現在計量ファイナンスの分野で主流

となっているモデルと，その応用を中心にとり

あげることにする。

Zhou［1996］以降の研究の流れを簡単にまと

めると次のようになる。Bandi and Russell

［2008］はよりノイズの仮定を緩め，その場合

のRVの有限標本の平均二乗誤差（MSE）を導

出し，そのMSE を最小にするデータの頻度を

決定する方法を確立した。この研究によって，

それまで研究者が主観的に決めざるをえなかっ

た RVに使うデータの頻度の決定に，理論的根

拠が与えられた。また，そのMSE を計算する

際に必要なノイズのモーメントを計算する方法

も示されており，その後の同種の研究に対して

重要な貢献となっている。

Zhang, Mykland, and Ait-Sahalia［2005］は２

種類の異なるデータ頻度で計算された RV を

使って，ノイズがある場合でも一致性をもつ推

定量を提案した。この推定量は Two Scale

Estimator（以下TS推定量）とよばれ，高頻度

データをバイアス修正，低頻度データをサブサ

ンプリングとよばれる手法を介して分散の収束

に寄与するように構成されている。また，

Hansen and Lunde［2006］は，Newey and

West［1987］の長期分散推定量を基にして，

Kernel-Based Estimator とよばれる推定量を提

唱している。この推定量はTS 推定量とほぼ同

じであり，両者の漸近的な振る舞いは全く変わ

らない。さらに，推定量の理論的な分析に加え，

ダウ・ジョーンズ工業平均株価指数に属する 30

種類の株価の MMN に関する実証研究がまと

められており，ノイズと株価の相関，あるいは

ノイズの系列相関など，独立ノイズの仮定では

捉えきれない現象が報告されている。

さらに，Barndorff-Nielsen, Hansen, Lunde,

and Shephard［2008］は，上述のKernel-Based

Estimator の標本自己共分散に対する重み付け

を一般化することによって，より広いクラスの

推定量を考察した。その一般化された推定量は

Realized Kernel（以下 RK）と名付けられ，そ

の漸近分布が導出されている。それによって，

重み付けを決めるカーネル関数の形状と真のボ

ラティリティへの収束速度の関係を整理してい

る。Sun［2006］では RK よりも一般的なクラ

スの推定量を定義し，有限標本において最適な

推定量を導出している。ただし，導出の過程で，

かなり強いノイズの仮定や推定量のクラスの制

限が必要である。

本稿の構成は以下の通りである。次節では

RVの定義とその理論的根拠となる２次変動の

理論を紹介する。第Ⅲ節では「対数価格＋ノイ

ズ」というタイプのモデルを導入し，RVに及

ぼすノイズの影響をみる。第Ⅳ節では RVを修

正し，ノイズの影響を回避するさまざまな手法

とそれらの性質を概観する。第Ⅴ節では，結語

として今後のこの分野の研究の展望などに簡単

に触れる。

Ⅱ ２次変動とRV

この節では導入として，RVの理論的根拠で

ある２次変動の理論を概観するために，資産価

格が MMN の影響を受けずに観測される場合

を考える。p tを時刻 tにおける金融資産の真の

対数価格とし，それがブラウン運動セミマルチ

ンゲールというクラスの確率過程にしたがって

いるとする。簡単化のためにドリフト項は考慮

しないことにする。高頻度データを扱う文献で

はしばしばこの簡単化が採用される。高頻度収

益率を想定した微小区間ではドリフト項はブラ

ウン運動の項に対して無視できるほど小さくな
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るからである。

p t/p0+E
t

0
ssdWs,

ただし，s tは cadlag（左連続で右極限をもつ）

確率過程で，Wは標準ブラウン運動である。瞬

間的な収益率の分散 V pdp t�/s2
t をスポット・

ボラティリティとよび，これが興味の対象にな

る場合もあるが，ここでは区間 �0, 1�における

積分値を推定の対象にする。これを Inte-

grated Volati l ity（あるいは Integrated

Variance，以下 IV）とよぶ。すなわち，

IV/E
1

0
s2

tdtである。時間の単位は日であるこ

とが多く，このとき IV は日次ボラティリティ

などとよばれる。

時刻 0/t0, t1, ..., tn/1の対数価格の系列を

�p ti�
n
i=0とする。また，簡単化のために等間隔

データの場合，すなわち t i,t i-1/1/nの場合を

考える。等間隔データの仮定は特に有限標本で

のMSE の表現やノイズの系列相関の定義に影

響を与える。本稿では１変数のボラティリティ

推定を主に紹介するので，共分散推定の場合，

異なる金融資産が同時に観測されないことが原

因となって生じる非同期バイアスを考慮する必

要がないため，この簡単化を採用する。対数価

格の一階差分 x i/p ti,p ti-1は，期間 �t i-1, t i�の

収益率をあらわす。このとき，

p lim
n��

6
n

i=1
x2

i


RV*
pn�

/E
1

0
s2

tdt, p1�

が成立する。p1�の左辺を２次変動という。そ

の有限和の部分6n
i=1x

2
i を Realized Volatility

とよび，IV の推定量として使う。このノイズ

を考慮しない場合の RV を，RV pn�
* /6n

i=1x
2
i と

表記することにする。このとき RVの漸近分布

が知られており，

� n pRV pn�
＊,IV��

L

MN p0, 2IQ�,

た だ し，IQ/E
1

0
s4

tdt，と な る。IQは Inte-

grated Quarticity とよばれる量で，p1/3�6n
i=1x

4
i

で一致推定できる。MNは混合正規分布をあ

らわし，分散が確率変数であることをあらわす。

詳細はBarndorff-Nielsen and Shephard［2002］

を参照されたい。MMNを考慮しない場合，言

い換えれば真の資産価格データが直接観測でき

る場合は，データ数を増やせば増やすほど RV

の推定誤差分散を 1/nのオーダーで減らすこと

ができる。

Ⅲ マーケット・マイクロストラク

チャー・ノイズ

Zhou［1996］は，為替収益率系列の一次の負

の相関を表現し，その結果としての RVの上方

バイアスの原因を明らかにするために，以下の

ような「対数価格＋ノイズ」というモデルを導

入した。実際に観測される対数価格 p tk はノイ

ズ tを伴って観測されると考えられ，

p tk/p t+ t,

である。観測される収益率を y i/p ti
k ,p ti-1k ，ま

た，ノイズの差分を h i/ ti, ti-1と書くことに

すると，

y i/x i+h i

である。

ここではひとまず，独立ノイズの仮定の下で，

何が起こるかみてみることにする。独立ノイズ

とは，ノイズ tiが対数価格 p tと自らの系列

tj pj4i�の両方に対して独立なノイズのことを

いう。また，ノイズの平均はゼロ，分散は w2

で 一 定 で あ る と す る。こ の と き

E py iy i-1�/,w2となり，観測される収益率は

一次の負の系列相関をもつ。もし資産価格過程

がセミマルチンゲールであれば，収益率には系

列相関はないはずである。しかし，このような

高頻度収益率データの負の相関の例は，Zhou

［1996］の為替レートの例のほか，Dacorogna,

Gencay, Muller, Olsen, and Pictet［2001］など

で多数報告されている。
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次に MMN があるときの RV の振る舞いを

みる。観測可能な �y i�
n
i=1を使って計算した RV

を，RV pn�
/6n

i=1y
2
i と書くことにする。このと

きRVは

RV pn�
/RV pn�

* +26
n

i=1
x ih i+6

n

i=1
h2

i p2�

の３つの項に分けることができる。独立ノイズ

の場合，p2�の第三項の期待値である 2nw2がバ

イアスとなる。これは一定区間内に観測される

データ数 nに比例して，RVの上方バイアスは

大きくなることを意味する。同時期にDelattre

and Jacod［1997］は丸め誤差がある場合にRV

の上方バイアスが無限に大きくなるという結果

を得ている。丸め誤差は金融資産の場合，価格

の離散性にあたり MMN のうちの一つとして

考えられる。図１は，Bandi and Russell［2008］

に掲載されている IBM 社の株価の Volatility

signature plot（またはVariance signature plot，

以下 VSP）である。VSP とは横軸に使うデー

タの頻度，縦軸に対応する頻度で計算された

RV の平均をプロットしたもので，RV 関連の

文献ではバイアスの程度を視覚的に捉えるため

にしばしば用いられる
2)
。この図でも，あまり

に高頻度なデータを使ってしまうと，RVの値

が極端に大きくなっていく様子がみてとれる。

しかし，Hansen and Lunde［2006］は，ダウ・

ジョーンズ工業平均株価指数に属する 30 種類

の株価に関して，全ての銘柄の VSP が必ずし

も図１のような形状にならないことを報告して

いる。例えば，図１とは全く逆で，高頻度にな

るほどRVの値が小さくなるようなVSP，すな

わち下方バイアスを示す銘柄もあった。そのよ

うな現象を説明するには，独立ノイズでは不十

分で，ノイズの仮定をより一般的にしなければ

ならない。p2�の第三項の期待値は，系列相関

を考慮してもコーシー・シュワルツの不等式に

より非負であるので，この下方バイアスが生じ

るためには，第二項の真の収益率 y iとノイズ

の差分 h iに負の相関がなければならない。ま

た，独立ノイズによるバイアスを修正する推定

量（後述 p3�の RV pn�
AC1）を使っても，バイアスが

修正しきれていないという実証結果も報告され

ており，ノイズには系列相関があると結論付け

られている。
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２）Andersen, Bollerslev, Diebold, and Labys［2000］によってVolatility signature plot と名付けられて以降，計量

ファイナンスの分野で定着したが，Fang［1996］にも同様の図がみられる。

図１ IBMの Volatility signiture plot

Bandi and Russell［2008］より転載。ただし，データ頻度ゼロ分は quote-to-quote データ

で計算されたRVの平均という意味である。



この節の最後に，Bandi and Russell［2008］

の RVの最適頻度に関する研究に触れておく。

上に述べた通り，MMNがバイアスを引き起こ

すことはよく知られており，高頻度データを全

て使わずに，ある程度の頻度のデータを使うと

いうことは経験的に行われてきた。頻度を下げ

ることよってバイアスは回避できるが，当然推

定の分散は大きくなってしまう。そこで，

Bandi and Russell［2008］は「対数価格＋ノイ

ズ」というモデルの枠組みの中で RVに使うた

めの最適頻度を導出した。バイアスと分散のト

レードオフを考慮して，最適化の基準として有

限標本のMSE が採用された。そのMSE を最

小 に す る デ ー タ 数 は，お お よ そ

n*
qpIQ/E ph2�2�1/3となる。つまり，最大限利

用できるデータ数 nに対して最適な頻度は，

n/n*毎のデータを使って RV を計算すること

である。ところで，この最適頻度やMSE を評

価するためには，ノイズのモーメントを知る必

要がある。Bandi and Russell［2008］では，適

当な条件の下で

p lim
n��

1

n
6
n

i=1
yq

i/E phq�, q/2, 3, 4

と一致推定できることが示されている。

Ⅳ さまざまな修正推定量

本節では，ボラティリティ推定における

MMN の影響を回避するための，さまざまな

RVの修正法に関する研究を紹介する。

Zhou［1996］では，上述の通り独立ノイズが

仮定されていたため，収益率には一次の自己相

関があった。それゆえ，以下のように，一次の

標本自己共分散項を追加することによって，バ

イアスを修正することが考えられた。

RV pn�
AC1/RV pn�

+6
n

i=2
y iy i-1+6

n-1

i=1
y iy i+1 p3�

独立ノイズなら，第二項・第三項の期待値はと

もに,nw2なので，RV pn�のバイアス 2nw2と

打ち消しあう。また，ボラティリティ一定の条

件を追加して，有限標本でのMSEが導出され，

そ れ を 最 小 に す る デ ー タ 数 が お よ そ

� 3s2/p2w2�でることも示されている。この推

定量も RV同様一致性をもたないが，サブサン

プリングという手法を使って，分散が改善され

ることが示唆されている。例えば，１分収益率

のデータをもっていたとして，MMNの影響を

考えて 15 分収益率のデータを使うことを考え

る。15 分収益率のデータは 15 通りでき，15 分

RV 推定量も 15 個計算できる。その平均をと

るのがサブサンプリングである。

Zhang, Mykland, and Ait-Sahalia［2005］は，

そのサブサンプリングを使って一致推定量を提

案した。上述のように低頻度収益率データ系列

を K通りつくることを考えたとき，その k番

目の系列を次のように定義する。

y j, k/6
K

i=1
y i+K pj-1�+k-1, j/1, 2, ..., mk

ただし，mk/[n/K�で ���はガウス記号である。

k番目の低頻度データから計算されたRVを

RV pK, k�
/6

mk

j=1
y2

j, k,

とする。�RV pK, k��Kk=1のうち RV pK, 1�だけを使う

のが，従来の低頻度データ RVを使ってMMN

を避ける方法であった。しかし，RVのサブサ

ンプリングとは以下のように K個の RV の平

均をとることをいう。すなわち，

SRV pK�
/

1

K
6
K

k=1
RV pK, k�, p4�

であり，低頻度データを使うことによってバイ

アスを軽減し，MSE を減少させる効果が期待

できる。ただし，あくまでバイアスの「軽減」

であり，バイアスはいくらか残るので p5�の第

二項による修正が必要である。

また，Kがデータ数に対して適当な程度で大

きくなれば，分散を収束させることもできると

考えられる。Zhang, Mykland, and Ait-Sahalia

［2005］は，p4�の低頻度データを使ったサブサ
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ンプリング RVのバイアスを高頻度データ RV

を使って修正し，以下の推定量を提案した。

TS pK�
/SRV pK�

,
mS

n
RV pn�, p5�

ただし，mS/p1/K�6K
k=1mkである。この推定量

は，高頻度・低頻度の２つの異なる頻度のデー

タを使ってつくられているので，Two Scale 推

定量とよばれている。独立ノイズというやや強

い仮定となっているが，MMNの影響下でも一

致性をもつ，初のRV推定量と認識されている。

漸近分布は本稿では省略するが，漸近正規性を

もち，n1/6のオーダーで真のボラティリティ，

すなわち IVに収束する。MSE基準の，最適な

mS の 目 安 は pIQ/ p3w2��1/3で あ る。Zhang

［2006］は，さらに異なる頻度のデータを使う

ことで，TS 推定量より効率を改善することが

できることを示している。この推定量はMulti-

Scale 推定量（以下MS推定量）とよばれ，収束

のオーダーは n1/4である。これは，Ait-Sahalia,

Mykland, and Zhang［2005］がパラメトリック

な設定の下で導出した最尤推定量と同じオー

ダーである。

Hansen and Lunde［2006］は，前節で触れた

ように，独立ノイズの仮定では彼らの実証結果

を捉えきれないことを示した。そこで，Newey

and West［1987］の自己相関に対してロバスト

な長期分散推定量を応用して，p3�の一期ラグ

項に加えて，H期までのラグをバートレット・

ウェイトで重み付けて追加した。

HL pH�
/g0+6

H

h=1 r1,
h,1

H �pgh+g-h�, p6�

ただし，gq/6n
i=1y iy i-qであり，g0/RV pn�，ま

た H/1のときは HL p1�
/RV pn�

AC1である。この

推定量は Kernel-Based Estimator とよばれ，

TS 推定量とは異なるモチベーションで考案さ

れたが，両者はほぼ同じ推定量であることがわ

かっており，漸近的性質は同一である。

Barndorff-Nielsen, Hansen, Lunde, and

Shephard［2008］は p6�の自己共分散項への重

み付けを一般化した以下の推定量を分析した。

RK pH�
/g0+6

H

h=1
k r

h,1

H �pgh+g-h�, p7�

ただし，k px�は定義域が �0, 1�で，確率変数で

はない。この推定量を Realized Kernel とい

い，既出の推定量を全て含んでいる。漸近分布

はカーネル関数 k px�の形状によって異なる。

表１に，主なカーネル関数と RK の収束の

オーダー，効率をまとめた。ここでの効率は漸

近分散の相対的な大きさをあらわす。上段の３

つのカーネルは，k p0�/1，k p1�/0を満たす。

H/c0n
2/3（c0は推定可能な定数）としたとき，

RKが IV に n1/6のオーダーで収束する。Bart-

lett カーネルを使ったRKは，上述の通り，TS

推定量・Kernel-Based Estimator と同じ推定量

である。

中段のカーネルには，k' p0�/k' p1�/0という

条件が加わる。このクラスの推定量は，

H/c0n
1/2としたとき，n1/4のオーダーで収束

する。Ait-Sahalia, Mykland, and Zhang［2005］

が，ボラティリティ一定，正規独立ノイズなど

のパラメトリックな設定の下で導出した最尤推

定量と，同じオーダーを達成している。

Turkey-Hanning カーネルの次数を増やしてい

くと，最尤推定量の効率８に近づく。なお，

Zhang［2006］のMS推定量は，RKの形で書く

とCubic カーネルをもつことがわかっている。

下段は，定義域に �0,y�をとるカーネル，す

なわち，無限のラグの自己共分散項 gh+g-hを

とることが可能なカーネルである。これらの推

定量は，H/pw/IQ�n1/2としたとき，n1/4のオー

ダーで収束する。特に Optimal カーネルを

使ったとき，その漸近分散の１次の項は，最尤

推定量のそれと同じである。しかし，無限ラグ

の自己共分散項を実用する際，有限個で打ち切

ることによる近似の問題や計算量の問題があ

る。実際，中段の有限のTurkey-Hanning 等の

漸近効率が十分下限の８に近いので，あえて下

段のカーネルを使うことにメリットを感じられ
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ない。

また，表１下段のクラスの Dirichlet カーネ

ルを使った RK は，Malliavin and Mancino

［2002］のフーリエ推定量の RK表現となって

いる。フーリエ推定量は他の時間領域でのボラ

ティリティ推定量とは異なり，周波数領域での

分析により導出された新しい推定量であると認

識され，MMNに対してロバストであるという

シミュレーションあるいは実証研究の結果が，

Oya［2005］や Nielsen and Frederiksen［2008］

などで報告されてきた。また，Kanatani

［2004b］や Mancino and Sanfelici［2007］に

よって，RKの形に書き換えられることが示さ

れ，ノイズに由来するバイアスを緩和する理由

が，理論的に明らかになった。しかし，表１に

もあるように，他のカーネルに比べて効率にお

いて劣っているので，実用上魅力がある推定量

であるとは言いがたい。

RKに関しては，そのサブサンプリング版が

Barndorff-Nielsen, Hansen, Lunde, and

Shephard［2007］において分析され，その実用

法が Barndorff-Nielsen, Hansen, Lunde, and

Shephard［2009］で議論されており，今後ボラ

ティリティ推定において標準的な手法になるこ

とが予想される。

最後に，有限標本での最適化に取り組んでい

る Sun［2006］の研究を紹介する。以下のよう

な二次形式は，既存の推定量全てを含む。

WRV/6
n

i=1
6
n

j=1
w ijy iy j,

この推定量のクラスはKanatani［2004a］にお

いて定義され，Weighted Realized Volatility と
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表１ カーネルの種類とその漸近分散の比較

カーネル名 k px� オーダー 効率

Bartlett (TS) 1,x n1/6 0.76

Epanechnikov 1,x2 n1/6 1.31

2nd order 1,2x+x2 n1/6 0.68

Cubic (MS) 1,3x2
+2x3 n1/4 9.04

5th order 1,10x3
+15x4

,6x5 n1/4 10.2

6th order 1,15x4
+24x5

,10x6 n1/4 12.1

7th order 1,21x5
+35x6

,15x7 n1/4 13.9

8th order 1,28x6
+48x7

,21x8 n1/4 15.7

Parzen 1,6x2
+6x3p0CxC1/2� n1/4 8.54

2p1,x�3p1/2?xC1�

Turkey-Hanning1 sin2ppp1,x�/2� n1/4 9.18

Turkey-Hanning2 sin2ppp1,x�2/2� n1/4 8.29

Turkey-Hanning5 sin2ppp1,x�5/2� n1/4 8.07

Turkey-Hanning16 sin2ppp1,x�16/2� n1/4 8.02

Turkey-Hanningy sin2ppexpp,x�/2� n1/4 8.01

Quadratic spectral p3/x2�ppsin px�/x�,cosx� n1/4 9.38

Dirichlet (Fourier) sinpx�/x n1/4 11.7

Fejer psinpx�/x�2 n1/4 8.89

Optimal p1+x�e-x n1/4 8.00

Barndorff-Nielsen, Hansen, Lunde, and Shephard［2008］より一部抜粋して

転載。

効率（各カーネル関数を使ったときのRKの漸近分散の相対的な大きさ）は

同じ収束のオーダー間で比較可能である。Ait-Sahalia, Mykland, and Zhang

［2005］の最尤推定量はオーダー n1/4で効率８となり，下限となる。



名付けられている。Sun［2006］では，この推定

量を Quadratic (Form) Estimator とよんでい

る。例えば，この表現において，RKは 
i,j
/h

毎に同じ重み付けをした特殊形となる。Sun

［2006］は，正規独立ノイズ，ボラティリティ

一定，さらに推定量を不偏推定量のクラスに

限って，有限標本MSE を最小化するウェイト

付けが，

w*
ij/

l

� l pl+4�

coshpa pn+1,
 i,j 
��,coshpa pn+1,i,j��

sinhpa pn+1��
,

ただし，

l/
IV

nw2 , a/log r
1

2
l+

1

2
� 4l+l2

+1�,
と明示的に書けることを示した。この最適ウェ

イトを使った推定量は，最良二次不偏推定量

（Best Quadratic Unbiased Estimator，以下

BQU 推定量）と名付けられている。最適ウェ

イト w*
ijには推定すべき対象の IVが入ってお

り，もし IVが既知ならば，収束のオーダーは

n1/2であり，TS 推定量などで計算した推定値

を使った場合には，先に述べた RKや最尤推定

量と同様，BQU 推定量は n1/4で収束すること

も証明されている。

Ⅴ 結語

以上，高頻度データを用いたボラティリティ

の推定問題を，RVとその修正推定量を中心に

概観した。まず，近年の高頻度データの利用可

能性の拡大が，RVという古典的で簡便な手法

に光を当てた。それを受けて，高頻度データを

扱う上で避けることができない MMN の問題

に，「対数価格＋ノイズ」という Zhou［1996］

以降のモデルを用いて，多くの研究者がこの問

題に取り組んでいる。本論でみたように，簡単

なバイアス修正，最適頻度の導出，一致推定量

の構成，ノイズの仮定の拡張，さらに推定の効

率を上げる手法の開発，そしてそれらの推定量

を一般化した統一理論といった研究が，ここ数

年の間に飛躍的に進んだ。しかし，「対数価格

＋ノイズ」というモデルの下で RV推定量の精

度を上げる方向には研究は進んでいるが，

Hansen and Lunde［2006］のような，ノイズの

性質を十分に議論するような実証研究はまだ少

ない。このことは，その利用可能性が拡大した

とはいえ，一部の欧米の研究機関を除いて，十

分な高頻度データが必ずしも容易に利用できな

いことにも原因がある。特に，欧米に比べて，

日本の金融高頻度データは利用が難しいのが現

状である。しかし，今後高頻度データの利用可

能性がより高まり，実証研究が進めば，広範な

市場と金融資産の MMN の統計的性質が明ら

かになるはずである。「対数価格＋ノイズ」と

いうデータ記述型のモデルと，既存のマーケッ

ト・マイクロストラクチャーの理論との整合性

や解釈が議論され，ファイナンスの理論研究に

おいても大きく貢献していくと期待される。

マーケット・マイクロストラクチャーに関する

理論についてはO'Hara［1995］によくまとめら

れている。

本稿では，主に分散推定についての研究を紹

介したが，最後に共分散推定について少し触れ

て お く。恒 等 式 4�Cov pX, Y�/V pX+Y�,

V pX,Y�から，共分散に関しては，分散の推定

がわかれば十分なように考えられがちである。

しかし，取引データのような金融高頻度データ

を扱う場合は，Xと Yが同時観測されず，

X+Yや X,Yといったポートフォリオが観測

不可能であるので，共分散推定には分散推定に

はない固有の問題が含まれることになる。デー

タの同時観測が仮定されている場合で，かつノ

イズを考えない場合の Realized Covariance

（RC）Matrix については Barndorff-Nielsen

and Shephard［2004］，ノイズを考える場合の

RC の最適頻度については Bandi and Russell

［2005］などがある。Hayashi and Yoshida

［2005］は，同時観測されない２つの系列の共

分散の不偏推定量を提案して，その一致性を示
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した。この推定量は非同期バイアスの問題を解

決する手法として認識され，後に Cumulative

Covariance Estimator（CC推定量）と名付けら

れた。Griffin and Oomen［2009］は，上述の

Bandi and Russell［2008］が RVの最適頻度を

導出したのと同様に，CC 推定量の有限標本の

MSEを分析し，CC推定量を計算する際に最適

なデータの頻度を求めた。Voev and Lunde

［2007］では，より一般的な状況で CC推定量

のバイアスあるいは分散が考察され，そのサブ

サンプリング版の有用性が指摘されている。有

限標本では，Kanatani［2008］がカーネルの選

択法，Kanatani［2009］が CC推定量のサブサ

ンプリングについて研究している。しかし，全

体としては，共分散の場合は観測の非同期性を

考慮しなければならないため，特に漸近論にお

いて，分散の場合に比べて研究は進んでおらず，

その重要性を鑑みれば今後の研究の進展が期待

される。
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