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Abstract 

五ngeringpatternと呼ばれる樹木状パターンは物理系、生物系を問わず多くの系で現れるが、中

でも多様なパターンを作るバクテリアコロニーについてはまだその形成機構ははっきりしていな

い。ここでは、まずバクテリアの硬い寒天表面での運動のし難さを非線形拡散として取り入れた

コロニ一成長の偏微分方程式モデルを新しく提案する。このモデルは実験のパターンを定性的に

はかなりよく再現するだけでなく、界面の運動方程式を導出して他の既知のお1geringmodelと

の比較することが可能である。

次に、十分発達した五ngeringpatternの複雑なダイナミクスを調べるために各五ngerの先端を

運動、成長する要素と見て、これらの要素の運動の軌跡として五ngeringpatternを捉える見方を

提案する。このように見た時、要素が分裂して系の自由度が変化するのが五ngeringpatternの特

徴である。我々は l次元空間での簡単な分裂要素モデルを提案し、分裂が系のダイナミクスに与

える影響を調べた。分裂をルールとして導入するとお1geringpatternで観察される様々な時空乱

流状態が現れた。この系の性質は従来の力学系の方法を拡張して調べることができる。また、長

距離相互作用の極限で fractalが現れる原因が定性的に説明された。
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1 Introduction 

バクテリアの個体は大きさ約数 μm、分子よりはるかに大きいが目には見え万い。しかし、彼

らは分裂して個体数を増やしマクロな大きさの集団を形成する。例えば、ゼリーを庖から買って

きてフタを空けて 2----3週間食べずに放置すれば誰でもゼリーの表面に数種類のバクテリアコロ

ニーが円形に広がっているのを観察することができるだろう。これらのコロニーは普通、 1平方

ミリメートル当たり 10万匹を越える数のバクテリアで作られているので、パターン形成は決定

論的なモデルでほぼ説明できると考えられる。

好条件では単に円形に広がるコロニーも悪条件、例えばほとんど栄養分を含まないゼリーで成

長させると多様なパターンを形成する。代表的なものに fingeringpatternと呼ばれる樹木状パ

ターンがある。その l本 l本の枝(以降、五ngerと呼ぼう)はやはり非常に多くのバクテリアの

集団からなり、それらが木が育つように成長、分裂を繰り返し互いに相互作用して複雑なパター

ンをっくり出す。このような樹木状パターンは他のさまざまな系でも観察されている。物理系で

は、 viscousfingering、電析(金属葉)、結品成長、放電現象、亀裂などをあげることができるし

[31ト生物系では、先ほどのゼリーにも同居するであろうカピのコロニー [14]や植物の根、ある

いは樹木そのもののパターンも広い意味では五ngeringpatternに含めることができょう。このよ

うな系の多様性から、我々は fingeringpatternの基本的な特徴は個々の系のミクロな性質には依

存しないより普遍的なダイナミクスで説明できるのではと期待するが、そのようなより高次のダ

イナミクスへの縮約方法は現在までのところ見い出されていない。

本研究ではバクテリアコロニーにおいてどのように五ngerが形成され、多数の五ngerがどのよ

うなダイナミクスでパターンをっくり出すかを考察する。バクテリアコロニーの五ngeringpattern 

には 1)基本的に栄養濃度のつくる一変数の拡散場に支配されて成長する、 2)微視的過程の基本

単位であるバクテリアが既に統計力学的にはマクロな大きさである、 3)実験的には微視的過程を

顕微鏡で直接観察できる、という特徴がある。バクテリアコロニーのパターン形成には多くの興

味深い生物学的な問題も含まれるが、本論文ではそれらには全く触れず、むしろ物理系としてと

らえる立場で、バクテリアコロニーを扱うことにする。まず実際の実験をとりあげ、章を追ってい

くにしたがって、理想化された状況でのより一般的な話題を扱うことにしよう。

2章では、きれいな実験結果のある枯草菌コロニーのパターン形成 [9，22， 32， 33]を研究対象
として取り上げ、 バクテリアコロニーにおける五時erの形成を議論する。我々はまず実験結果を

定性的に再現する偏微分方程式モデルを提案する。近年、実験の進展に伴い、いくつかのモデル

[2，3， 13， 11， 19]が提案されているが VlSCOUS五ngenngのような既知の物理系の五ngeringpattern 
と比較できるような簡潔な形では議論されていない。我々のモデルはいくつかの条件のもとで界

面の運動方程式に還元でき、それを用いてバクテリアコロニーでの五ngeringの機構、既知の物

理系との共通点、相違点を明らかにすることができる。

偏微分方程式や界面の運動方程式は実験の再現や fingering初期の不安定性を議論するのには

適当であるが、五ngerが十分発達した後で、複雑な樹木状パターンがどのようにして形成されるの

かまではわからない。 2章後半では、五ngerが発達して十分 localizeしているという理想的な状

況を考えて五nger同士の相互作用について考察し、五ngeringpatternの複雑なパターン形成には

白1gerの分裂が必要であることを見る。

3章では個々の五ngerの先端を運動、成長する要素とみなし、多体系のダイナミクスとして

五ngeringpatternをとらえることを試みる。 Fingeringpatternを dynamicalな視点でとらえた
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実験、理論はまだ非常に少ない [25，18， 29]0この目的のために我々は問題を非常に単純化して、
l次元空間で相互作用をして運動するごく簡単な離散要素モデルを考える。個々の要素に分裂す
る性質を与えると、このモデルはさまざまな五ngeringpatternを再現することがわかる。
このモデルは要素数が変化することが特徴であるが、従来の力学系と同様な手法で系を調べる
ことができる。 3章後半ではお1geringpatternに見られる乱流状態の特徴を調べ、フラクタル的
な空間構造が現れる原因を考察する。4章ではこの研究を総括し、未解決な問題について整理し
てみたい。
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図 1:枯草菌コロニーの相図(中央大学、松下研究室の実験 [16]) 

2 バクテリアコロニーにおける fingerの形成

ここでは個々のバクテリアを微視的に見ることはせず、個体数密度に対する偏微分方程式で、バ

クテリアコロニーの成長を記述することにしよう。硬い寒天上でバクテリアが単独では動けなく

なるという観察事実を再現するために、非線形拡散を導入したのが我々のモデルの特徴であり、非

線形拡散を導入すると界面の運動方程式を systematicな方法で導出でき、それによって他の既知

の物理系の五ngeringlnodelとの共通点、相違点が明らかになる。後半では五ngeringpatternが

十分発達した後のダイナミクスを考察する。ここで、我々は個々の五五gerをパターンの l要素と

捉える見方をとり、五ngerが分裂せず個数が変化しない場合について複数の五ngerのダイナミク

スの性質を調べる。

2.1 実際のバクテリアコロニー~実験の reVlew，....._， 

理論の話に入る前に実際のバクテリアの五ngeringpatternについて実際の現象に対するイメー

ジをつくることにしよう。ここでは、この節の研究の対象である枯草菌コロニーの実験[22，32， 33] 

を中心に概説しよう。

l匹の枯草菌は長さ約5μm、幅約 lμmの円筒形で複数の鞭毛を持つ。枯草菌コロニーの実験

では、シャーレの中に作った一様に養分を含ませた寒天の表面にバクテリアを点状に接種し'恒温

恒湿器内でコロニーを培養する O バクテリアは寒天表面で鞭毛を使ってかなりランダムに動き回

りながら養分を食べて増殖b数 cm大のコロニーを作る。実験のコントロールパラメータは寒天

を作る時に溶かした寒天の濃度 Cα と養分の濃度 ηoでそれ以外の培養条件は固定しである。寒

天濃度が高いと寒天は硬くなり枯草菌はほとんど動けなくなるが、寒天濃度が低く寒天が軟らか

いとバクテリアは非常に活発に運動する。寒天が軟らかいときのバクテリアの拡散係数は数 100

μm2/3であることが顕微鏡観察で知られている。一方、養分濃度はバクテリアの運動だけでなく

増殖率も変化させる。水溶液中の培養のデータから養分が十分多いときには分裂は 0.5----1時間

に一回おきていると推定されている。養分濃度が低くなると増殖率と活動度が低下し、ついには

バクテリアは一切の活動を停止して、芽胞と呼ばれる冬眠用の耐久力のある形態に変化する。こ

の2つのパラメータを変化させて培養して得られるバクテリアコロニーの形態について図 1のよ
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図 2:A領域 (DLA)[32] 図 3:Aから Bへの過程 [32] 図 4:B領域 [32]

図 5:E領域 (DBM)[16]
図 6:C領域(ring)[32] 

図 7:D領域(円形)[32]

うな相図が得られている。

この相図では縦軸が初期養分濃度旬、横軸が寒天濃度の逆数 l/Cαであるので、右上にいくほ

ど養分が豊富で、動きやすくバクテリアにとってはいい環境になる。 おおまかにパターンは図 2--

7のような A---E5つに分類されている [16，32]。養分が乏しくほとんど動けない最悪の条件では
Aのようなフラクタル的な五ngeringpatternが約 1カ月の培養で得られる。このパターンはフラ

クタル次元の測定からほぼ diff凶 ionlimited aggrigation (DLA)シミュレーション [34]で得られ

るパターンと同じであることが知られている [22]0DLAパターンは養分濃度を上げて B領域に

入るに従って五ngerが太くなって合わさり、コロニー界面に凹凸があるコンパクトなパターンと

なる。コロニーの成長速度も上がり Bパターンは約 1週間でできあがる。 C--Eは鞭毛のない

枯草菌を作って行なった実験から、バクテリアが運動している場合のみに現れるパターンである

ことがわかっている。バクテリアにとってもっとも条件のいい D領域では滑らかな円形の disk

パターンが薄く広がり約半日で大きくなる。中間的な E領域ではほぼ滑らかな円形の外形をもっ

び、っしりと詰まった densebranching morphology (DBM)と呼ばれる五ngeringpatternが生じ

る。栄養濃度を下げると五nger同士の間隔は広がるが A のようなフラクタルパターンにはなら

ず枝の分岐も少ない。 C領域ではやや不規則な nng状のパターンが現れる。それぞれの同心円は

コロニー外縁の成長に伴って形成され、時間的には静止している。 1つ lつの同心円が DBMの

ような細かなお1gerでできていることも多いo E、Cの領域ではコロニーは 2--3日かかって成

長する。

コロニーの中のバクテリアの状態、は光学顕微鏡で容易に観察できる。図 8~10 にコロニー外縁
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図 8:B領域のコロニー界面の図 9:E領域のコロニーの成長図 10:D領域のコロニー界面

顕微鏡写真(バクテリアはつなする五 先端の顕微鏡写真の顕微鏡写真(小さな棒状のも

がってスパゲツテイ状)[321 116I ngu のがバクテリア l個体)[16] 

の界面付近の顕微鏡写真を載せた [16，32]0 A、Bではバクテリアはコロニーのどの場所でもほと
んど動かず、何層にも重なりあっている。 Aは界面のごく近くを除いでほぼ全体が芽胞状態にあ

るが、 Bの界面付近はバクテリアが縦につながってスパゲッテイ状に絡まりあっている。 A、B

はバクテリアの増殖にともなって界面が内部から前に押し出されることでコロニーが成長する。 E

ではバクテリアは重ならずに 1層で、広がってコロニーを作っている。バクテリアはどこでも込み

合っているが、栄養の豊富なコ白ニーの外縁部では活発に運動しており、栄養を食べ尽くした内

部では動いていない。バクテリアが活発に運動していてもコロニーの界面は非常にシャープであ

る。良く見ると界面はほとんど動かなくなったバクテリア数匹でできていて、内側から突っ込ん

できたバクテリアがわずかに界面を進めて動かなくなってしまうというプロセスを繰り返してコ

ロニーが成長している。これは、寒天が硬いためにバクテリアが単独で寒天上を動き回るのは困

難で、他のバクテリアが通って道ができていたり、集団になって運動したりしなければ活発に運

動できないためだと考えられている。 cは内部では数層になることもあるがもっとも外側の ring
の先端ではバクテリアの状態は Bと良く似ている。 Dでもバクテリアは l層でコロニーを作って

いるが、その密度は低くて比較的散らばっている。バクテリアはコロニーのだいぶ内側まで活発

に動いている。肉眼で見るとコロニーの界面は滑らかな円であるが、顕微鏡でみるとはっきりし

た境界はなく数 100μmの幅を持っている。 Eと異なり界面でもバクテリアはかなり自由に動き

回ってコロニーを広げている。

このような状況はある程度まではどのバクテリアにも共通しているものと思われる。特に、 DLA

パターンのようなお1geringpatternは大腸菌 (E.co町、サルモネラ菌、霊菌、プロテウス (Proreus

mirabilis)などで、それぞれの種にとって非常に悪い培養条件下で形成されることが確認されて

いる(図 11はサルモネラ菌のお1geringpattern [17])。しかしながら、中間的な培養条件では種

によって出現するパターンもかなり異なる。例えば、大腸菌 (E.coli)はきれいに整列したスポッ

ト状のパターンを作るし、プロテウス (Proreusmirabilis)では滑らかな同心円パターンや時間空

間的に乱れた雲の衛星写真のようなパターンが見つかっている。また、図 12のように同じ枯草菌

で現れる五ngeringpatternでも株によって見かけがやや異なるのが普通である [17Jo

2.2 コ口二一成長の偏微分方程式モデル

前節で述べた枯草菌コロニーのパターン形成に対してはこの 1~ 2年でいくつかのモデルが提

案されてきている [2，3，13， 11， 19Jo A領域を DLAシミュレーション [34トD領域を Fisher方程
式で説明する立場は従来からあり実験でもある程度まで検証されているが、これらのモデルはこの

6 



図 11:

サルモネラ菌 (S.marcescense )の nn-

gering pattern [17] 

図 12:別の枯草菌でできる五ngeringpat-

tern (2つのコロニーがあるのは最初に 2

点に接種したため。)[17] 

全く異なる 2つのモデルを統ーして、相図全体を再現することを目標にしている。現在のところ、
偏微分方程式モデルあるいはバクテリアの小集団を l要素としてそれらの運動と増殖を lattice上
での適当なルールとして与えるモデルを Ben-Jacob、松下、川崎、三村らがそれぞれ独立に提案
している [2，3， 13， 11， 19]。これらは A--Eのすべてを再現するモデルではないが、それぞれい
くつかのパターンの再現には成功している。

我々はバクテリアコロニーのパターンの再現するとともに、既知の物理系の五ngeringモデル
との比較をしたい。ここでは、前節で述べたバクテリアのミクロな運動状態の違いを定性的に採
り入れて、比較的解析の容易な偏微分方程式モデルを提案する。

モデルを簡単にするために、バクテリアの状態を活動状態と不活動状態の 2つに分けて考え、
それぞれの状態にあるバクテリアの個体数密度を b(x，t)、α(x，t)としよう。これは、他のいくつ
かのモデル [3，19]でも使われている方法であり、不活動状態は芽胞状態と芽胞になりかけの状態
に対応するもの考えてバクテリアは増殖、運動、養分の消費などいっさいの活動を行なっていな
いとする。我々はさらに、活動状態にあるバクテリアの運動は養分濃度 η(x，t)や不活発なバクテ
リアの密度 α(x，t)には無関係にランダムに運動すると仮定しよう。養分濃度に対する依存性は活
動状態、のバクテリアの増殖率と不活動状態への転換率に含めて採り入れることにする。芽胞状態
になったバクテリアは周囲の栄養濃度が増加すると数時間かけて再び活動状態に戻るが、この実
験では栄養がなくなったところに再び栄養が供給されるという状況は起きないので不活動状態か
ら活動状態への変化は無視できる。以上の点を考慮してコロニ一成長の方程式を以下のように与
える。

。tb=マ[D(b)マb]+ g(n， b) -h(n， b) 
。tα=九(η，b)

(la) 

(lb) 

ここで、マは寒天表面での 2次元の空間微分、 D(b)は活動状態にあるバクテリアの拡散係数、
g(η，b)、h(九1b)はそれぞれバクテリアの増殖と不活動状態への転換を表す。
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養分は初期に一様な濃度 η(x，O)=ηoで寒天中に用意され、バクテリアによって消費される。

実験で使われる寒天は厚さ 2--3 mmで、できあがるコロニーのサイズに比べてごく薄いので、

養分濃度は以下のような 2次元の拡散方程式に従うとみなしていいだろう。

。tη=Dnムη-f(n，b) (2) 

式中のムは寒天表面での2次元の Laplacianで、 Dnは養分の拡散定数、 f(η，b)はバクテリア

による養分消費を表す。

上記のモデル方程式 (1)，(2)は b(x，t)とη(x，t)の2変数で閉じた形になっている。実際にコロ

ニーとして我々が観察しているのは全バクテリア密度 b(x，の+α(x，のであることに注意しよう。

関数 f(ηヲb)、g(η，b)、九(ηヲb)は通常、次の 3つの条件を満足するように決めるのが自然であ

ろう。

1.バクテリアによる養分の消費率 f(η，b)はf(O，b) = f(η，0) = 0を満たし、 養分濃度 η(x，t)、

活動状態のバクテリア密度 b(x，t)の増加関数である。

2.単位時間当たりのバクテリアの増加数g(η，b)はg(Oぅb)= g(η，0) = 0を満たし、やはり
η(x， t)、b(x，t)の増加関数になる。

3.不活動状態へ転換するバクテリアの数九(π，b)は九(η，0)= 0を満たし、活動状態のバクテ
リア密度 b(x，t)とともに増加する。

簡単のため、ここでは上の条件を満たすもっとも単純な関数形を用い f(ηヲb)、g(n， b)は仇の定
数倍、 九(η，b)は bの定数倍であるとする。

バクテリアの運動状態は拡散係数D(b)に反映される。寒天が軟らかくバクテリアが動きやすい

D領域では D(b)が定数であるとしてもそれほど不自然ではないが、その他の領域ではバクテリ

アは低密度ではほとんど動くことができない。また、通常の拡散で D領域で見られるような徐々

にバクテリア密度が増加する界面は説明できるが、 E領域のような階段関数的なシャープな界面

は説明できない。このような観察から我々は D以外の領域では D(O)::: 0であり、非線形拡散が

起こっているものと推定する。通常の拡散と非線形拡散がマクロなパターン形成にどう影響する

か調べるために、我々は拡散係数 D(b)をbk に比例するものとし、 k= 0の通常拡散と k戸0の

非線形拡散を比較しよう。

以上の議論と適当な無次元化によって、我々のモデル方程式 (1)、(2)は最終的に3つの非負の

パラメータ D、μ、kをもっ以下の式になる。

θtη=ムηー ηb，

atb = Dム(bk+1)+ (η-μ)b 
。tα=μb.

(3a) 

(3b) 

(3c) 

ここで養分濃度の初期条件は η(x，0) = 1に規格化されている。バクテリア密度の初期条件b(x，O)= 
bo(x)はバクテリアの接種の仕方に依存して決まる。境界条件は実験にあわせた場合はシャーレ

の境界でノイマン条件を課すが、理論的解析ではシステムサイズ無限大とみなして Ixl→∞で
η(x， t)→ 1、b(x，t)→ 0等を用いる。
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図 14:シミュレーションに{吏われた random

latticeの Voronoicellの体積 υとポンド

の長さ dの分布。

図 13:random latticeの例

まず、シミュレーションでこのモデルの振舞い調べよう。五ngeringpatternは一般にシステムの
異方性に非常に敏感であり、シミュレーションで使われる格子の異方性の影響を取り除くのが難

しい。その目的のために我々は randomlattice[8， 20]を用いたo random latticeはランダムに散
らばせた格子点から Voronoi分割によって生成した図 13のような格子である。ただし、我々は通
常の Euler差分が使えるように、 randomlatticeの隣合う格子点の聞の長さがある長さ do(ヂ0)
以上になるように格子点を分布させた。以下のシミュレーションでは人工的なノイズは加えてい
ないが、格子点間の距離 dとVoronoicell υの体積は図 14のように分布しており、これによっ
て自然にノイズが導入される。

シミュレーションは k=Oぅ1，2，3に対して、システムサイズ (Lx，Lν)= (200，40)で 10000格
子点からなる randomlattice上で行なわれた。我々は y= 0，らに周期境界条件、 x = 0に対
してノイマン条件、 x= Lxに対して b(x，t)=α(x， t) = 0、η(x，t) = 1の固定境界条件を謀し、
線状の初期条件 η(x，0) = 1、α(x，O)= 0、b(x，0) = 0.01θ(5 -x)が使われた。ここで θ(x)は
Heavisideステップ関数である。シミュレーションの結果は以下のように要約できる。

• k = 0の通常の拡散の場合、コロニーはパラメータ D、μの値によらず直線界面を作って
一定速度で成長する。界面の進行速度は D とともに増加し、 μを大きくすると減少する。

• k = 1，2，3の非線形拡散の場合、直線界面は D の減少、 μの増加に伴って不安定になる。
いくつかの D、μに対する k二 1の結果を図 15に載せた。

o Dが小さくて μ=0の時は、不安定化したコロニー界面はいくつかの cuspを形成し
てへこむが、 cuspが成長して溝を作ることはない。

。一方、 μがOでない場合は、不安定化した界面はfi.ngeringpatternを形成する。 D を
小さく μを大きくしていくと五ngeringpatternは次第にフラクタル的になる。同時に
コロニーの成長速度は小さくなり、全バクテリア密度 b(x，t) +α(x， t)は増加する。

実験のパラメータであ

また以前に議論したよ

これらの結果は前節に紹介した実験 [22】9，33]と定性的に一致している。

る初期養分濃度 ηoは無次元化後のパラメ ータμの逆数に比例している。
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図 15:D = 0.1，0.5、μ=0，0.15に対する α十b、b、η のスナップショットの濃淡図。 μ=0の
時、 α=0なので α+bとbは同じになる。
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図 16:界面付近での b(x，t)、η(x，t)の典型的な形

うに、 D領域以外では kヂ0であり、寒天濃度 Cα が大きいほどバクテリアの運動は抑えられて
拡散係数 Dが小さくなると考えられる。従って、 D領域はた =0で Dが大きい場合に対応し、
A領域はたヂ 0で Dが小さく、 μが大きい場合に対応する。このモデルでは C領域で見られる
ようなTlngパターンは現れないが、この点は後の 92.3.2の議論で触れよう。

2.3 コロニー界面の運動

2.3.1 界面の運動方程式の導出

五ngeringpatternを示す系の中では viscousfingeringが早くから知られ多くの研究がある o
VlSCOUS五ngenngのモデル方程式は粘性の異なる二種の液体の界面の方程式として与えられ、 2
次元 Laplace場に従う圧力場中での成長であることから複素解析を活用した解析が行なわれてい
る。また、 2次元拡散方程式に従う温度場中での結品成長現象の五時eringmodelとして提案さ
れた pahse五eldmodel [12， 4]に対しでも、 Caginalpによって界面の運動方程式が導かれている
[5]。このように五ngeringpatternを形成する既知の物理系は界面の運動方程式として表現したと
き始めてお互いの共通点が明らかになる。ここでは前節で提案した偏微分方程式モデルからコロ
ニー界面の運動方程式を導出して上記の物理系との比較をするとともに、バクテリアコロニーで
五gneringpatternが形成する条件を考察する。我々は Caginalpによって用いられた摂動展開法
と類似の方法を使い、方程式 (3)で作られるコロニーの界面の厚さを εとして、 ε→ 0の極限で
方程式を εに対して摂動展開をする。この目的のために必要な唯一の物理的考察は方程式の各項
が εに対してどのようにスケールされるかをあらかじめ推定することである。計算の詳細に入る
前にもっとも簡単な場合の界面の運動を考えよう。

図 16にl次元シミュレーションから得られる kヂ0、μ=0での b(x， t)、η(x，t)の形の l例
を界面付近を拡大して示した。界面付近でのバクテリア密度と養分濃度の典型的な大きさをそれ
ぞれ B、N、特徴的な空間、時間スケールをそれぞれ X、T としよう。界面の進行速度 Vのス
ケールは XjTと表せる。界面の運動方程式は界面の外側での変数の状態を内部の変数を決定す
るための境界条件とみなせる場合に導くことができるが、モデル方程式(3a)、(3b)の各項が界面
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付近ですべて同じ大きさで釣り合っている時にはそのような状態は明らかに実現しない。ここで

はバクテリアによる養分消費が非常に早く、式 (3a)の第 l項 atη rvN/Tと第3項 ηbrvJVBが

バランスしていない場合を考え、界面での栄養濃度の勾配 1¥7η1rv N/Xを界面に対する境界条件

と考えよう。式 (3a) の第 2 項と第 3 項のバランス N/X~2 rv NB、式 (3b)の第 l項と第2、第3

項のバランス B/Trv DBk+1 / X2 rv N Bから B、N を消去すれば、我々は容易に界面での栄養
濃度勾配|マη!と速度 Vの関係式

N __ /V¥五平T
1¥7ηIrv一rvV (一)
λ ¥DJ 

を推定することができる。界面の外部、特にコロニーの外側では式 (3a)の第3項ゅは Oになり、

第 1項と第2項が釣り合って養分濃度は拡散方程式に従うだ石う。 z→x/εの空間座標の変換で
コロニーを遠くから眺めて、コロニーの界面の厚さを f.X と見ょう。この時、我々が ε→ Oの極

限でも先の関係式と拡散方程式を不変にして意味のある界面の運動方程式を得るためには、時間

座標の変換 t→t/ε2とパラメータの変更 D→ f.D をすればよい。
上の議論では式 (3b)の第 4項 μbの大きさの評価をしなかったが、以下では μ→ εμ の変換

を採用しよう。実際、 μrv0(1)の時は界面は常に止まってしまい、 μをO(ε)より小さくすると

μ=0と結果は変わらないことが以下の計算と同様の手続きですぐにわかる。

さて、以上の考察をもとに摂動計算を行なうことにしよう。上記の変換 z→ x/ε、t→ t/ε2、
D→ f.D、μ→ εμ をモデル方程式 (3)に行なうと以下の式が得られる。

η(x， t)とb(xヲt)を

ε2θtn = f.2ムη-ηb

f.2otb =ε3Dム(bk+1)+ (η-f.μ)b 

η=乞εmη(m)(x，y， t)， 
m=O 

( 4a) 

(4b) 

(5) 

のように εで展開し、式 (4)に代入して整理すると εの各次数に対して以下の式が得られる。

。(1)η(O)b(O)= 0 
。(ε)η(l)b(O)+η(O)b(l) = 0 
μb(O) = 0 

O(ε2)仇η(0)=ムn(O)_η(0)b(2)ー η(l)b(l)_η(2)b(0) 

戸。tb(O)=η(0)b(2) + (η(1)ー μ)b(l)+η(2)b(0) 

界面の内部では空間微分の大きさが1/f.程度になるので、これらの展開は界面の外側でのみ正し
い。この outerexpansionを整理すると、我々は以下の結果を得る。

もし η(0):戸0なら、 Otη(0)=ムη(0)an d b (0) = 0 ( 6 a) 

b(O) = 0 for μ=0 
もし η(0)= 0なら (6b) 

、Otb(O)= 0 for μヂ0

式 (6a)は明らかにコロニーの外側 b(x，t) +α(x， t) = 0で成 り立つ。また、後でわかるようにコ
ロニーの内側では式(6b)が成り立つ。

12 



次に速度 V で進行している界面の近傍で、 innerexpansionを考えよう。 z軸を界面に垂直な方
向にとって、界面 x=ゆ(仏t)近傍で z方向に拡大した動座標 EC三 Zーゆ(y，t)を取ろう。 (x，y，t)
から (c，y， t)に座標変換すると式 (3)はご軸上で以下の形になる。

ε28tη = θごとη+ε(V+κ)8eη十E28ννη ー ηb
E
2
Otb =εD(aee十日θe+ε28νν)bk+1+ EV 8eb + (η-Eμ)b 

ここで、 V三θtゆと κ三一九νゅはそれぞれ界面の速度と曲率を表す。
この座標系を用いて再び η(x，t)とb(x，t)を

η=乞εm元(m)(c，y，t)

(7a) 

(7b) 

(8) 

のように書き、上の方程式を εで展開する。以下では、この内部座標系を用いた innerexpansion 
を吋を付けて表記する o

('" 元(m)とb(m)に対する境界条件は outerexpansion (5)とinnerexpansion (8)の接続条件

乞門(m)(乙y，t) =乞ハ(m)(ゆ+εc，y， t) 
m=O mニO

から得られる。形式的な E展開から、元(m)と η(m)の条件が4→ 0、5→∞の極限で以下のよ
うに得られる。 。(1) 8e元(0)(土∞，y，t)=O，

元(0)(士∞小t)=η(0) (ゆ士 0，y， t) 

O(ε) 8e仇(1)(土∞，y，t) = axη(0)(中士 0，y， t) 
式中の A(士∞)= A(ゆ土 0)は

の1lI各百己である。

式 (7)の 0(1)展開は

1ime→+∞ A(と)= limo→0，8>0 A(ゆ+8) 
lime→一∞ A(と)= limo→O，o<O A(ゆ+8). 

8a元(0)=元(0)6(0)= 0 (9) 

であり、これに対する境界条件は弘元(0)(土∞，y，t)= 0である。この方程式の唯一の可能な解は
元(0)=定数で、これは条件元(0)(土∞，y，t) =η(0)(ゆ土 0，仏t)と合わせて、界面での η(O)(x，t)の
連続条件以0)(ゆ+O，y，t) =η(0)(ゆ-O，y，のを与える。
この解を方程式 (7)に代入すると O(ε)の展開として以下の式が得られる。

δee冗(1)一元(1)6(0)一元(0)b(1)= 0 
DfJa6(0)k+1 + V ae6(0) + (元(1)ー μ)6(0)十元(0)b(1)= 0 

(10a) 

(10b) 

この方程式の境界条件は 8e元(1)(土∞，y，t) =ゐη(0)(ゆ士 0，y， t)と8eb(0)(土∞，y，t)=Oである。
式 (9)と(10)から、五(0)6(1)= 0がすぐにわかる。従って、我々のモデル方程式はこの次数で閉
じが1)と 6(0)は上式 (10)を解くことによって得られる。
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outer expansionで得られた式 (6a)と接続条件以0)(士∞，y，t)= b(O)(ゆ土0，y， t)から、 6(0)(+∞，y 
， t)はOに等しいことがわかる。また、 6(0)ヂ0なら η(0)(仇y，t) =元(0)= 0であるので、式 (6b)
がコロニー内部で成り立つことがわかる。従って、街角(1)(一∞，y，t)=Oである。もし、この境
界値問題 (10)の安定な解が一意的に決まれば、我々の得たい速度 Vと界面での養分濃度の勾配
Oxη(0)(ゆ+0ぅYぅt)の関数関係が求まる。

方程式 (10)は変数変換によって lパラメータ μだけの方程式に変形できる。

8a元(1)二元(1)6(0)

θa6(0)k+1 + 8<6(0) + (元(1)ー μ)6(0)= 0 

境界条件 内角(1)(_∞，y，t) = 8<6(0)(一∞ふt)= 6(0)(∞小t)= 0 
ここで使われた変数変換 6(0) → Bb(O) 、元(0) → Ñ元 (0) 、と→ Xç 、 μ → Nμ は~ÿ三 (D/V)1!(2k+1)、

N三V/X、8三1/X2で与えられる。
我々の求めたい関係式では九η(0)(ゆ+O，y，t)=々が1)(∞，y，t)は V から決まる未知変数であ
るので、上記の境界条件は単純に考えると 1つ足りない。付加的な条件は k戸0の場合には以下
のように求まる o k 1= 0なら、図 16のように界面のすぐ外側で bが完全にOになるので、 b(O)(ご)
がごく Oで正でとど 0でOになるようにとの原点を取ることができる。式 (llb)の第 3、4項
は bが巾的に小さくなる時、第 1、2項に比べて無視できるので、原点付近代く 0)でのる(0)(ご)
の漸近形が以下のように与えられる。

(lla) 

(11 b) 

5伊)(ご)→(-k!l c) k as c ~ 0 
従って、拡散の非線形性のために新しい境界条件

3ω酬伊刷<b(川川州b以伊仰川(伊例川O吋川)代川(伊件帆川Oトι日川一「寸ヲ，y
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上述の境界条件のを満たす式 (11)の解が決まれば、 8xη(0)(ゆ+O，y，t)とμの関係

8xη(0)(ゆ+O，y，t) = F(μ) (14) 

が求まる。ただし、ここで我々はこれらの解の安定性を仮定した。元のスケールに戻すと、この

関係式は界面での養分濃度勾配の大きさ|マη(0)I三九九(0)(ゆ+0ぅy，t)を界面速度 Vの関数とし
て以下のように与え、 outerexpansionの結果 (6)と共にバクテリアコロニーの界面の運動方程

式を完成させる。
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マ (15a) 

山(0)= 6n(0) コロー外側
(15b) 

η(0) = 0 コロニーの内側

式 (11b)で拡散の非線形性があって始めて付加的な境界条件 (13)が得られるので、通常の拡
散 k=Oではこのような界面の運動方程式は求まらないこと注意しよう。
我々は式 (11)と境界条件 (13)の境界値問題を緩和法を用いて数値計算し、式 (14)の関数F(μ)
を得た。図 17にいくつかの kの値に対する F(μ)を示した。 F(μ)の特徴は以下のように要約で
きる。
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図 17:k = 0.5，1.0，2.0に対する F(μ)の

計算結果

図 18:μ が大きい時の F(μ)の巾の指数
η(k) 

• F(O)はOでなく、たの増加関数である。それで、 μ=0か界面の速度 Vが大きい時、

l¥7n(O)1αv (~) 2k+l 

が成り立つ。この関係式はこの節の始めに定性的な議論で得たものと同じである。

・ μ が大きい時、 F(μ)αμη(k) である。 η(k) は k の増加関数で図 18 に示したように η(1)~0.5

である。大きな μに対する F(μ)の関数形は以下のように Vが小さい極限での界面の運動
を表している。

|マη(0)Iα V( as V→ 0， (17) 

ここで(= [2k + 3 -(2k十2)η]/(2k+ 1)である。特に、|マη(0)Iは η=0.5つまりたど l
の時、 V にほぼ比例する。

(16) 

• k→ Oの極限で F(μ)はOに近付く。

2.3.2 議論:界面の運動としてみたコロニ一成長

以上のように kヂ0に対して我々のモデルから界面の運動方程式 (15)を構成することができ
た。これを用いてバクテリアコロニーのパターン形成について何がいえるか以下で議論しよう。

まず始めに l次元空間 zでコロニー界面の成長を考察しよう。拡散方程式 (15b)‘の定常進行

解は

η(0) = f 1 -e一印-Vt) x三Vt
I 0 xく Vt

( 18) 

のように与えられるので、界面での養分濃度の勾配 1¥7η(0)1の値は Vに近付く傾向がある。従っ

て、 l次元的成長の場合の進行速度 V の時間発展は固定点|マη(0)1= V を調べることで定性的
に把握できる。図 19の模式図に示しであるように、式 (15a)に従う界面の振舞いは定性的に以

下の3つに分類できる
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IVnlOI 

上=0or k<l 
D すメo，k>l 

IVnlOI 

V V 

図 19:V に関する|マη(0)jの特徴的な関数形

1.μ/D二 Oまたはたく 1の場合、 V= 0に不安定固定点、 V戸0に安定な固定点がある。し
たがって、任意の初期条件に対して界面の速度は Oでない一定値に漸近する。

2.μ/D(ヂ0)が小さく、 k> 1である時、 V= 0と V戸0の2つの固定点が安定になり、シ
ステムは双安定である。

3.μ/Dが大きく、ん>1である時、唯一の安定な固定点は V= 0である。したがって、定常
進行解は存在せずコロニ一成長は止まってしまう。

V=oの固定点のまわりでの安定性は非線形拡散と養分濃度の低下に伴う活動状態の停止という
2つの効果が合わさって生じたことに注意しよう。

2次元空間でのコロニ一成長においても、このような V= 0の安定性の変化はパターン形成に
大きな影響を与えるであろう。我々は前節のシミュレーションで、上記の1.のパラメータ領域

では幾つかの cusp状のへ込みを持つ界面ができ、 2.のパラメータ領域では cuspがさらに成長

して溝をつくり五ngeringpatternに発展するのを観察した。実際、我々の得た界面の運動方程式

(15)では AppendixAに示すように一定速度で進行する直線界面は常に不安定である。さらに、
2.のように "v=oに安定性があると、 cusp状にへ込んだ界面の奥では栄養濃度勾配が非常にイ
さくなるので界面が成長しにくい。こうして、 cuspの奥の界面が停止して溝ができ五ngerに発
展するものと考えられる。このような五月erの発達はもともとのモデル方程式がすでに双安定系

である結品成長の phase:field moelに基本的にはよく似ている。

3.のパラメータ領域では μ/Dが大きくなるほど、フラクタル的な五ngeringpatternが成長し
た。理論的にも界面の成長速度 Vが十分小さくなり、コロニーのサイズが拡散長 Dn/Vより十分

に大きくなれば、式(15b)は Laplace方程式ムη(0)= 0で近似でき、界面の濃度勾配 IVn(O)jは
式(17)で与えられる。この極限でこのモデルはフラクタルパターンを示す標準的なモデル [21，15] 
と一致する。

しかしながら、方程式 (15)は VlSCOUS五ngeringモデルのような標準的な界面の運動方程式と
は異なり、表面張力が界面に働かない。実際、式 (14)の jVn(O)jに対する界面の曲率 κの寄与
はo(のである。そのような場合、界面は凸の cuspに成長して、有限の時間内に cusp先端に特

異点を形成し界面の運動方程式による記述が破綻する。従って、実際のバクテリアコロニーでは

五ngerの先端は界面の厚さ O(ε)程度の幅になるまで発達すると予想できる。このようにパクテ

16 



リアコロニーの発達した五ngerがシステムサイズや拡散長以外の特徴的なスケールを持つことは
他の多くのお1geringmo delと異なる大きな特徴であろう。表面張力が働く visous五ngenngモデ
ルの場合、発達する五ngerは特徴的なスケールを持たず、表面張力がお1gerの形の決定に大きな
役割を果たすことが知られている。

最後に、界面の運動方程式を導く際に除外した通常拡散 k= 0の場合について考察しよう。式
(12)の漸近形からわかるように、 kがOに近付くにともなってご =0はバクテリア密度 b(ご)が実
際に急激に減少する位置と一致しなくなる。従って、 k→ 0の僅限で、と =0は実際に観察され
る界面の位置を表しておらず、上で得られたような界面の運動方程式からは k= 0でのコロニ一
成長の様子を知ることはできないo k = 0の時、我々の偏微分方程式モテ'ル (3)はコロニーの外
側で b(x，t)二 Oの状態が不安定である。このように不安定な状態の媒質中で界面の伝播が起こる
方程式は Fisher-type方程式と呼ばれ多くの研究者によって調べられている [1，7， 23， 24， 27， 28]0 
Fisher-typeの方程式では異なる界面速度 V を持つ線形安定な定常進行解が無数にあり、ほとん
どの現実的な初期条件に対してその中から lつの解が選択されることが知られている。 W.van 
Saarloosによって提案された“Thelinear marginal hypothesis" [26]を使えば我々のモデル (3)の
k=Oの場合に対しでも実際に選択される界面の進行速度を V=2、/D(l-μ)のように予想する
ことができる。式 (3)に対する我々の 1次元シミュレーションでもこの式が正しいことが確認で
きた。“Thelinear marginal hypothesis"の成り立つ Fisher-typ e方程式の 2次元の直線定常進行
解が安定であることは筆者の知る限りではまだ証明されていないが、多くの数値計算から予想、で
きる。我々の今回の k=Oに対する式(3)のシミュレーションの結果もそれを支持している。
我々のモデルには通常拡散から非線形拡散への変化の過程は含まれていない。実験的には ring
パターンのでる C領域や DBMパターンのでる B領域がここに対応していると考えられるので、
これがどのように起こり、パターンにどう影響するかは興味深い問題である。

2.4 発達した fingerの相互作用

ノてクテリアコロニーの五ngeringpatternでは活動状態のバクテリアは各五ngerの先端のみに
しか居らず、各五時erを作っているバクテリア同士は五nger自身の作る養分濃度場を介してしか
相互作用することができない。また前節で見たように、十分発達した五ngerはシステムサイズに
依存しない特徴的なスケールを持つと考えられる。このように見てくると、各五ngerの先端部分
はそれぞれ 1つのバクテリア集団として運動する比較的独立性の高い要素であり、その軌跡とし
て五ngeringpatternを作り出しているとみなすことができそうである。Introductionで上げた他
の多くの五ngeringp a tternをこのような視点から見直してみると、カピや植物の根、あるいは特
徴的なl隔が分子スケールである亀裂や放電現象などは五ngerの要素としての独立性が高く、特徴
的スケールがシステムサイズに依存する VlSCOUS五ngeringなどは独立性がほとんどない五ngering
patternと考えていいであろう。バクテリアコロニーの五ngerは上記の例のと比較すると中間的
である。 fingerは特徴的スケールを持つものの、他の五ngerなしでは安定に存在できない。
ここで述べたような視点で五ngeringpatternを理解するための数学的枠組はまだない。そのた
めの手がかりとしてここでは、隣合う五ngerの間隔が五nger自身の幅に比べて十分大きいという
理想化された状況を考え、五nger同士の相互作用がどのように行なわれるのかを考察しよう。先
に上げた枯草菌コロニーの実験では E領域の栄養濃度を小さくした条件でこのような状況に近い
コロニーが形成されるが、典型的な DBMパターンでは隣合うお1gerの間隔は五nger自身の幅
と同程度でこの近似は定量的な理解には不十分であることをあらかじめ断っておこう。
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2.4.1 fingerの作る濃度場

まず、幅 ε程度の 1つの五ngerによってどのような濃度場が作られるか考察しよう。 養分濃度

が以前と同様、消費項っきの 2次元拡散方程式

f.2 eJtη=ε2ムη-f(n，b) 、1
1
J

n
H
U
 

1
よ
f
1
1
 

に従って形成されているとしよう。ここで 92.2と同様の条件を f(n， b)に課す。今、この finger

の先端の座標を x= xo(t)とすると、 Ix-:xo(t)1とεでは b(x，t)はほとんどOになるから、 f(η，b) 
は五nger先端の ε程度の大きさの領域でのみOでない値を持つ。

養分濃度場は初期養分濃度 η。と無限遠でOになるような 2次元拡散方程式の Green関数

G(x， t) =お〆/4tを用いて、
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(20) 

と表せるので、この式を G(x-x'，t-t')の:xo(t)の周りでの Taylor展開を用いて多重極表現し
よう。

山)= -2πEfM)(x-xo(t-M)C(m)川村0 (21a) 

G(x -xo(t)一り)三乞 c(m)(x-xo(t)， t)rm (21b) 
m=O 

c(m)(t)三2:f.2J dr2rm f(均(山，t) 、、l
，J
F
L
 

匂

t
ム
η
L
 

，，E
E

，、、

上式では G(m)、c(m)、rmで m 階テンソルを簡略表記した。r→f.rと五nger幅が 0(1)になる

ように変数変換して値を評価すると、 m 次のモーメント c(m)は O(f.m)の大きさであることが

わかる。また、 xo(t)をc(1)= 0となるように常にとることができるから、五ngerから十分遠方
の場は O(♂)の精度で、

η川-吋∞dt'G(x一川-t')， t')ぴ0)ド')+η0+0的 (22) 

と書ける。以降、 c(O)を単に C と書き、五ngerのサイズと呼ぼう。 Cはf(η，b)に対する仮定か
ら常に正である。

五ngerの作る濃度場 (22)から現在の速度 Vo(t)三 dxo(t)/ dtとサイズ C(t)によって作られる

定常進行解を分離すると、

η(x， t) =ηj(x -_xo(t)ヲVo(t))C(t)+ η~ast(x _ xo(t)， t) +ηo + O( (.2) 

ηj(げ)三-吋∞dt'G(r-Vt') =一利子)e一平

(23a) 

(23b) 

となる。ここで、 !(o(X)は変形された第一種ベツセル関数である。 ηost(r，t)は C(t)や xo(t)の

過去の時間変化が作る濃度場を表しており五ngerの原点でも発散しないなめらかな場である。特

に、五ngerの速度が大きく C(t)や Vo(t)が変化する特徴的な時間スケールの聞に五nger先端が

拡散長1/'もより十分大きな距離進むなら

nr"t(r(t)， t)三一吋∞dt'[G(r(t-t')， t')Cい)-G(r(t) -VO(t)υ)C(t)] 
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と展開でき、五月erの進行速度%が大きくなると finger自身の過去の履歴からの寄与は ηoに

比べて十分小さくなることがわかる。実際のバクテリアコロニーでは DLAパターンは九→ 0
の極限なので過去の履歴が非常に重要であるが、 DBMパターンはかなり好条件で成長し、五nger
が横に並んでほぼ揃って直進するのでこの状況がほぼ当てはまっているといえるだろう。

M 個の fingerがある時にできる養分濃度場は個々の五ngerの作る場の線形和で表せる。 i番目

の fingerはサイズ Ci(t)の先端を X= Xi(t)に作り、速度 Vi(t)三 dXi(t)/dtで進んでいるとす
る。t番目の五ngerの先端近傍にはその先端自身が形成している場に加えて、上記の形で近似で

きるような他の M-1個の五月er先端の形成する場が存在している。従って、 i番目のお1gerの

先端近傍に形成される養分濃度場は

η(X， t) =川(X，t) +ηixt(x， t) 
ηixt(x， t)三 η?山 rs(X，t) +ηpaぺx，t) +ηo 

Aイ

η?the勺X，t)三乞ηf(X-Xj(t)， Vj(t))Cj(t) 

(25a) 

(25b) 

(25c) 
jョi:i

M 

npast(x， t)三乞njst(x-Xj(t)， t) (25d) 

のように表せる。ここで、イαst(r， t)は j番目の fingerの過去の時間変化の作る濃度場であり、
前述のようにパターンの成長速度が早いほど小さくなる。 ni(X，t)はこの五nger先端のバクテリ
アの寄与で形成されている場であり、五ngerから十分遠方では ηf(X-Xi(t)， Vi(t))Ci(t)に漸近
する。このようにして、 fingerの作る濃度場は X= xiでなめらかな場 ηixt(X，t)と幅 ε→ 0の
極限で特異的になる自分自身の作る場町(X，t)とに分離できる。

2.4.2 fingerの時間発展

五nger近傍での場町(x，t)は実際に i番目の五ngerの近傍でもとのコロニ一成長の方程式を
解いて求めなければならない。その際、界面の運動方程式を求める際の理屈とのアナロジーで場

ηixt(x，t)が方程式の境界条件になると仮定しよう。この方程式がもし解ければ、五ngerの速度
dxi/dt(= Vi(t))とサイズの時間変化 dCi(t)/dtが五五gerは原点付近のなめらかな場 ηixt(X，t)の
関数として与えられるはずである。

この方程式を実際に解くのは五ngerの定常進行解が安定な場合でさえ非常に困難である。実際

には、五ngerは分裂するし、単に直進している場合でさえミクロなノイズあるいは本質的な不安

定性を抱えていて統計的に考えなければいけない可能性もある。

しかしながら、五ngerの幅が五ngerの間隔よりも十分小さい時、五nger先端のバクテリアはな

めらかな場 ηjzt(x，t)を非常に狭い範囲で感じて時開発展を決めている。このような場合、外場
ηアt(X，t)の五ngerの先端領域での空間変化に対して、 ηixt(x，t)の高階微分は fmvmηjzt~O(εm)
しか寄与せず、ほとんど無視できる。従って、サイズの時間変化 dCi/dtと速度 dXi/dtは一般的
に η
i
xt(Xi( t)パ)とマηixt(Xi(t)，t)でほとんど決まると考えられる。 Gはスカラー、 Xiはベクト

ルであることに注意すると時開発展は現象論的に、

dC~ . _ __~ 
一二 =:F( Ci，ηiXt) dt 

(26a) 
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守=9( Ci， nixt)マη内 (26b) 

と書ける。

五ngerは周囲の養分濃度が大きければ成長しやすく、栄養濃度の大きい方へ動くのが普通だか

ら、 9>0、:Fn三 a:F/aη72t>Oであると考えるのが自然であろう。

上述の時開発展方程式の性質を見るために、特に簡単な状況を考えよう。過去の時間変化の影

響ポωt(x，t)が全く無視でき、個々の五ngerの作る場町(x-Xj)の関数形が同じであるとする。
この簡単化はやや粗すぎるが、五ngerが滑らかな envelopeを作ってかなり速い速度 Virv V で

揃って成長する DBMパターンなどに対してはそれほど無理な仮定ではない。
この場合、 ηixt(x，t)=匂thers(xぅt)+ηoであるが、 i番目の五ngerの先端付近では、周りの
五ngerの作る場の大きさ|勾ther.9( Xi ， t) Iは初期濃度 ηoや Ini(Xi，t)1に比べて小さいのが普通であ
るから、式 (26)の :F(αうぐxt)、9(Ci， nixt)をηoの周りで展開して主要項のみ残そう。

dC 
一三~ :F(Ci，η0) + :Fn( Ci，η0)η?theTS 
dt 

色~ 9(Ci，η0)マη?山 (Xi't) 
dt 

(27a) 

(27b) 

|η?山 r.9(Xi't)1 ~ηo( rv I川(Xi，t)l)が十分正確に成り立つためには五時erの間隔が拡散長 rvl/Vi 
に比べて十分大きいか、五時erの幅 εが拡散長に比べて十分小さいことが必要である。後者は五nger
の幅が小さくなると五ngerのサイズ C(t)も小さくなって周りの場に対する影響も小さくなるせ
いである。このことはわ1gerの外部 (Ixlとε，b(x， t) = 0)にできる場 (21)を

'1'1ん r.Vn
η( x， t) = -](0 (子)eープC(t)+高知多重極展開の項+ηo三o (お)

と書き、 ](0(乎)の五nger近傍での -log(rVo/4)発散を抑えてゅうのを正に保つためには C(t)
自身が O(-log(t九/4))-1で小さくならなければならないことを見ればわかる。

このように近似された時間発展方程式(27)は

を定義すると、

Mlfct F(C，no) I 1 ~.. ( __ __ ¥ /1 /1 I 
冗(t)三一玄ll dC +-Zηj(Xi -Xj)CiCj I 

|ん九(C3710)2jが | 

dC; _ ，_  ， o冗
ー~ 1 一九(Ci ， η0) ~; 
dt θCi 
; _，_  ，8チt

Ciニ =-9(Ci，η0)τ dt ~\-. ， v'8Xi 

のように自由エネルギーの形に書くことができる。従って、冗(t)の時間発展は

(29) 

(30a) 

(30b) 

d冗(t) ~ l-r (/1 __ ¥ ( 8π~ 2 I 9(Ci， no) ( 8冗 ~2τ-午|九(Ci，η0)同 )+Ct 同 I~ 0 (31) 
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となり、冗(t)は常に減少する。
五ngerが単独では安定な定常解を持たず成長し続ける性質を持っていたら、 :F(C，η0)> 0で式
(29)の第 1項は負である。式 (29)の第2項は常に正であるが、 i番目の五ngerを除いて他のすべ
てのfi.ngerが Cj '̂ O(jヂけになれば Oになる。従って、 d冗/dt~ 0はlつの五ngerが他の成
長を抑えて生き残ろうとする傾向を表している。

このような単調減少する自由エネルギ一的な関数を持つ系では chaosは現れないはずだが、実
際の五ngeringpatternの成長はもっと複雑で chaoticである。これには、ここで考慮しなかった
五ngerの分裂、即ち系の要素数の増加が重要な役割を果たしていると考えられる。次章では、上
の時間発展方程式の最も簡単な l次元版に要素の分裂をルールとして与えたモデルを作り、分裂
がマクロなパターンの発展にどのような影響を及ぼすのか考察しよう。
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3 fingering patternの夕、イナミクス

前章の最後で見たように各五ngerの先端を 1つの要素とみなして五ngeringpatternを分裂する

要素の多体系ととらえると、パターン全体はそれらの要素の運動の軌跡であり、我々は一種の時

間一空間プロットを見ていると言っていいだろう。従来、五ngeringpatternは前章のような偏微分

方程式や界面の運動方程式による研究、 DLAシミュレーションなどのフラクタル次元による分類、

平均場モデルによるパターンの外形や平均密度の推定などによって研究されているが、五ngenng

patternの時開発展の特徴はそれらでは捉えきれない。例えば、我々はいろいろな樹木状パターン

をその校の茂り方で区別するが、どういう性質を枝が持っていればどれだけ茂るのかという予測は

もちろん、それが力学的な言葉でどう表現されるのかさえわからない。この問題は実は時空乱流

を示すどのような系に対してもいえることであるが、五ngeringpatternではより直観的に要素の

分裂とそれ以外の時開発展を分離することができる分、特に重要である。また、 nngeringpattern 

では前節 92.4で考察したように分裂の有無が系の複雑な振舞いに決定的な役割を果たしているも

のと思われる。ここで我々は l次元空間で簡単な分裂する離散要素のモデルを作りその振舞いを

調べる。分裂する離散要素という枠組はお1geringpatternだけでなく、多くの生物系や比較的独

立な特異点の集団が相互作用する系(例えば、 2次元の渦糸系)でも重要であるが、要素数が変

化するため力学系として取り扱うことが難しく研究が進んでいない。

3.1 1D fingering model 

五ngerの時間発展方程式は 92.4で考察したように理想化した極限では式 (27)のように表せる。

以下で我々は問題を単純化して、成長している五時erの先端が進行方向に垂直な l直線上に揃っ

て並んでいる DBMパターンのような状況 (Xiぅ抗)= (Xi(t)， Vet)を考え、この速度九で進む
envelopeより後ろに後退した五ngerは成長を停止して止まってしまうとしよう。 92.4の近似は、

非常に幅の狭く点とみなせる五ngerが y方向に十分早い速度 (Idxddtl ~九)で進んでいる場

合に相当する。五ngeringpatternは全く異なるたくさんの系で現れるから、要素や相互作用の細

かな違いは五ngeringpatternの再現に本質的ではないだろう。ここでは、単純さを重視してモデ

ルをつくることにする。

式 (27)の F、F口、 Gの実際の形はわからないから最も簡単な形を選び、

:F(C，η0) =α 一γC :Fn(C，η0) =正定数 9(仁川)=正定数 (32) 

としよう。この選択は dCi/dtが Ci= 0でも Oにならないから、五ngerの成長方程式としては少
し妙な感じもする。この点を考慮して我々は次節で説明するのシミュレーションを別の関数形

:F(C，η。)= (α 一γC)C :Fn(C，η。)αC 9(C，η0) =正定数 ( 33) 

でも行なったが、以下に述べる結果は定性的には全く変わらなかった。

各五ngerの作る場 ηf(r，V)は V に垂直な座標 zに対して偶関数であり五ngerの遠方で

-!(o(千)ε一平に従って指数関数的に減衰する。また、点状の nngerが分裂するとほぼ同じ位置
からお互いの反発力で有限の時間内に遠ざかって行くから、五nger近傍 r"-'Oでも ηf(r，V)の傾

きがOにならないようにとる必要がある。以上の条件を満足する簡単な関数として

ηj(X) = e一βJxJ s>O (34) 

22 



をとろう。

さて、要素数の増減をルールを設定して導入しよう。成長しすぎたお1gerが分裂するように閥
値 C仇を作り、サイズ Ci が Cth を越えたら、同じ位置座標で ~(1 十 b)Ci とお1-b)αのサイズ
をもっ 2つの要素に置き換えることにしよう。また、サイズ CiがOになると五ngerが進行をや
めて envelopeから離れ、要素が消滅すると仮定する。サイス Ciは本来、分裂や消滅によって保
存する必要はないが、上記のょっに保存するように設定すると、全要素によって作られる濃度場

λイ

を(X，t)三乞ηf(X-Xi(t))Ci(t) (35) 

が時間的に連続に保たれるので五時erを点とみなす極限をとる前の濃度場ともっとも整合性がよ
く、状況も簡単になる。

式 (32) 、 (34) を ~2.4の式 (27) に代入して上記のルールを追加すると、(C i ( t )， X i ( t )) i = 1， 2" Nl 
の時開発展方程式が得られる。適当な規格化をすると、我々の方程式は

dC. 
ーニ =α 一γCi一色(Xi，t) dt 
dx; 8 
--，一一久(川)
dt 8Xi 
Aイ

ふ(X，t)三乞e一βIX-Xj(t)1ら(t)
jヲti

であり、要素数の増減が以下のルールでおこる。

t番目の要素が分裂して 2つの要素(1+ b， xi)、(1-C. > 2→ 
.' - b， Xi)になり、 M がl増加する。
Ci ~ 0→ i番目の要素を取り除き、 M をl減らす。

(36a) 

(36b) 

(36c) 

(37a) 

(37b) 
α、γは個々の要素の成長の特性を表すパラメータであり、 l/sが相互作用の rangeである。 6
は分裂の異方性を表すパラメータであるが、ここでは等方的な分裂 8=0の場合のみを考察する。
以下ではこのモデル (36)、(37)の t→∞での統計的性質を調べよう。
別の関数形 (33)を用いた場合は、 CiがOに漸近するだけで負にはならないので消滅のルール(37b)は必要ない。この場合は要素数は増え続け競合に負けた要素が Ci -̂' 0となって溜っていが
このような要素は系の他の要素のダイナミクスにはほとんど影響を与えない。

次節では上記のモデル (36)、(37)の振舞いを 2 方向のシステムサイズが Lの周期境界の下で
数値シミュレーションによって調べる。 o~ XiくL i = 1，2， ， ， 1vl、ねくね+1としよう。相互作
用 (36c)はこの時、

ふ(り)=咋)(り)-Ci 
λイ 「円、

咋)(り)三 ~Ie件

23 
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となる。この関数は相互作用が指数関数的であるため、実際にはふ(Xヲt)を右側の要素からの寄

与と左側の要素からの寄与に分けると以下の漸化式を使って効率よく計算できる。

争i(X，t) = Li(X， t) + &.(x， t) 

Li三乞e-βIX-XjICj
3くt

L川 =es(Xi-Xi+t)( Li + Ci) 
1 M 

L1 =亡tpzpβ(Xj-Xl一町j

広三乞eβIX-XjICj
J>1 

Ri-1 = eβ(Xi-l-Xi)(&. + Ci) 
， Aイ

RM=亡うsLLeβ同

(39a) 

(39b) 

(39c) 

(39d) 

以下で周期境界条件を用いるのは簡単のためであるが、多くの実験で使われる自由境界条件での

場も上の関数咋)(り)を使って、

ふ(り)=古史(x，t)+電位(-X，t) -Ci ( 40) 

と表せるので以下に述べる統計的振舞いはほとんど変わらないことを注意しておこう。

このモデルでは分裂によって新しくできた 2つの要素は分裂の瞬間は全く同じ位置座標を持つ

ので、シミュレーションでは分裂直後にその 2つの順番を決めている。相互作用の形から明らか

なように要素同士の順番はその後の時間発展でも変わることはない。

M=l (C1，XI) = (1ぅL/2)から始めると、安定な定常状態に出会わない限り要素は分裂を繰
り返して増加し、最終的には分裂と消滅の釣りあった統計的定常状態に陥る。以下では人工的な

ノイズは全く加えていないが、シミュレーションでは計算誤差によって自然に小さなノイズが加

わることに注意しよう。もちろん、 b= 0の周りに人工的に小さな範囲の一様ノイズをかけても

以下に述べる結果は変わらない。

研究時期が異なるためやや数値計算の方法が異なる。 33.2は通常の Euler差分で得た結果であ
る。ただし誤差を減らすため、分裂が起こると分裂時刻を推定して、分裂が起きた要素に関する

計算だけを外場を固定してその時刻からやり直した。より精度が必要な 33.3は刻幅制御っきの 2
階 Runge-Kuttaで計算した。分裂や消滅が起きるとその都度、分裂時刻を推定しその時刻まで

戻ってすべての計算をやり直している。

3.2 分裂する離散要素系の作るパターン

ここでは前節のモデル (36)、(37)の振舞いを数値シミュレーションで調べた結果を紹介する。定

性的には γ=0で一様乱流状態、あるいは樹木状状態やfractal的状態などの非一様状態が見られ、

γを大きくして各要素に成長を抑制する効果を与えると分裂のない定常状態と Spatio-temporal

in termi ttencyが起きる。以下ではこれらを順に見ていこう。

3.2.1 一様乱流状態

まず、 γ=0の場合の振舞いから見ていこう。図 20はシステムサイズ L= 20の系の数値シ

ミュレーションから特徴的なパターンをおおまかに分類した相図で、横軸に 1要素の成長の強さ

α、縦軸に相互作用の rangeの逆数pをそれぞれ対数でとってある。
α、Pが大きいパラメータ領域では図 21のような一様乱流状態が現れる。有限の Lの場合、 α
とpが十分小さければ最終的に l要素のみの定常状態となるが、このようなパラメータ領域はシ

ステムサイズ無限大 L→∞の極限で消滅する。
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図 20:γ =0、L= 20での lD五ngering

modelの相図
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図 22:γ =0の乱流状態、に対して得られた
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統計的な定常状態を特徴づけるために、 平均密度 p、平均サイズ Cと平均分裂周期ァを以下
のように定義しよう。

( 41a) 

(41b) 

( 41c) 
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ここで lvl"plit (t)は分裂の総回数で、(*)は長時間平均を表す。
L = 100の系の時間 t= [500，2500]のデータから得た平均密度 pと平均サイズ Cを図 22、23
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に示した。全パラメータ領域で Ciの平均 Cはほぼ lなので、 (M)~ (2:/: Ci)であり、 p-1は
隣合う要素聞の平均距離 l三 L/(M)=e/p程度であると考えていい。また、ある要素が分裂に

よって作られてから消滅あるいは再び分裂するまでの時間は消滅する要素と分裂する要素がほぼ

同数あるので、平均分裂周期の半分ァ/2程度である。
図 22からわかるように pは3に比例し、 p/sは αの増加関数である。
同じサイズ Cを持つ要素が間隔 l= e/pで等間隔に並んだ定常状態を考えると、 pとCの

関係を近似的に得ることができる。 (Cわれ)= (e，li)をモデル方程式 (36a)、(36c)に代入し、
dCi/dt=Oと置くと、

~ 2 c=一一? 争三寸「一 ( 42) 
γ+吾 eP'- 1 

であるが、この関係式はシミュレーションから得た結果とよく一致する。特に γ=0 、 ë~l と

すると、
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( 43) 

である。従って、 γ=0の時、要素間隔 lと相互作用距離 l/sの比は αrv1付近で逆転し、 α→ O

で l~ l/s、α→∞で l~ l/sとなる。
また、モデル方程式 (36a)と周期境界での相互作用の関数形 (38)は αPを固定して α→∞

とする極限で、 dCi/dt=α-2P/s + 0(1)となるので、 ρ/sはこの極限では正確に α/2に漸近
する。

一方、一様乱流状態の代表的な時間スケールと考えられる平均分裂周期ァは図24のようになる。

相図 20にもおおさ守っぱな等高線でァを示した。シミュレーションで調べた範囲 α=10-
1 rv 104 

では、 αPを固定して αを増加させると、ァは減少しでほぼ一定値に落ちつく。

pと異なり、ァは簡単な平均場近似では求まらないo ~2.4で考察したように我々のモデル方程

式は分裂がなければ自由エネルギーのような関数を持つ。実際、この場合の関数 (29)は

冗三乞(一αCt+;γcf)+;εe-，sIXi-XjICiCj
ー t手3

( 44) 
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f戸

図 25:α=0.1、s= 20、γ=0、L= 10 
での時空パターン。 x= [0，10トt= [0，150] 

であり、式 (36a)、(36b)は

dCi 。冗
dt OCi 

!
l‘ 
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、正・・
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ι dXi aft 
-一一~ dt 8Xi 

.，d・
判
引
別
別

U
U

図 26:α=50、s= 0.03、γ=0、L= 50 
での時空パターン。 X= [0，50トt= [0，75] 

(45) 

と書ける。冗は 1回の分裂のたびに l十γ増え、消滅に対しては変化しないので要素数が変化す
る時の冗の時間発展は

，，，， M f 'l. r 

す=-L Di + (1 -γ)守竺
(O冗¥2 1 (8冗¥2 ーペ ι (O<t..¥2 
一(一一 1 +一(一一 1= (ふー α一γCit+ Ci ! ~""\ -. 1 ~ o. 1 一 ¥aCi) I Ci ¥OXi) -¥-Lt '-'- I'-/t) I '-/t ¥8Xi) 

( 46a) 

(46b) 

である 0

2:f1 Diは定常状態 dCddt= dxddt = 0では Oになるので、一様定常状態からのシステムの
乱雑さの程度を表しているとみなすことができる。統計的定常状態では d冗/dtの長時間平均はO
になるので、

(:/VJ，Plit) =市(ゃう
である。この関係式はシステムの乱雑さと分裂頻度がバランスすることを表している。

(47) 

3.2.2 非一様状態~樹木状情造とフラクタル~

パラメータ領域によっては、前節の乱流状態、が空間的に不均ーになってくる。一つは、 αが小
さく、 Pが大きくて短距離相互作用の場合である。この時、前節の一様乱流状態と異なり図 25の
ように空間的に近い要素同士がまとまって消滅、分裂する時空パターンが見られる。

一方、Pが小さくなって相互作用が長距離になると、樹木状の空間構造をもっ状態、が現れる。
典型的には図 26のような時空パターンで、そこではいく つかの要素が小さな集団を作り、時に
はその集団が分裂して配置を変える。この 1集団を以下では treeと呼ぶことにしよう。樹木状の
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(a)slTとWIlTをPに対して log-logプロ ットした。
(b) slTとslのPに関する平均値をαに対して log-logプ
ロットした。

状態、を特徴づけるために、隣の要素との間隔 li三町村 - Xiが平均間隔 LIMより大きい要素を

数えあげて treeの数 lvITとし、さらに tree同士の間隔 lTとtreeの幅 W を以下のように計算

した。

lT三 LI(MT)

W 三(L li)/(MT) 
li<LjM 

( 48a) 

(48b) 

これらの定義は treeが十分局在していて WIlTが十分小さい時のみ正しい。

図 27がシミュレーションから得られた lT、W の振舞いである。前節で見た平均要素間距離 l

と同様に、平均 tree間距離 lTもまたPに比例するが、 lTI lは一定ではなく αとともに増加す
る。これは 1個の treeを構成する要素数が αとともに増加することを示している。

一様乱流状態から Pを序々に小さくしていくと、システムは図 28、29のような周期的定常状態
にしばしば落ち込む。この状態、は平均密度 pを見てもほとんどわからないが、図 30のように平均

分裂周期ァは乱流状態よりやや下がる。これらの定常状態は Lが大きくなるにつれて transient

が長くなって実現しにくくなるが、十分大きな Lに対しでも安定である。周期的定常状態、はパ

ターンが伝播するかどうかで大きく 2つに分類でき、その構成要素の数でさらに細分化される。

周期構造が伝播する状態は αあるいは Pが小さいパラメータ領域で現れやすく比較的小数の要
素からなる。一方、周期構造が定在する状態は安定な tree構造からなり、伝播状態より高いPで
も現れる。次節で示すように分裂のない周期定常解は γ=0では常に不安定である。各 treeを

複数の内部自由度を持つ l要素とみなすと、このような安定な周期 tree構造は要素が小集団に分

かれて周期解を安定化させたと見ることもできるだろう。
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図 28:α=4.8、s= 0.1、γ=0、L= 50 
での時空パターンoX = [0，50]、t= [0，75]。

図 29:α=0.2，、 s= 0.4、 γ=0、L= 50 
での時空パターンo X = [0，50トt= [0ぅ75]。
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図 30:γ=0、α=10、L= 50での平均分裂周期ァを平均密度 pの関数としてプロットした。ア
がやや下がっているところは定常状態に対応する。 STmは定在した m個の treeをもっ周期構

造、 Pmは伝播構造を表す。時間 t=[10000，12000]のデータから作った。

αが大きくなって treeの構成要素数が増加すると、周期的定常状態、は現れにくくなり、時空パ

ターンは図 31のように fractal的になる O 図 32に密度 ρ(x)三 LiCio( X -Xi)の波数空間でのパ
ワースペクトルを αPを固定して幾つかの αに対してプロットした。 αが大きくなるにつれて、
中ぐらいの大きさの波数でスペクトルは盛り上がり 、高波数側へ巾的に減衰する。この極限では

Pが小さくなり相互作用の rangeが長くなる。バクテリアの DLAパターンもコロニーの成長速
度が遅くなって拡散長が長くなるので、状況は基本的に同じである。このような空間構造の変化

は前節で調べた pやァには反映されない。

3.2.3 分裂のない定常状態と Spatio-temporalintermittency 
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図31:γ=0、α=1000、s= 0.01、L= 20 
での時空パターン。 x= [0，20トt= [0，75] 

図 33:α =s=l、γ=0.275、L= 100 

で得られた時空パターン。 γ=0.300で

定常状態を作ってから γ を小さくした 0

x = [0，100トt= [0，150]。
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図32:波数空間での平均密度p(x)のパワー
スペクトル S(k)。γ=0、αs= 20。

図 34:α =s = 1、γ=0.275、L= 100 
で得られた時空パターン o X = [0，100] 
、t= [0，150]。

次に γヂ0として、各要素が自分自身の成長を抑制する性質を持つ場合を見ょう。 93.2.1で見
たようにモデル方程式 (36a)、(36b)には同一のサイズ Cをもっ要素が等間隔 lで並んだ図 33の
ような一様定常解があり、 C之lは式 (42)で与えられる関係を満足する。この定常解は要素間隔
lに対して族を作っており、 Oくe~ 2から許される lの範囲が決まる。次章で見るように、こ
のような定常状態は γ>γs，l(ヂ0)で安定になる。

γく γs三 rmnγs.lで系は一様舌し流状態、になることが数値シミュレーシヨンから分かる。 一様乱
流状態、から γを大きくしていって%を越えても、乱流状態はある γ三 /C> /sまで持続する0
/Cの近くでは、システムの振舞いは図 34のような spatio-temporal intermi ttency (STI)になる
ことがわかる。

式 (35)で定義した全要素の作る濃度場伊(x，t)の周波数パワースペクトルを図 35に示した。
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図 36:α =s = 1、L= 100で γ を
大きくしていった時の平均密度 p と平均

分裂頻度 1/ァ。 γcはこのパラメータでは

γc ~ 0.28土0.05と見積もられる。

図 35:α=日=1、L= 100でいくつかの
γに対して得られた場?の周波数パワース

ペクトル。
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図 37:laminarドメインの数N(ω)をドメインサイズ ωの関数として
(左)γ=0.26の場合を linear-logプロット

(右)γ=0.28の場合を log-log フロット で示した。

この計算は α=s=l、L= 1000で行なった。特に右図は十分長い時間
15000の後の 10000時間のデータから作られた。

γ=γcに近付くにつれて、スペクトルは巾的な振舞いに近付いている。 また、式 (46b)の Diが

10-4以下である要素を laminar状態にあると定義し、 laminarドメインサイズの空間サイズ ω

の分布 N(ω)を調べて図 37にプロットした。サイズ分布 N(ω)はγc近くで指数関数的分布か

ら巾分布に変わる。

図 36に α とpを固定して計算した平均密度 pと平均分裂周期ァー1をγの関数としてプロッ

トした。ァ-1はγ→γcでァ-1cx行戸干のように Oに近付くことがわかる。

これらの結果は coupledmap latticeで発見された STr[10， 6]と一致している。また、五ngering
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patternの実験では directionalviscous fingeringでこのような振舞いが報告されている [18]0

3.3 乱流状態の力学的特徴

本節では乱流状態が力学系としてどのような特徴があるのかを線形安定性解析、リヤプノフ解
析などの手法を用いて考察しよう。また、分裂があると chaosの生じる理由を一様定常状態につ
いて定性的に考察する。

3.3.1 一様定常状態の線形安定性

モデル (36)の一様定常解

(Ci， Xi) = (C， li)， α三 (γ+争)C， 2
一山一

一一る ( 49) 

の線形安定性をまず見てみよう。

各要素の状態 (Cj，Xj)を(e，lj)からわずかにずらして (Cj，Xj)= (e，lj)+(8C，8x)eAt+iqj，π/q = 
1，2，3)))と置こう o 8C、oXに対して線形化すると、入の固有値方程式が得られる。

入(引=-(二法;iJhqr))(二) (50) 

_ rn~ n - P一βl
<Tnゃ三 ReくPn= 孟

q，r q coshpl-cos q' 

固有値方程式

るq，i三 1mるq=-Slnq 
q coshsl -cos q' 

くP=φ0=φ0，1'

(入+γ+るq，r)(入+e，s2(る-るq，1'))-s2e牝 =0
は、入に関する定数項が関係式

(51 ) 

(るーるq，r)2+ る~ . i = 1る-る 12--2-(る-るq，1')q，t-IX  xq，rl -si出 sl

をイ吏って

(γ+るq，r)(るー九)一丸 =(γ一川)(る-丸1")
2 

'5，1三 es1+ 1 

(52a) 

(52b) 

と書き換えられるので、 q=-0または γ=γs，lの場合にゼロ固有値入 =0を持つ。

上の行列は並進モード q=Oと最大波数のモード q=πで対角的で、その時 C方向 (1，0)と
空間方向 (0，1)が固有モードになる。
q=Oでのゼロ固有値はシステムの並進対称性から生じる中立安定なモードで、 C方向の固有
値は負で入 -γーる -α/eで、あり常に安定である。
一方、最大波数 q=πでは z方向は負の固有値入 =-Cs2(る+γs，l)= -αs2C/Cγ=γ3，1 を持
ち常に安定であるが、 C方向のモードは入 =γs.l-γなので γくγs.lに対して不安定になる。
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図 38:γ = 13の前後での固有値入(q)。 図 39:s = 0.02とs= 20に対する固有値

α=s=l、e'=2。入(q)。αs=2、γ=0、e'=2。

図 38にγを変えて固有値入(q)をプロットした。ここで示したパラメータでは γ=0は典型

的な一様乱流状態で、 γを大きくしていくと STrを経て γc~ 0.28付近を越えると一様定常状態

に落ち着く現象が見られた。間隔 lの定常状態、は γ=γs.lですべての波数 qのモードに対して不

安定化する。 γ3.1は要素間隔 lの減少関数で、 lは Cの増加関数であるから、最大サイズe'=2

に対応する定常状態が最小の γs，1三%を持ち、この定常解の族の中で最も安定である。 γsの具

体的な値は式 (49)、(52b)から αのみで決まり、

γs三 j(α+4一ゾ山日) (53) 

である。しかしながら、最も線形安定性な解ほど分裂の関値 Ci= 2に近く摂動に対して分裂を
起こしやすい。シミュレーションで STrが見られるのは γ>γsの一様定常解が安定な領域であ

り、これは coupuledmap latticeから得られている STrに対する知見と一致する [10，6]。

γくγsでは一線定常解はすべて不安定である。 γくγs.lでは q=πが入の正の最大値になるの

で、 一様定常状態は主に|縫合う Ciが交互に大小大小…となって不安定化し始めることがわかる。

空間的に不均ーな構造が見られた γ=0での α→ O，s→∞と α→∞，s→ Oの両極端の
パラメータ領域での固有値は特徴的である。どちらの場合もすべての波数 q= [0，π]で C方向

(1，0)と空間方向 (0，1)が固有ベクトルになる。これらの領域での典型的な固有値入(q)のグラ

フを図 39に示した。

α → O ， ß →∞の極限では C 方向の固有値は O に漸近し、 2 方向の固有値は入 =αß2(cosq-1)~

0に近付く。またこの時、 γs.1もαに比例して小さくなる。従って、この極限では要素は空間的

にはほぼ揃ってから C方向の不安定性が全波数領域でゆっくり成長する。このことは、図 25に

見られたクラスタ的な分裂、消滅を説明している。

一方、フラクタル的な空間構造が現れる α→∞，s→ 0の極限では z方向の固有値がOに漸

近し、 C方向の固有値は並進モード q=Oで大きな負の値入=一αje~ 1を持ち、それ以外の

波数で同じ正の値入=1を持つ。この極限での系の振舞いについては 33.4でさらに議論する。
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3.3.2 リヤプノフ数

自由度の変わるシステムに対しては力学系の研究で用いられるリヤプノフ数の定義をそのまま

使うことはできない。しかしながら、式 (35)と同様な連続場並s(X，t) = s 'Lf1 e-SIX-XiICiを定
義すれば、この場に対する微小摂動の時開発展の指数として自然にリヤプノフ数を導入すること

が可能である。

状態 U= {(Ci， xdli = 1，2" M}に無限小の摂動を加えた状態を U'= {(Ci+OCi，Xi+OXi)li = 

1，2" M}とし、それぞれの状態での連続場宙s(X，t)と叱(X，のを用いて両者の距離を

IIU 一U'I川'11三fμ白州I'l!仇阿宙丸判州机Sパ仏(付仇z丸，tの)一叫叩(い川Z
と定義しよう。この距離は時間とともに指数関数的に成長あるいは減衰する。

OCi、OXiの2次の項まで展開すると

m
 

o
 

のシ」
M

乞…
m

M
Z
1
 

+
 
z
 
c
 
+
 
c
 

zu 

M
ゃ
ん~一U

 
U
 

(55) 
fへ

である。 sを大きくすれば、第二項は第一項に比べて十分小さくできる。また、 OCi、OXiはダイナ

ミクスで互いに線形に結合しているから、 εF6C?とZY627は同じ指数で成長する。従って、
距離 IIU-U'IIによって定義されるリヤプノフ数は sによらず、 ZF6cfや'LflOXJで定義し
でも結果は同じである。以下のシミュレーションでは最も簡単に oU三 U-U'を通常のユーク

リッド空間上の 2M次元ベクトルとして扱い内積、距離を定義した。

リヤプノフ数の計算にはモデル (36)、(37)からベクトル (OCi，OXi)に関する線形化された方程

式を作れば良いが、注意を要するのは分裂、消滅の扱いである。分裂、消滅の際に摂動ベクトル

oUは不連続に変化する。例えば要素1の消滅に対して摂動ベクトル oUは

(OCl，OXl，OCi，OXi) =今 (oCi，OXi) i = 2"， J..イ (56) 

と変化し、分裂に対しては 2要素 (CL，XL)と (CR，XR)ができて

(OC1， OXl， OCi， oxi) =} (OCL， OXL， OCR， OXR， OCi， OXi) 

oGL =仇 =(1+Ll)仇
¥ eltv1J 

と変化する (AppendixB参照)。

soG1 
OXr =δXl - ーァ一一
一‘急C1

soG1 
5ZR=621+Z57 ( 57) 

図 40と図 41にこのようにして計算された最大リヤプノフ数を示した。予想されたように l/s

または αが大きくなって、より発達した乱流が現れる領域ほど最大リヤプノフ数は大きい。ま

た、 γを大きくしていくと最大リヤプノフ数は徐々に減少するが、 STIから一様定常状態に移る

γ=γcで急に Oに落ちることが分かる。これも coupledmap lat ticeで知られている STIの結果

と一致する [10，6]。
図 40で調べた γ=0の乱流状態の最大リヤプノフ数に平均分裂周期 T を掛けて、分裂の 1周

期当たりの摂動ベクトルの成長率を平均密度 pの関数としてプロットし直したのが図 42である。

このようにすると図 40のすべてのグラフがほぼ同じ関数にスケールされる。ただし、これには全
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ヤプノフ数入mω の Fに対する変化を
α= 0.1，1，10，100，1000についてプロット

した。時間 t= [500，2500]のデータから計

算した。
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図 41:L = 100，α=s=lでの最大リ

ヤプノフ数入maxの γに対する変化。時間

t = [500， 2500]。

"10
0 

←-・α==0.1
←-0α=1 
ー-・ α=10
Q-{Jα=100 
k一也 α=1000

p "10
1 

図 42:図 40のデータを平均密度 pに対する分裂周期当たりの成長率 2T入mω のグラフとしてプ

ロットし直した。

空間が同じように乱れていることが必要で STI状態の時や定常状態の時は当然ながらこの関数上

には載らない。また、図 40の α=100のグラフの途中の 1点が上に外れているが、調べてみる

とこのパラメータでは tree数が全く変化しない一様乱流とは言い難い状態、がたまたま形成されて

いた。

このようなスケーリングができる原因はまだ明らかではない。比較的小さな Lでシミュレー

ションをすると平均密度 pの低いパラメータ領域で、はパターンがしばしば定常状態に近い状態

になる。最大リヤプノフベクトルが大きく成長するのはこのような状態が破れて要素の再配置が

起きている時である。一方、強い一様乱流状態では最大リヤプノフ数で定義される時間スケール
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図 43: L = 20，α=  1，γ=0でのリヤプ

ノフスペクトル入1のPに対する変化。入t
を入maxで、 iを要素数 M で規格化して

プロットした。時間 t= [500，2500]のデー

タから計算した。

入J入max

.__ a.=O.l， s=5 
←4α=1， s=2 
- ar=10， s=0.5 一α=1∞，s=0.05 
-α.=1∞0，ト0.01

α=1，下O，L=20

0.0 0.5 i/M 

図 45:L = 20，γ=0での規格化されたリ

ヤプノフスペクトル入d入maxの α に対す
る変化。 t= [500，2500]のデータから計算

した。
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図 44:α=1000， s = 0.01，γ=0での規
格化されたリヤプノフスペクトルん/入max

の Lに対する変化。 t= [500， 2500]のデー

タから計算した。
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図 46:L = 100，α=s=Oでの規格化され

たリヤプノフスペクトル入d入maxの γに
対する変化o t = [5000，10000]のデータか

ら計算した。

1/入maxは平均分裂周期に比例する。こうした観察から treeの系統樹の多様性で定義されるエン

トロピーの増加率とリヤプノフ数との聞に何らかの関係を予想したくなるが、この問題について

はまだこれからの課題である。

リヤプノフ数を大きい)11買に並べたリヤプノフスペクトルんも同様にして得られる。図 43はF
に関するスペクトルの変化を調べたものである。入1 を最大リヤプノフ数入maxで、スケールし、 iを

要素数 M で割ると αが同じならほぼ同じ関数に載ることが分かる。また、図 44からわかるよ

うにシステムサイズ Lに対する依存性はほとんどない。従って、相互作用距離 s-lによって変
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図 48:全要素の dCi(t)/dtとd2Ci(t) / dt2を200スナップショットを重ねてプロットした。(図 47
('  と同じパラメータ)

化するのは主に最大リヤプノフ数で定義される時間スケール 1/入mω だけでその他の特徴はほと
んど変化しないといえる。

図 45は同様にスケールしてプロットしたスペクトルの α依存性である。フラクタル的な時空
パターンが現れる α→∞に伴って、要素数に対して正のリヤプノフ数の数(リヤプノフ次元)
が次第に減少している。このようなリヤプノフスペクトルの特徴は図 46のように全く別のタイ
プのフラクタルパターンが現れる STIの場合と同じである。

3.3.3 一様乱流状態の力学的な構造

図 47は典型的な一様乱流状態での全要素の Ci(t)とdXi(t)/dtのスナップショットの重ね書き
である。

要素 (Cj，dxddt)が Ci= 2で分裂すると 2要素 (1，dxd dt土s)ができる。生成された要素は
平均場で決まる鞍点(e，O)付近に近付いて dxddt '" 0に沿って遠ざかる。 Ci= 0に向かった要
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図 49: 2要素

からなる七ree

。

d)屯/d七

C 

図 50:homoclinic orbit 

素は消滅し、 Ci= 2まで成長した要素は再び分裂して (1，s)と(1，-s)付近の2要素に変換され

ている。 dxddt= 0の周りの分布の広がりは αがかなり小さいか、 γが大きくなると狭くなる。

これは平均場の運動による鞍点の揺らぎが小さいことを反映している。

ここで形成される鞍点の基本的な性質は33.3.1で調べた一様定常解でサイズ ci=eのものに近

い。図 48は全要素の dCi/dtとd
2Ci/dt2のスナップショットの重ね書きで、図中の直線の傾きは

Ci =eの一様定常解の C方向の固有値入C と同じである。鞍点近傍 (dCddt，d
2Cddt2) /".J (0，0) 

ではほぼ d2Cddt2~入ë， dCi/dt であるのがわかる。

このように一様乱流状態では分裂後の要素は localには一様定常状態に向かい、平均場の揺ら

ぎと一様定常状態自身の不安定性によって成長/消滅する。ただし、 Fが小さくなって相互作用

が遠距離の領域では dxddtの分布の広がりのほうが3より大きく、 z方向のはっきりした運動

はほとんど見られない。

要素が分裂すると chaosが現れる理由は定性的には以下のように説明できる。図 49のように

左右の要素が交互に分裂するような lつの treeに着目し、さきほどの (Ci，dxd dt)平面上で考え

ると、周りの要素の作る平均場が一定の理想的な状態ではこの系は図 50のような周期軌道と一

種の homoclinicorbitを持つ。実際には、鞍点が平均場の運動によって揺らぐのでこの orbitは

不安定で、あり、左右の選択は chaoticになる。

自由度の変化する系に対してこのように力学系の言葉を使って chaosを考察することは本来で

きないので注意を要する。ミこで述べられた orbitも本来の力学系の orbitとは異なるが、この

系の状態を要素の作る場宙(x，t)三乞jve-βIX-XiICiで定義して並(x，t)の関数空間を状態空間と

考えると無限次元の力学系の軌道として本来の定義で解釈できる。

3.4 長距離相互作用の極限

長距離相互作用の極限では乱流状態はフラクタル的な空間構造をもった。ここではそのような

極限でのダイナミクスを考察し、巾則が出現する仕組みを考察しよう。
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図 51:L = 25，α=  10000， s = 0.002での
式(59)による時空パターン。 t= [0， 150]， 
x = [0， 25]。

図 52: L = 25，α=  10000， s = 0.002， 
{; = 10s2でのモデル (60)の時空パターンo

t = [0， 150]， X = [0， 25]0 

有限のシステムサイズ LでF→ Oの極限をとると、周期境界条件下で全要素によって作られ
る場 (38)は

"" M Aイ

咋)川=評Cj+sL午ψ(千 )Cj+ 0(s2 
( .. 1¥2 1 

ψ(X)三い-[x] -~ ) 一五

に漸近する。ここで、[X]は zを越えない最大の整数である。

従って、この極限での系の時開発展方程式は 0(s2)の精度で

ルfdCi 
fα-zp+(1一例一叩(γ)Cj

，ルI

守=sLψI(五子~)Cj 
j戸一

(58) 

(59a) 

(59b) 

である。ただし、 ψI(x)三千二 2x-2[x]-1である。図 51はこの方程式による時空パターン
の一例である。

簡単のため、以下では γ=0の場-合のみを考えよう。 γ=1=0への一般化も容易である。

式 (59a)の右辺の最後の項は O(s)であり、長距離相互作用の極限では前の3項に比べて十分

小さくなりほとんど無視できる。しかしながら 、この項がないと分裂後の 2要素の時開発展は全

く同じになってしまうので、この項は分裂後の 2要素にわずかな違いをもたらす役割を果たして

いるであろう。 t=Oである要素が分裂してできた 2要素はお互いの斥力で IXi-xjl ~ stと離れ

ていく。平均分裂周期 7 はこの極限で 0(1)の一定値になることはすでに 33.2.1で既に述べた。
従って、隣合う要素同士の間隔は分裂/消滅してしまうまでに IXi-xjl rv O(s)程度しか広がら

ず、式 (59a)の第 3項は隣合う要素間で 0(s2)しか違わない。
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図 53:L = 25，α=  10000， s = 0.002で

o = 0.ls2と小さくした場合のモデル (60)

の時空パターン。この図では当間隔に要素

を並べた初期状態から時刻 150までの時開

発展を載せた。横軸 X= [0，25]。

10
9 
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8 

S(k) 

10
7 

10
6 

10
5 

10-3 10-2 。k 10-1 
図54:方程式 (59)と空間との結合のないモ

デル (60)の空間パワースペクトル S(k)の

比較。横軸の波数 kはFを掛けてスケール
しである。 α=102?104?αs= 0.04，γ= 0， 

L = 12500s， O = s2 

この考察に基づいて式 (59a)の右辺の最終項をなくした以下のモデルを考えよう。

十 α(1-~o ~ Ck) + C， 
T
L
U

一
F
一つ山

崎 (60a) 

1 /1イ

ぞ=s玄ψ'(五デ!:_)Cj 
… jヲ両

日

(60b) 

t番目の要素が分裂して2つの要素 (1+ o， Xi)、(1-
C; > 2→ 
L - - o， Xi)になり、 λイが l増加する。

Ci ~ 0→ z番目の要素を取り除き、 M を1減らす。

(61a) 

(61b) 

いままでのモデルでは等分裂o= 0を用いたがこのモデルでは式 (59a)の第3項に対する代替と

してo= O(s2)ととることにしよう。

このモデルはサイズ Ciの時開発展が要素の空間座標 Xiと結合していないが、 F→ 0、α→∞

のパラメータ領域で形成される時空パターンは図 52、53のようにやはりフラクタル的である。図

54に密度 p(X)三 εt[o (x -X i ) C i (O ( X )はデルタ関数)のパワースペクトル S(k)を示した。(正
確には S(k)の定数倍である。)方程式 (59)による時空パターンのパワースペクトルは低波数に

山を持つが、 P→ Oに従って巾の部分が長くなり方程式 (59)とモデル(60)の巾的性質はほぼ一

致している。

式 (59a)のパラメータは αとMoである。 α→∞の極限では式 (60a)の右辺第 l項の括弧内

の大きさはほとんどOにならなければならないから 2FG→ Moである。サイズ Ciの平均値

は C三走2:t-fCi ~ 1 であるから Mo を変えると要素数 M が変化して M~Mo になることが

わかる。
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図 55:モデル (60)の Ciの時開発

展を全要素について重ね書きした。

α=  10000， lvJo -100， 8 = 10-60 
横軸は O く Ci く 2、縦軸は時間

t=[O，40]。平均場 C(t)を太線で示

した。
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図 56:平均場 Cの分布。 8= 10-6で、 (α3
lvJo) = (100， 1000)， (1000， 1000)， (100， 
100)の場合の頻度分布をプロットした。

ムt= 0.2おきに取った t= [500， 25500) 
のデータから作られた。

10
0 

S(ω) 

10.1 

O=1O-6 

1 ♂ ~-α=102，Mn=lo 
-α=103，M103 

α=10
2
刈=ld

10.3 。 10 ω 

図 57: 平均場 C(t)のパワースペクトル

S(ω)。パラメータとデータは図56と同じ。

サイズ Ciの平均値 Cの時開発展は式 (60a)から

dC (αλダ¥::: 
dt -α-¥瓦 -1)C 

と書けるので、要素数が変化しない聞は

e(t) = eM + (e(O) -eM)e一(αMjMo-l)t

(62) 

eM 三tI
lVlO 

(63) 

のように安定固定点 C=GM に向かつて減衰する。

j'vJ個の要素を持つ系で平均分裂周期がァの時、全体の要素数が変化しない時間は trvげM 程
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してサイズ ST= 2m のtreeの個数 N(ST)
を2の対数で log-logプロットした。グラ

フは区間 [m-0.5， m + 0.5]ごとに平均さ
れている。図 56と同様に取られたデータか

ら作った。
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図 59:(α，Mo) = (100，1000)で 6を10-4

rv 10-8の範囲で変えて treeの個数 N(ST)

を図 58と同様2の対数で log-1ogプロット

した。正確には N(ST)はサンプリングの

回数倍されている。

/ー¥

度であると見積もると、その問の減衰は e一(αM/Mo-l)trv e-cxr/Mo - e-2r/βLである。今考えて

いる極限はsL→ 0であるから、ほとんどの時間 e(t)~ eM(t)が実現していることがわかる。
従って、式 (59a)は αが十分大きい時

dC.. 一
一一二=C.. -CM dt -.山 ëM~ 笠 (64) 

という簡単な方程式に還元される。モデルのパラメータは要素数を決める Moと分裂のルールに
含まれる 6だけになる。図 55はモデル (60)のシミュレーションでの CiとCの時間発展の一例
である。図 56に長時間のデータから得られた平均場 e(t)の分布関数を、図 57にパワースペク
トル S(ω)(の定数倍)を示した。予想されたように、これらは αにはほとんど依存しない。ま
た、 Moを大きくして要素数を増やしても平均場 e(t)の揺らぎは減少しないことがわかる。

このダイナミクスでの treeの成長を考えてみよう。 P→ Oで Orv 0 (s2)が非常に小さい場合、
ある要素が分裂してできた 2要素のサイズ Ciは 1+ dと 1-dであり始めのうちほとんど同じ
である。従って、この2要素はほとんど同じ時間発展をして、ほぽ同時に双方が分裂あるいは消
滅するであろう。双方が分裂した場合、やはり各要素の Ciの違いはまだ小さく、合わせて 4つ
となった要素は再びほぼ揃って成長して、ほぽ同時に分裂あるいは消滅する。このようにして m

回分裂を繰り返すと合わせて 2m の要素をもっ大きな treeが成長することになる。 一方、要素同

士の Ciの違いは指数関数的に増加するから時間が十分たつと同じ treeの中で消滅する要素が現
れ、 treeは小さなサイズに分裂してしまう。

構成要素の数が 2m のtreeが次に再びそろって分裂し、要素が 2m+l個になる確率を Pm，m+l
とする。 2m が全要素数 lvJrv Moに比べて十分小さいうちはその treeは全体の平均場にほとん
ど寄与しないから、 Pm，m+l~ PO，l三 pであろう。消滅と分裂の確率が半々なら p= 1/2である
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図60:空間との結合のないモデル (60)の空
間パワースペクトル S(k)のシズテムサイ

ズ L依存性。 α=2500， s = 0.004，γ= 0， 
8 = s2 L = 20，50，100。

図 61:空間との結合のないモデル (60)の
空間パワースペクトル S(k)の 6依存性。
α= 2500， s = 0.004，γ= 0， L = 500 

ので、 p三 2-χ と書こう。

時刻 tでの構成要素数 ST三 2m の treeの個数分布を N(Sれりとしよう。ァ/2程度の時間が
たって要素が一回分裂すると N(Sιt)のうち p割が生き残って一回り大きな treeをつくるか
ら、 N(2ST， t +ァ/2)= pN(ST， t)が成り立つ。ただし、 ST~ Moである。統計的定常状態で
長時間平均をとると N(ST，t)は時間によらない分布関数 N(ST)で置き換わるから、個数分布は
N(2ST) = pN(ST)で決まる O 従って、 N(ST)= N(2m) = pm N(l) = N(l)S:rxであり、サイズ
STの treeの個数分布関数は ST~ 1vloで巾分布を示すと予想される。
図 58，59はシミュレーションから得られた N(ST)の log-logプロットである。ここでは tree
の構成要素のどれかが消滅した時、その要素を境に treeが分裂したと定義して各 treeのサイズ
を決めた。予想されたように N(ST)は小さな STに対して巾的に振舞っており、その関数形は
α→∞で収束する。 η(ST)の巾の傾きは調べた範囲では要素数のパラメータル10にはほとんど
よらないが、 6を小さくすると巾領域が広がるのがわかる。 6の広い範囲に渡って巾の指数はほ
とんど変わらない。図 59のデータから x= -0.8 rv -0.9と見積もれる。

次にこのような Ciのダイナミクスが空間構造にどう反映するかを考えよう。任意の 2つの要
素の距離の差ロ -XJ'の時間発展は式 (59b)を使って整理すると

λイ I rr.rr¥ • 

t(Zi-2j)=一子干の(Zi-zMPLEiCK十 2 3汁1=2s引ムj〆ydωx(似pバ仰(μω2り)ト一p司) 伊{""" Ci+C，. ¥ ~"r 

Xkく Xk+l k=l"，ルf、jく i

と書けることがわかる。

今、町、 zjをtreeの両端の要素としょっ。 93.2.1で説明したょっにこの極限では平均密度は
P→ 2/(αのである。一方、 tree内部の隣接要素距離は P程度でなので p(X)rv l/sであり、
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(66) 

p(X) ~ pが成り立つ。従って、 treeの空間的なサイズは
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と成長する。左辺の括弧内は Cirv 1であるから、 treeの要素数 STとほぼ同じ値をもっO 従って、

ト-X山 2s (67) 

である。

分裂を繰り返して成長している treeを考えると、要素数 STはtreeが小さい聞は指数関数的

増加するから、その空間サイズは

/ヘ

(68) Xi -Xj cx: sST 

となり、 treeの空間サイズは構成要素数STに比例する。従って、
分布は treeの空間サイズの巾分布に直接反映している。

図60，61にはモデル(60)の空間パワースペクトル S(k)のシステムサイズ L依存性と 6依存性
を載せた。システムサイズ Lを変えると Mo三 αsL/2が変化するが、予想通りパワースペクト

ルの形はほとんど変化しない。一方、 6を小さくすると巾領域は広がる。これも、 treeサイズの

分布関数でみた事実から容易に予想、できる。

treeの構成要素数に対する巾

以上のように、長距離相互作用極限での時空パターンのフラクタル的性質は空間結合のないサ

イズ Ciだけの簡単なダイナミクス (60)によって説明できる。
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4 結論&議論

本研究の関心はバクテリアコロニーという実際の系で五ngeringpatternがどのようにして起き

るのかということと、様々な五ngeringpatternに共通するメカニズムを力学的にどう説明するか

の2点であり、それぞれに対するアプローチが2章、 3章で述べられた。

2章ではバクテリアコロニーの五ngeringを偏微分方程式モテt}vを使って考察した。硬い寒天

上でバクテリアが単独ではほとんど運動できなくなるという観察事実を定性的に再現するために

非線形拡散を導入すると我々の方程式から界面の運動方程式が導出できた。バクテリアコロニー

で五時enngが起きる仕組みは界面運動方程式で見ると既知の物理系に類似している。 Fingering

は界面運動方程式で界面の速度がOの状態が安定になるパラメータ領域で現れたが、それはバク

テリアコロニーの言葉に直すとバクテリアの運動が困難になったこととバクテリアが不活動状態

になる効果が合わさって起きたことであることが明らかになった。一方、このモデルによるバク

テリアコロニーの五ngeringpatternの特徴はコロニー界面に表面張力が働かないことであり、こ

の場合、界面の厚さと同程度になるまで五時erが発達することが予想される。

[議論]バクテリア運動の非線形拡散をミクロな個体運動の立場から理解する必要がある。厳密

には寒天が硬くなっても単体のバクテリアはまったく動けないわけではないから、ごく弱い通常

拡散が残ると考えるべきであろう。通常拡散があれば偏微分方程式はまだ Fisher-typeであり線

形安定な定常進行解が無数にある。非線形拡散を含む Fisher-type方程式が通常拡散が弱くなっ

ていった時、非線形拡散方程式のみ近似できるようになる過程は速度選択の問題と絡んでいてま

だ未解決である。最近、三村、坂口らのバクテリアモデルで nngパターンが再現されたがそこで

は方程式が Fisher-typeでなくなった時に nngが現れている [19]0我々のモデルでも相図全体の

再現を目指そうとすれば、通常拡散から非線形拡散への遷移過程を調べる必要がある。

3章では五ngeringpatternを点状のお1ger先端の運動の軌跡とみる立場を提案し、五五gerの分

裂がパターンのダイナミクスに与える効果を簡単な l次元離散要素モデルで考察した。このモデ

ルは分裂がなければ単調減少する自由エネルギ一的関数をもち複雑な振舞いは生じないが、分裂

r¥ をルールとして与えると種々の五ngeringpatternの実験で観察されている一様乱流状態、樹木状
状態、 fractal、spatio-ternporalinterrnittencyなどを再現する。また、自由度が変化する系であ

るがリヤプノフ解析などの力学系の手法で調べられるのが特徴である。

要素が分裂すると乱流状態が現れる理由が一様乱流状態、で一種の hornoclinicorbitが現れるこ

とと関連して定性的に説明された。また、長距離相互作用で fractalが現れる理由がこの極限で

の簡単な方程式に基づいて考察され、この領域での巾的性質の出現には要素の位置のダイナミク

スは無関係であることを示した。

[議論i要素の分裂をルールとして加えることは数学的にきれいだは言い難くこのモデルに対す
る主な問題点も分裂に絡むものである。通常の時間発展と分裂を区別するしっかりした定式化が

必要である。モデルに関するもう一つの問題は場に対する過去の履歴の影響を含めなかったこと

である。 fractal的構造は過去の履歴を入れなくても出現することを示したことは重要であるが、

DLAのような 2次元系にモデルの結論を拡張しようすると問題が残る。

3章の結果にはまだ、未解決の点が残っている。一つは g3.3.2で述べた最大リヤプノフ数の平

均分裂周期倍が要素密度のみの関数になるという特徴である。また、ともに巾的な時空パターン
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が現れる fractalとSTIでリヤプノフスペクトルに共通の特徴が見られたことは selforganized 

cli ticali ty( S 0 C)を相転移の一種ととらえる見解と一致していて興味深い [30]0

我々のモデルでは長距離相互作用で fractalが現れる機構は分裂する要素のサイズのみの簡単

なダイナミクスで定性的に説明できたが、巾指数について定量的予測をし空間パワースペクトル

の指数を理論的に求めるにはさらに考察が必要である。また、 DLAなどでの従来の巾則の説明や

巾則の現れる他の系との関連ではまだわからないことが多い。

5 謝辞

蔵本由紀先生には研究についての議論から論文の査読まで様々な点で本当にお世話になりあり

がとうございました。

水口毅氏、守田智氏、中尾裕也氏をはじめ研究室の人々との日頃からの議論はともすれば停滞

しがちな研究を進める上でとても刺激になりました。

元研究室の佐々伸一氏、中川尚子氏との議論もまた大変実り多いものでしたo 2章の研究で、使っ

たrandomlatticeとChaginalp氏の存在を修士時代の私に最初に教えてくれたのは佐々氏でした。

松下貢先生、中原明生氏、脇田)11貫一氏を始め中央大学松下研究室の皆さんには大変お世話にな

りました。彼らの行なった枯草菌コロニーのパターン形成実験が私の研究全体の直接の動機になっ

ただけでなく、実験についての議論は非常に有益でしたO

46 



A 一定速度で進行する直線界面の線形安定性

ここでは ~2.3 で導出した式 (15) の界面の運動方程式に従う直線界面の定常進行解の安定性を

調べる。表面張力の効果を見るために式(15)に表面張力頁を加え、以下の形にしよう。

。tη=ムη
(η=u 
V = Q(I¥7ηI)-cκ 

ここで、 κは界面に曲率で cは定数で、ある。

at the interface 

定常進行界面は速度九 =Q(九)、位置 x= V"tで与えられ、その養分濃度場は

η 二 1-e一九(x一九t) x ~ Vst 

である。我々はこの解の線形安定性を以下で計算する。

(69a) 

(69b) 

(70) 

r 座標変換九x→ x、に2t→ tができるので、一般性を失うことなく九=1としてよい。動座
標系への変換 zーゆ(y，t)→ zによって、式 (69)は

o 

。tη={[1十(8νゆ)2]Oxx+ Oyy + (Otゆ-Oyyゆ)OX - 2oνゆOxν}η (71) 

のように書き換えられる。ここで、 x=ゆ(y，t)は界面の位置であり、この座標系で定常進行解

(70)は Q(l)= 1とともに次の方程式で与えられる。

η 二 ηs(x)三 1-e-x for x三0 (72) 

界面に小さな摂動 (的 t)= t + 8<T>.，qe>.t cos qy 
(73) 

η(x，y，t) =ηs(x)+8η入，q(x )e>.t cos qy 

を与えよう。 Vとκはそれぞれ θtゆ、 -8yyゆと書けるので、線形化された方程式は

(ν ー乙8)8η入，q= 1/8ゆ入，q8xηs
入6仇，q= Q'θx8η入，qlx=o-cq

2
8ゆ入，q

で与えられる。ここで ν三入十 q2、 乙s三8xx十九、 Q'三dQ(Vs)/dl¥7η|である。

(74a) 

(74b) 

乙s九九sニ Oであるので並進モードは式 (74a)の特解である O それで、一般解はか一乙8)Uν=0

を満足する斉次解 μ (x)を使って

6η入，q(x) = 8仇，qθzηs(x)十Uν(x)， (75) 

で与えられる o 6川 ，q(O)= 6ηλq(∞) = 0、OX1i8(0)= 1が成り立つので Uv(x)の境界条件は

Uν(0) = -6仇，qとuν(∞)= 0である。一般解 (75)を式 (74b)に代入し、 axx1i8(0)= -1を使う

と、固有値入が以下の形で求まる。

入=-Q'(l + Ox log uνIx=o) - Cq2 (76) 

斉次解 uν (x) は e-x(l+Jï石~)/2 に比例するので、我々は入に対する解析解を求めることができる O

入二 Q'(Q'-1) 11 ム~11 + .4(1 -cL021 -ca2 
2 1--V -， (1 -Q')2 ~ 1 -~ (77) 
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一定速度で伝播する直線界面の安定性は Q'の値によって変わる。

Q'く c: すべてのモードが安定

CくQ'く 1: 長波長モードが不安定
1く Q': 並進モードが不安定

もし、式 (17)のように Qが IVη11/(に比例するなら、 Q'は単に 1/(になる。 2.3で述べた 2.

で現れるような不安定固定点は 1く Q'に対応する。

式 (15)では cはO(ε)で事実上効かない。従って、式 (15)に従うバクテリアコロニーの直線界面

は常に不安定である。上の結果は定常進行界面が小さな曲率κsをもっている場合にも九→九+κs

の書き換えによって適用できる。ただし、この時 Q'三 dQ(九 +κs)/dlマη|であり、速度九は
九=Q(九十K，s)-CK，sで与えられる O 前出のようにもし QαIVη11/ぐなら、 Q'= 1/[(1 +κs/九)(]
である。従って、界面は曲率の増加に伴い安定性を増す傾向がある。
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B 分裂、消滅時のリヤフノフベクトルの変化

以下では分裂、消滅によって状態の無限小の摂動を表すベクトルがどのように変化するかを述
べる。

そのために状態 U(t) = (Ci ( t)， X i (t ) )， i = 1， 2" lvlの要素 i= 1がt= 0に分裂または消滅をす
る場合を考え、それ以外の要素の変数をまとめて u(t)= (Ci(t)，Xi(t))，i = 2"A1と略記しよう。
つまり、 U= (C1， Xl， u) である。また、状態 U から距離 O(ε) 離れた摂動状態を U' 三 (C~ ， Xi ， u')
として同じ要素 i= 1がわずかに遅れて t=ムtで分裂あるいは消滅をしたとしよう。以下では
ある関数 F(U)に対して F(U')-F(U)をbF(U)と表記する。
分裂、消滅の前後で系の時間発展方程式は不連続に変化するが、ある要素の分裂、消滅の際に
それ以外の要素の変数の値は連続に保たれることに注意しよう。

まず、消滅時の変化を考えよう。 2つの状態の要素 lの消滅の時間差は CHムt)= 0とCi(O)= 
bC1(0一)= O(けから

jdC1(0-) 
ムt~ -bC1(0一)/dt~0(E)

である。

消滅後の状態ベクトルの差は

!du' ηu， . ¥ bU(ムt+)三 U'(ムt+)-U(ムt+)= bu(6t+) ~ bu(O一)+(午(0+)-午(0+)) 6t ¥αEαt' . / J 

と書ける o ~~ (t)は要素 lの分裂、消滅に関しては連続なので

du' ，_. du ，_. dbu 一 (0+)一一(0十)=一(0一)一一(0-)=ーァ(0-) dt ¥. -. I dt ¥ . I dt ¥ I dt ¥ - I dι 

であり、これは摂動ベクトルの定義から O(ε)である。結局

bU(ムt+)=bu(O-)+O(ε2)

であり、無限小 ε→ 0の極限で消滅時の摂動ベクトルの変化は単に

(bC1，bxl，bu) => (bu) 

であること治宝わかる。

(78) 

(79) 

(80) 

(81) 

(82) 

分裂に伴う変化はもう少しややこしい。要素 (C1，Xl)が分裂して 2要素 (CL，XL)，(CR，XR)が
できるとしよう。この時、 U = (CL， XL， CR， XR， u)であり、分裂のルール (37)から CL(O+)= 
CR(O+) = 1， XL(O+) = XR(O十)=Xl(O-)が成り立つ。摂動状態に関しでも問機に分裂後を U'=
(CLzL ch，zh，d)と書くと、 Cl(ムt十)= Ck(6t+) = 1， xL(6t+) =吋(ムt+)=バ(ムt-)で
ある。

分裂の時間差ムtはC{(ムt)= 2とoC1(O)= C{(O) -2 = O(けから、式 (78)と同じ形になる。
前と同様に bu(6t+) = bu(O-) + O(ε2)は成り立っているので、摂動ベクトルの要素 l以外の
成分 buは要素 1の分裂にたいして連続である。
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分裂後の摂動ベクトルの要素 1の成分を考えよう。分裂後の CLの違いは

dCL 
OCL(d.t+ ) 三 C~(ムt+) -CL(ムt+) 竺 C~(ムt+) -CL(O+)一一一(0+)d.t (83) 

dt 

で、時間発展方程式 (36)から争(0+)=舎(0-)+ (γ -l)CR(O+) であり、さらに C~(ムt+)= 
CL(O+) = CR(O+) = 1だから

(dCl/~ ¥ ， . ¥ A"~ _， / dC1 ，_ ，1 
OCL(d.t+) ~ lーっ;+1.(0_)+γ-1 ) d.t = 11 + (γ-1) /ー土(0一)1 oC1(0一) (84) ¥ dt ノ L '¥ I - I / dt ¥ - I I 

となる。この式は CRに関しても同じである。

また、分裂後のむの違いは

仇 (d.t+)三 XL(仙)-叫川~ x~( ð.t-) -Xl(O-) - 守~(叩t

i dx~ . _. dャr.. .l 
= OX1(0-) + 1ーニ(0)一一子(0+)1d.t 

I dt 似|

，dOX1/.-. ¥，  dXl/~ ¥ dXL/~ ， J 
= OX1(0-) + I一一(0一)+一(0-)一二子(0+)IムtI dt ¥ - l'  dt ¥ - I dt ¥ -， I I (85) 

と書け、今ム(0一)~ O(ε)と時間発展方程式 (36)から争(0+)=令(0一)-sCr(O+)と書ける
ことに注意すると

/dC， 
ÓXL(ム川~ OX1(0-) -仰=OX1(0-) -附 (0-)/ず(0-) (86) 

であることがわかる。 XRに対しては第2項の符号が正になる。

以上をまとめると、分裂によって無限小摂動ベクトルは

(仇OX1，O 
( ( γ-1 ¥ r rt r soC1 ( γ-1 ¥ rrt r ，soC1 c. ¥ (87) 

と変化する。
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