
，、
J戸

学位申請論文

非局所結合素子系の時空カオスと
その特異性

中尾裕也

1998年12月18日



目次

1 序 6 
1.1 はじめに 6 
l.2 背景 6 

1.3 この論文の構成 8 

2 非局所結合素子系 10 

2.l 動的な素子 10 
2.2 結合素子系 ] J 

2.2.1 線形な苧均場結合 ] ] 

2.2.2 局所 ・拡散結合系 ]2 

2.2.3 大域 -平均場結合系 13 
2.3 非局所結合系 H 

2.3.1 モデル 14 

2.3.2 非局所結合の現れる例 14 

2.3.3 空間的に離散的な格子点上の素子系 16 

2.3.4 離散時間モデル 16 

2.3.5 補足-局所+大域結合系 17 

3 連続時間モデル 18 

3.1 非局所結什複素ギンツブルクランダウ振動子系 18 

3.1.1 モデル J8 

3.l.2 線形安定性解析 19 

3.]，3 数値計算 21 

3.l.4 空間相関関数およびパワースペクトル 25 

3.1.5 振幅場のフラクタル性 27 

3.1.6 補足-拡散結合系の空間相関 28 
3.2 その他の素子 30 

3.2.1 ブラッセレータ系 30 

3.2.2 レスラー振動子系 3~ 

4 離散時間モデル 37 

4.1 ロジスティック写像系 37 

4.].1 モデル 37 

4.1.2 特異的な時空カオス 37 

4.1.3 ロジスティック写像系に特徴的なこと 40 

4.2 非対称テント写像系 10 

4.2.1 モデル 40 

4.2.2 特異的な時空カオス 4 J 

4.2.3 非対称テント写像に特徴的なこと 4] 

2 



5 ベキ員iJの起源 45 

5.1 メカニズム 15 

5.:2 確率過粍モデル t1() 

5.3 ランダム乗法過程 '17 

6 ~~し 1加法ノイズを含むランダム乗法過程におけるモー メントの漸近的なベキ則 49 

6.] 導入 !J9 

6.2 解析に使うモデル 50 

6.2.] ランジュパン方程式 50 

6.2.2 境界条件 50 

6.3 近似的な取り扱い 51 

6.3.] フォッカープラン夕方程式 51 

6.3.2 ベキ的なテイルを持つ定常分布関数 5:2 

6.3.3 モーメン ト 53 

6.3.4 モーメン トの漸近形 54 

6.3.5 指数 55 

6.3.6 他の漸近領域 55 

6.4 厳密な扱い 56 

6.4.1 フォッカープランク方程式 56 

6.4.2 ベキ的なテイルを持つ定常分布関数 56 

6.4.3 モーメン ト 58 

6.!J .4 モーメン トの漸近形 5 

6.4.5 指数と他の漸近領域 59 

6.5 ベキ則のロバス トさ 59 

6.5.] 境界条件 6] 

6.5.2 離散モデル 6] 

6.5.3 ノイズの性質 61 

6.5.4 数値計算例 6] 

6.6 いくつかの関係した系 62 

6.6.1 ノイジーなオンオフ間欠'性 62 

6.6.2 結合カオス素子 6~ 

6.6.3 空間分布したカオス素子 . 64 

6.7 結論 65 

7 ランダムに変動する長波長の外場を与えた素子系 66 

7.1 離散時間モデル 66 

7.1.1 ロジスティック写像系 66 

7.1.2 非対称テン ト写像系 s7 

7.2 連続時間モデルー微分方程式系 70 

7.2.1 位相モデル 70 

7.2.2 複素ギ ンツブルクランダウ振動子 7'2 

7.3 非局所結合系と 外場系の違い 74 

3 



8 時間的な間欠性

8.1 オンオフ間欠↑生

8.2 ノイジーなオンオフ間欠↑生

8.3 孜々の系におけるオンオフ間欠性

8.3.1 非局所結合複素ギンツブルクランダウ方程ず

8.3.2 ランダムな長波長外場を'].調えたロジスティ ック写像

8.3.3 その他の系

v
h
u

に
d

k
d

μ

υ

K

U

ο

O

Q

O

円

t

円

i

H
，t

『
，t

ヴ

i

ウ

i

7

i

9 確率分布関数と局所リアプノフ指数

9.1 ランダム長波長外場を与えた非対称テント写像系

9.2 非局所結合複素ギンツブルクランダウ振動子系

0

0

3

 

0δ

nHu

n
RU
 

10空間的な間欠性

10.1空間パタ ーンの間欠性

]0.1.1振幅場のマルチアフィン性

10.1.2差分場のマルチフラクタル性

] 0.2補足ーシングルスケーリングとマルチスケーリング

10.2.] セル フアフィン↑生

10.2.2 フラクタ lレ性

10.2.3 マルチアフィン↑生

10.2.4 マルチフラクタル性

6

6

6

8

0

1

2

2

3

 

0
0

口れ

口HU

n
kU

ハ
ud

n

u

n

y

n

y

o

u

11 マルチスケーリング性

11.1ランダムな長波長外場を与えた素子系におけるマルチスケーリング性

] 1.1.1モデル

11.1.2間欠的な振る舞い

11.1.3測度

11.1.4 分配関数

11.1.5数値計算

94 

94 

94 

94 

95 

95 

96 

99 

100 

103 

103 

] 0'1. 

105 

105 

107 

]08 

]09 

111 

J] ] 

112 

11 :3 

11.2マルチスケーリングの起源

11.3分布関数による記述

11.4振幅場 X のマルチアフィン性の理論

11.4.1 分布関数か らのスケーリング指数の計算

11.4.2 PDFの彼付見的なモデル

11.5差分場 Yのマルチフラクタル性について

11.5.1 低次のモ ーメン トに対する対数正規近似

11.5.2 PDFの引き延ばされた指数分布テイル と高次のモーメント

11.5.3 PDFの微視的なモデルの難しさ

11.5.4乗数の分布

11.6議論

11.6.] 平均の取り万

11.6.2流体乱流との類似性および非類似性

11.6.3差分場 Yのマルチフラクタル性の理解へ向けて

4 



12そのイ也のトピ ック

] 2.1空間 2次元の系

] 2.2 白山度

12.3再び極限へ

12.4カスケードフロセスとウェーフゃレット

12.5速い拡散場により結合した系

12.6実験系の 可能性

13 まとめ

5 

114 

11t1 

1 1 (j 

119 

] 1 D 

1:2t1 

1:2t1 

126 



1 序

1.1 はじめに

これは、「非局所結合素子系のH寺空カオスとその特異性」というテーマで著お(巾厄裕也)が 1995

年の春から 3年半にわたって研究してきた内容をまとめたドクター論文である に著与が主とな って

作成したふたつの公表論文 [5]と[7]'を主な内容として、それ以前の研究のレビュー、 MJι的な説

明、および現在進展中の研究に関することをいくつか付け加えて構成されている 。なお、この論文

の内符すべてが著者のみによって行われたものではない。非局所結合素子系を導入し、その特異的

な時空カオス状態を発見したのは著者の指導教n・である蔵本由紀教慢であり、若者はその最初の論

文が書かれた頃にこの内容をテーマとしてうえられ、その後共同研究を行ってきた。特異的な時空

カオスを生成するメカニズムの解明や、ランダムに変動する外場を与えた系の導入など、この論文

で述べられる内容には蔵本教授が最初の重要な寄与をし、その後著者が拡張したことも少なくな

い。この論文が幾分冗長なのは、非局所結合素千系の最初の論文のレビューと、それ以降の共同研

究の結果についてひととおり述べてあるからである 。では、背景の説明に移ろう 。

1.2 背景

多彩な非平衡散逸系を研究するにあたって、現実の系を徹底的に抽象あるいは捨象して、その特

徴のうち重要と思われるごく 一部のみを取り入れた単純なモデルを詳細に解析し、その結果から何

らかの e 般的な主張をしようとする手法は、標準的なもののひとつである 。

この論文で扱う結合素子系は、そのような単純化されたモデルのひとつの典型的なクラスをなし

ている 。それは字義通り 、現実の系に典型的な(あるいは人間のものの見方として典型的な)ふた

つの特徴、すなわち系がいくつかの要素的な部分(素子)に分割できることと、それらの部分間に

なんらかの相互作用が存在することを抽出して構成されたモデルである(図 1)。

g 

2 
2 

2 
2 

宏 宏
同 1:相互作用する素子系

11998年 12月 16n現在投稿中で、まだレフ ェリーのコメントは受け取っていない。
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さて、我々が興味を抱くような非予衡散逸系においては、 一般に各素子は内部状態を持ち、その

内部状態の白律的なダイナミクスを持つ。また素子間の相互作用は、各々の素子の内部状態が他の

素子の内部状態 と影響をおよぼし合うようなものが a 般的である 。

幾つか例を挙げよっ 。最もよく引き合いに出されるのは、空間的な広がりのある(つまり、空間

的な不均 一性を持ち得る)化学反応系であろう 。 非平衡散逸系のパターン形成などの用解に rft~ な

役割を果たしてきた Belousov-Zhabot.inski振動化学反応系 [10]は、溶液の各部分がr1励的に振動

する化学物質の濃度を内部状態として持つ素子であり、それらが拡散的に結合したものであると凡

なすことができる 。またレ ーザ一発振は 、キャピティ中の原子の双純子モーメントを素子として、

それらが電般場 (光子)を介して相互作用することによって生じる共同現象であることも有名であ

る[8]。他に、心筋細胞は各細胞がそれぞれ向励的な娠動千で、他の細胞より微妙に周期の短いヘー

スメーカーから興奮波が他の細胞に伝わって集団的に振動することにより心臓の鼓動を作り山して

いることや、オス向上が点滅のタイミングを同期させ、集団でひとつの光源となってメスを引きつ

けようとするある種のホタルの群れは 、結合振動子系と見なすことができるということもよく七張

されることである [11，14]20 さらに、脳は無数の神経細胞が種々の結合を介して非常に複雑な相

互作用をした一種の結合素子系と見ることができるかも知れないし [9]、生物の増殖と拡散や [13]、

各エージェントが種々の行動を通じて相互作用する社会システムなども、この穐の結合素子系とし

て見ることができょう 。

これまでの結合素子系の研究に多くにおいて、素子は双安定素子、振動子や興奮性素子、あるい

はせいぜい低自由度のカオス素子とされ、また素子聞の相互作用としては、主にふたつの極限的な

場合、すなわち化学反応系や心筋細胞の場合のようにとなりの素子とのみ影響をおよぼし合う局

所・拡散的なもの(凶 2)と、ホタルやレーザーのように(光の伝播は非常に速いので)全素子と均

等に影響をおよぼし合う大域 ・平均場的なもの(凶 3)が考えられてきた30

j-l j j+l 

刻 2 局所-拡散結合

ミぶ語道持惨な以ぷ
コ k

図 3:大域 .、F均場結合

そのようなモデルの研究から 、局所 -拡散結合系においては非線形波動の伝播、様々なパターン

形成や時空カオスの発生など、大域 ・平均場結合系においては素子問の引き込みやクラスタリン

2しかし、例えば脱水でゲンジボタルを観察していても、点減が引き込むところは見たことがな1..¥0 生物系の人の話に

よると、彼らは光の明滅の微妙なタイミングで庄いを認知するなど高度な情報交換をしているらしく、振動千と見なし てし

まうのは失礼であろう 。

3局所結合が常に拡散的だとは限らないし、大域結合が平均場結合しかないわけでもないのたが、次の市で示すような

結合の導入をするとそうなるのである 。
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グ、集付l運動や大白 Rl度カオスの発生などの様々な現象が発見され、概念化されてきた 多くのモ

デlレは詳しく取り扱うために現実の系を簡単化しすぎており、得られた結果がー般的過ぎて結}n}現

実の系の珂解に役に立たない嫌いはあったが、それでもそのようにして得られた概念が我々の認l識

を豊かにしてきたことに違いはない。

さて、次に当然考え付くのは、結合の仕方がその中間的な非局所結合(凶t1)、つまり、近{芳のぷ

とは強く相互作用するが、遠方の素子とはさほど影響を及ぼしあわないような場合である 、現実

の世界を見渡すと、上に述べたふたつの極限的な場合よりもむしろこの場合の方が門然であるよう

にさえ思える。また後で示すように、細胞集団が化学物質を拡散させて相 7f__作川しているときなど

は、実際にこの場合に相当する 。ところが、このような系に関する研究は J意外なほど少ない40

コ k

関 4:非局所結合

標語的に言えば、大域結合系は各素子がすべての素子と均等に相互作用するという意味で、素チ

にとって系はすべて内部であり、 一方拡散結合系は各素子はすくいとなりの素子としか相互作用しな

いので、素子にとって系はすべて外部である 。 -万、非同所結合素子系の重要な特徴は、系のrllに

各素子にとっての内部と外部、すなわち結合長の内側と外側が存花することである 。そのため、 }u}

所 ・大域どちらの系の特徴をも含むような、逆に言えばどちらの系でも見られないような、独自の

性質を示すことが期待される 。

そして、今後述べてゆくように実際そのとおりであり、非局所結合素子系は、素子の内部状態の

なす場のパターンのフラクタル性や空間相関関数のスケーリング挙動で特徴づけられるような、特

異的な時空カオス状態を非常に一般的に示す。この論文では 、この特異的な時空カオス状態を i:題
とし、詳しい解析を行う 。

1.3 この論文の構成

今後のこの論文の構成は以下の通りである。まず第 2章で、局所 ・拡散結合素子系と大域 ・、ド均

場結合素子系の中間にあるものとして非局所結合素子系を導入し、そのような結合が現れる口可J能f
のある具体的な系について議論する O

第3章では、まず非局所結合素子系の代表的なものとして非局所結合複素ギンツプルクランダウ

振動子系を導入して解析を行い、系が仮11J面場のパターンのフラクタル性や空間相関関数の短距離で

のベキ的な挙動で、特徴づけられる「特異的な時空カオス状態」を示すことを説明する。また、素子

をブラッセレータやレスラー振動子に置き換えた系を導入し、この特異的な時空カオス状態が綾ぷ

ギンツブルクランダウ振動子系に限らず、より 一般的に見られるものであることを/示す♀さらに次

の第 4章では、系が離散H寺問モデルで記述されるような場合を考え 、素子としてロジスティック写

像と非対称テント写像を使った場合を調べる。その結果、やはりこの種の時空カオス状態が観測さ

4我々がこの研究を初めて 4年近く経過しているが、その聞に注意を芯かれたこのような系に閲する論文も数えるほと
しかない。
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れ、統計量の挙動も定性的に同'であることを示すO

このように幅広しE系において観測されるということから、特異的なH手空カオス状態、を'[:.成するメ

カニズムは本質的には簡単で普遍性を持つものであることが予想されるが、このことは第九市で

明らかにされる 。つまり、場のフラクタル性やベキ的な空間相関は、素 f-Pti]の状態庄がよrのカオ

ティックな運動による乗法的な駆動と、長波長の非局所的な平均場の微少なずれによる加法的な，I~r~

動の両方をランダムに受けている結果であるとして説明される。このような状況を記述するための

最初のモデルは蔵本によって導入され、その後本質的には同じだが異なるものもいくつか提案され

たc そのようなモデルは、実はノイジーなオンオフ間欠性と呼ばれる現象を説明するためのモデル

や、レーザ一発振や生物の個体数変動、経済の価格変動のモデルとして使われているものと同じも

のであり、我々の系においても任意のふたつの素子の聞にオンオフ間欠性が生じていることや、素

子間の状態差の分布がベキ的になることなどが予想される。第 6章では、このようなモデルの典型

例として、乗法および加法ノイズに駆動されたランジュバン万程式を導入して詳しく解析し、場の

フラクタル性や空間相関のベキ則を近傍の任意のふたつの素千問のノイジーなオンオフ間欠性の結

果であるとして説明するとともに、フラクタル次元やベキ則の指数などを素子の局所リアプノフ指

数のゆらぎの統計的性質と関係づける。この章は著者の公表論文 [5]の日本語への直訳である 。

この簡単な確率過程モデルによる結果は、特異的な時空カオス状態の短距離における統計量の準

動を定性的に非常にうまく説明できる 。ところが、このモデルで仮定されたことの中に、非同所結

合そのものは入っていない。場のフラクタル性や空間相関のベキ則が生成されるためには、単に素

の局所リアプノフ指数がゆらぎ、ランダムな長波長の場が素子に影響を与えていればよいので

ある 。つまり、少なくとも短距離の統計量の特異的な性質に関しては、非局所結合は必要条件では

なく、そのような性質はランダムに長波長の外場を与えた素子系においても生成される叶'能性があ

る。第 7章では、この予想を実際に確かめるために、ランダム長波長外場を与えた点 f系を導入

し、数値計算により統計量を測定する。その結果、それらの系においても特異的な空間相関や場の

フラクタル性を示す「特異的な時空乱流的状態」が観測されることがわかる。

第8章と第 9章では、上の確率過程モデルから予想されたふたつの素子問のノイジーなオンオフ

間欠性や状態差のベキ的な分布、場の統計量の性質と素子の局所リアプノフ指数のゆらぎの関係な

どを幾つかの系において実際に確かめる 。

我々の系においては、場の空間パターンそのものも間欠的である 。第 10章では、この空間間欠

性を特徴づけるために、これまで場のフラクタル性や空間相関のベキロIjなどとしてばらばらに扱っ

てきた量を、場の高さの差の q次モーメントのベキ日Ijとして一般化する 。この一般化したむのス

ケーリング指数の測定の結果、もとの振IIJ高場のマルチアフィン性と、振幅場の差分で定義した振幅

場のマルチフラクタル性というふたつの重要な性質が明らかになる 。これらのマルチスケーリング

性は、流体乱流の速度・エネルギ一散逸場や、荒れた表面成長現象でも知られている興味深い性質

であり 、場の量の分布関数に基づいた詳細な解析を第1]章で行う 。なお、この章は著1tが巨半年と

なっている論文 [7]の日本語への直訳である 。

以上がこの論文の主要部分である 。最後の第 12章には、まだ確立しておらず公長論文にもなっ

ていないが、興味深く、今後進展し得るいくつかのトピックスについて簡単に述べることにする 。

なお、このドクター論文は、第 6章と第 11章に公表論文を日本語訳したものをそのまま転載し、

それに非局所結合素子系のイントロダクションとその他のトピックスを補足するという Jf~で作られ

たため、話の流れが前後したり、重複して述べられている部分があったり、また記号の統 ーがとれ

ていない部分が多少はあることを、あらかじめご了承頂きたい。
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2 非局所結合素子系

まず結合点 j乙系という概念を導入する 。次に歴史的によく調べられてきたふたつの概限的な系、
すなわち局所結合系と大域結合系について簡潔に述べる。その後非局所結合点 j乙系を導入し、いく
つかの具体例をうえよう 。

2.1 動的な素子

動的な素子を考えよう 。ここで、動的とは、素子が何らかの内部状態を持ちその内部状態がn励的
なダイナミクスを持つという意味であって、素子がその位置を変化させ得るという意味ではない5つ

素子の時刻 tにおける内部状態を適当な次元のベクトル X(t)で表わし、そのダイナミクスを連続
時間モデルで、

dX(t) 
ゴ了二 F(X(l))， 、1

1
J

l
 

，，a
-
E

、
と記述することにしよう 。確率的な要素は考えず素子は決定論的方程式に従うものとしたc 素子は
自励的なので右辺は時刻 tにあらわにはよらない。

考えている素子によって、内部状態ベクトル Xの次元は lから非常に大きな値まで株々であり、
そのダイナミクス F(X)も単なる緩和のように非常に単純なものか ら、無数の変数が複雑に絡み
合ったとても記述できないようなものまで様々であろう 。例えば内部状態ベクトルの次元が 1の場
合、そのダイナミクスが有界な領域にとどまるためには、 F(X)は固定点への単なる緩和を表わさ
なくてはならない。例えl工、

dX __'> 

αx -X;j. (2) dt 
これは実係数 αの正負によりひとつあるいはふたつの安定な固定点を持ち、実ギンツブルクラン
ダウ方程式と呼ばれる。内部状態ベクトルが 2次元の場合、ポアンカレ・ベンデイクソンの定理に
より有界な領域にとどまるダイナミクスは単なる回定点への緩和以外に極限周期軌道、すなわちリ
ミッ トサイクルへの漸近がありうる。例えば、

dHI 
一一二 α¥，y-(] + i c ) 1 W 12 W， (3) dt 

ここで仏 cは実定数、 Wは複素数の変数である 。このノ7程式は、 αが負の時には原点に安定な間
定点を持つが、 αが増加して正になるとホップ分岐によりこの同定点が不安定化し、まわりに安定
なリミッ トサイクルが生じる。これが今後頻繁に使用する複素ギンツブルクランダウ振動子の従う
方程式である 。内部状態ベクトルが 3次元以 tになると、そのダイナミクスは同定点、リミ ットサ
イクルに加え、カオティ ックな軌道をとり得るようになる。レスラー振動子やロ ーレンツモデルな
どが有名な例であろう 。

さらに内部状態の次元が上がるとともに、素子のダイナミクスはいくらでも複雑になり得る。が、
素子のダイナミクスは、常にそれがとりうる最大の複雑さをとっているわけではない。例えば神経
細胞は非常に多くの分子からなっており 、もし各分子がぱらぱらに動いた らそのダイナミクスは忽
像もつかないものになるだろうが、実際にはそれらの挙動は非常に強く組織化されており、神経細
胞のダイナミクスはある条件下では単に規則正しくパルスを発するリミットサイクルであ ったり、
せいぜい少数白由度のカオスであったりする 。つまり、実際の多くの素子のダイナミクスはその llJ
能な位相空間の中の非常に限られた部分空間上(不変多様体)に実質的に制限されており、その記
述には、その部分空間の次元程度の個数の変数を用意すれば実際には十分である 。素子の記述をこ

5細胞などの中には動くものもあり、それはそれで面白いだろうが、以下では考えないことにする。
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の部分空間上に制限し、素-fのダイナミクスをその上でのより少ない変数によ って記述しなおすこ

とを縮約という 。しかし、仮に素子を記述するミクロな}j程式が全てわか っていたとしても、この

部分空間がいつも容易に求まるわけではない。

そのような縮約の手続きが解析的に可能な重要な場合として、素rのダイナミクスのI?iliS.乙1，1Xが不

安定化して分岐を起こす分岐点近傍での縮約がある [14，] 5J。このとき、素子のダイナミクスは分

岐点において中立安定になるような同有ベクトルの張る空間 I二(固有仰の縮退がない場合にはその

次元は Iか2である)の変数で書き表される 。 上で、挙げた方程式は、そのような分岐点近傍での締

約を行ったときの標準形のうちのふたつの典型的な例である 。

以下で我々は動的な素子を多数結合した系を考えるが、その ときに素 jこの内部状態のダイナミク

スとして複雑なものを考えて問題を複雑にするよりは、むしろ簡単なもの、特にリミットサイクル

振動子と 3次元の低自由度カオスを取り扱うことにする 。にもかかわらず、系は非白明で a 見非常

に複雑な挙動を示すことがいずれ明らかにされるであろう 。

2.2 結合素子系

さて、そのような素子が空間的に分布し(この空間は抽象的なものでもよい)、周聞の素子と影響

を及ぼしあっているような状況を考えよう 。すでに述べた通り、現実の世界には化学反応系、心筋

細胞、神経回路系、バクテリア、ホタルの群れ、経済活動におけるエージ ェントの群れなど、その

ように捉えることのできそうな系が多数存在する。なお、以下では簡単のため素子がその位置を変

えるような状況は考えない。空間に連続的に分布した素子を考え、その位置を T で表そう 。素子内

部状態は X(r，t)、そのダイナミクスを F(X(r，1.))と表すことにする 。

2.2.1 線形な平均場結合

素子問の結合には様々なものが考えられるが、以下ではそれをあるひとつの種類の、しかし広い

応用範囲を持ったものに限定する 。

その結合とは、線形で平均場的なものである。つまり 、各素子はその近傍の素子の内部状態の線

形な重ね合わせによる平均的な場を感じ、その影響を受けて運動するものとする。この平均的な場

を内部場と呼び、位置 Tでの内部場を X(r，t)と書くことにしよう 。より具体的には、場 X(r，t) 

を次のように定義する

文ケ，1.):= ! G(lr' -rl)X川 dr'. (4) 

ここで、 G(1すは適当な重み関数であり、この重み関数をどう選ぶかによって結合の機子を変える

ことができる 。系の空間的な等方性を仮定して、 G(T)は 2点聞の距離のみによって決まるものと

した。また、 G(けは次のように規格化されているものとする

! G(I〆-rl)dr' = 1. (5) 

各素子はこの内部場と、素子の内部状態との差に比例した影響を場から受けつつ運動するものと

する。すなわち、素子系が、

dX(1)， t) ト 1
dt=F(X(TJ))+K lX(り )-X(r，t)J， )

 

ハハ
U

，，a
，‘
、

というダイナミクスに従うとする 。ここで K は a 般には行列だが、この論文では多くの場合単位

行列 IをK倍したものが使われるので、以下では単に K と書くことにするrλ'は素子が内部場か
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ら受ける影響の大きさをコントロールするパラメー夕、つまり結合強度である λ'がlEなら 、この
結合は素子の内部状態と内部場を 5文させるように働く じこの結合による素子IpJ1:を揃え よう とす
る効果と、各素子の自11土[1<]なダイナミクスによる(ー般には)ぱらぱらになろうとする効果のバラ
ンスにより、この穂の結合素千系は線々な挙動を示す。さて、以下にこの穐のダイナミクスに従う
結合素子系の典型的なものと、その具体例を挙げてゆくことにしよう 。

2.2.2 局所・拡散結合系

まず、素子聞の結合の短い極限を考えよう 。つまり、重み関数 G(1・)が原点近傍のごく狭い領域
でのみ非常に大きな値をとる場合である。このとき、素子の内部状態のなす場 X(1')が適度になめ
らかなら、その程度のスケールでは場 X(r)がほとんど変動しない状況を考えることができる J す
ると 、点 T の近傍で X(r')は、

X(r') = X(r) + [(r' -r)・マ]X(r)+ ~ [(r' -r)・マ]2X(r)+...， (7) 2 
と展開されるので、これを式 (4)に代入し 、G(1・)の対称性から座標の奇数次の項が消えることを
用いると、内部場は、

文(r) = J dr'G(1〆-rl)X(r') 

~ I d刈 (Ir'-rl) ~ X(r) + ~ [(r' -r) マfX(r) ~ I ¥1 I! I ¥ I • 2 L¥ J ¥ I I 

二 X(r)+ { ~ J dr'G(lr' ~ rl)1川，}巾(r)， (8) 

と計算される o Ci( 1')の値をとる領域が原点付近に集11]すればするほど 、4次以上の項からの寄与は
無視できるようになり、その極限において拡散結合系が実現される。これをダイナミクスの式 (6)
に代入すると、

dX(r， t) 
=F(X(r，l))+Dマ2X(r，L)， (9) dt 

を得る 。ここで、式 (6)における結合強度 1¥(または行列 K)と上の展開式に現れた G(γ)の 2次
モーメン トを掛けたものを新たに D(または行列 D)とおいた。これは各素子が互いに拡散的に結
合したものであり、反応拡散系と呼ばれ、非常に幅広い応用を持つ。以下にその例をいくつか挙
げる。

各素子が聞定点、への緩和型の式 (2)に従うとき 、系のダイナミクスを表わす式は、

cLY(r，t) v v3 
二 X-XJ + Dマ2X， (JO) dt 

となる 。これは最も簡単な「時間依存(実)ギンツブルクランダウ (TDGL)方程式jであり、空間
分布した双安定な素子が拡散的に結合したものである 。この方程式は場の量のある向出エネルギー
汎関数に対する勾配}j程式に書き直すこと ができるので、系はリアプノフ汎関数を持つ。そのた
め、外刀がなければ系のダイナミクスは最終状態への単純な緩和であり、それほど複雑ではない。
この方程式は、相転移の臨界現象のモデルとして使われる最も簡単なものであり、膨大な研究がな
されている。llohenberg-Ilalperin[J 6]はこれを相転移のモデル A と分鎖した。この方程式に種々
の効果を表す様々な項を追加したものは、数多くの相分離現象のモデル方程式として使われてい
る。また、結品成長のモデルに使われるフ ェイズフィールドモデルや、その他多くの非予衡系のパ
ターン形成のモデルもこの形をしている [17]0この論文でこれ以上このモデルに立ち入ることはで
きなし、。
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各素 j三が式 (3)に従うときには、適当に変数変換すると系のダイナミクスは、

dlifl (T， l) 
= 1t1! -(1 + iC2)I lifl1

2 lifl + (1 + icJ)マ2lt'， ( I 1) 
dt 

と表わされる。これは「複素ギンツブルクランダウ (CGL)方程式」と呼ばれるもので、 7R間分イII

したリミットサイクル振動子が拡散的に結合したものである [J2，l5]o TDGL}j程式 (10)との述

いは、各素子の内部状態の自巾度が 2であり、そのため系が一般にはリアプノフ汎関数を持たない

ことである 。実際このノ7程式の示すダイナミクスは TDGL方程式 (10)よりはるかに彼雑であり、

特にパラメータ ClとC2が Benjamin-Feir不安定条件 1+ CIC2く Oを満すと全ての予而波解が不安

定化し、時空カオス状態を示す [12，15， 20]。

前に述べたように、式 (10)と(11)は、より 一般的な方程式から分岐点近傍での縮約手続きによ

り標準形として導出される普遍的なものであり、これらの系の解析はそれらの 一般的な系の分|岐岐j

近傍での挙動に対する定性的な予言能力を持つため、多くの研究がなされてきた。

各素子のダイナミクスとしてさらに複雑なもの、例えば低次元カオスを使うことも可能であり、

そのような研究も多数ある 。この場合、上述の縮約の意味における普遍性はないが、系は当然、時空

カオスを含む多彩な挙動Jを示しうるという点で、興味が持たれる 。

2.2.3 大域・平均場結合系

次に逆の極限を考えよう 。つまり素子聞の結合が距離によらず、 G(けが空間的に完全に 1菜な
場合である 素子の存在する空間領域の体積を V とすると 0(7')三 1ハ/なので、内部場は場所に

よらず、

判 =~ !X川が
となる 。これを使って素子のダイナミクスは、

勺，tL = F (X ( T ， t)) + I{同)-X(げ)]， 

(J 2) 

(13) 

で与えられる。内部場が全素子に共通なので、系から空間構造はなくなる 。つまり系から宅問の意

味が失われ、 T は単に素子のインデックスとなる。

この系は、例えば統計力学のイジングスピンモデルおける平均場近似のような、通常の意味で

の平均場結合系である 。これは、相互作用の伝わる速さが十分に速く 、ま た遮蔽されてもいないの

で、素子がどこにいても瞬時に他の素て!この影響を均等に受けるような状況を表わしている。.fJLだの

系では、例えばホタルやレーザ一発振などのように光で相互作用するものの他に、神経系のネ ット

ワークなどで素子問に非常にたくさんのランダムな配線があるような場令にも、大域結合.、IZより場

近似が妥当な場合があるかもしれないと 言われている 。

再び、素子が式 (3)に従うとしてみよう 。すると、系のダイナミクスは、

dvll(T，t) 
二 W -(1 + iC2)llifll2lifl +}イ(lt1l-It1l)， 

dt 
( Jt1) 

となる 。このモデルは CGL振動子を大域的に結合したもので、 IlakimとRappel[2J]や、"，川と

蔵本たち [22]によって調べられ、素子がいくつかの完全に同 ーな挙動を示す集問に別れて運動す

るクラスタリング、低白由度の集|司カオス、また素子がある種の秩序を持ちつつもばらばらに振る

舞う大内由度カオスなどを示すことが発見された。
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2.3 非局所結合系

2.3.1 モデル

前節でふたつの概限的な結合素子系について述べたが、、月然、次に考えるこ とになるのは if(み関数

G(γ)がデルタ関数的でも空間十薬でもなく、適吋な!よがりを持った場合である 】まず、近くのよ

子には遠くの素子によりも強い影響を受けると考えるのが自然であろう 。つまり、(，'(I・)が 7・ニ O

で最大値を持ち、 7・が増加するとともに現象する関数となる場合である 。

そのような G(1')としては線々なものが考え られるが、例えば今後 l次j乙の系を扱う場合には次

の指数的な形を使うことにする

G(1')二 Goexp(-γ11'1) (15 ) 

ここで、 γ-1は重み関数 G(1、)が減衰する長さスケールを与え、以下これを結令距離と呼ぶo (;0は

式 (5)を満すための適当な規格化定数である 。なお、この形は仮想的な反応拡散系の断熱消去によ

り自然、に得られることを後ほど示す。

このような重み関数を使って内部場は、

文(r，t) = J G(lr.' -rl)X川が

と与えられ、系のダイナミクスはこの X(r，l)を使って、

一、、t
E
，，，

ρ

ハv
-
i
i
 

，，E

・1

、

(r， t) T.'1 1 -v-1 __ ~ ¥ ¥ ， r' r、 1
dt=F(X(り))+ J{ lX(げ)-X(州)J ) ( 17) 

と表わされる 。

重み関数の形は様々だろうが、現実の系の多くは、実際にはこの種の非局所結合系に属するであ

ろう 。そのような系を扱うときに 、解析的な簡単さのために駆限をとり、 l二述した局所または大城

結合系と見なせば十分な場合も多いかもしれない。しかし、局所結合系の結合距離を無限小か らご

く小さいが有限の値にすること、または大域結合系の結合距離を無限大か ら非常に大きいが布限の

値にすることは、系への特異的な摂動になりうる。実際、この摂動により拡散結合においては完全

に保証されていた場の連続性、また大域結合においては完全に保証されていた空間的な一様性は破

られ、それはふたつの極限どち らの場合においても凡られないような (また、ある意味ではどち ら

でも見られるような)非局所結合系独自の特異的な挙動に導かれる 。

素子が式 (3)に従う場合を考えよう 。系のダイナミクスは

dW(r， L) TA' 11 ¥IT.<，12T.<， ， T'/1 ¥ r r I '/'</1' I¥TA，I .' .，¥ rA，l = w -(1 + i C2 ) 1 w 1 ~ W + J¥ (1 + iC2) I I dr' G ( 1 r' -r 1) ltV ( r' ， t) -W I ， ( ] 8 ) dt ， ~ ' --"'/1" ， - -\ ~ ' .-"'/1/ ..-- ¥1- 1/" ¥ ，./ 1 

でうえられる。これを「非局所結合複素ギンツブルクランダウ方程式Jと呼ぶことにしよう 。この

モデルが蔵本によ って最初に導入された非局所結合素子系であり、「特異的な時空カオス状態Jを

示すことが発見された [1]。なお 、この方程式も、非同所結合した振動子をホ ップ分岐点近傍で振

幅縮約することによ って得られる普遍的なものである 。

2.3.2 非局所結合の現れる例

前の節では非局所結合の重み関数 G(けの例として、空間]次元の場合について指数的なものを

/Jミしたが、そのような指数的な G(けが向然に現れるような状況をひとつ挙げ‘ておこう わ嘉子が全

問的に分布している状況を考える 。素子同士は直J妾相互作用はせず、かわりにある拡散的な場を介
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するものとする。素子はこの拡散場に変化を及ぼし、その変化の影響を受ける。例えば、細胞集[.tl

が化学物質を通じて相互作用しているような場合である 。この時、系のダイナミクスは以ドのよう

なものになるだろう
dX(1・，t) 

二 F(X(r，t)) + K . A(r， t)， 
clt 

、、‘，，，nu 
(
 

dA(r，t.) 
E一一一一二一ηA+Dマ2A+X(r，t.). ('20) 

clt 

ここで A(r，t)は拡散場を表わし、 17はその減衰の時定数、 Dは拡散定数を表わす。行列 K は拡散

場が素子の内部状態に与える影響を表わしている 。εは素 jこのダイナミクスと拡散場のダイナミク

スのタイムスケ ールの比である 。

きて、 ιが非常に小さい場合を考えよう 。すなわち、拡散場のダイナミクスが素子のダイナミク

スに比べ十分速く、拡散場が各瞬間での素子の内部状態によって決まる定常状態に|瞬間的に緩和

し、素子のダイナミクスに追随する場合である。このとき、上の拡散場の式の時間微分の項を Oと

おいて、その定常解を求めてみると、

A(T3t)=]X(T3t)二 Iclr'G(r' -r)X(r')、
η-Dマ2--¥. ， -， I 

と表わされる 。ここで G(r'-r)は、

(η-Dマ2)G(r'-r)=d(〆)， 

(2] ) 

(22) 

を満すグリーン関数で、考えている空間の次元を dとすると

r Jd _exp [iq . (r' -r )] 
G(r' -r) = ，，，' ¥ri I 

(2π)d ) η+ Dlql2 

と表わされ、系が空間的に等方的な場合、距離のみの関数となり、

('23) 

0(1') α exp (-γ11' 1) l次元，

G('r) α I{ 0 (γIr 1) 2次冗，

G(r) 
exp (-γ|γ1 ) 

3次フじ7α 
γIrl 

などと計算される 。ここで定数:

1 =Fn 

(24) 

(25 ) 

を定義したが、これがちょうど前述べた結合距離の逆数を与えていることがわかる 。重み関数は l

次元の場合には既に述べたように指数型の減衰を示し、 3次元では湯川ポテンシャル型である 。2

次元では変形ベツセル関数 λ-0 (けであ らわされ 、その逮方での漸近形は'"exp(-け/fiである 。

なおこの状況は、例えば川崎 [69]が流体効果のある核生成モデルを作るときにしたように、ス

トークス近似により粘性の大きな流体の速度場のダイナミクスを断熱消去するオセーンテンソルの

方法などと類似している 。実際、世の中はミクロには近接相互作用のみからなっているので、 JI:)nJ 

所結合が現れるのは、多くの場合このように何らかの断熱消去が行われた場合であろう 。
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2.3.3 空間的に離散的な格子点上の素子系

なお、ここまでは素子が連続体をなすものとして説明 してきたが、実際に考祭する 1--で、は、また

数値計算の都合トーも、素子が空間的に離散的な絡子 kのみに配置されており、嘉子数をI円やすこと

で格子間隔を短くしてゆくような場合を考える万が適吋である 。

その理由のひとつに、非局所結合系には結合長よりミクロな最小スケ ールが存在しない ことが挙

げられる 。拡散結合系においては、拡散長によ って決まる最小スケールがイ子イEし、そのスケール

より小さな場の変動は強く抑えられ、場の連続性が保証される 。そのような系を数伯計算する場

合には、この拡散長より十分短いメ ッシュを切れば、述統体を近似できる 。 -}j、Jド局所結合系に

おいてはしばしば場はフラクタル的であり、メッシュを細かく切れば切るほど細かい構造が見えて

来る 。このような場に対しては、例えば積分や微分などの演算を数学的に妥、円に扱うのが難しく

なってしまう 。そこで、連続体モデルを数値的にメッシュを切って近似的に扱っていると考えるよ

りは、むしろもともと離散的な格子点上の素子系の、格すこ間隔を短くした縄限を扱っていると与え

る方が現実的である 。離散的な格子点ヒの素子系をィ考え、そのダイナミクスを、

dXi(t) T.1/ ""  /，¥¥ ， F 1ゃ |
づF= F(Xi(l)) + f{ I L G(IJ -il)X_j(t) -Xi(t) I ' (26) 

で与えよう o G(IJ -il)は再び同じ形の重み関数だが、長さスケールは適当に変えた。

2.3.4 離散時間モデル

ここまでは連続時間モデルを考えてきたが、離散時間モデルも考えることもできる。素子の内部

状態を変数 X(l)で表わし、そのダイナミクスを写像で、

X(t + 1) = F(X(t))， (27) 

と表わすことにしよう 。写像の場合は、内部状態の次元が]でも素子はカオティ ックな挙動をぷし

得る。最もその性質がよく知られている写像は、ロジスティ ック写像 [47]

F(z) = cz(lーと) (28) 

であろう 。ここで cはうわl皮ノfラメータである 。

離散的な格子点ヒの素子集団を考えよう 。 素子問に平均場的な結合を導入して、 t 番~~の素子の

ダイナミクスカ人

Xi(t + 1) = F(Xi(t)) +λ[川)-F(Xi(t))] ， 

に従うことにしよう 。ここで、 Fi(t)は t番目の素子の位置での内部場で、

F¥(l) = L G(lj -iI)F(Xj(t)) 

(29) 

(~O) 

と定義される。右辺第 2項の結合項に、変数X ではなくそれを写像した F(X)が入っているのは、

向明な一様解や、良識的な連続極限の存在のためには、そのほうが都合が良いか らである [19]"

空間 1次元、素子の内部状態も l次元として、拡散的、大域的、非局所的な相正作用の場介につ

いての系の運動万程式を書くと、それぞれ以下のようになる

IF(Xi+l(t)) + F(Xi-I(t)) D /"¥-' /， ¥ ¥ 1 Xi(t + 1) = F(Xi(t)) + 1¥ 1-，--q-q-/I (~ - ，--'-q-/I - F(Xi(I)) 1， (~J) 
I 2 '¥ 11 I 
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| 唱 N I 

Xi(t+1) 二 F(も(t))+川方乞F(.¥j (t)ト F(ふ(t))I ' (;~2) 

|ゃ 叫 (-γIJ-1'1) D I ，，- I J ¥ ¥ D I ，，-I 1 ¥ ¥ I Xi(t+l) = F(ふ(t )) + !¥-I ) : ~ .. 1-'¥ ~ I J • 11 F ( .Yj ( t )) -F (-Y i( t )) I、(~t~) |ケ 2i ¥-J ¥ 11 ¥ '  ¥ 11  I 

どの方程式も、各素子の向励的なダイナミクスをあらわす項と、結合強度 Iイで干上主Jj易ーにあわせよ

うとする効果をあらわす項を持っており、その平均場は、拡散的な場合には隣接した/王右のぷ fに

ついて 、大域的な場合には全素-fについて、非局所的な場合には重みをつけて周辺の素子について

取る形になっている 。この種のモデルは結合写像格下 (coupledma.p lattice)と呼ばれ、金子 [18]

により初めて導入された。カオティックな素子が拡散的に相互作用した系 (3])は、時空カオスや時

空間欠性など、様々な面白い性質を示すことが発見されており、また大域結合した系 (32)も、ク

ラスタ リングや大向由度カオス 、集団運動など多くの興味をそそる現象が発見され、研究されてき

た。非局所結合の場合 (33)については、今後詳しく調べることになるであろう 。

2.3.5 補足ー局所+大域結合系

以上、特に興味のある CGL振動子を中心に、相互作用が拡散的な場合と大域的な場合について

述べた。これに関して、最近 Mikha.ilovたちによって興味あるモデルが詳しく調べられているの

で、ここで少し触れておこう(例えば [23，24])。彼らは通常の拡散的に結合した CGL方程式に、大

域的な結合をも追加した系を調べた。これは例えば娠動化学反応系において、液相中の通常の拡散

的な結合に加え 、気相を通じた結合も存在するような場合のモデルで、以下のようなものである

d{I{! (T， tL = w一(1+ iC2)IWI2¥1{! + (1 + icl)マ2W_ /Iei>... ¥ふ
dt 

(3tJ) 

右辺最後の項が大域的な結合を表しており、 wは W の平均場、μとyは平均場から系への影響の

強さと位相差をコン トロールするパラメータである 。彼らはこの系を解析し、 CGLJj程式のR;j宅

カオスを大域結合のフィードパックで抑制できることや、空間周期パターンを生じることを発見し

た。また金属の触媒で振動化学反応実験を行い、実験的にも同じ結果を得た。

しかし 、我々が調べて行く非局所結合素子系の振る舞いは、そのような拡散と平均場両方の結合

を導入した ような系の振る舞いとはまったく異なるものであることが今後明らかになるであろう 。
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3 連続時間モデル

3.1 非局所結合複素ギンツブルクランダウ振動子系

では 、非局所結合素子系の最初の例として蔵本 [1]により導入され、この論文の主題である「特

異的な時宅カオス」が発見された非局所結合複素ギンツブルクランダウ振動 jこ系(以下非局IVr紡介

CGL系と呼ぶ)について 、多少詳しく レビューしよう 。

3.1.1 モデル

すでに s 度述べたが、複素ギンツブルクランダウ方程式:

dW 
一一={;f! - (1 +川)1 TlI12 TlI， ( 3 5 ) 
dt 

は、固定点が超臨界ホップ分岐に より不安定化して安定なリミットサイクルが出現した後の状況を

記述する最も単純な方程式であり 、ホップ分岐点近傍でのダイナミクスの標準形である 。原点に不

安定化した固定点があり 、任意の初期点から出発した軌道は半径 1の円であるリミットサイクルに

漸近し 、角速度 -C2で回転するようになる(図的。ごく簡単な計算により 、軌道の原点からの距離

尺が Rく 1/vI3であるとき微少にずれたふたつの軌道の聞の距離は拡大し、それ以外で、は縮小す

ることがわかる。どちらの軌道も リミッ トサイクル上にあるときには位相方向に中立安定なので拡

大も縮小もしない。

図 5:複素ギンツブルクランダウ振動

1次元空間の格千点上に素子を配置する 。時刻 tでの t番目の素子の内部状態を表わす変数を

TlIi(t)と表わすと 、系の従う方程式は次の ように与えられる

dTlIi (t) 

dt 
= 11li - (1 + i c 2 ) 1 Wi 1211li + f{ (] + i C 1) (ll¥Ii - ¥1Ii)， 

l久(t) 二 Go乞叫(-γIJ-il) 1竹 3

18 
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ここで C1，C2は実数のパラメータで、 C2は単一の振動 j七の同転速度、 C1は内部場 I1'が素子に彩粋

をおよぼす際の位相ずれを表わし、1¥"は結合強度である 。規俗化定数 (;0は、無限に広がった栴r
を考えると (;0二 ta凶作/2)となる 。実際の数値計算では N= 210 '" 213個の素子を使い、 Jli]J羽境

界条件を認すが、やはりこの (;oを使うことにする。

3.1.2 線形安定性解析

最初に空間一様解の線形安定性解析をしておこう 。Jド局所結合 CGL系は勾配系ではないので、

線形不安定になった後のことは線形安定性からはほとんどイpJもわからないが、|司有償のふるまいか

ら多少はヒントが得られる 。簡単のため、再び空間連続な系で考える

。W(x，t.) T X ， { 1 ¥ I T X ， I 2 T X ， ， T，' { 1 ¥ r = W -(1 + iC2)IWI:tW + f{(1 + icI) I G(y -x) (H!(ν) -W(X)) dy， (37) 8t ¥ -， ~ -~ I I ，. I •• ，--¥ - ， --"' I 

変数 ltV(x，t)が空間一様な場合右辺の結合項が消えるので、明らかに空間 一様振動解 ltVo(t)が存伝

して、
dltVo (t) -E「 =Wo-(1+向 )IWol21tVo， (38) 

を満す。この方程式のリミットサイクル解は簡単に ItVo(l)= exp( -iC2t)と求まる。では、この空

間一様振動解のまわりの微少な摂動を考えよう

{tV (x ， t) = Wo (t)( 1十 ρ(x，l)) exp (ω(x， t)) ， (:)9) 

ここで実関数 ρ(x，t)とfJ(x，t)はそれぞれ振幅と位相の摂動である 。これを式 (37)に代入して線形

化すると、次の式が得られる

θρ(x，t) ()_ ， T' r 
寸 F = -2p+I{ / G(y-x){[p(y)-仰)]-C1 [fJ(y)一的)]}dy， 

θfJ(x，t) ()_ _ ， T' r 
寸「二一2ω+κ /G(y-x){c1[ρ(y)-仰)]+ [fJ(y) -fJ(x)]} dy， (刊)

波数 qの摂動を考え、 (ρ(x)t)， fJ(x) t)) = (ρq(t)， fJq(t)) exp(iqx)を代入すると、

pq (1.) 二一2pq十 Iピ(ゐ -l)(pq -c1fJq) 

。q(t) = -2C2Pq+Jピ(山一 l)(CIPq+fJq)，

を得る 。ここで、ふは重み関数のフーリエ変換:

クq-介山)G(z)dz，

で、 1次元の指数型 G(z)αexp(-γIzl)の場合、

(4] ) 

(IJ 2) 

ザ
一
日一一q

 

-nud 
( 43) 

で与えられる。この式の固有値 入qは、

入q= -1 -1¥"(] -_ejq) :l:ゾ1-2c1c21¥"(1ーム)-ci J¥' 2 (] - .q q r~ ， (判)

で与えられる 。指数型の重み関数の場合、

ぷ
一
日一一q

 

~
内
U
J

(45) 
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なので、 qが小さいときは、 lーのも小さい。そこで大きい方の岡有値を長波長展開すると、

入q = -I¥(l -.qq)(l + CjC2) + 0((1 _ !;q)'2) 

!{ q2 
τ-τ(1 +町内)+ 0(q4)， γ十 q.!.

が得られ、長波長での不安定性が、

1 + CJ C2く 0，

という条件のときに起こることがわかる。一方、上の計算において、形式的な対応

fω-x)(f(川州dy→ GJG(z)叫
から、

K(l -gq)→ Dq'， D = G J G(z)z'dヤ
と置き換えれば、拡散的 CGL系における固有値:

入q二一1-Dq2士ゾ1-2CIC2Dq2ー CrD2札

が得られ、大きい方の固有値の長波展開

入q= -(1 + CIC2)Dq2 + 0(q4)， 

から通常の Benja.min-Feir不安定条件

1 + Cl C2く 0，

( tl ()) 

( tl7) 

( 48) 

( 49) 

(50) 

(51 ) 

(52) 

が得られる。重み関数が指数型の場合、D=1-イ/γ2である 。このことから、非局所結合 CGL系に

おいても通常の拡散的な CGL系の場合と同じ条件で長波長の不安定化が起こることがわかる。

0.6 

0.4 

0.2 

.-< 

。。

-0.2 

-04 0 0 
1.0 2.0 3.0 4.0 

q 

図6:非局所結合CGLの一様解のまわりの摂

動の固有値入q. パラメータ Cl= -2.0， C2 = 
2.0， i = 1.0で、結合強度!¥"= 0.9， 1.2， 1.5. 

0.6 

0.4 

0.2 

.-< ミF

。。

-0.2 

一040 0 1.0 

一一一一 nonlocal， K=O.9 

local approximation 

q 

ー-L

2.0 3.0 

図 7:結合強度 I¥= 0.9の非局所結合 CGL
の固有値入q と、対応する拡散結合 C(;Lの

固有値

一方、 Benja.min-Feir不安定領域における拡散的な場合と非局所的な場合の決定的な違いは、線

形安定性解析の範囲では q→∞での固有値の振る舞いの違いとして現れる。つまり、拡散結合系
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においては、短波長成分は非常に強く抑え られ、いかなる場介でもq→ コcで 入q<<0となるのに

刈し、 Jf三日所結合系においてはそれほど強く抑え られず、q→ ∞で も入q> 0となることがある

|刈 6，7に l'= -2，C2二 2の場合について得られた間有偵をいく つかの λ'の偵について/示すo JI:}Il] 

所結合系では、 Iピの他によ っては q→ ∞ でも入qは正に留まるが、対応する拡散結介系ではその

ようなことはない。線形安定性の範囲では断言できないが、このことは、非同所結合点 j三系におい

て、短波長成分が抑え られず、場が連続的ではなくなり得ること、同時に拡散結合系とは全く見な

る性質が観測される可能性を示唆する 。

3.1.3 数値計算

様解が不安定化した後、非線形領域で何が起こるかは実際に数値計算し てみない とわか らな

い。系の長さを 1に同定し、結合長 γ-]を系の長さとの比で決めることにしよう 。以下では、紡

合長を系の長さの ]/8、つまり γ=8にとり、パラメ ータを Cl= -2.0， C2 = 2.0に問定する。そ

して、結合強度 K を変えて非局所結合 CGL系の挙動を調べることにする。

結合強度が十分大きいときには(1{'" 2.0)、全素下が完全に同じ状態に相互に引き込むことはな

いものの、系は空間的に長波長の固ま った振幅パタ ーンを示し、単に位相が一定の角速度で増加し

続ける周期状態を示す。その後、 K を小さくするとともに分岐が次々に起こり、やがて系は時空カ

オス状態となる 。

図8に、結合強度が[¥.-= 1.2の時の素子の変数 TtV(x)の複素予面におけるスナ ップショ ットを示

す。素子は 一本のひものようにループをなして分布している 。図9に、対応する変数の振幅 ITtV(J')1

のスナ ップショットを示す。複素手面における変数の分布の連続性と対応して、振幅のパターンも

空間的に連続である 。図 10にはこの変数の振幅 IW(x)1の時開発展を示した。なめ らかな時空変

動をする時空カオス状態を示していることがわかる 。この結合強度!{= 1.2ではパターンはほぼ

連続であるように見える 。(連続性の判定は実は難しい。後で議論する 。)

結合強度を小さくして Kニ 0.85の場合を見ょう 。図 11に、素子の変数 W(x)の複素、ド聞にお

けるスナップショットを示す。素子はもはや一本のひものようではなく、ばらばらに分布している

が、部分的に比較的連続性を保ったコヒーレントな部分も存在する 。図 12に、対応する変数の振

|隔IltV(x) Iのスナップショッ トを示す。振Illffiのパタ ーンももはや空間的に連続ではなく、激しく乱

れている部分と比較的連続性を保った部分から成っている 。図 10には変数の振幅 IW(x)1の時間発

展を示した。非常に特徴的な模様を示し 、比較的なめらかな時空変動をする??崇の中から、時々山

のように見えるコヒーレン トな領域が成長し(上のスナップショットにおける比較的連続性を保っ

た部分)、しばらく持続した後また背景と 一体化する 。この領域と背景の間には不連続性があり、

CGL振動子の回転のタイムスケールに比べてかなり長時間持続している 。結合強度 K 二 0.85で

はパターンは連続と不連続の中間にあるように見える 。この状態が、今後詳しく調べて行く「特児

的な時空カオス状態」であり、多くのとても面白い性質を示す。

さらに結合強度を小さくした!¥-= 0.60の場合を調べよう 。図 14に、素千の変数 TtV(.r:)の復嘉

手面におけるスナップショットを示す。素子はほぼぱらぱらに分布しているが、まだ完全に秩序を

失っているわけではなく、全体としては逆 ρ字のような構造を持っており、ちょうど大域結合('C;L

系で知 られている素子の逆 p字形の分布を乱れさせたように見える [21Jo凶 ]5に、対応する変欽

のJ刷J~ TV(;r)のスナ ップショ yトを示す。振幅のパターンもほぼぱらぱらだが、やはり完令に秩序

を失ったわけではなく、ぱらぱらなパターンが長波長のモジュレ ーションを受けているように凡え

る。図 16には変数のよ刷JffiltV (J:)の時間発展を示した。ほとんど構造は見えないが、やは りなんら

かの秩序は系に残されている。結合強度!¥-= 0.60ではパタ ーンはほぼ不連続で、しかも大域結合
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C'GLで見られるのと共通するいくつかの性質を持ちあわせているようにも比える ち

さらに Iピを小さくして行くと、 lピ'"0.5 くらいで素子の振l隔の(l由度がほぼなくなり、各J~ r 
は同ーの円の上で、単に位相のみを変化させるようになる 。この状態では系はもはやカ オテ ィック

ではなく、ぱらぱらに円上を回転し 、日立った秩序は示さなし E。以下、 λ'が Oになるまでこの月!

惣気体的な状態が続く 。

以上 、 Iピ を変化させることにより系の振IIJ~場のパタ ー ンがどのように変化するかを凡てきた 。 パ

ターンの連続性からすると 、Kが大きなところでは拡散結合系的であり、 一方!¥-が小さなところ

では大域結合系的である 。非局所結合系がこれらふたつの極限の問にどう位置づけられるのかは興

味ある問題である 。

3.1.4 空間相関関数およびパワ ースペク卜ル

次に 、時空パターンの特徴づけへの第一歩として、空間相関関数を測定することにしよう 。空間

相関関数 C(x)を、

唱 1 /'T /'L 

C (x) : = (rtV (0) W* (x )) =ムム I I W(ν)ltV*(y + x) dy， (53) 
T2LJo J-L 

と定義する 。積分時間 T と系のサイズ Lが十分大きく系の統計的な並進対称性と反転対称性を仮

定できるときには、 C(x)は実数である 。
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図 J7:!{ = 1.2での相関関数 C(x)
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図 19:J{ = 0.85での相関関数 C(x)
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図 17，19，21に、結合強度 K二 ].2， 0.85， 0.60での空間相関関数を示す。空間パターンが連続的な

J":' = 1.2の場合には空間相関関数の原点付近が上に凸であるのに対し、空間パタ ーンが連続と不

連続の中間にある Iピ=0.85においては、原点付近が尖っている 。さらに結合が弱い J":'二0.60に

おいては、単に尖るだけではなく原点において他の部分から不連続に突出したピークがある 。これ

は、場のパターンの連続性が完全に失われ、素子の自己相関 C(O)と、無限小だけずれた位置にあ

る素子との相関 lil11x→+0C(x)の聞に有限の差が生じたことを示す。

図 18，20，22に、結合強度 X = l.2， 0.85， 0.60に対応するパワースペクトルを示す。Wicncr-

I<hinchineの定理より空間相関関数のフーリエ変換はパワ ースペク トルであり、

J(←2
1
1r J r(x) exp(叩) ( 54) 

の関係がある 。特異的な時空カオス状態である J¥= 0.85において、パワースペクトルがベキ的

J(q) r-v q一αー 1 (55) 

に振る舞っていることが注目される 。図 20よりこの指数 αは α'"0.63と見積もられる。tの関

係式より、これは相関関数が原点付近でベキ的

C(x) '" Co -C1x(¥ (56) 

のように振る舞うことを予怨させる 。これを確かめるのが関 23である 。実際の計算においては、

得られた C(x)を使って、 Co-C(x)がもっともよくべキ則に乗るような ('0を探した。いくつか

の結合強度 lピの偵に対し、空間相関関数 C(x)は原点付近でベキ的に振る舞っており、その指数の

は結合強度 K とともに変化する。結合強度 K に対し指数 αをプロットしたのが図 21である 。指

数は Iイとともに連続的に変化し、 ム'のある値で極小を持つことがわかる。人'二 0.85では α'"0.66 

であり、これはパワースペクトルから得た値 αr-v 0.63とほぼ 一致している 。また、凶 25に示し

たように、結合強度 Iピが小さくなるとともに 、空間相関関数の原点で、の他どf(0)と、ベキ則によ

るフィットの原点での値 Co(lim:r→+0 C(x)のかわりに使う)の差として定義したギャップがOから

有限の値をとるようになる 。これは先に述べたように、素子聞の距離 zをOに近づけた極限でも、

ポ子の自己相関とは有限の違いがある、すなわち場の連続性が倣れて素子宮l有の運動が顔を U~ して

きていることを意味する 。図 24で、指数が梅小となる K の値と、図 25で原点に有限のギャップず

出現する K の値は、少しずれているように見える。このことについては後で少し議論する r なお、

指数が極小をとる点の近傍では、ベキ則 (56)はあまりよく成り立っていない。かわりに、対数的
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( 57) 

な発散:

C(z)~Co+ClJー
Iln x 1 ' 

が成り立っているように見える 。これを図 26に示しておく 。
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の対数的な振る舞い.

図 25: 空間相関関数の原点でのギャップ

C(O) -Co対結合強度 K

振幅場のフラクタル性3.1.5 

振幅パターンのフラクタル性は、例えば最小スケールを lとして測ったパターンの高低差の総和

(58) S(l) :=乞IW((j+ l)lト W(jl)I，

の測定スケール lへの依存性を見ればわかる 。この量に lを掛けたものは、測定スケール lが小さ

い極限で、パターンの長さに帰着する 。つまり、もし、

(59) S(l) '" [s， 
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のような依存性があれば、このパターンのフラクタル次jtlYfは D.r= 1 -sである 'だ|捺にいく

つかの K について .S(l)を測定した結果を図 27に、測定されたが(1)より計算したフラクタル次厄

を図 28に不す。パターンが連続的な λ.= 1.2では、 S(l)は小さな lについてはほぼ lに依存せず、

指数。はほぼ Oであり、パターンの長さはそれを測定するスケールによ らない すなわち、この

ときパターンはフラクタル的ではなく 、そのフラクタル次元 D.rは lである 特異的な時空カオ

ス状態における λ.= 0.85では 、S(l)は小さな lについて lにベキ的に依存し、その指数 dはilrYi 

でない非整数偵'"-0.43をとる 。つまり 、このときパタ ーンはフラクタル的であり、その次j己は

D.r '" 1.43で、 lと2の間にある 。さらに 、パターンが不連続になっている Iピ二 0.60においては、

S(l)は lの広い範聞で lにベキ的に依存しているが、その指数Fはほぼ -Jに近い。つまり、この

ときパターンはフラクタルというよりは完全にランダムで(あくまで S(l)による見Hでは、だが)、

その次元は 2である 。後で少し議論するが、このフラクタル次元に関する結果は、系の門由度との

非自明な関係を示唆しており 、面白い。

10
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o K=O.85 

10-1 b 。K=I.20
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図 27:パターンの高低差の総和 S(l) 図 28:パターンのフラクタル次元 D.rVS. 結

合強度 1{

以上、非局所結合 CGL系の特異的な時空カオス状態を特徴づけるため、振幅場のパターンの高

低差の総和と相関関数を調べ、非 r~ 明なベキ則を得た。 実はこれらの量は振rlJ福場の高さの差の l 次

と2次の相関にほかならなしE。この論文の後半の解析で、技々はこれらの解析を場の註の q次の相

関の短距離で、のベキ則の解析へと 一般化する。そのような解析は 、例えば流体乱流の速度場などに

対しでも行われており、指数の qに対する非線形性は我々をマルチアフィン性という興味深い概念

に導く 。

3.1.6 補足ー拡散結合系の空間相関

時空カオス白体は通常の拡散結合 CGL系などの反応拡散系においても見られるが、非fイ所結合

系の振rlJ面場の蝶子はそれらのものとはかなり異なっている 。拡散結合系においては、拡散項のた

め場は必ずなめらかで連続であり 、空間相関関数は原点において常に仁に門で、非同所結合系のよ

うに短距離におけるベキ的な特異性や原点でのギャップは見られない。つまり、拡散結合のため場

X(x)はいつもテイラー展開

X(x)二 .¥(0)+ X'仰+ド(0).1'2+ 、I
I
F

ハU
μ
h
u
 

2 



できる程度になめらかであり、空間相関関数は短距離付近で、

く X(O)X(x)>=く .¥'(0)2> +く X(0)X/(0)>2+lく.y(O)X" (0) > .r2 + . . . ¥ (s 1) 
2 

と展開されるが、rの 1次の項は系の反転対称性により消えるので、空間相関関数の短距離での振

る舞いは必ず C(x)~ Co -C1X
2という形になる。

図 29 および 30 に示したょっに、非局所結合系においても、各素子が感じる内部場は JI~J 凶の素子

の非局所的な平均場であるため、素子の変数の場がし叶、にばらばらで乱れていても、なめ らかで述

続である。また、必然的に非局所平均を取る距離程度に長波長でもある 。そのため、 72間相関の特

異性は非局所的な平均そのものに よるのではない。

上で見たように空間相関の短距離での振る舞いが Co-C1xα というベキ的な形を持つのは非同

所結合系独自の特異的な性質であり、そのメカニズムを今後研究して行くことになる 。
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チの感じる非局所平均場 W(x)の複素子面で
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3.2 その他の素子

非局所結合した CGL振動子系においては、結合強度のある範|捕で 「特異的な時空カ オス状態J
が見られることがわかった。この時宅カオス状態がどれだけ a 般性を持つかを調べるため、他のA

たつの異なる性質の素子を使って計算した結果を、ここで簡単に述べておこう '定際、それ らの系

においても特異的な時空カオス状態が観察され、それは非同所結合 CCL系に|浪らずより 一般的に

見られる現象であることがわかる 。なお、ここで述べるブラ ッセレ ータに関する結果は公夫論文

[4]に、レスラー振動子に関する結果は部分的に公表論文 [6]に載っている つ

3.2.1 ブラッ セレ ータ系

CGL振動子にある程度似てはいるが異なる素子として、非'f衡散逸系の研究において重要な役

割を果たしてきた振動化学反応系の典出的なモデル、ブラッセレータ [10]を素子として使ってみよ

う。ブラッセレータはふたつの化学物質の濃度を模した 2変数の内部門出度を持った素子であり、

パラメータを変化させると、ホ ップ分岐によ って固定点からリミ ットサイクルへと挙動を変化させ

る。空間的広がりのある振動化学反応系のモデルとして、このブラ ッセレ ータを拡散的に結令した

ものがよく月jしEられるが、そのような系においては空間同期パターンのような散逸構造の形成や、

時空カオスの発生などが知られている 。

また、ホップ分岐点のごく近傍では、前に述べた締約、具体的には中心多様休縮約と呼ばれる )f

j去により、ブラッセレータの結合系を CGL振動子の結合系の形に簡略化でき、そのときに対応す

る CGL振動下系のパラメータを求めることができる [12]。が、そのようにして縮約した CGL}j 

程式の挙動が常にもとのブラッセレータの挙動と定性的に 一致するとは限 らなしE。実際、ホ ップ分

岐点からのごくわずかなずれが系に特異摂動的に働き、長時間での挙動が全く異なるものになる場

合もありうる。例えば、論文 [4]の最後に述べた、結合の弱い状態におけるクラスタリング現象な

どが挙げられよう 。

ここでは、素子のパラメータをホップ分岐点の少し仁のリミ ットサイクル解が存花するような仰

にとり、系がJド局所結合 CGL系において見られたような特異的な時空カオス状態を/戸すかどうか

を調べてみることにする 。非局所結合ブラッセレ ータ素子系が次の方程式に従うものとしよう

dX(x， t) ー r-，.":r f ，¥ ¥)'" 1 = A一(B+ 1))( + ，¥( 2 Y + J¥ d I x ( x ， 1) -X I dt ¥ - ， -I -- ， -- - ，----L --¥ --， . I --J 

dY(ムt) n ".' "， 2 卜 1
一一一一 = B X -X ~ Y + ]¥' I Y (x ， l) -Y I dt ' --L -¥ -， -I - J (62) 

ここで A，Bはブラッセレータ素子のパラメー夕、 Iピは変数 X，Yと内部場 X，Yとの結合強度を

与え、 dは変数問の結合強度の比である 。主， }'の定義は前と同様で、結合長 γ-1は系の長さの 1/8

に取る。

パラメータを A= 2.574， B = 8.0， d = 7.964， 1¥ = 0.04ととろう 。図 3]は、ある瞬間における

各素子の内部状態のスナップショットを XY平面にプロットしたものである。結合が無ければぷ子

は不安定化した同定点の近傍のリミットサイクル 1-:.を運動するが、結合のため互いに影響しあって

CGL系の場合にも見られたような逆 ρ字型の構造が壊れたような分布をしている(かなりゆがん

ではいるが)。図 32は、対応する妻子の内部状態のなす空間パターンのスナ ップシ ョッ トである

じL系の場合と問機、パターンは比較的連続なところとぱらぱらなところか ら成る r [2(1 3:~ に、振

幅の時開発展を示した。CGL系の場合の時開発展の図との類似性は著しく、ブラ ッセレ ータ系の

30 



4.0 

¥ 
3.5 

ト同 3.0 
、t.~

『、、一...__j ・・.

20 20 2.5 3.0 3.5 4.0 
X 

図 31:非局所結合ブラッセレータの変数の

(X -Y)平面におけるスナップショ ット 点

線の交点は不安定化した固定点の位置を表

わす

4.0 

3.5 

〉ー、、H『E『、F 

2.5 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

x 

図 32:変数 X とYのなす空間パタ ーンのス

ナップショ ット

図 33:振幅の時開発展
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場合にも CGL系の場合と同様な「特異的な時空カオス状態Jがぷされ得ること がわかるGL 
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図 34:]{ = 0.05における空間相関関数C(ょ)

挿入図は原点付近の拡大.
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図 37:空間相関関数のベキ則 Co-C(x) "'-' 

X 

/イ= 0.035における空間相関関数図 36:

C(x) C¥:.eQ 

このことをより定量的に示しておこう 。すなわち、ブラ ッセレ ータの「特異的な時空カ オス状態J
において、再び場の空間相関関数、パワースペクトル、フラクタル性などを測定してみる ことにする。

図34)35)36に、変数Xの空間相関関数 C(x):=く X(O)X(x)>を]{= 0.05) X = 0.04， ]¥' = 0.035 
の場合について示した。空間パタ ーンは、 λ.= 0.05では連続的で λ.= 0.035ではかなりばらばら

になっているが、これを反映して、空間相関関数の原点付近の振る舞いがそれぞれ 1-Jこ州、カスプ

状、原点にギャップ発生、とな っ ている 。 図 37 はこの空間相関関数のベキ~ IJ C(x) '" ('0 - (¥x(! 

を確かめている。実際、 λ'のそれぞれの値で空間相関関数はベキ的に振る舞い、その指数 αは 1¥'

とともに変わる 。これを図 38に示す。図 39は空間相関関数の原点に生じ るギャップの結合強度 Iイ

依存性である 。指数 αが極小をとる K の値とギャップの発生する/ピの値がほぼ等しいのは沌f.1に

値する 。

図 40にはそれぞれの K の値でのパワ ースペクトルを/示すo ]¥.'二 0.04のときには、 空間中日関関

ず、人間にはふたつのパ ターンの頬似↑生が ・見してゆjらか6パターンの特徴を言葉で説明することの難しさにも 関わ
なのは面白い。
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図 38:空間相関関数のベキ則の指数 αVS. 結

合強度 K

図 39: 空間相関関数の原点でのギャップ

C(O) -Co vs 結合強度 I{

数の短距離でのベキ則に対応して、パワースペクトルも高波数側でベキ的に振る舞っている 。関41

には測定スケール lを変えて測ったパターンの高低差の総和 8(/)を各 Kに対して示す。非局所結

合 CGL系の場合と同じように、パターンのフラクタル次元は1¥= 0.05のときほぽ 1，I{ = 0.035 

のときほぼ 2で、特異的な時空カオス状態にある I{= 0.04においてはその中間の非整数値を取っ

ている 。

ここでは示さないが、指数が極小値をとる近傍ではベキ則はあまり良くなく、むしろ対数的な発

散が見られることなども同様である 。以上、非局所結合ブラッセレータ系においても、非局所結合

CGL系の場合に見つかっていたような特異的な時空カオス状態が生じることがわかった。
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図40:f{ = 0.05，0.04，0.035におけるノてワー

スペクトル I(q)

関 41:J{ = 0.05， 0.04， 0.035における高低

差の総和 S(/)

3.2.2 レスラー振動子系

ブラッセレータが素子の場合には、非局所結合 CGL系で見られたような特異的な時空カオス状

態が観測された 。 さらにこの状態の一般性を調べるために、素子として(，(~L とはかなり性質の異

なるレスラ ー振動子を用いてみよう 。レスラー振動子は 3門由度の常微分方桔式系で、あり、少数n
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由度カオスの研究において教科書的なモデルとして考案され、引き延ばされて折り位まれるよう

な、カオスが起こることが明快に分かる形状のアトラクターを持つ。このレスラー振動子を:2i同結

合させたものはカオス振動子同士の引き込みを調べるために良く使われ [70J、暗号.il宣伝などへの応

用が議論されている 。また、多数のレスラー振動子を拡散的 [71J、ないしは平均場的に結介させた

モデルもよく調べられてきた。

次のノ7程式に従う非局所結合レスラー振動子を導入しよう

dX(x，t) 
-y -Z +}ピド-x] ， 

dt 

dY(x， t) 
X"+αγ +J¥[}T_Y]， 

dt 

dZ(x， t) 
b + X Z -(' Z + J{ [Z -Z] ， (63) 

dt 

ここで仏 b，cはパラメータで 、以下では素子がカオス状態を示す α二 0.3，b == 0.2， c二 5.7にと

る。簡単のため非局所平均場 X，Y，Zとの結合強度 Kは変数によらず 一定としよう 。z成分は芯

干特殊なので 、この設定がなん らかの実験系のモデルとして現実的であるかということについては

議論の余地があるだろうが、今我々は単にこのような系においても特異的な時空カオス状態があり

得るかどうかを調べているのだから、この設定でもそのような状態が見つかりさえすればそれで卜

分である 。結合長さは再び系の長さの ]/8にとる 。

図42に、}{== 0.140の場合の素子の内部状態 (X，Y， Z)をプロットした。結合のため各素子の

内部状態はレスラー振動子のもともとのアトラクターのまわりにほぼ連続的に分布しているが、

部激しく乱れているところが存在する 。対応する変数 X の空間分布を図 43に示す。関 42に対応

して、比較的連続な部分とばらばらに乱れた部分が共存しており、これまで述べてきた CCLやブ

ラッセレータの場合によく似ている 。系のパターンの時開発展を図 44に示す。レスラー振動 jへに

特徴的な振動成分を消してパターンを見やすくするため、ここでは X(x，l.)， Y(x，t)の各瞬間での

空間平均を X(t)，Y(t)として、そこか らの娠幅:

W(り):ニゾ[X(り)一元(t)]2+[y(り)_ Y(t)]2， (64) 

を濃淡プロットした。予想通り、時空パターンは CGLやブラッセレータの場合とある種の特徴を

共有しており、レスラー振動子系においても同様な特異的な時空カオス状態の存在を示唆する 。

このことをより定量的に確かめるために、 I{== 0.14の場合について、場 X(x)の72問中日関数

C(x)を測定したものを図 45に示す。空間相関関数の原点付近のベキ則は 、ln(Co-C(.r))をInl・

に対して表示した図 46から明らかであり、レスラー振動子系においても特異的な時空カオス状態

が存在することを示している 。ベキ則の指数 αを図 47に示した。やはり K のある値で、傾小とな

る。図 48には、空間相関関数の原点でのギャップ C(O)-Cuを示した。ギャップが有限になる jイ

の値は、指数が概小になる Kの値とほぼ 一致している。空間パワースペクトルのベキ則、空間パ

ターンのフラクタル性などについても他の素子の場合と全く同様な結果が得られるので、ここで

は示さない。このように、レスラー振動子系においても特異的な時空カオス状態の存イ五が確認さ

れた。
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4 離散時間モデル

さて、連続時間モデルではいくつかの素子系で特異的な時空カオス状態が見られることを述べて

きたが、離散時間モデルにおいてはどうだろうか。ここでは素子として 2穐煩のカオティックな'ザ

像を使い、離散時間モデソレで、も実際にそのような特異的な時空カオス状態が観察されることを述べ

る。ここでの結果のうち 、ロ ジスティック写像に関するものは公表論文 [3]にも部分的に載せられ

ている 。

4.1 口ジスティック写像系

4.1.1 モデル

次の式に従う非局所結合ロジスティック写像を考えよう

Xi(t+1)ニ F(Xi(t))+λ[ム(l)-F(Xi(t))] ， (65) 

ここで、 Xi(t)は時刻 tにおける i番目の素子の内部状態、 Fi(t)は t番目の素子の位置での内部

場で、

九(t)二 Go玄叫(-γIj-iI)F(Xi(t))， 

と定義される。ここで Goは適当な規格化定数である。素子のダイナミクス F(z)は、

F(z)二 cz(l-z)，

(66) 

(67) 

であり 、分岐パラメータ cは以下 c= 3.7に固定する 。この値で結合がなければ、各素子はカオ

ティックに振る舞う [47]。

4.1.2 特異的な時空カオス

以下、系の長さを 1として N= 210 
rv 215個の素子を使い、素子の位置を x:= i/Nで表そう 。

結合長は系の長さの 1/16、すなわち γ二 J6/Nにとる 。結合長が系の長さの 1/8の時には、おそ

らく有限サ イズ効果のため系が有限時間で、空間周期的な情造を持った固まった状態に落ち込んでし

まう確率が高く、時空カオスは観測しづらい。口ジスティック写像系がそのような状況に落ち込み

やすい理由は後述する 。

図49には素手の内部変数のなす場 X(x)の連続した 4ステップの時間発展を示す。素子の運動は

カオティックでランダムだが、大体 4 くらいの周期を持っており、パターンは大体番号で、示した)11買

に図の下側、上側、下側、上側と動き、再び下側に戻る 。各パターンは、これまで CGLやブラッ

セレー夕、レスラー振動子において見てきたパターンと同様、なめらかで比較的連続的な部分と、

ぱらぱらに乱れた部分が共存していることがわかる 。

図50に、系の中央の素子(並進対称性より典型的である)の変数 Xのリターンマップを示したο

変数は不安定化した固定点の左右を行き来している 。他の素子の影響により軌道はゆらいでおり、

もとの写像〆 =F(z)の上に分布している 。各素子は、上で、述べた 4周期性に対応して、|防問E司lじ;定Eζl

の左側のある点から動き始め、右、左、右と動き、再び回定点の左側の最初の点の近くに戻ってく

る。隣接した 2素子問の変数の差は、図 50の上側のバンドから写像されるときには縮小され、イi

側のバンドから写像されるときには拡大される。このふたつの繰り返しにより、場のパターンはあ
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る部分では引き延ばされて折り rEまれ、またある部分では単に縮められて、空間的に乱れたハタ ー

ンへと発展してゆく 。

図 51には振'1'国パターンの時開発展を示した。やはり、他の系のn.y間発展の係子とある椅の特徴

を共有している 。なお、比やすくするため、|刈には 4ステップごとに X(J')から各瞬間での全問、|乙

均{直をヲ|いたものをj農j炎プロ y 卜した。

図52と53には、結令強度が !¥..= 0.26と!{二 0.22のと きの空間相関関数(:(J'):二く X(O).Y(J')> 
を示した。fピ=0.22のときには原点に飛びがあ り、パターンの連続性が火われていることがわか

る。空間相関関数の原点付近でのベキ則は 、図54から明らかである 。また、パターンのフラクタ

ル性も 、ス ケール Jで測定した高低差の総和 S(l)の lに対する依存性をプロットした|刻印からゆj

らかであろう 。このように、ロジスティック写像の非同所結合系においてもやはり同校な特異的な

時空カオス状態が見られる。

結合強度 λ'の変化に対する空間相関関数のベキ則の指数 αの変化を図 56に示した。他の系と異

なり、 αは lピとともに単調に減少しており 、グラフに示された範閲では極小を持たない。fイく 0.22

の領域も測定すれば良いように忠われるかも知れないが、実は lイく 0.22では系は特異的な時空カ

オス状態ではなく空間的な連続性のほとんどない 2クラスタ状態に落ち込んでおり、空間相関関数

はベキ的ではなく、指数の測定はできない。この 2クラスタ状態の典型例を図 57に示す。

後の理論で、指数が極小をとるのは素子の局Nrリアプノフ指数の予均が 0となる時(ブロウアウ

ト分岐点)であることが明らかにされる 。ところが、ロジスティック写像系では結合を弱めてゆき

て]I均局所リアプノフ指数を負の値から増加させてゆくと 、ちょう どOになるあたりで系はこの 2ク

ラスタ状態に転移する 。この転移点は!{'" 0.21と予怨されるが、その近傍ではヒステリシスや初

期条件依存性が顕著なため明確ではない。適当な初期条件からはじめると、系は最初は特異的な時

?tカオスのような状態を見せるが、その後徐々にふたつのクラスタに分離しはじめる 。その過程で

は局所的に激しい素子の入れ替えが時空間欠的に起こり、ある程度安定した形になるとそこで間ま

るように見える 。この状態も長い遷移過程の途中でないとは言い切れないのではあるがc

4.1.3 口ジスティ ック写像系に特徴的なこと

ロジスティック写像系は特異的な時空カオス状態が最初に観測された離散時間モデルだが、その

後の解析からロジスティック写像系はそれほど素l買な系ではなく、独内の特徴を持っていることが

明らかになってきた。特に、そのクラスタリングする傾向の強さは顕著である 。先に述べたよう

に、系がふたつのバンドの問を大体 4周期で行き来していたり、初期条件にノイズを l子えずに周期

的なものを号えるとそのまま分離して空間周期的な 2クラスタ状態になってしまったり、結合を弱

くしてゆくとすぐにばらばらになって空間的な連続性のない 2クラスタ状態になってしまったりす

るのは 、素子がふたつのグループに分離しようとする強い傾向を持つことの反映である 。また、後

で述べる理論の予想と異なり、空間相関関数の指数が極小値をとる/ピの偵と有限のギャップが現

れる Kの値が違っていることも、この傾向によるものかもしれない。

4.2 非対称テント写像系

4.2.1 モデル

次の式に従う非局所結合非対称テント写像写像を考えよう

Yi(i + 1) = F(Xi(I)) +!{ [ム(/)-F(Xi(t))] ， 
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九(1) = GOL cxp(-γIJ・- il)F(ぷ(t))、
J 

F(::) = 
帽句

(ごく p)， (:: > p)， (s8) 
p 1-]) 

ここで pは非対称テント写像のピーク位置をコントロ ールするパラメータで、 p= 1 /~ の時には通
常の対象なテン ト写像に帰着するが、後で述べるように通常のテント写像では点子の同所リアプノ

フ指数(時間的に)がゆらがないので特異的な時空カオスは見られない。以下で、はパラメ ータJJは

0.75に固定する 。

4.2.2 特異的な時空カオス

以下、 N 二 210
f"OO.J 215個の素子を使い、ロジスティック写像の場合に習って結合長を系の長さの

1/16、すなわち γ=16/Nとしよう 。

図 58に、対応する素子の変数のなす場 X(x)の典型的なスナップショットを示す。非対称テン

ト写像の区分線形性のため、パタ ーンは直線的だが、何度も折り畳まれて激しく乱れた部分と比較

的なめらかな部分が共存している 。図59に、結合強度 H二 0.6の場合について、系の中央にある

素子の変数のリターンマップを示す。ロジスティック写像の場合と同様不安定化した回定点の周聞

に分布しており、頂点の左から写像されるときには近傍のふたつの軌道問の距離は縮まり、右から

写像されるときには拡大されて折り畳まれる 。振幅場 X(:r)の時開発展を図 60に示す。あまりわ

かりやすくはないが、今まで見てきた他の系の特異的な時宅カオス状態と何かしら共通する特徴を

持:っていることカf見て耳文れるだろう 。

では、再び前と同じ手続きにより特異的な時空カオス状態の存在を定量化しよう 。図 61と62

に、 I¥_二 0.65とI{= 0.55の時の空間相関関数 C(x)を示した。I{= 0.55の時には原点にギャッ

プがあり 、パターンの連続性が失われている 。空間相関関数 C(x)の原点付近でのベキ的な挙動は、

111(Co -C(x))を1nxに対してプロッ トした図 63から明らかである 。なお 、1¥> 0.6では空間半I!

関関数の原点のギャップほぼ Oだが、 K く 0.6では有限のギャップがある 。図 64に、結合強度 λ'

に対して原点付近のベキ則の指数 αをプロットした。以前と同様、 K のある値で、徳小となってい

る。図65には、空間相関の原点でのギャップ C(O)-COを結合強度 Kに対してプロットした。指

数が極小となる Iピのあたりでギャップが Oから有限の値をとるようになる 。後ほど、実はこの λ'

の値で素子の局所リアプノフ指数が平均的に Oになっていることを説明する。

図 66には、パターンのフラクタル性を確かめるためスケール lで測定した高低差の総和をぶし

た。傾きは Iピが大きいところでほぼ O、Iイが小さいところでほぼ -1となり、特異的な時空カオ

ス状態においてはその中間の非整数値を取っている 。

4.2.3 非対称テント写像に特徴的なこと

まず、よく使われる対称なテント写像では「特異的な時空カオス状態jは現れないことに注志し

ておこう 。 後の用論で明らかになるように、空間相関のベキ則などの原悶は、隣接した素子問の~k

態差のランダム乗法過程であり、局所リアプノフ指数がゆらぐことのできない対称なテント写像系

においてはそのような状況が成り立たないからである 。

非対称テント写像系においてはクラスタリングのような現象はなく、バンドのような構造もな

い。これは局所リアプノフ指数が単に正か負のふたつの値しかとらず、ロジステイ yクワバ象の場介
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のように部分的に強く状態差が押さえられるような領域がないためである 。そのせいもあってか、

非対称テント写像系の結果は広い結合強度の範阿で比較的きれいであり、後で述べる IIR論とも定性

的に非常によく 一致する 。たとえば、空間相関のベキ則の指数が極小となる点は、似点にイ11浪の

ギャップが生じはじめる点とほぼ 一致する 。

また 、非対称テン ト写像系においては、振幅パターンの時開発展図に長H寺間にわたる素子間の不

連続性を表す縦線が凡られない。CGL系やロジスティック写像系の場合には、素子のダイナミク

スの中に局所リアプノフ指数が非常に大きな負の値をとって素子問の状態差を強く抑制するような

領域があり 、大域結合系の場合に観測されるようなクラスター状態の原因となっている 。それらの

系においては 、非局所結合の場合にもそのようなクラスターの残骸が、平均場の長波長の不均 -'I'，t
のために崩れてはいるが、系の中にある程度の時間持続して存在しているように見える。そして、

時開発展図の中の縦線は、隣接したふたつの素子がそれぞれ別のクラスターの残骸に属しているよ

うな場合に対応している ように見受けられる 。このことは、 CGLやロジスティック写像の系にお

いて結合強度を弱めてゆくときに 、原点に有限のギャップが現れ始める点が、空間中目関関数のベキ

則の指数が極小となる点より先に現れることとも関係があるようにも思われるが、そのメカニズム

はまだ明らかではなしE。また、このことは素子の局所的なダイナミクスが系のグローバルな挙動に

どのようにフィードパックされるかとの関連でも興味深い。
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5 ベキ則の起源

以上述べてきたように、「特異的な時空カオス状態」は多くの非局所結合ぷ j三系において )I: '，t~・に

般的に見られる現象であり、場のパターンのフラクタル性、空間相関関数のiJ;{/，¥ 1.J近でのベキ(!ワ
な振る舞いなどによって特徴づけられる 。これらのベキ則の起源は、論文 [3]において蔵本により

その本質を明らかにされた。この章では、これらのベキ則生成のメカニズムを説明し、それを記述

するために考案されたふたつのモデルについて簡単に触れる。次の章で、これらのベキ則を、 ωぃ

加法ノイズの影響を受けたランダム乗法確率過程におけるー般的性質として 、ノイジーなオンオフ

間欠性と関連づけて詳しく解説する 。

5.1 メカニズム

非局所結合系においては、各素子が感じる内部場は周聞の素子の非局所的な予均場なので、嘉子

の内部状態のなす場がいかにばらばらで不連続であっても 、なめ らかで連続である 。また、非局所

平均を取る重み関数の幅、つまり結合長程度に長波長でもある 。

きて、各素子の内部状態はそのような内部場に影響され、常にその本来の軌道からずらされるよ

うな揺動を受け続けている。結合長より十分短い距離だけ離れたふたつの素子を考えよう 。内部場

は長波長なので、これらの素子はほぼ同じ値の平均場に駆動されており、それらの内部状態は独立

ではない。しかし、内部場は空間的に完全に一様ではないので、これらふたつの素子の受ける内部

場の値には微少な(平均場の長波長性より、素子聞の距離に比例する程度の)ずれがある 。

さて、我々がここまで、使ってきた素子は、全て局所リアプノフ指数(各瞬間での軌道の不安定指

数)が正負にゆらぎうる。例えば CGL振動子な ら、原点の回りの半径 lj-♂の円の内側ではふた

つの微.少に離れた軌道の差は拡大され、外側では縮小される。また、非対称テント写像なら、び像

の頂点の右側から写像される軌道の差は拡大され、左側から写像される軌道の差は縮小される。

ふたつの素子問の内部状態の差は、内部場によってうえられる微少なずれを種として、素子の}rrJ

所リアプノフ指数のゆらぎによって拡大縮小させられ続け、何らかの統計的定常状態になっている

であろう 。空間相関関数などの短距離でのベキ則は、この素千間の状態差の幾分特殊なダイナミク

スの定常状態から出てくるものと考えられる。

もう少し具体的に考察するため、 1次元の系で小さな距離 z離れて隣侵したふたつの素子のダイ

ナミクスを考えよう

X(り)二 F(X(O，t)) +!{ [え(O，t)-X(仰)]， 

X(り) = F(X(り))+ !¥-[玄(り)-X(り)]

これらの変数の差 υ(t):= X(.T， t) -X(O， t.)のダイナミクスは、

y( l)二 [F'(X(O，1)) -!{I] . Y + ]¥-X' (0， t)x + N(ν7ム)

(69) 

(70) 

と表わされる。ここで、υとzを微少として FとX を展開した。なお、 Iは微分、 Iは単位行列、

N はその他の非線形項を表わす。

この式からわかるように、近傍にあるふたつの素子の内部状態の差 νは、嘉子のカオティックな

運動から来る局所リアプノフ指数のゆらぎによる乗法的な駆動 [F'(X(O，t)) -1{1] ν(結合項に

よる縮もうとする駆動力-}ピνも含まれている)と、内部場の微少なずれによる素子問の距離 rに

比例する加法的な駆動 IYJr(O，t)zを受けている 。これらふたつの，駆動力と非線形項のバランスに

より、素寸この内部状態の差 νはある特徴的な定常状態に至り、特異的な空間中日関の原同となる 。
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なお、上の方程式は一般にふたつ以 1--の成分を持つベク トル νについてのものなので 、同所リア

プノフ指数という呼び方はそのままでは適吋ではないが、例えば ν(t)を行列 [F'(X(O、t))-J¥"I] 

の各瞬間での最大固有値に対応する固有ベクトルへ射影した量を y(t)とすれば、 y(t)のダイナミ

クスは、

y(t)二入(t)y(t)+ b(t)‘r + O(y， x，・)， (71 ) 

のように書き表せ、 入(t)を局所リアプノフ指数として解釈できるであろう 。ここで b(1 )J'は非}r1]}iJr 
平均場からの寄与である 。

系がマ ップであらわさ れる場合もほぼ同様で、距離 z離れた 2素子を考え 、

¥'n+1 (0) = F(X丸刈川nバ川訓(卯川0町小)

Xんんh叫川+1川1バ巾州(μ川Z刈) 二 F(Xn(x)) + J{ [T(丸 (x))-F(心付))]， 

b を2素子の状態の差 Xn(x)-Xn(O)とすると、

Yn+l = (1 -J¥)F' (Xn (0) )Yn +λ"F'(Xn(O))x + N(Yn，x，" .)， 

(72) 

(73) 

、
h
川
J

ト
A
F

仇 +1= e入nYn+ bnx + O(必)， (74) 

という方程式が得られる。ここで、ん=1n [(1 -I¥)P'(Xバ0))]は素子の局所 リアプノフ指数で 、

bnx二 T'(Xn(O))xは素子聞の距離に比例した加法 ノイズである 。

5.2 確率過程モデル

では、このような状況を説明するために導入されたモデルをふたつ紹介しよう 。素子の内部状態

X とそれらの非局所平均場 X のダイ ナミクスは一般にカオティ ックであり、非常に複雑である 仁

最も簡単で現実的な近似は、それ らをノイズおよびド限と見なすことである 。つまり、内部場の微

少なずれは素子問の状態差に下限を与え、それが素子の カオティックなダ イナミクスから来る]1，1]所

リアプノフ指数のゆらぎによりランダムに駆動されると考えるのである 。

このような状況を定性的に記述するために論文 [3]で提案されたモデルは、次のようなものであ

る。簡単のため、空間を]次元、 素子の状態差も最大間有値に対応する成分だけ取り出し て 1次元

として、素子問の状態差を yと書く 。素チ問の距離に比例する大きさの内部場の微少なずれをド限

として 、また非線形項による状態差を飽和させる効果を上限として近似し、変数を適当にスケール

して下限が Uニム上限が Y= 1の位置に来る ようにする 。素子のカオティックなダイナミクスに

よる F'(X(O))のランダムな変動に対応するノイズを入(t)と表すことにしよう 。そして、次のよ

うな確率過程モデルを導入する

y(t) =入(t)ν(t)+ε[-fJ(ν(t) -1) + B(x -y(t))卜 (75 ) 

ここで B(z)はヘビサイド階段関数で、。(x-y)は素子問の距離 zに比例した位置に uの 下|浪を

与え 、-()(ν-1)は非線形効果を近似した yの上限を与えており、最終的には ε→0として無

限に高い壁にする(図 67参照)。また、入(t)としては、土1のふたつの値の問を確中 pとqで行

き来する 2値 (dichoLolllOUS)ノイズを使うことにする 。このとき、局所リアプノフ指数の千均は

入=(p -q) / (p + q)、ゆらぎは 1となる。ここで詳しい計算は書かないが、論文 [3]においては、こ

の確率過程モデル (75)から、下限の位置 zをパラメータとして yの定常分布 P(y;x)が計算され
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た。この分布関数 P(y;.r)の特徴は中間部分でベキ則 Pα y-l+sに従うことであり 、13二 p-qで

ぺえられる 。そしてこの分布関数から、パタ ーンのフラクタル性と空間中日関の原点で、のベキ則が、

下限の位置 rに対する yの l次と 2次のモーメントの漸近的なベキ則として説明され、さらにそ

れらの指数 、 すなわちフラクタル次元と空間相関のベキ則の指数が、素{-の f~}riJrリアプノフ指数の

ゆらぎと定性的にではあるが関係づけられた。
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図 68:加法ノイズの効果を表す y=xの反射

壁と非線形項の効果を表す y= 1の反射壁。

l x 。
)' 

o x 

図 67:yに働く上限と下限を与える力。

離散時間モデルの場合については 、やはり同様な考え方に基づき、論文 [4]において、式 (74)か

ら次のような非常に簡単な確率過程モデルが導入された

(76) 

ここで ん は適~な分布 ω(入) から各時刻で独立に拾ってきた ノイズで 、 やはり非線形項と加法ノ

イズのかわりに y= 1とU二 Z に反射壁を置いた(図 68参照)。再びこの}j程式よりド限の位IITを

パラメータとして含む h の定常分布関数 P(y;x)が計算され 、この分布関数に対する yの l次お

よび 2次のモーメン トのパラメータ zに対する漸近的なベキ則として 、場のフラクタル性や空間

相関のベキ則が定性的に説明された。この P(y;x)もやはり中間部分でベキ則 Pαy-l+β に従い、

今度は s= (入)/(入2)で与えられる 。ここで平均は ω(入)についてのものである 。

U叫 1= exp(入n)Yn，

ランダム乗法過程

で紹介したモデルは、どちらも変数が乱数により乗法的に駆動されるランダム乗法過程(l'anclol1l 

multiplicative process)に、弱い加法ノイズと非線形項による飽和の効果を変数の下限および上限

として近似的に導入したものである 。

その後、実はこの ような乗法確率モデルは 、レーザ一発振や(ノイジーな)オンオフ間欠性、 '1:.

物の増殖モデルや経済モデルなどでjよく使われており 、生成される時系列が間欠的であることや、

その定常分布関数がベキ的なテイルを持つことが重要な特徴として注目されていたものであること

が明らかになった。このことは 、段々の系においてもオンオフ間欠性やベキ的な分布関数が観測さ

れる可能性を意味しており 、後ほど議論する 。

なお、我々の系における空間相関のベキ則は 、ランダム乗法過程によ って作られる分布関数のテ

イルのベキ日Ijとは違うものであることに注意しておく必要がある。それは、分布関数 P(y;J')の F

限の位置 rに対する uの 2次モーメン トのベキ則であり、分布のテイルのベキ日IJと混同してはな
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らなし 3。実際、分布関数のベキ的なテイルはそのようなモーメントのベキ則の，'H現の必)IJ条件では

ない。分布関数のベキ的なテイルの効果は、解析を 2次のモーメントである空間中11関から、 叶支の

q次のモーメントにまで広げたとき 、その指数万(q)の qに対する突然の変化 (q-相転移)として現

れてくる。このことについては 、第 II章で議論する 。

次の第 6章では 、ここで紹介したのと同じ性質を持つモデルを、最も標準的だと忠われるラン

ジュパン方程式の形で、導入して詳しく解析し 、指数などに関する議論をする 。しかし、我々の系に

おけるベキ的な挙動の本質は 、すでに上述のモデルにおいて完全に捉えられている 。
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6 2~ し 1加法ノイズを含むランダム乗法過程における モー メ ン トの

漸近的なベキ則

第5章で、空間中日関などのベキ則の起源はランダム乗法過程である ことを述べたが、 この市で

はこのことについてより詳細な議論をする。具体的には、乗法ノイズと加法ノイズの両)jを持つ・

般的な形の線形なランジ、ユパン万程式か ら、近似的および厳密にベキ的なテイルを持つ分布関数を

導出し、孜々の系における空間中日関のベキ則がこのランジュパン方程式の変数の 2次モーメントの

加法ノイズの強さに対するベキ則であることを述べる 。また、オンオフ間欠性やその他のモデルと

の関連についても触れる。なお、この章は公表論文 [5]をほぼそのまま ["1本語へ翻訳したものであ

る。多少記号の混乱が生じるかも知れないが、ご容赦願いたい。

6.1 導入

ベキ則はたくさんの種類の向然現象や数理モデルにおいて観察されている。例えば 2次柑転移点

近傍での臨界現象、発達乱流におけるコルモゴロフの法則、自己組織臨界現象における雪崩のサイ

ズ分布、地震におけるグーテンベルク ・リヒターの法則、経済学における価格変動の分布、 言語学

におけるジップの法則などである 。これらのベキ則の出現するメカニズムを明 らかにするために、

多くの挑戦がなされてきた。

ランダム乗法過程 (Randoll1M uJt.iplicative Process， RMP)はベキ的な挙動へ導くよく知られた

メカニズムの一つである 。それは確率変数が乗法的なノイズにより駆動される確率過程であり、多

くの系のモデルとして広く使われてきた。例えば、オンオフ間欠性 [25，26， 27， 29， 31， 32]，レ ー

ザー [33]，経済活動 [34，35]，変動する環境中での生物のf同体数変動 [36]，流体によ って移流される

;"¥ッシブスカラーなど [37]である 。

現実の系においては 、確率変数はしばしば乗法的なノイズだけではなく弱し E加法的なノイズに

よっても駆動されている。この弱い加法的なノイズは確率変数 zの振1I1長が小さな値を取ったとき重

要になり 、zに実効的な下限を与える。この F限は非常に重要になり得る。というのは、このド限

により定常確率分布関数の存在が保証されるからである 。この確率分布関数は広い zの範問でベ

キ的に振る舞う [25，27，31，34，35，37，4]0 

例えば、 Venkataramaniたち [3]]は、ノイジーなオンオフ間欠性のモデルとして、乗法および加

法ノイズのふたつの項を持つランジュパン万粍式を導入した。 彼らはベキ的なテイルを持つ定常M~

率分布関数を得た。同じ形のランジ、ユパン方程式は高安たち [35]によ っても経済活動のモデルとし

て導入され 、やはり確率分布関数がベキ則に従うことを示された。同様なモデルが Levyたち [:11]

によっても導入された。それは乗法的なノイズに駆動される離散確率過符で、権率変数にあ らわに

下限が導入されていた。彼らはやはり確率分布関数がベキ則に従うことを示した。Venkat.aramani

たちと高安たちは加法的なノイズをあらわに扱った 一庁、 Levyたちによ って導入されたド限は加

法的なノイズと同様な役割を果たす。この章では 、このタ イプの確率過程を取り扱う 。

さて 、この穐の確率過程においては 、別のタイプの漸近的なベキ則が見つかっている 。論文 [:3，1] 

において 、我々は非局所的に結合した素子系の時空カオス状態において観測された空間半111期間数

C(γ)の短距離でのベキ則、つまり C(1')~ Co -C¥ l'α を説明するために、確不過程モデルを導入

した。我々の説明は上に述べたものと同様なランダム乗法過程に加法的なノイズを加えたもので

あったが、そこでのベキ的な空間相関は確率分布関数そのもののベキ的なテイルの此接の結果では

なく、確事変数 zのモーメン ト(xq)の加法的なノイズの強さ sに対する漸近il0なベキ則、すなわ
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ち (J，q)~ Go + (; 1 SH (q)であった。これはこの種の確率過程においてベキ的な挙動へ導く別問のメ

カニズムの例をうえる 。

この章の Ll的は、この加法的なノイズの強さに対するモーメントのベキ則の発生のメカニズムを

明らかにすることである 。具体的には 、簡単なランジュパン }j程式を導入して解析し、このメカニ

ズムがそのようなベキ則を導く}_で、一般的であることを示す。

6.2 解析に使うモデル

6.2.1 ランジュバン方程式

加法ノイズを含んだランダム乗法過程 (RMP)の典型例として、次のランジュパン Jj程式を考え

よう
dx(t) 
一一二入(巾(t)+η(t)， (77) 
dt 

ここで x(t)は確率変数、入(t)は乗法ノイズ、 η(t.)は加法ノイズである 。解析的に扱うために、入(t)

とη(t)は白色ガウスノイズであると仮定し、それらの平均と分散を次のように仮定する

(入(t))=入0，

(η(t)) = 0， 

( [入(t)一入。][入(t')一入。])二 2D入t5(t-[')， 

(η(t)η(t')) = 2D1)t5(l -t') 

さらに、 Dη<<D入、つまり加法ノイズは乗法ノイズより卜分弱いものと仮定する 。

(78) 

この簡単な形をしたランジユパン方粍式 (77)は、株々な系のモデルとして広く使われている

[31，33，35，37]0 :r(1)、入(t)、η(t)の物用的意味は考えている状況ごとに異なる 。例えば、レーザ一

発振のモデルを考えている場合、 x(t)は光子の数、入(l)は時間的に変動する増幅率、 17(t)は原 f
の自然放射などによるノイズを表わす。ノイジーなオンオフ問欠性を扱っているときには、.r(t)は

不変多様体からの距離、入(t)は各瞬間での垂直リアプノフ指数、 17(t)はパラメ ータのずれなどに

起因するノイズである 。経済学のモデルにおいては、:1:(l)は富の量、入(t)は富の量の変化の度合、

そして η(t)は峨々な原因による外的なノイズを意味するかも知れない。

6.2.2 境界条件

ランジュパン方程式 (77)から統計定常状態を得るには、 1支に変数 zの上限が必要である 。ま

た、弱い加法ノイズの項は変数x(の絶対値)が小さくなりすぎないようにする下限の効果をうえる。

(a)下限 平均拡大率入。が負である場合には、もし加法ノイズがなければ x(t)は Oへと近づくで

あろう 。加法ノイズは、 x(t)に実効的なド限の効果を与え、入。く Oの場合でも x(l)を完全には O

にならないようにする 。この章ではこの加法ノイズをあらわに扱うが、これを反射壁(無限に高い

ポテンシャル障轡)が小さな rの位置にあるものと近似することもよくある。

(b)上限 現実的には、 x(t)が非常に大きな値を取ったときには、非線形効果などにより抑えられ

るであろう 。ここではこれを単に境界条件、すなわち x=土lにある反射壁として取り入れる p

これらの反射壁と加法ノイズによる上限と下限のため、ランジュパン方程式 (77)は統計定常状態

を取り得る 。関 69に、小さな負の値のんでの x(l.)の典型的な時系列を示す。千五J拡大本入。がfr!
であるにもかかわらず、 J'(t)は単に減衰するだけではなく間欠的なパーストを示す。これらのパー
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ストの発生は次のように解釈される。弱い加法ノイズのため、 :e(t)は小さいが有限の偵を取る も

したまたま入(t)がしばらくの間正である状態が続くと、.1'(t)は指数的に増幅され大きな仰を取る ι

これがパーストである 。もちろん、 入。が負なので.1'(t)はいずれまた加法ノイズのレベルまでl返る。

ノてーストの起こる機会は加法ノイズの強さと共に増加する 。このことがなぜ.1'(t)のモーメントの

加法ノイズの強さに対するベキ則につながるのかは、以下の議論で明らかになるであろう c

なお、ここで説明した間欠性は 、いわゆるノイジーなオンオフ間欠性と同じ統計的性質を持つ。

実際、ノイジーなオンオフ間欠性は、ここで述べたような確率過程としてモデルされる ι

1.0 

0.5 

-、、
安 0.0

-0.5 

-1.0 
o 1000 2000 3000 4000 5000 

図 69:入0=-0.5、D入二 0.5、Dη 二0.00005におけるランジ、ユバン方程式 (78)に従う振幅:z:(l)の

典型的な時開発展。

6.3 近似的な取り扱い

モーメン トのベキ則の発生のメカニズムの概要をつかむため、まずランジュパン万程式 (77)を

近似的に扱おう 。

6.3.1 フォ ッカーブランク方程式

まず特徴的な振'11日

s=J21(Oく Sく 1)， (内)
y Lノ入

を導入しよう 。これは乗法ノイズによるゆらぎ((入x)2)̂-'D入ジと 、加法ノイズによるゆらぎ(η2)，，-， 1)η 

が同程度になる振幅である 。変数 zの範囲を 、Oく Ixlく sとsく Ixlく 1のふたつの領域に分け

て、各領域で支配的ではないノイズの項を無視することにしよう 。系は変換 z→-xに対して対称

なので、以下絶対偶 Ixlだけを考えることにする 。
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(a) 5く /x/く] この領域では、加法ノイズの効果を無視して次のランジュパン )J科式を考える

d:r(t) 
一一二入(t).1:(t) • (80) 
dl 

新しい変数 y(t)二 log/x(t，)/を導入すると 、式 (80)は次のように書き換えられる

dy(t) 
一一=入札 (8 I ) 
dt 

ストラトノピ ッチ解釈のためこのような書き換えが可能である。これは平均値がドリフトしてゆく

ような拡散過程である 。P1(x) t)を.1:(t)の分布関数とし、 PJ(y，t)を対応する y(1)の分布関数とし

よう 。式 (80)に対応するフォッカープラン夕方程式は、

三P](y) t)二 -L1(UJ)38t -J ¥.:1) . I 811 (82) 

という形を持ち、流れ iI(y)t)は、

iI(y)t)=んP1(y)t) -D十l(y)t) (83) 

という形となる o X =:::1:1での反射壁は、)1の U二 O、つまりiI(y二 0)t) = 0でのノーフラックス

境界条件となる 。

(b) 0く /x/く s この領域では、乗法ノイズの効果を無視することにより、次のランジュパン方

程式
x(t) 
dt η(t) (84) 

得る。P2(x) t)をx(t)の分布関数だとすると、 P2(x) t)は次のフォッカープランク万程式に従う

ここで流束 h(x)t)は、

11P2(り )=-113(z，t)
at 

山)=-Dηか(り)

(85 ) 

(86) 

で与えられる。ここで課される境界条件は 、P1とP2、)1と)2の位置 /x/= 5 (y = JogS)での連続

性である 。

6.3.2 ベキ的なテイルを持つ定常分布関数

では 、フォッカープラン夕方程式の定常解を計算しよう 。

(a) 5 く /x/く ] 定常条件。Pd8t= 0より δ}I/θν=0、つまり}I(ν)三 constが得られ、ノー

フラックス境界条件 h(y = 0) = 0よりjI(ν)三 Oが得られる。ゆえに、定常解 P1(y)は、

0=入品(y)-D入子P1(y) (87) 
oy 

を満し、これは、

州)二 C叫か) (88 ) 
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と解くことができる 。ここでどfは規格化定数である 。これをもとの変数 rで書き LRすと、

dy ff ] (入。 ¥
Pl (♂)二 P1(y)一=ど一叫( ~U log(lxl) ) = CIパ苛一 l

1.1'1 ---，-¥D入/
(8~) ) 

となる 。このように、分布関数はこの領域でベキ則に従うことがわかる。指数はんと j)入の比、

つまり乗数 入(l)の基本的な統計的性質によ って決まり、加法ノイズの性質にはよらない。以ド、こ

の比を Fと書くことにしよう

s=と
U 入

(90) 

(b) 0くIxlくs 定常解の一般形は定数AとBを使って P2(X)= Ax+Bと点わされる。Ixl二 sで

の流束と分布関数の連続性、つまり }2(s)二 )l(S)三 OとP2(S)= PI(S)より、 Aニ OとB= PJ(s) 

が得られるので、 P2(x)は単に定数値を取る

P2(x)三 P1(s) = Cs可一1 (91) 

結局、近似的な定常分布関数は、
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と求められる。規格化定数 Cは、

['， P(x)dx二 21'削dx二 1， (93) 

によって決まり、
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と計算される。

このように、分布関数はふたつの部分から成る。つまり、 x(t)が通常の拡散過程に従う原点1.J近
の定数領域と、 x(t)がランダム乗法過程に従うベキ的なテイル領域である。定数部分とベキ的なテ

イル部分の境界の位置は Ixl二 Sで、これは加法ノイズの強さゾ万;に比例している。この近似的

な分布関数 (92)を図 70に示した。

6.3.3 モーメン卜

この定常状態 (92)における変数 Ixlの q次のモーメント (xq)は、

間=['， I"lqP(♂)白 =2LIMP(Z)dz

= 2C([かs〉Zd仇N付qssβ川 +[卜ρ1〉〉Zが仇附qx

s 1+叶(鵠 一lμ)μμS〆P州+q 
s + q 1 + (s -l)sβ 

(95 ) 

と計算される。この形は、
l+α。sβ+q

(日)二 c，.，~
q 1 +αoss ) (96) 

53 



100 

10 

'、弘、旬ー』ヘ-

0.1 

0.01 

0.001 
0.001 

approximate 

0.01 0.1 

X 

図 70:近似的および厳密に得られた確率分布関数 P(x)VS. xoパラメータは図 lと同じ 。

と書くことができる 。ここで Cqとαqは

s+q ， 
α 一一一一一一 Iq-1+q 』

(97) 

と与えられる。分布関数の指数Fが sの指数として現れたことに注意せよ。以下で説明するよう

に、モーメントの漸近的なベキ則は、この式 (96)の形から来ている 。

6.3.4 モーメントの漸近形

加法ノイズ sが小さい極限でのモーメン ト(xq)の漸近形を調べよう 。以下、実際上興味のある正

の qに限って議論する。

(a)s>O (xq
)の分母を展開して sの最低次をとると、

(xq)竺 Cq(1 -αQss) (98) 

が得られる。

(b) sく o(xq
)の分母にある 1を無視すると 、
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を得る。IsIとqのどち らが小さいかが右辺のふたつの項のどちらが支配的かを決め、||β| (IsIく q)

(J 00) 
α。

(xq
) :::: 

(IsI > q) C←"QーnニーSC;

α。
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が得られる。

以上の結果から、モーメント(めは境界の位置 s、あるいは加法ノイズの強さ J万に対して簡

単なベキ的な依存性:

(J;q) ~ Go + G1sJJ(q)， 、1
1''

ハUl
 

f
a--

、
を示すことがわかる。ここで (;0とG1は定数である 。σ。は Fく o(入oく 0)の時には消えるが、

s> 0 (入o> 0)の時には有限の値を とる 。このように、モーメントのベキ則が得られた。

6.3.5 指数

モー メント (xq)の指数 H(q)は F、すなわちん とD入の比により決められる 。式 (98)と (100)

より 、H(q)は qとともに次のよう に変化する

(α)日く む

q

p
 

/
1
1
1ノ、
1
1
1
1

一一n
y
 

H
 

(0く qく IsI)

(102) 

(IsIく q)

(b) s > 0 

H(q) = s (J 03) 

指数 H(q)は、 o< qく IsIの時には qに単に比例しており H(q)= qだが、IsIく q01' s > 0のH手

には qに依存せず H(q)= IsIとなる 。

6.3.6 他の漸近領域

ß ~O の場合や |創立 q の場合に は、 s → 0 の極限でのモーメン トの漸近形がベキ則でない場合

がある。

(a) s ~ 0 β~ O でかつ Iß logsl << Jである ょっなパラメー タ領域を考ぇょっ 。この場合(xq
)の

分母は、

1+αoss = ] +αo exp(s log s) 

二 1+α0+αoslogs+ O(IslogsI2
)， (J04) 

と展開される。αo=s-l、Ilogsl>> 1なので αoslog sの項が支配的であることがわかり、

(zq)~cq 
一 |αoslogsl'

が得られる。この ように、 (xq
)は s→0で 1jllogslのように対数的に発散する。7

(J 05) 

7この対数的発散を CGL系で確かめた。
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(b) IsI ~ q sく Oでかつ IsI~ qであるようなパラメータ領域を考えよう 。さらに 、I(q-
IsI) log sl << 1であるとする。モーメント (xq)は、
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1+αqsq-10|= I+αq exp (( q -IsI) log s) 

= 1 +αq+αq(q -IsI) logs + O(I(q -IsI) logsI2). (107) 

を得る。αq-間-]と Ilogsl>> 1を使うと、附 -IsI)log sの項が支配的であることがわかり 、

(xq) 竺笠~I(qー IsI)slsllogsl 
UQ 

( 108) 

が得られる。つまり 、s→0でいq)は Islsllogslのように発散する。

6.4 厳密な扱い

次に、加法ノイズの効果を近似なしに扱おう 。前の場合と議論は完全に平行しており、結果は定性

的に一致する。特に指数については向ーの結果を与える。分布関数の計算の仕方は Venkatar a.m an i 

ら[31]に従う 。

6.4.1 フォッカーブランク方程式

ランジ、ユパンノ7程式 (77)に従うフォッカープラン夕方程式は 、

11p(Z7t)二 -2j(り)， 
δtθz  

で与えられる。ここで、P(x，t)は x(t)の分布関数で、流束 j(x，t)は、

。 q

j(x，t)=(入。 +D入)xP(り)一一[(D入 〆 +Dη)P(x，t)] ax リ

という形を取る。x=士1においた反射壁は、 x=土1にノーフラックス境界条件、つまり、

(109) 

、1
1
r

n
U
 

噌

EEAl
 

，，SE
1

、、

j(x =土1，l) = 0 、l
'ノ

]
 

噌

t』
t
E
A
 

，，f
E

、
を置くことと等価である 。

6.4.2 ベキ的なテイルを持つ定常分布関数

フォッカープランク万程式 (109)の定常解 P(x)を計算しよう 。定常条件 aP(x，t)jat = 0より

aj(x， t)jax = 0、すなわち j(x)三 conslが得られ、ノ ーフラッ クス境界条件 j(x=土1)= 0より

j(x)三 Oが得られる。ゆえに、 P(x)は、

。勺
(入。+D入):rP(x)一一[(D入ジ +Dη)P(x)]二 0，

ax 

Lこ従し¥これを解くことにより、

( 112) 

ー λn 1 

P(:r) = C(D)..xZ + Dη)可 -h (] 13) 
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が定常確率分布関数賭して得られる。ここで「は規格化定数であり、

[11 P(>:)dx二 2[川エ=] ( 1 I t1 ) 

(1 15) 

から決まる。積分公f

11 
(1 + cx2)ad" = 2Fl(-a，~ ， ~ (1 + cx2)αdX=2F[(-α'2' 2; -c)， 

を使うと(ここで 2Fl(α， b， c; z)は超幾何関数)、 Cは、

| 宣告L-t ， 入。 11 3 D，¥ J 
C二 12D:

U

)， っF，(一一一一+一一一・一一一)I 
l リ，，~ 1 ¥ 2D入 I 2' 2 ' 2 ' D17 I J (1 L 6) 

と表わされる。

前と同様に、 Pを平均拡大率 入。とそのゆらぎ D入の比として定義し、 αを P(x)の指数として

定義しよう 。すなわち、

(] 17) s=主主，
Lノ入

さらに、 s~)Jn?!ノイズの強さ伊;と乗法的なノイズの強さ♂工の比で定義しよう

s-1 入o 1 
α 一一一一ー ←一一一一一

2 2D入 2

s= fi; ( 118) 

(Ixlく 1)
(l十三)α

22F1 (一氏 j3i一台)

すると、定常確率分布関数は、

/
E
I
l
-
f

、1
1
1
1
1

一一z
 

，，at-
、

P
 

(J ] 9) 

(Ixl> 1) 

と表わされる。

この定常確率分布関数は z → 0 で定数に近づき、 s~ << 1であるとき、つまり加法ノイズが乗法

ノイズより十分弱いときには、 z→土1でベキ則に漸近する

。

(J 20) 

(x→0) ，7su
 

cu 
q
b
 o

 
c
 

/
l
'
j
，、、lE
E
1

~
 

中
山

，，aE
，‘、、

P
 (x→士1)Ixl2α 

2α 二一l+s二一]+主
U 入

このベキ則の指数は、

( 121) 

で与えられる。

以上のように 、前の近似的な結果 (92)と定性的に同じ確率分布関と、同ーの指数を持ったベキ

則が得られた。確率分布関数の定数領域とベキ的な領域の移り変わり点は P(x)の分子のふたつの

項のバランス

z
一ジ~一 (L 22) 

(12:3 ) s=JZ 
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の近くである 。これはちょうど前の近似的な扱いにおいて zの領域をふたつに分けた点で、ある 。

この厳密な確率分布関数(]19)を図 70に示す。近似的な確率分布関数 (92)が厳術なものの主要

な特徴をよくと らえていることがわかる。図71と72に、式 (119)において理論的に求められた確

率分布関数のふたつのグラフを示す。図71は Dη を同定していくつかの異なる値のんについての

確率分布関数を示し、図 72はんを同定していくつかの異なる値の Dη について示した。それぞれ

の確率分布関数は原点近くで定数値をとり、それ以外ではベキ則に従う 。指数はんとともに変化

し、定数からベキ日IJへ移り変わる点は加法的なノイズの強さ伊;の増加とともに印刷へ移動

する。

100 

10 r ミ¥ 100 

10 

」Q4同『.、司、

一/、"， j
E岡L 

P二0.0∞01/
0.1 

0'1=0.0001 

0.01 I 比 O一一υ J / "¥ '¥.j 0'1=0.001 
0.01 0'1=0.01 

...j 0.001 白』

0.001 0.01 0.1 0.001 0.01 0.1 

λ' λ' 

剖71:いくつかのんの値に対する確率分布

関数 P(x)VS. ~t 。 パラメータ D入= 0.5と

Dη= 0.00005は固定。

図 72:いくつかの Dη の値に対する確率分布

関数 P(x)VS. x。パラメータ入O 二一0.5と

D入=0.5は固定。

6.4.3 モーメント

定常確率分布関数 (119)より、 Ixlの q次のモーメント (xq
)は、

間二 /，Ixl' P(x)白二21'x'P(x)dx 
1 2Fl(-α3i子単一台)

1 + q 2Fl (-α，j3;ーが

と計算される 。ここで積分公ェ

(1 r"， ?¥n ， 1 ~ I ] ムq3 + q 
Jo xq(l +印刷二日2Fl(叫ず'T;-C)

を用いた。図 73にこれを示す。

6.4.4 モーメン卜の漸近形

(124) 

(] 25) 

では、加法的なノイズの小さな極限、 s→0でのモーメント ('J.，q)の漸近形を調べよう 。前と[IiJじ

く、q> 0の場合だけを考える 。
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超幾何関数の漸近形、すなわち、

'2FI(α，b， c; z)竺 fl(α，b，c)(-z)一α+f'2(α，b，C)(-Z)-b (二→∞)， 

を使うと、 (xq
)の漸近形を

1 f1(-α?LP苧)l+F3(-Qglt久平)st3+q 
(日)~一一

一 l+q f1(-α，ji)1+F3(-α，j3)sβ 

と表わすことができる 。ここで f1)f2とf3はガンマ関数l'(α)を使って

および

と定義される 。

F(c)f(b -α) n I ~ I~ ~ \ f(c)l'(α -b) 
fJ(α，b，r)= ，F2(α，b，c) = f(b)f(c -α)' 

- '<"-'~)~ I 

f(α)f(c-b)' 

F2(α) b， c) 
f3(α) b) c) = 

fl(α， b) c) 

( 12G) 

( 127) 

( l28) 

( 129) 

ここで、再び先ほどの近似的な計算で得られたのと同じ形が得られたことに注意しよう

1+α口
Sβ+q

(zq)=cq v (130) 
4 1 +αoss 

しかしながら、 cqとαqは先ほどとは異なり、

1 f1(-α 取組)
y， I l+q 3+q 

=-- 3213323αq = f3(-Q一一一一). (] 31) q -
1 + q f1 (-α3E7E)?232  

で与えられる 。先ほどと全く同じ議論により、この形からいq)が s→0で漸近的にベキ則

(xq
) ~ 00 + G1S

H(q). (j ~2) 

に従うことが言える 。

図74に、モーメント (xq)を小さな sの領域について示した。各モーメントは加法的なノイズ s

に対してベキ的な依存性を示している 。

6.4.5 指数と他の漸近領域

この厳密な結果と前の近似的な結果の違いはいくつかの係数だけで、指数は同 ーなので、 Jf(q) 

の挙動は前と完全に同じである 。αq= -1 + O(s)とIlogsl>> 1に気をつければ.他の漸近領域が

s=Oや IsI= qの近くで存在することも前と同じであることがわかる 。

図 75に、式(102)、(103)において理論的に得られた指数とランジユバン方程式 (78)のCQ般数

値計算により得られた指数がんに対して示されている 。それぞれの I!(q)一入。曲線はふたつの部

分、すなわち I!(q)が|入01に比例して変わる領域と H(q)が定数に飽和する領域からなる。 J-_述し

たベキ的でない漸近領域に置いてもベキ則を仮定して指数を求めたため、そこでの値は当然f町命令!i

からずれている 。

6.5 ベキ則の口バストさ

さて、ここまではランジュパン方程式 (77)を扱ってきたが、上で議論されたタイプのベキ日IJは

他の多くのモデルでも見られる。それは課された境界条件や時刻の連続/離散性、もしくはノイズ

の項の性質などのモデルの詳細には鈍感である 。ここではこのベキ則のロバストさについて議論し

よう 。
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q=0.25 、."
V 

q=0.50 

0.01 0.1 

図 73 いくつかの qに対するモーメント (xq)

VS. 加法ノイズの強さ 50 ノぐラメータは 入0 =

-0.5とD入二 0.5。

、こ。』口t 司

3.0 

2.0 

1.0 

0.0 
-4.0 -3.0 

0.1 

ミ，hrhV 〈¥ 

0.01 

q=I.L:J 

0.001 0.01 0.1 

図 74:いくつかの qに対するモーメント (xq)

VS. 加法ノイズの強さ 50 図 5の小さな sの

領域の拡大。

o q=J.O 

ロq=2.0

。q=3.0。

ミ 。
n 

-2.0 -1.0 0.0 

ô 

図 75:q = 1，2，3の場合の指数 H(q)vs.入。。記号は数値計算、実線は理論。D入の値は 0.5に同定。
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6.5.1 境界条件

加法的なノイズ、の効果を近似的に、および厳密的に調べてきた。ベキ的な確率分布関数の'1=.成に

おける加法的なノイズのもっとも重要な役割は、原点付近に小さなゆらぎにより通常の拡散過れが

支配的な領域を作ることによって確宰変数が完全に減表することを防ぐことにある 〉よく使われる

加法的なノイズのかわりに反射壁境界条件によって変数にド限をうえる近似がうまく働くのもこの

ためである 。

なお、確ギ変数のと限は単に反射壁によって与えられるものとしたが、例えばそれを _.r3のよ

うな非線形項によって置き換えても、少なくとも大きすぎない qに関しては、結果はrJi]ーである 。

6.5.2 離散モデル

ベキ則は離散時間モデルにおいても現れ、その原因は前と全く同じである 。例えば、論文 [4]に

おいて、我々は次のような離散確率過程を導入した

X7'1，+l二 e入nX 7'1， + 0 ( X ~) + 177'1" (133) 

ここで 11は時間ステッフで、 入η とりn はノイズである。孜々は加法的なノイズの項と非線形項を巾

なる反射壁によるド限と上限として近似し、ベキ的な確率分布関数を得た。さらに、 zのモーメン

トの下限の位置、すなわち加法的なノイズの強さに対するベキ的な依存性を得た。

6.5.3 ノイズの性質

もちろん、白色ガウスノイズを仮定することはしばしば現実の系のモデルに適当ではない。モー

メントのベキ則は、色っきノイズ、のモデルにおいても見られている 。 例えば、技々は論文 [3]では

上限と下限を反射壁として導入し、色っきの 2値ノイズによって駆動された維率過程を考察した

が、やはり下限の壁の位置に対するモーメントのベキ則が得られた。

6.5.4 数値計算例

モーメントのベキ則のノイズの性質や境界条件に対するロバストさを調べるため、いくつかの数

値実験を考えてみよう 。確率過程:
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を数値計算してみる 。ここで 入(1.)は何らかの色っきノイズで、 一万η(l)は前と同様白色ガウスノ

イズであるとする 。 ノイズ 入(t)として、 (i)通常の Ornstei11-Uhlenbeck過花によって作られたガ

ウスマルコフノイズ、(ii) ]かー]のどちらかの値を等しい遷移確率で取る:値ノイズ、 (ii i)ロー

レンツモデルで、作ったカオティックなノイズの 3つを考えてみよう 。各ノイズの、ド均と分散をそれ

ぞれ 0と1に規格化しておき、それを 入(t)として用いる 。主(t)が図 69のょっな間欠性を示すよう

な値に 入。を設定した。

図 76に、各ノイズについて得られた 2次モーメント (.r2
)を加法ノイズの強さ sに対してプロ ッ

トした。モーメント (x2)は加法ノイズの強さ sに小さな sの領域でベキ的に依存していることがわ

かる o Xの上限が反射壁ではなく非線形項 _X3で与えられる場合も調べたが、やはり同じ指数の
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ベキ則が観測された。それぞれのタイ プのノイズに対し、確率分布関数がベキ的なテイル を持つこ

とも確認された。

ここで使ったノイズは色つきなので、前の理論か らモーメントの指数を子Jするのは難しし~ こ

のためには 、入。と D入の実効的な値を与えるために例えば Pikovsky[27Jによ ってなされたような

ノイズの繰り込みが必要であり 、定性的な説明を 目的としたこの章の視野を越える

~ーす 日戸~ー守ーーγ

~CÞ-〆
0.3ト 。。。。。

ロロ/
。。 ロロ

八 。 ロロ

'" 
¥同J 

ロロロ <><><><>~ 
ロ 。。

<> 。
ロ 。。。

0.03ト ロ

。
o dichotomous 

-<> 
。
ロ ロLorenz。 。。GaussMarkov 

0.01 0.1 

S 

関 76:2次のモーメン ト(x2)vs.加法ノイズの強さ 50 二値ノイズ、ガウスマルコフノイズ、ロ ー

レンツノイズに対して計算。入。の値は二値およびガウスマルコフノイズの時には -0.5で、ロ ーレ

ンツの図の時には -0.3。各線は重ならないように上下し てある 。

6.6 いくつかの関係した系

6.6.1 ノイジーなオンオフ間欠性

ノイジーなオンオフ間欠性はモーメン トのベキ則が観測される典型的な現象なので 、ここで簡

単に議論しよう 。オンオフ間欠性は 、不変多様体に埋め込まれているカオティ ックなアトラクタ ー

が、その不変多様体に垂直な方向への摂動に対し中立安定にな ったときに生じ、このタイ プの不安

定性はブロウアウ ト分I[皮と呼ばれている 。系はふたつの相を間欠的に行き来する。ひとつは系がほ

ぼ不変多様体の上にあるラミナ ー状態で、もうひとつは不変多様体か らの距離が突然増大するパー

ス ト状態である 。オンオフ間欠性の生じるメカ ニズムは、軌道と不変多様体との距離がカ オテ ィッ

クに変動する素子の局所リアプノフ指数により乗法的に駆動されることにある 。それゆえ、適、当な

対応する数学モデルはランダム乗法過程で、乗数の速いカオティックな変化が乗法ノイズとし て採

り入れられる 。

Plattたち [29Jは、オンオフ間欠性を示すような系に弱い加法的なノイズも存在し ている状況を

考えた。彼らは、もともとはブロウアウ ト分岐の超臨界側の狭いパラメータ領域でしか観測され

なかった間欠性が、亜臨界側も含むより広い領域で観測されることを発見し、これをノイジーな

8しかし、 Pikovskyは論文で一般論は展開したも のの、結局性質の良いホ ワイ卜 ノイズを出すカオス素 子を選んで使 っ
ている 。
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オンオフ間欠性と呼んだ。この現象を説明するために、彼らはオンオフ間欠性の伝統的なモデル

であるランダム乗法過程に加法的なノイズ項を近似的に下限として取り入れたモデルを号案したo

Ven ka.t.ar a111 a.n iたち [31]とCenysたち[:12]も同機なモデルを解析し 、いくつかのノイジーオンオ

フ間欠性の性質を説明した。しかしながら 、ヒに述べてきたようなモーメントのベキ川については

あまり十分に調べられていないようなので、ここでひとつ例を挙げよう

6.6.2 結合カオス素子

互いに結合したふたつの同一なカオス素子 [25]は、オンオフ間欠性を示す典型的な系である 。頻

繁に使われるモデルは 、

X 1 = F(X1) + k(X2 - X1)， 

X2二 F(X2)+ k(X1 - X2)， (135) 

である 。ここで X = F(X)は各素子の固有の運動を表わし 、kは結合強度を表わしている 。これ

らふたつの素子は 、kがある臨界結合強度 kcより強ければ同期する 。差分 a=X2-X1は素子

のカオティックな運動に より乗法的に駆動される

I .--- ~ ( X 1 +X2 ¥ ""'. ~ I 
忽二 ID F ("" 1 ; 1"" :t ) - 2k 1 I . a + 0 (a 2) ( 136) 

ここで Dは微分を表わし 、Iは単位行列である 。んよりわず、かに下では、この zはオンオフ間欠

性を示す。もしさらに弱い加法的なノイズを系に加えれば、 zはんより上でも間欠性を示すであ

ろう 。この状態で、加法的なノイズの強さ sを変化させて mのどれかの成分の q次のモーメント

(xq)を測れば、先ほどの議論からそれは sが十分小さいときにはいq)'::::.GO + G1s
JJ(q)のようにベ

キ的にふるまうことが予想される 。

ひとつの例として 、 互いに結合されたレスラー振動千に、~~し E加法的なノイズを変数の段初の成

分に与えたモデルを数値計算してみよう

また、

土I(t) = -Yl + Z1 + k(X2 -Xl) + scI(t)， 

yI(t) = Xl + 0.3Yl + k(Y2 -yI)， 

2-1 (t) - 0.2 + XIZl -5.7z1 + k(Z2 -z1)， 

(1←→ 2) 

( 137) 

( 138) 

ここでと1，2(t)は平均 0、分散 1の円色ガウスノイズで、 sがそれらの強さをコントロールする。結

合強度 kをkcより少し上にあわせて、系にノイジーなオンオフ間欠性を起こさせる 。凶 77に、

いくつかの結合強度 kの値について得られた 2素子の最初の成分の差 X-X2 -X}の 2次モーメ

ント(X2)を与えたノイズの強さ sに対して示した。予怨されたように 、それらは sにベキ的に依存

しており 、指数が kとともに変化する 。

同様なモーメントのベキ則は、弱い加法的なノイズの代わりに、わずかなパラメータのずれをう

えた系においても観測されるであろう [26]。また、例えば結合していないふたつのカオティックな

素子において 、パラメータをカオスに転移する値より少し下にしておき、それらにわずかにずれた

ノイズを与えた場合にも起こる [27]。このことが、後で述べるように非同所結合素子系における空

間相関のベキ則に深く関係する 。
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)vs 加法ノイズの強さ 50

6.6.3 空間分布したカオス素子

我々が前の章で述べたベキ的な空間中日関は、変数に適当な解釈を与えると、ここで述べてきた

ものと同じ種類のベキ則であることがわかる。我々の系は空間的に分布したカオティックな素子の

集団であり、非局所結合によって作られる長波長で時間的にランダムにゆらぐ内部場に駆動されて

いる 。

距離 r離れたふたつの素子の振幅 Xの差 x(r)= X(1') -X(O)を考えると、そのモーメント

(x(r)q)は流体乱流における速度場の構造関数、あるいはフラクタルな表面成長における高さ-高さ

相関関数に対応する量となり 、振幅 X の空間相関と関係する 。x(1、)のダイナミクスはランダム乗

法過程に弱い加法的なノイズを加えたもので、ランダムな乗数は素子のカオティックな運動による

局所リアプノフ指数のゆらぎ、弱い加法的なノイズは内部場のふたつの素子の位置での小さなずれ

から来る 。

加法的なノイズの強さ sは、内部場の空間変化がゆるやかであることから短距離では γに比例す

るので、モーメン トのsに対するベキ則は、結局振幅差 zのモーメントの素子問の距離 γに対する

ベキ則となる

(x(γ)q) '" GO + G15
H(q) '" GO 十 G21・H(q)， 、1

1
J

ハジ
丹
、
リ

ー，，l
，、

ここで GO、G1、G2は定数である 。

平均 リアプノフ指数が負なら 、GOは消えて指数 H(q)は式 (J02)で与えられる 。これは例えば

ノイズを与えたパーガース方程式 [45]などにおいて知られているょっな“パイフラクタル性円をあ

らわしており 、そのような場の間欠性的な構造を暗示している 。
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6.7 結論

ノイジーなオンオフ間欠性や経済活動のモデソレのように、乗法および加法ノイズに駆動された確

率過程はベキ的な確率分布関数を示す。この確率分布関数は定数部分とベキ的な部分から成り、そ

れらの境界の原点からの距離は、加法的なノイズの強さ sに比例する。このノイズの強さ sに対す

る境界の位置の系統的な依存性が、~~し E加法的なノイズの強さに対するモーメントのベキ則を /j:. じ

させる。

この現象を詳しく解析するために、乗法および加法ノイズの両方を持ったランジュパンノ了程式

(77) をこの種の確率過程の一般的なモデルとして導入した 。 その定常状態を理論的および、数イI~íl/~

に解析することにより 、このモデルは実際にモーメントのベキ則を再現することがわかった。さら

に、加法的なノイズの近似的な扱いと厳密な扱いを比較することにより、通常の加法的なノイズを

下限として導入する近似も正当化された。

我々の解析は厳密さのためランジュパン方程式 (77)に限ったが、ベキ則そのものは使われるモ

デルの詳細に敏感ではなく、乗法および加法ノイズに駆動される多くの確率過程において広くみら

れるものと考えられる。このロバストさを、いくつかの色っき非ガウスノイズによって駆動された

モデルの数値計算によって示した。さらに、この種のベキ則のひとつの典型的な現れとして、ノイ

ジーなオンオフ間欠性におけるモーメントのベキ則と、非局所結合素子系の時空カオス状態におけ

るベキ的な空間相関関数について議論した。これは様々な系で知られている空間相関関数のベキ則

に対し、別の視点からの洞察となりうるかもしれない。

すでに指摘したように 、ここで述べたメカニズ、ムによるモーメントのベキ則は多くの系の広いパ

ラメータ領域で見られる現象である 。このメカニズムは簡単なため 一般的であり、現実の世界で観

察されるベキ則のいくつかはこのクラスに属するのではないかと考えられる。
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7 ランダムに変動する長波長の外場を与えた素子系

第5章と第 6章で述べた理論モデルの仮定からわかるように、空間相関関数やその他の場の足の

モーメントのベキ則に必要なのは、

l素子の局所リアプノフ指数が正負に揺らぐこと 3

2 ランダムに変動する長波長の場による影響1

だけである 。つまり、これまで長波長の場は非局所結合による内部場であったが、これを外から適

、11に与えたもので置き換えても、そのようなベキ則が観察される可能性を示唆する。ここでは、い

くつかの素子系について、実際にランダムに変動する長波長の外場を子えた系で同様の特異的な空

間相関が見られることを示す。

7.1 離散時間モデル

まず素子のダイナミクスが写像で記述される場合を考えよう 。素子のダイナミクスが Xn+1二

F(Xn)と表わされるものとする 。この素子が空間分布した状況を考えよう 。素子聞に直接の結合

は無いものとする 。位置 T の素子の変数を X(r)と表わし、それに長波長の外場 九1(r)をI子える

Xn+1(r) = F(Xn(r)) + hn(1')， (140) 

ここで η はタイムステップを表わす。位置 T にある素子と位置 r+xにある素子の状態の差

υn :=Xη(r + x) -Xn(r)， (111 ) 

を考えると、そのダイナミクスは

νn+1 = F'(Xn(r)) 仇 +h;I(r) . x + N(.. .)， ( 142) 

となることから、再び前と同様に弱い加法ノイズを受けたランダム乗法過程と兄ることができ、ベ

キ的な空間相関などが観測されることが予想される。

以下では簡単のため空間 1次元、素子の変数を l次元とする。系のサイズを ]に同定し、素子の

位置を zで表わす。系のダイナミクスは次のようになるだろう

Xη+dx) = F(Xバx))+ hn(x) (H3) 

リアプノフ指数がゆらぎうる素子としては 、前と同様ロジスティック写像と非対称テント写像を

使うことにし、また、長波長の外場としては最も単純な系に存在しうる最長の波長成分のみを持っ

たものを考える。非局所結合素子系の場合に比べ素子が感じる場はより長波長になるが、短距離で

の性質に注目する限りは違いは出ない。

7.1.1 口ジスティ ック写像系

素子のダイナミクスがロジスティック写像-

F(z) = cz(l -z)， (111) 
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で表わされるものとしよう 。ここで cは分岐パラメータであり、再び c= 3.7とする c なお、この

値は典型的なもので 、特に意味はなしE。系のダイナミクスは次の式に従うものとする

九t+1(ょ)= (J -J¥")F(Xn (.1')) + Jdlll (;.') ， (145) 

ここで、Kは系に対する外場の影響をコントロールするためのパラメー夕、すなわち外場との結合

強度である 。以後外場 九1(x)としては 、

1 + cos (2π (x+仇)) 
h11 (:1')二凸 ( 146) 

を使う 。ここで ψ"はOから 1の間の一株乱数である 。つまり、系に存在する最も長い波長の成分

に同じ十辰幅でランダムな位相の入力を与えることになる 。

写像の前の因子 ]-f{は、0から 1の範囲の値をとる写像 F(Xn)と外場んに対し、次の時刻

の値 Xn+1をこの範囲に留めるために挿入した。この因子により、ロジスティック写像の実効的な

パラメータは (1-l¥)cとなり 、今後使う K の値 0.2程度では写像はカオティックではなく、安定

な固定点を持つ。つまり 、外場を与えなければ全素子は固定点に落ち込み、パターンはすぐに 一様

になる 。

図 78に、 K 二 0.2での振幅場 X(x)の典型的なスナップショットを示す。一見して、パターンが

これまで見てきたような非局所結合素子系の時空カオス状態におけるものとよく似ていることがわ

かるであろう 。

もちろん、いまや系にはランダムな外場が与えられており 、自励系ではないので系は時空カオス

状態ではない。が、以下に見るようにその短距離での統計的性質は非局所結合素子系の特異的な時

空カオス状態と同一である 。そこで 、以下ではこの系におけるこのような状態を「特異的な時空乱

流的状態jとでも|呼ぶことにする 。

中央の素チのリターンマップを図 79に示す。ロジスティック写像の非局所結合系の時とは異な

り、素子の変数の分布はふたつのバンドには分かれておらず、非局所結合系の時に見られたような

時開発展の 4周期性もあまり顕著ではない。非局所結合系の時のように 、初期条件によってクラス

タリング状態に落ち込んでし まうこともない。また、リターンマップはもとの写像.Xl 二 cX(l-X)
よりむしろ実効的な写像 X'=(l-λ")cX(l-X)に近く、それがノイズにより上方向にランダム

にずらされたような分布をしている 。これらは非局所平均場の場合に比べ、外場の振幅が大きいた

めだが、ふたつの素子問の振幅の微少な差が口ジスティック写像の局所リアプノフ指数のゆらぎに

より拡大縮小されることに違いはない。

振幅パターンの時開発展を図 80に示す。あまり見やすくはないが、非局所結合素子系の時空カ

オスと共通な特徴を持っていることがわかるであろう 。

空間相関関数の原点付近でのベキ則と飛びの発生や、パターンのフラクタル性なども全く非局所

結合素子系の場合と同じである 。これを図 81，82，83に示しておく 。

7.1.2 非対称テント写像系

非局所結合素子系の場合と同様、素子として非対称テント写像を使用することもできる p 後ほど

詳しく解析することになるのでここでは議論しないが、やはりロジスティック写像の場合と同じく

特異的な時空乱流状態を示し、そこでベキ的な空間相関やパターンのフラクタル性が観察される 。

図85と図 86に、空間中11関のベキ則とその指数、および原点でのギャップのデータのみ示しておく 。
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7.2 連続時間モデルー微分方程式系

7.2.1 位相モデル

論文 [4]においては 、素子に写像を使った離散時間モデルの他に、連続時間モテソレも提案され、

問機な空間相関関数のスケーリング則が観測されることが示された。この例は、素子がカオティッ

クである必要はないことを実際に示した点で重要なので、ここで触れよう 。

局所リアプノフ指数がゆらぎうる素子として、外場に駆動された位相振動子を使い、 I次元の格

点上に Ni問の素子を配置する 。系は次のような方程式に従うものとする

ゆj( t) = 1 -c cosゆj(t)+ bhj(t)， (Jt17) 

ここでゆj(t)は j番目の素子の位相で、 cは素寸この性質を決めるパラメー夕、 hj(t)はランダムに変

動する長波長の外場で、 bが外場の素子に対する影響の強さを決めるパラメータである 。パラメー

タけま 、Iclく 1として位相が常に増加するようにしておく 。が、 cosの項のため位相の増え )fは時

間的にゆらいでおり、また対応してその局所リアプノフ指数も正負にゆらいでいる 。外場 /り(l)は

再び前と同様に系のもっとも長い波長成分のみの関数の位相をランダムに変化させることにする

{ J 11.¥ ¥ hj (t) = cos 2rr ( :T +ψ(t) ) . (]1)8) 
J ¥ I 

¥ N '¥' } 

ここでゆ(t，
)はランダム変数だが、今度は系の時開発展が連続である ことを考慮して、 - f~表乱数を

使うかわりに次のブラウン運動に従うことにする

ψ(t)=α仰)，り(t)二 -v(t)+と(t)，

ここでと(t)は平均 0，分散 ]の白色ガウスノイズ

ほれぼれ1))= 26 (l -t 1) ， 

( 11) 9) 

(J 50) 

である 。以下、 α=30， b = 2.0に固定し、 cを変化させて系の待子を見ることにしよう 。|刈 87に

c = 0.4での素子の位相ゆ(x，l) のなすパタ ーンを示した(位相は増加し続けるので、予.t~J1lfl をさし
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番下が c= 0で一番上が C二 0.9，0.1づっ。
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図 87:外場を与えた位相モデルの c= 0.4に
おける典型的なスナップショット 。

図的:c = 0.4での時開発展の様子。
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う|し、て表示しである)。ところどころに位相スリップが発生していることがわかる 円この!;;Z!からだ

けではこの状態がこれまで見てきた特異的な時空乱流状態なのかどうかはわかりにくいが、|立188

に示したように 、空間村l関関数はやはり原点十J近でベキ的に振る舞っており、その指数はパラメ ー

タcとともに連続的に変化する 。なお、他の多くの系では結合定数 lピを変化させるとぷ jえそのも

のの実効的なパラメータが変化していたので指数もム'とともに変化していたが、この系では外場

との結合定数 bを変化させても素子そのものの性質に変化はないので指数も変化しない 〉けまぶ j亡

の局所リアプノフ指数をあらわに変化させるので、相関関数のベキ則の指数を変化させる コ[ヌ189

には C 二 0.4での位相パターンの時開発展を示した。1¥1:相ゆ(x，t)の 2π でのモジニモラスを濃淡プ

ロッ トしてあう 。至るところで位相スリップが起こり、複雑な時開発展をしていることがわかる 口

7.2.2 複素ギンツブルクランダウ振動子

結合していない CGL振動子の集団にランダムに揺らぐ長波長の外場をうえでも同様な現象が観

測されることは容易に予想される。非局所結合 CGLの非局所平均場の項を空間相関のある長波長

のノイズで置き換えた 、次の確率微分方程式を考えよう

oW(x， t) 
二 W -(1 +向)IWI2

¥tV+ 1ピ(1+ i c 1) (Z ( x ， t) -¥tV) ， ( ] 51 ) 
θt 

ここで Z(x，t)は長波長のノイズだが、今度は単純な三角関数より多少複雑なものを使ってみるこ

とにする 。

空間相関のあるノイズ 入(x)は、次のような方法で簡単に作ることができる 。まず、平均 Oの独

立な白色ガウスノイズを空間の各点にばらまく 。次にこれを初期条件とした拡散方程式を適J11なH寺

問 1だけ解くのである 。内色ガウス ノイズによる初期条件を η(x，O)としよう

(77(X，O)η(ピ，O))=6(xーピ)

これに t時間の拡散 exp(-Dtマ2)を作用させると、

η仰(μx，t)片=叫(一Dt¥lマv竹2り)川7η仰7
2π f 

を得る 。ここでは空間 1次元の状況を考えた。奇(k，O)は η(ム0)のフーリエ変換である

( 152) 

(η(k，O)η(k' ， 0)) = 6 (k + k'). (] 5!J) 

以後積分時間 tは 1として、時刻 1における解 77(x，l)を生成された空間ノイズ 入(x)としよう 。

入(x):=η(x， ] )の空間相関は 、容易に次のように計算できる

/ 1 _____ ( (zーピ)2¥
(入(x)入(ピ))= ，/云云叫 卜 ) V 8πD -r ¥ 8D J 

(1.55 ) 

つまり、空間相関長さは拡散定数 Dでコン トロールできる 。以下では各瞬間でこのJh.去を使って

ノイズを生成するので、時間相関はホワイ トである 。なお、さらに各瞬間にホワイトノイズをJlL立
するかわりに各点でオルンシュタインウーレンベックプロセスを走らせておくことにより時間相関

もあるノイズを生成する方法もあるが、ここでは立ち入らない。

このようにして生成したふたつの空間相関のあるノイズ 11(ιt)とり(x，t)を用意し、これを外場

Z(x， t)として系に与えることにする

Z(x， t) :二 Zo(υ(x，t) + iv(x， t))， ( 156) 
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ここで Zoはノイズの大きさを決める実パラメータで、空間相関長を決める Dは 11，Vで同 a にとる

では 、実際に数値計算してみよう 。系の長さを 1とし、拡散定数 D もlにとることにする し|刈

89に、上に述べた方法で生成したノイズのある実現を IJミした。予想通り、長波長の空間ノイズ と

なっている 。図 90には Cl= -2.0， C2二 2.0，Zo = 4.0， X = 0.4の場合の素子の振11I国111'(.1'，1)1の
なす場の典型的なスナップショットを示した。特異的な時空乱流状態と呼べるような特徴を示し て

いることがわかる 。図 91は振IjJ高の空間相関関数の原点付近でのベキ則を確かめている。[ヌ192は

複素平面上における素子の分布のスナップショットである 。ノイズのため素チは本来のリミ ットサ

イクルの内側や外側に外れてお り、そのため局所リアプノフ指数がゆらいでベキ則の原肉とな って
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7.3 非局所結合系と外場系の違い

以上述べてきたように、ランダム外場を与えた系は少なくとも短距離でのスケーリング則に関し

ては、非局所結合素子系の特異的な時空カオス状態によく似た時空乱流的状態を IJミすO

しかしもちろん両者は異なる系であり 、大きく性質の異なる点も多数ある。例えば、、lj然、ではあ

るが、外場系においてはミクロな揺ぎのマクロへのフィードパックがないため、クラスタリングの

ような現象は生じなし3。特に空間次元が 2の数値計算においては 、パターンの違いが顕宥である 。
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8 時間的な間欠性

第 5章と第 6章の空間相関などのベキ則の確率モデルについての議論がLEしいとすると、孜々

の系(非局所結合素子系とランダム長波長外場をチえたっ素子系)は以ドのような'1"1:質を持つはずで

ある

1.近所にある任意のふたつの素子の状態差はノイジーなオンオフ間欠性をぷす 3

2.そのようなふたつの素子の状態差の分布関数はベキ的な部分を持つ，

3分布関数の原点付近(状態差が小さいところ)には外場によるカットオフがある

この章では、技々の系がこれらの性質を示すことを実際に数値計算して儲かめることにしよう 】

8.1 オンオフ間欠性

オンオフ間欠性は、恐らく藤坂たち [25]によって最初に指摘された。彼らはふたつのカオティッ

クな挙動をする同一の性質の素子を互いに引き込みあうように結合させ、その臨界結合強度のわず

かに下側において、素子が完全には引き込み合わないものの長時間非常に状態差が小さい状態をと

り続け(ラミナー)、それが時々発生するごく短い時間の状態差の激しい増大(パースト)によって

中断されることを発見した。彼らはその後の解析で、この特殊な間欠性のメカニズムが本質的にラ

ンダム乗法過程であること、オンオフ間欠的な状態はパワースペクトルやパースト間のラミナー長

の分布のベキ則によって特徴づけられることなどを明らかにした。

なお、オンオフ間欠性 (on-o町intermittency)といっ 言葉自体は、簡単な確本モデルでこれらの

ベキ則を明らかにした PlatLたちによるものであろう [28]0また、 Ottたち [30]は力学系の机点か

らこの状況を与え、不変多様体上にカオティックなア トラクターが埋め込まれていて、その軌道が

不変多様体に対し垂直な方向への摂動に対し平均的に不安定化する(ブロウアウト分岐， blowouL 

bifurcation)ときに起こる現象であると位置づけた。

8.2 ノイジーなオンオフ間欠性

オンオフ間欠性は、ふたつの素千が引き込みあう臨界結合強度のごく近傍で生じる臨界現象であ

り、パワースペクトルやラミナー長分布などのベキ員1]は臨界点のごく近傍でのみ観測される 。

一方、オンオフ間欠性を示すような系に対し、別穐の弱いノイズ(外的なものでもよいし、 Af
の微妙な性質のずれに起因する内的なものでもよい)を与えるとこの状況は一変する 。このときに

は、この弱いノイズが種となって、臨界結合強度の仁側、つまりもし素子が完全に同ーで他の影響

がなければ素子が完全に引き込み合うような領域を合む広い範囲で、同種の間欠性が観測されるよ

うになる。このことはおそらく PlatLたち [29]によって最初に指摘され、簡単な乗法縫宅モデルに

基づく明快な説明がなされた。

また、このことに関連して、 Ashwinたち [40]はやはり )j学系的な立場から 、不変多機体に対し

垂直な方向への摂動に対し、不変多様体に埋め込まれたカオティックアトラクター lドのあるイえの

軌道 (IJuntとOttの主張 [4]]によると多くの場合不安定な周期軌道だが、 I1JJらかではない)につ

いての平均で不安定化すること(アトラクターの泡立ち、 bubbling)が竜安であると主仮し、その

状態に対するノイズの効果などを議論した。

またかつて Pikovsky[27]も、ノイジーなオンオフ間欠性といっ 言葉は使わなかったが、微妙に

パラメータずれた結合カオス素子や、パラメータは同じだが微妙に異なるノイズによって駆動され
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図 95:同じ状況だが、中央の素子と 8つ離

れた素子(ムx= 2-7
)の変数の実部の差。同

僚な間欠性を示すが、パーストの頻度が大き

くなっている 。

た結合されていないカオス素子を研究しており、素子問の状態差の分布などを論じており、それは

我々の系の挙動と深い関わりがある 。

孜々の系においては、ノイジーなオンオフ間欠性は非常に重要である 。というのは、我々が観測

しているパラメータの広範囲においては、素子の局所リアプノフ指数は正負にゆらぎうるが、まだ

平均的には負でカオティックではないからである 。我々の系においては素子の問に常に存任する微

少な外場のずれが種とな って、ノイジーなオンオフ間欠性が生じ 、さ らにはそれがベキ的な空間相

関の原因となっている 。

8.3 我々の系におけるオンオフ間欠性

では 、実際に我々の系におけるノイジーなオンオフ間欠性と差の確率分布関数のベキ則を見てい
」、
)つ。

8.3.1 非局所結合複素ギンツブルクランダウ方程式

まず、非局所結合 CGL系について考える。結合長 γ一lより内側にあるふたつの素子にj主口し、

その変数を TtV1(t)とW2(t)としよう 。TtV1(t)，TtV2 (t) は複点数なので、ふたつの素子の状態差を実百I~
X (t) : = Re W (t)の差 X1(t)-X2(t)を使って観測することにする 。虚部の差や、振幅の差をと っ

ても同様な結呆が得られる。

図94に、中央の素子とそのひとつとなりの素子の変数の実部の差 X]-X2の典型的な時間発展

を示した。N = 1024個の素子を使ったので 、ひとつとなりの素子までの距離はムx= 1/ J 024で

ある 。予惣通り時系列は間欠的であり 、ふたつの素子の変数がほとんど等しい(内部場の微少なず

れによるノイズレベルまで)ラミナー状態が時折の大きなパーストによって中断されている J

図 95には 、全く同じ状況において、中央の素子と 8つ離れた、つまり間隔をムx=8/1024隔て

たふたつの素子の変数の実部の差 X]-X2の時開発展を示した。関 94と同様な間欠性を示してし

るが、素子問の距離が大きいため素子の感じる内部場のずれが大きく、ラミナ一時のノイズレベル

が大きし、。また、対応してパーストが起こる回数も多し'0
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この時系列のラミナーの持続時間 lの分布 P(l)を測定したものを、附 96にぷす オンオフ!tlJ

欠性に特徴的な [39]、傾き -3/2のベキ則が確認できるだろう 。なお、凶はラミナー長 lが 3以卜.

のデータだけが示しである 。それ以下の持続時間のデータは CCLt反動子rI体が1111転するタイムス

ケールと重なってくるため、ベキ則から外れる 。また、 lが大きいところでもベキ11IJからタトれてい

るが、これはノイジーなオンオフ間欠性に特徴的な形で、加法ノイズの効果によるものである 詳

しい議論は Cenysら[32]などによってなされているが、ベキ則が破れる位置は加法ノイズが小さ

いほど原点から遠くなる 。図には素チ問の距離がムx= 2-9のデータと d..r= '2-10のデータがifl

ねて表示しである o d..r = 2-10の場合の方が素子間の非同所、F均場のず、れが小さいため、ベキWJ
の成り立っている領域が若干広い。

ふたつの素子聞の距離が大きくなるにつれて、ふたつの素子が感じる非同所平均場のずれは大き

くなり、やカfて間欠位:はこのノイズによって見えなくなる 。このオンオフ間欠性カf見えなくなる距

離は、 Jド局所結合距離と同程度と見積もることができる。このことは、変数の差 y:二 X2-.¥1の

確率分布関数 P(ν)の素子聞の距離に対する依存性を見ればわかりやすい。図 97に素子間の距離

をいろいろ変えて測定した分布関数 P(ν)を標準偏差で規格化したものを片対数プロットした こ

の種のプロッ トは流体乱流などで変数の非ガウス性を強調したい場合によく使われるものである 。

素子間の距離が十分離れているときは P(y)は放物的で、 uがガウス分布に近いことを意味してい

るが、素子問の距離が小さくなり、非局所平均場の結合距離より内側では分布のテイルの落ち )Jが

ガウス的な場合より遅く、大きな偏差を持った値の IJ~現する頻度が高いこと、すなわち間欠性を意

|床している。

図 98には、素チ問の距離をいろいろ変えて測定した分布関数 P(y)の右半分(明らかに左右対称

だが)を両対数プロットした。各分布関数は予想された通りベキ的な減衰領域を持ち、また yがノj

さいところでは非局所平均場のずれからくるノイズの効果による、ベキ則の成り立っていない、ドら

な部分を持つ。さらに、図 94と図 95からも予想されるように、この予らな部分の長さは素子問の

距離とともに(比例して)延び、空間相関関数のベキ則の原閃となっている 。

8.3.2 ランダムな長波長外場を与えた口ジスティ ック写像

もうひとつの例として、ランダムな長波長外場を手えたロジスティック写像を扱っておこう 。後

ほどより詳しい解析がなされるので、ここでは簡単に述べるにとどめる 。

図 99には隣り合う素子の変数の差の典型的な時間発展を示した。やはり非局所結合 CGLの場

合と同線な間欠性が見られる。図 100にはラミナー長分布を示した。傾き -3/2のベキ則と、外場

の効果によるベキ則が破れる領域があること、外場のず、れが小さいとベキ領域が延びること等、 Jド

局所結合 CGLの場合と全く同じである 。

変数の差の分布関数についても同様な結果が得られるが、後でこの系のマルチスケーリング'I~F.を

解析するときに詳しく調べるので 、ここでは示さない。

8.3.3 そのイ也の系

以上述べたように、我々の系の特異的な時空カオス状態においては、近傍の任怠のふたつの素子

の問にノイジーなオンオフ間欠性が起こっており、 H寺宅オンオフ間欠性とでも呼べるような状況に

なっている。ここではふたつの系だけを扱ったが、振幅場の差分のモーメントのベキ日IJが観測され

るような特異的な時空カオス状態あるいは時空乱流状態では、どの系においてもここで述べたよう

な時空オンオフ間欠性が起こっているはずである 。
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図 100: ラミナー長分布の両対数プロット 。

素子聞の距離が ムx= 2-10の場合と 2-12の

場合について重ねて表示した。ベキ的な部分

の傾きは -3/2に近い。
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9 確率分布関数と局所リ アプノフ指数

既に述べたように、技々の扱っている時宅カオス/時空乱流的状態は、 ~mい加?1~ノイズをむ11 えた

ランダム乗法過程としてうまくモデルされる 。そのような確率過れにおいては、かなり 1定的に、

保ギ変数の定常分布関数がベキ的な減表領域を持つことが知られている 3 そして、第 8市の[;;(198

でも示したように、我々の系においても、実際にベキ的な分布が確認されている

ランダム乗法過程モデルの解析結果によると、孜々の系における空間中~I関およびその他の場の足

分のモーメントの短距離でのベキ則は、 ~~v、加法ノイズの強さに対する確不変数のモー メントのベ

キ則であり、その指数は乗法ノイズ、すなわち素子の局所リアプノフ指数のゆらぎの統計的性質に

よって決まる。この乗法ノイズの性質によって確宅変数の分布関数のベキ的な減衰部分の指数が決

定され、その指数により確率変数のモーメントの指数が決まるのである 。

この章では、実際に戎々の系においてベキ的な分布関数が観測され、そのベキ的な部分の指数は

素子の局所リアプノフ指数と関係し、さらにそれが空間相関のベキ則の指数と関係していること

を、いくつかの具体的な系についての数値計算結果を挙げて説明することにしよう 。

まず、乗法確率モデルによる結果を再度述べておこう

1距離 z離れた素子聞の振幅場の高さの差 ν(x)の分布関数 P(y;x)は、原点付近の♂に比例す

る長さの平らな領域と、 Pα y-l+sのようなベキ的な減衰領域を持ち、その指数 -1+ sは

素子の局所リアプノフ指数のゆらぎの性質で決まる 。特にガウス分布の時には、その、下よりと分

散を入。と D入として、
入n

s = ~~V • (J57) 
D入

2.振幅場のフラクタル次元 Djや空間相関関数の原点でのベキ則の指数 αは、分布関数のベキ

の指数Fで以下のように決まる

r 1 (s < ー 1)， 

D.r = ¥ 2 -IsI ( -1く Fく 0)， (j 58) 

l 2 (0く s)，

r 2 (sく -2)，

α= < IβI (-2く Fく 0)， ( 1.59) 

l s (0く s)，

s=Oは臨界点であり、 s>Oでは空間相関の原点に有限のギャップが現れ、場の述続'Itの依

れを意味する 。指数の転移点近傍ではベキ則が成立する領域はごく狭い。

9.1 ランダム長波長外場を与えた非対称テント写像系

では、最初の例としてランダム長波長外場を与えた非対称テント写像系についての結果をIJミそ

う。素子のパラメータは ]J= 0.75に固定する 。N= 212個の素子を使月jしたので長さの故小単位

は 2-12である 。

図 101に、結合強度がム-= 0.5である場合において、素子聞の距離 zを J，2， 3， 4， 5， 7( X ~ - 1:!) 

と変化させて測定した振幅場の高さの差 y(x):= I.Y(x) -X(O)Iの分布関数 P(y;x)をぷすO 子江1
通り、原点付近には半らな領域があり、その幅は距離 zを大きくするとともに大きくなる r また、

それに続くベキ的な領域の指数は zによらずはぼ一定である 。
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図 ]02には、素子聞の距離 zを 2-12に固定し、結合強度 K を 0.t15、0.t175.0.5、0.5:25、0.55と

変化させて測定した分布関数 P(y;♂)を示す。原点イ.J近のすEらな領域の長 さは λ'によ らずほぽ

定だが、その後のベキ則の指数は]¥"とともに変化する
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図 101:非対称テント写像系の振幅差y(x)の

分布関数 P(y;X)o J{二0.5で、上から z二

1，2，3，4，5，7 (x 2-12
)。

図 102: 非対称テント写像系の振幅差 y(x)
の分布関数 P(y;X)o X二2-12で、傾きのゆ

るいものか ら λ"= 0.45， 0.475， 0.5， 0.525， 

0.550 

図 103に、各分布関数のベキ的な減衰部分から読み取った指数βを、結合強度 Iピに対してプロ ッ

トした。l¥"が大きいところでは pは負だが、 Iピの減少とともに Fは増加し、 J{~ 0.425以ドでは

正になる 。この Fが負から正に変わる λ'の値は、前述の理論によると近傍の任意のふたつの素子

がブロウアウト分岐を起こす値に対応しており、そこで空間相関関数の指数 αは 0となり、原点に

有限のギャップが現れるようになるはずである 。第 7章の図 86を見ると、たしかにこの怖で指数

αは Oにはな っていないが極小にな っており(前述した対数的な発散のためベキ則によるフィ ット

が正確ではない)、ギャップが生じはじめている 。

しかし、分布関数の指数 Fから予想される空間中目関関数のベキ則の指数 αと、実際に測定され

た αの一致はそうよくはなし=。図 104からわかるように、大体の傾向はあっているが、転移点イ.J

近の非ベキ的な遷移領域はかなり広く、その聞の指数の一致を妨げている 。問機に、分布関数の指

数 Fから予想されるパターンのフラクタル次元 Djと直接測定された Djも定量的によいー致をし

ているとは言えなし、。なお、非ベキ的な遷移領域は振幅差を測定する素子間の距離を短くすればす

るほど狭くなるので、より大きな N を使って数値計算すれば多少はましな 一致を得ることができ

る。第 11章の振幅場のマルチアフィン性の議論を参照せよ 。

では、次に局所リアプノフ指数のゆらぎと分布関数の指数 Fの関係を調べよう 。もしんJliJrリア

プノフ指数のゆらぎが白色ガウスノイズと見なせるなら、前に述べたょっに s=入。/D入の関係が

ある。しかし、通常のカオス素 fの局所リアプノフ指数のゆらぎは色っきで非ガウスである 。

まず、非対称テント写像の局所リアプノフ指数ん:二 logI (1 -f{) f' ( X n ) Iの典型的な時間党以

(中央にある素子)の様子を図 106 に示す。 振Ip~X は多くの場合非対称テントの頂点の左側にあり

局所リアプノフ術数は負だが、たまに軌道が頂点の右側に入り、局所リアプノフ指数がlととなる

局所リアプノフ指数んの平均と分散:

入o._江入11， D入._会乞(入門一入0)2 、‘，.，，ハU
口り

1
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1
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図 103:分布関数のベキ的な減衰部分の指数

から読み取った F対-結合強度 K。
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図 105:分布関数から得た Fより計算したパ

ターンのフラク タル次元 Djと、直接数値計

算に より得られた Djの比較。
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図 104:分布関数から得た Fより計算した空

間相関のベキ則の指数 αと、直接空間相関

の数値計算により得られた αの比較。
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の結合強度 Iイに対する変化を|羽 107に示すO 入。は !¥"の減少とともに増加し、 IliJ~したブロウア

ウト分岐点 lイ竺0.425で正に転じている。ゆらぎ D入は比較的小さく 、あまり変化しない 分布が

白色ガウスである場合、もしくは Fが小さいときに有効な理論式s=入。/D入を使ってこれらの川

所リアプノフ数の平均と分散より計算した dと、分布関数のベキの指数より得られた dを|叫 ]Og

にプロッ トした。ふたつの Fは比較的よい ー致を示している 。しかし、非対称テント写像では、 JIl]

所 リアプノフ指数は比較的白色かも知れないが、明らかに 2値ノイズなのでガウス分布からはれ速

く、これは偶然、である 。なお、同じ計算を例えばロジスティック写像に対して行うと、ふたつの。

は粗い比例関係にはあるがその大きさがかなり異なるものとなる 。
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図 107:結合強度 λFに対する局所リアプノ 図 108:分布関数から得た pと、局所リアプ

フ指数の、It:均と分散の依存性。 ノフ指数より計算した Fの比較。

9.2 非局所結合複素ギンツブルクラン夕、ウ振動子系

では次に 、非局所結合 CGL系についての結果を簡単に示しておこう 。図 109は、結合強度を

K 二 0.85に固定して、素子問の距離 zを 1，2，4，8，16(x2一12)と変化させて測定した変数 X(け
の高さの差 ν(x):= IX(x) -X(O)Iの分布関数 P(ν;x)を示す。やはり 、原点付近には半らな領域

があり 、その|隔は距離 zを大きくするとともに大きくなる 。また 、それに続くべキ的な領域の指数

は zによらずほぼ一定である。

図 110には、素子問の距離 zを2-12に固定し 、結合強度 K を0.70，0.75，0.80，0.8.5，0.90，0.9.5

と変化させて測定した分布関数 P(y;x)を示す。原点付近の平らな領域の長さは K によらずほぽ

定だが、その後のベキ則の指数は λFとともに変化する。

図 111には、分布関数のベキ的な減衰部分の指数から読み取った Fの結合強度 K に対する依存

性をプロッ トした。l¥"・が減少すると共に Fは増加し、!¥"竺 0.75以下では正の他を取るようになる 。

この K の値は指数 αが極小をとる値とほぼ一致している。ところが、図 24と凶 2.5を見ると、 JI=

局所結合 CGL系においては空間相関の原点でのギャップが発生する位置はこの K の他よりも大き

い側にある 。つまり、指数 αの極小位置とギャップの発生位置は ー致していない円これは理論の予

想とは異なっており 、非局所結合 CGL系には理論にとりいれられなかった何らかの安肉が存化す

るものと思われる 。例えば、CGL系においてはクラスタリンクーが起こりやすいことと関係あるか

も知れなし、 なお、ロジスティック写像系においてもこのようなずれがある 。閃 1]2には、この β

から予想される空間相関のベキの指数 αを実測値と比較した。挙動は定性的にはザ文している に
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図 109: 非局所結合 CGL系の振幅差 y(x)

の分布関数 P(y;x)o 1¥二 0.85で、上から

z=l，23438116(×2-12)。
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図 111:分布関数のベキ的な減衰部分の指数

から読み取ったF対結合強度 I。

10
3 

10
2 

10' 
ー同‘、

ごk 10c 

10 ' 

10
2 

10410l -E 

10-4 
103 102 

10-' 100 

図 110:非局所結合 CGL系の振幅差 y(x)の

分布関数 P(y;x)。エニ 2-12で、傾きのゆる

いものか らIピ=0.70，0.75，0.80，0.85，0.90， 

0.950 

2.0 

1.5 

1.0 

o o PDF O J×0×取

x x experiment 0 x 

× 

; 

× 。

× 

0.5ト )(" v 
勺 XoxX合

0.0 
0.6 

。
0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 

図 112:分布関数から得た Fより計算した空
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の数値計算により得られた αの比較。
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図 lJ3に、中央の素子の振|幅 IltVlと軌道拡大卒入(以ドで述べるように、)nJ所リアプ ノフ指数と

は少し違う)の典型的な時開発展を示した。やはり正負にゆ らいでお り、オン オフ 間欠'Itの)J;{I大!と

なっていることがわかる 。素子が 2つの内部自由度を持っているため、娠中IJ1¥1'1と入の刈ι必はそ

れほど明確ではなし、。なお、ここで示した軌道拡大率は、以下のようにして測定したしある適、ljな

瞬間に系の中央の素子の変数xとYに微少な摂動ム.'¥(0)とムV(O)を与え、適当な時間ムlだけ

発展させる 。そして 、発展した摂動 ムX(ムt)，ムY(ムt)からこの間の軌道拡大卒入を、

(161) 
一、/ムX(ムt)2十ムY(ム1)2 

入二一-10e:
ムt ~ VsX(0)2+ムY(0)2 ' 

と定義するのである 。なお 、図には ムt= 20として測定したデータを示したが、ムt>'" 10科皮

にとれば、平均値入。は大体同じ値に収束したo st→∞の極限では、この量は最大リアプ ノフ指

数(今の場合ふたつしかないので大きな方)に近づくが、ここで使うような苧均時間では最大リア

プノフ指数に対応する成分以外か らの寄与もあるため、局所リアプノフ指数とは微妙に違うもので

ある。が、いずれにせよ軌道拡大率入が正負にゆらぐことに違いはなく 、現象の本質を見るにはこ

れで十分であろう 。

最後に図 111に、結合強度 Iイに対する平均リアプノフ指数 入。の依存性を示す。やはり K を小

さくして行くとある点で 入。は負から正に転じ 、そのときの lピの値は分布関数のベキ的な減衰の

指数が -l(s= 0)となる値に対応している 。が、前山の公式s=入。/D入により求めた Fの値は閑

111とはかなり大きさが異なり 、ノイズの色っき非ガウス性の効果が顕著に現れる 。
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図 114:平均リアプノフ指数 入oVS. 結合強度図 113:!{ = 0.85での中央の素子の局所 リ

アプノフ指数の時開発展

以上、確率分布関数の形、ベキ的な減衰部分の指数とフラクタル次JCや空間相関のベキ則の関

係、および素子の局所リアプノフ指数の統計的性質と確率分布関数のベキ則の指数の関係など、開

論的に予想、されていたことが実際の系においても成立していることを見た。以下の章では、振幅場

と、新たに導入する振幅の差分場のスケー リング則、およびそれらの確率分布関数について、より

詳しい議論をする 。
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10 空間的な間欠性

Jえ々の扱っている系は、 H手間と空間の両方の意味において間欠的である 。時間的には、近傍にあ

る任意のふたつの素チ聞にノイジーなオンオフ間欠性が生じていることを述べたι 空間の作所で、そ

のよう間欠性が起こっているため、宅問パターンも必然的に間欠的である c この章では、技々の系

における空間的な間欠性について述べる 。

まず、孜々の系において観測される空間的な間欠性を実例をあげて示す。次に、前の市で述べた

確率過程モデルでの議論に従い、これまでパターンのフラクタル性、空間相関の短距離でのベキ川

などと個別に扱ってきたことを、場の差分の q次モーメントのベキ則としてまとめて 1文化し、そ

のスケーリング指数のスペク トル ぐ(q)を導入する 。この量は場の間欠性を特徴づけるのに有用で

あり、振幅場はマルチアフィン性と呼ばれる特徴を持つことが明らかになる 。また、空間パターン

の間欠性をより詳しく見るため、振幅場の差分で定義した差分場を導入し、その間欠性を特徴づけ

るために適当に定義した場の測度の一般化次元 D(q)を導入する。その結果、茶分場はマルチフラ

クタル的であることが明らかになる。これらのマルチアフィン性とマルチフラクタル性は、次の第

11章でランダム v長波長外場を与えた素子系について、詳細に解析する 。

10.1 空間パターンの間欠性

空間パターンの問欠性は、振11f~場そのものからも示唆されるが、振幅の差分で定義した差分場を

見ると 一見して明らかである 。このことを、非局所結合 CGL系について示しておこう 。その他の

系でも同様な結果が得られるが、特にランダムー長波長外場を与えたロジスティック写像と非対称テ

ント写像の系については、後ほど詳しい解析を行う 。

図 115に、非局所結合 CGL系(パラメータは前と同じで Cl= -2.0， c = 2.0，γ二 8，J{ = 0.85) 
の変数の実部 X(x)とその差分 Z(x):= X(x +ムx)-X(x)の絶対値をプロットした。ここで、 ム;t

は差分をとる距離で、以下では系の最小スケールとする 。すなわち長さ ]の系に N1聞の素子を並

べたときには、 d.x= N-1である 。振幅場 X(x)はこれまでと同じく比較的連続な部分と激しく乱

れた部分が共存しているという意味において間欠的である 。一方、その差分場 IZ(x)1を見ると間

欠'Itはより著しく、ちょうどオンオフ間欠性の時系列を空間に置き換えたように見える 。

ここで 、発達した流体乱流における間欠性を思い出すと面白いだろう [45]。図 115の仁側の振幅

場のパターンは、流体の速度場のパターンに、下側の差分場のパターンは、速度場の微分を 2乗し

たエネルギ一散逸場のパターンによく似ている 9。実際、後ほどの解析で 、我々の系の場のパター

ンも流体乱流の速度場とエネルギ一散逸場のパターンと同様、マルチスケーリング性を示すという

ことが明らかになる 。

10.1.1 振幅場のマルチアフィン性

非局所結合素子系や、長波長ランダム外場を与えた素子系などが示すこのような空間間欠性を定

量的に特徴づけるための統計量をここで導入しておこう 。

まず、振幅場を特徴づけるための統計量を、流体乱流やラフな表面についての解析法に宵って導

入しよう 。これは前の章までに調べてきた、最小スケール rで測定した高低庄の総和 S(J・)や、空

間相関関数 C(.r)を一般化したものになっていることがわかる。

9視覚的にである 。統計量まで踏み込むと当然、違うものである
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図 115:変数の実部 X(x)(上)とその差分の絶対値 IZ(x)l(下)の典型的なスナップ。

乗法確率過程モデルの議論から示唆されたように、我々の系においては、場の高低差の総和や

空間相関関数だけでなく、距離 z離れた振幅場の高さの差 y(x):二 IX(x)-X(O)Iの一般の q次の

モーメントが zに対しベキ的に振る舞う 。すなわち、

(ν(x )q)竺 Co+ClZH(q)1 ( 162) 

ここで、 Co，C1は定数で、 H(q)は qに依存するスケーリング指数である 。定数 COは素子のリア

プノフ指数が平均的に負なら消える 。最小測定距離 zで図った高低差の総和 S(x)との関係は、次

のように式変形すればわかる

(ν(x) ) = (IX(x) -X(O)I) 

i '" dYIX(ν+x)-X(y)1 

1 ~.__ . L ___L ，、、， - Z lX(-j+zト X(;，j)1 
N 3ニO N N 

L L~l 
r、、J ~ 2: IX((j + l)x) -X(jx)1 

x 
j=O 

L 
=-S(x)， 
x 

(] 63) 

つまり、高低差の総和 S(x)は、 y(x)の 1次のモーメントと S(x)~ x(y(x))の関係がある 。ここ

で、便宜的に系の長さを Lと書き、 zが小さいものとして、 LjN= xとなるような N個の和に積

分を分割した。また、簡単のため時間半均は書かなかった。空間相関関数 C(x)との関係は、以ド

の通りである

(Y(X)2) = (IX(x) -X(O)12) 

87 



= 2 ((X(0)2) -(.¥'(.1')川0))) 

二 2(Co -C(.1'))， ( 1 ()!J ) 

ここで、九:=(X (0) 2)は定数である 。つまり、空間相関関数(，'(.1，)は、 ν(.1')の 2次のモーメント

とC(:c)'"σ。-(y ( .1' ) 2 ) /2の関係がある。

今後は、 S(x)や C(X)を使うよりも、むしろこの 一般化された量、(ν(.1')q)を使って振幅場のな

すパターンを特徴づけてゆくことにしよう 。この量は、流体乱j流庇では ν以(よ刈)を距離 r離れた:2，点If問iH伺iり] 

の速度差として I(ωq次の)構造関数」ム、またラフな表面の解析のH時寺には U以(:r吋、，)を距離 r離れた 2/ 

問の表面の高さの差として I(ωq次の)高さ-高さ相関関数」などと H呼乎ばれるものであり、やはりそれ

らの場のパターンの間欠性を調べるために導入されたものである 。

指数 H(q)は、 q= 1の時にはパターンのフラクタル次元と対応し、 q= 2の時には宅間十日関|羽

数の原点付近でのベキ則の指数や、パワースペクトルのベキ則の指数と対J.i::.していたが、上のよう

な量を考えると、 一般の qに対する 11(q)の振る舞いを考えることができるようになる 。後で説明

するが、もし H(q)が qに対し線形に振る舞うならば、パターンは比較的単純なシングルアフィン

であることがわかる。一方、もし If(q)が qに対し非線塑に振る舞うならば、パターンはより複雑

な、マルチアフィン性を持つと呼ばれる。後で述べるが、マルチアフィン性は系の間欠性と深く関

わっている 。

この振幅の差の q次モーメント (Y(X)Q)を、図 115と同じパラメータの非局所結合 CGLについ

て測定した例を図 116に示す。予想されたとおり、素子問の距離 zがごく小さいところで各次モー

メントは zに対しベキ的に振る舞っており、その指数 H(q)は qとともに変化する。この指数刀(q)
をqに対してプロットしたのが図 117である。H(q)は qが小さいときは qとともに線形に増加す

るが、 qがある値に達すると、それ以降はほぼ一定値に飽和する 。これは第 6章の式(102)でラン

ダム乗法過程モデルの解析示唆されたことであり、そこで予想された理論直線も示した。非同所

結合 CGL系の特異的な時空カオス状態における振|隔パターンはマルチアフィン性を持つことがわ

かる。

10.1.2 差分場のマルチフ ラクタル性

では、次により間欠性が顕著な差分場をどのように特徴づければよいかについて考えよう 。最初

に思いつくのは、時間方向のオンオフ間欠性の時系列との類似性から、ラミナ一長の分布を測定す

ることだろう 。しかし、実際にはこの方法はあまりよい結果を与えない。というのは、たしかにラ

ミナー長の分布はベキ的になり、 J旨数を読み取ることができるのだが、その指数がラミナー (もし

くはバースト)を定義するスレッシヨルドの高さに依存するのである 。(通常のオンオフ間欠性の

時系列の場合には、ラミナー長分布はスレッショルドの高さがある範囲にあればそのベキの指数

-3/2は不変であることが知られている 。)空間方向の間欠性はオンオフ間欠性の時系列のように

簡単には特徴づけられない。

そこで、カオティックなアトラクターや、流体乱流のエネルギ一散逸場を特徴づけるためによく

使われる 一般化次えを導入することにしよう [47]0具体的には、系を幅 zの箱で緩い、 t帯けの箱

の中の測度(面積)Pi(X)を、

μi(hf川 ν川 (165) 
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l痛は 0.2。ノてラメータ Cl= -2.0， C2 二 2.0，

γ=  8.0で、結合強度は f{= 0.85。

図 117:左の図から読み取ったスケーリング

指数 H(q)。理論から予想される直線も示し

である 。

と定義し、その分配関数を考える

Z(qス):=乞 μi(x)q， (166) 

ここで N(x)は幅 zの箱の個数。もし測度の分布がマルチフラクタルならば、この分配関数は、

Z(q; x) "-' xT(q)， ( 167) 

のようにベキ的に振る舞うことが期待される。そこで、このベキ則から、一般化次元 D(q)三 (q-
l)r(q)を、

1 1:___ ln Z(q; x) D(q)二一 lim
l-qx→O ln(l/x) ， 

(168) 

と定義する o q→0の極限では、分配関数は単に中の測度が Oではない箱の総数 N(x)になるの

で、通常のボックスカウンテイングフラクタル次元:

になり、また q→1では情報次元

ln N(x) 
D(O) = lin"!_ ~..一一z→O ln(l/x) ， 

21μi(X) 1n的 (x)
D(l) = lin"!_ LJt n¥ 

xー+u 111 X 

( 169) 

(J 70) 

に帰着する 。後で分配関数 Z(q;x)は (ν(x)q)に対応する量であることが明らかになるであろう 。

では 、前とおなじ状況の非局所結合CGL系について、 一般化次元を測定してみよう 。まず、 Z(q;x) 
を測定したものを関 118に示す。各 qについて、 Z(q;x)は zに対してベキ的に振る舞っており、そ

の指数 r(q)三 (q-J)D(q)は、 qとともに変化している 。この図から計算した 一般化次;eD(q)を

図 119に示す。D(q)は qに対して定数ではなく、 差分場の測度のマルチフラクタル性をぶしてし

る。D(q)は、小さな qの領域では qとともに線形に減少し、その後ある q以上で定数に飽和 して
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組 118:非局所結合 CGL系の差分場の測度

内 (x)の分配関数 Z(q;x)。一番下の線が q=

0，一番上が q= 4.0で、間隔は 0.2。パラメー

タCl= -2.0， C2 = 2.0，γ二 8.0で、結合強

度は J{= 0.850 

いるように見える 。このことに関する理論はまだないが、後で解析する別の系でもこのような挙動

が見られることから、特異的な時空カオス/乱流的状態に共有される性質ではないかと思われる 。

以上のように、非局所結合 CGL系の特異的な時空カオス状態において、その'宅問パタ ーンは間

欠的であり、振幅場はマルチアフィン性、 差分場はマルチフラクタル性を示す。この状況は、たと

えば流体乱流の速度場とエネルギ一散逸場の状況に類似し ており、興味深い。また、これ らの性質

は非局所結合CGL系に限らず、他の系でも観測される。次の章で、我々の系のマルチスケーリン

グ則についてのより詳しい解十斤を行う 。

1次元ブラウン運動の軌跡 x(t)は、大域的に b-1/2X(bt)とスケール変換しても統計的に不変で

ある。これをセルフアフィン性といい、スケーリング指数 1/2をHur叫指数とか HりJclCJ、指数など

と呼ぶ。また、空間に測度分布があるとして、半径 εの球内には μ(ε)'"♂ の測度があるとする 。

μ(ι)は大域的に b-α11，(bt)とスケール変換しでも不変である 。これがフラクタル性であり、スケー

リング指数 αはフラクタル次元と呼ばれる 。

マルチスケーリングとは、このような単一の大域的なスケール変換に対しては不変ではないよ り

複雑なスケーリング測のことを言 う。この複雑なスケーリング則を、ルジャンドル変換を使って変

数変換し、空間の各点で、場はそれぞれ異なる指数を持ったシングルスケーリング則に従い、そのス

ケーリング指数が空間にフラクタル状に分布しているものと見なす定式化が、マルチフラクタル定

式化と呼ばれるものである 。マルチスケーリングのうち、最も頻繁に使われるのが、上のふたつの

スケーリングを一般化したマルチアフィン性およびマルチフラクタル性である 。次の章で詳し い解

析に移る前に、ここでシングルスケーリングとマルチスケーリングの例を挙げておく 。

補足ーシングルスケーリングとマルチスケーリング10.2 

90 



10.2.1 セルフアフィン性

例えば空間 l次元のブラウン運動を考えよう 。時刻 1での粒子の位置を.1'(1)とし、粒rは以ド

のランジュパン方程式に従うものとする

dx(t) 
一一こと(t)， 
dt 

ここで、と(t)は平均 0，分散 Dの白色 Gaussノイズである

(と(t)ご(ピ))= 2Dc5(t. -t') 

(17] ) 

(] 72) 

このランジュパン方程式は、粒子のアンサンプルを考え、その分布関数を P(:r，t)とおけば、以下

の拡散方程式に等価である 。P(x，t) nθ2 P(X， t) 
at ~θt 2 

( 173) 

時刻 Oに原点に集中していた粒子は、時刻 tとともに以下のように発展する

; t) =オ言叫一五) (174) 

粒子の軌跡、を考えよう 。良く知られているように、原点からの変位の 2乗平均は、経過時刻に比例

する

(Ix(t) -X(O) 12) = 2Dt (175 ) 

この式からすぐにわかるように、時間を t→btとスケールしたとき、変位を z→b1/2:J.・とスケー

ルすれば、このスケーリング則は不変に保たれる。また、変位の分布関数そのものもこのスケール

変換によって相似性を保たれる。

上のスケール変換に現れる指数 1/2を使ってリスケールした変数 x:= x/t1/2を導入すると、 z

の分布関数 P(x;t)は、

P(り)二川)竺=4モ exp( -引
di v4πD . ¥ 4D) 

と、 tによらない形になる 。

(176) 

このことからわかるように、変位の 2次のモーメントだけではなく、 一般の q次のモーメントも

このスケール変換によって不変に保たれる。実際、変位の q次のモーメントは以下のように計算さ

れる

(Ix(t) -x(O) 1ド心qP(り)山q/2/_'削 )dx

敢後の積分の項は tによらないので、

(Ix(t) -x(O)lq
)ニ comt ×tq/23

(] 77) 

(178) 

となり 、明らかに t→bt，x→b1/2X という変換に対し不変である 。スケーリング指数は qに対し

線型に振る舞い、その傾きは先に出てきた指数 1/2である 。スケーリング指数が qに対し線型であ

ることは、リスケールした分布関数 P(x;t)が tによらないことから来る。

これは、ブラウン運動の軌跡はどのような時間スケールで見ても適当に変位のスケールを変えれ

ば同じように見え、その特徴は 1/2というただひとつの指数によって特徴づけられるということを

意味する。このような状況をセルフアフィン性と呼ぶ。
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10.2.2 フラクタル性

(シングル)フラクタルも全く同様な概念である 。ある系の中の適当な場所に注Hし、そこで大き

さιの箱の中の測度が l'(f) "-'♂のように振る舞うとしよう 。 測 っ ているのが通常の;~次厄の物体
の体積なら、当然。 =3であり、フラクタルなものなら αは非整数値をとるだろう c つまり、この

スケーリング指数。は(その箱のある点での)フラクタル次元と解釈することができる 。この測皮

のスケーリング則は、 ε→bf，μ→bαjl，とスケール変換しても不変に保たれる。

もし系が大域的にこの単一の指数。，によるスケール変換に対して不変なら、指数のを使ってリ

スケールした変数 μ'_μ/♂を導入すると、両の分布関数 Q(μ;f) 

Q(μ;ι) = Q(μ; ()半
αμ 

(1 n)) 

は、もはや cによらない形になるはずであり、この分布関数に対して測定した μの q次のモーメン

トは、

(j1q) = 1γQ(j1;e)dμ二 fqa1: Q(j1; e)匂

と、その指数が qに線形になるはずである。

( 180) 

10.2.3 マルチアフィン性

例1.流体乱流 発達した流体乱流においては、有名なコルモゴロフの法則が成り立っている 。ナ

ピ、エストークス方程式から、速度差 Ov(け'_υ(x+け-v(x)に対し、以下の厳密な関係式が導ける

州 )3)二ート)1'+ 6ν(れ(1')2)， (則

ここで (ε)は平均のエネルギ一散逸率、νは粘性定数であり、発達乱流の慣性領域においては右辺

第2項は無視できることから 、速度差 Ov(1')に対し、以下のスケーリング則が期待される

(ov(r)3) "-'γ (J 82) 

もし先ほどのブラウン運動の場合と同様に 、速度場がセルフアフィンならば、この式から得られる

抱数 1/3によって速度差の一般の q次のモーメントも特徴づけられるはずである

(Ov(叩)r-.Jバ/3 (] 8~) 

また、速度差の分布関数も、リスケール OV(1、): = O v ( l' ) / l' 1 /
3により rによらない普遍な形になる

ことが期待される。すると、 (Ov(け2)"-' 1，2/3であるから、これを波数 kについて書き換えると、良

く知られたエネルギースペク トルのベキ則、 E(k)αk-5
/
3が得られる。

が、実際には速度差の q次のモーメントのベキの指数は qに非線形に依存する

(Ov(1')q) )
 

q
 

(
 

r
k
a
 

• 
n
，，
 

( ]81) 

ここでぐ(q)は qの非線形な関数。これは発達乱流中の速度差は円己アフィンな単純なものではな

く、より複雑なものであり 、単一のスケーリング指数では特徴づけられないということを意味して

いる。

ParisiとFrisch[43]は、このぐ(q)の非線形性を、空間の各点で場はそれぞれ異なる指数をも った

シングルスケーリング則 Ov(け~川(x)に従い、そのスケーリング指数 h(x)が空間にフラクタル

状に分布しているもの(マルチアフィン性)として熱ノユ学的な定式化により説明したり
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例 2.表面 ラフな表面成長においては、その粗さ(roughness)をブラウン運動の場合と Hじよ

うに、 2次のモーメントのスケーリング日IJで特徴づける

(Ih(l' +け -h ( .1' ) 1
2
) "-' 1，

2

へ ( 185) 

ここで αは“roughnessexponent"と呼ばれ、先ほどのブラウン運動の例では J/2である 。表1Mが
自己アフィンならば、先ほどと同様この αによって特徴づけられるが、実験や理論モデルの数伯

計算から、やはり表面においても q次のモーメントの指数が qに非線形に依存し、単 一のスケーリ

ング指数では特徴づけられない場合があることが知られている [50]。

10.2.4 マルチフラクタル性

例1.カオティックアトラクター いくつかのカオティックなアトラクターの不変測度は、単純な

フラクタルではなく、空間に各点で局所的にフラクタルな集合がフラクタル的に埋め込まれている

というマルチフラクタルな状況にあることが知られている [48，47]0

例 2.流体乱流 上述したように、流体乱流における速度差の高次モーメントのコルモゴロフ日Ijか

らのずれを、 ParisiとFrischはマルチアフ ィンとして説明した。一万、 MeneveauとSreenivasan

はこれをエネルギ一散逸率の間欠性として捉えた [44]0

つまり、空間の各点でエネルギ一散逸率はそれぞれ異なるスケーリング ε(1')"-'γα(x)に従ってお

り、 α(x)がある値 αを持つような点がフラクタル次元 f(α)の集合上に分布しているものと考え

た。次の章でも述べるが、先ほど調べた一般化次元 D(q)とf(α)は、やはりマルチフラクタル定

式化によって互いにルジャンドル変換の関係にある 。

さらに流体乱流の場合、エネルギ一散逸率の間欠性は、コルモゴロフの拡張された自己相似性仮

説、すなわち空間の各点で速度差とエネルギ一散逸率の聞に、

(れ(1';X))3 
(1';x)，，-， γ 

という関係があるという仮定により、速度差の間欠性と結び付けられる 。
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11 マルチスケーリング性

これまでにも少し触れてきたが、特異的な時空カオス状態あるいは時宅乱流的状態においては、

振幅の場の宅問/¥ターンがマルチアフィン性を示す。また、振|陥場の差分場を適、liに定義すると、

その空間パターンはマルチフラクタル性を示す。

この章では、これらのマルチスケーリング性についてのより詳しい解析の結果を述べる コマルチ

アフィン性については公表論文 [4] で最初に示唆された。 この章の内容は、 ]998 イf- 12n]71~ の H 、?

点ではまだ投稿中の論文 [7]をほぼそのまま日本語に翻訳したものである コこれまでと記号が異な

る部分が多々あると思われるが、ご容赦願いたい。

11.1 ランダムな長波長外場を与えた素子系におけるマルチスケーリング性

11.1.1 モデル

特異的な時空乱流状態を示す最も簡単な系として、ここでは再び長波長のランダム外場によって

駆動されるカオス素子系を用いる

Xi(t + 1) = (1 -J{)F(Xi(t)) + I{ Gi(t) (] 87) 

ここで F(z)は個々の素子の写像、 Xi(t)は t番目の素千の時刻 tにおける振|幅、 Gi(t)は外場、]¥'

は外場の強さを表わす。

素子の写像 F(z)としては、以下の 2種類のものを考える 。ひとつめは非対称テント写像である

F(z) =三 (0三Zく p) L二三 (pく Zく 1)， (188) 
...::.rjl 1-p 一一

ここで、 pはテント写像の頂点の位置を表わすパラメータである 。この写像は異なる傾きを持った

ふたつの直線から成り、その局所リアプノフ指数はふたつの値をとりうる。以下、この写像を使っ

た系をモデル Aと呼ぼう 。

ふたつめの系は、素子の写像として通常のロジスティック写像を用いる

F(z) = cz(l -z) (0三z三1)， (189) 

ここで、 cは分岐パラメタである。このモデルをモデル Bと呼ぶことにする。戎々の系におけるマ

ルチスケ ーリング則は、このモデルにおいて最初に発見された [4]。

長波長のランダム外場 Gi(t)としては、モデル AとBに共通に、以下のものを使用する

f， ，.:.n_(i+j(t)¥l 
Gi(l) = ~ 11+sin27r( V '̂ J"VI 11， (]90) 

ぷI ¥ N ハ
ここで、 j(t.)は [O，N-1]からランダムに選ばれる整数である 。この外場は系の最も長波長の成分

にランダムな位相で同じ十辰幅のタト力をラ-える 。

何度も述べてきたように、素子の写像 F(z)とランダムな外場 Gi(t)の具体的な形は重要ではな

い。特異的な時空乱流的状態は、以前述べた条件を満たしさえすれば観測される。

11.1.2 間欠的な振る舞い

モデル AとBの振幅場.tYiと、差分場 yi:= NIXi+1 - Xil の典型的なスナップショットを I~l

120，121に示す。娠幅場は比較的なめらかな部分と何度も折り畳まれたように見える部分から成り、

それを反映して差分場は間欠的に見える 。以下、この間欠性をマルチスケーリング解析してゆこう わ
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図 120:モデル Aの振幅場 X(上)とその差

分場 Y(下)の典型的なスナップショット 。

11.1.3 測度
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図 121:モデル Bの振rlliZ場 X(上)とその差

分場 Y(下)の典型的なスナップショット 。

以下、系の大きさを 1に固定し、そこに N個の素寸こを配置した状況を考える。格子間隔を 6:二 l/N

と書き、素子の位置を x 二 i6を表わすことにしよう 。

差分場 Y を次のように定義しよう

X(x + 6) -X(:e) 
Y(x) :ニ (19] ) 

もし X(x)が通常のなめらかな場なら、 Y(x)は d→0の極限で通常の微分になる。が、我々の系

においてはこの微分可能性は明らかではないので、 6は十分小さいが有限であるとする。

さて、我々の系の間欠性を特徴づけるのに適当と考えられる測度を導入しよう 。振幅場 X(x)に

対しては、点 zでの測度 h(x，l)を次のように定義する

1 1 I (X+  ~ ¥ 

h(x，l) := IX(x +ニ)-X(xーニ)1 I ~I I Y(ピ)dx'll2' --，-- 2/1 \ ーん~ -，--1---- ')  
(] 92) 

すなわち、 h(l)は距離l離れた 2点問の振幅の差である 。一方、差分場 Y(x)に対しては、点 zで

の測度 m(x，l)を次のように定義する

rn.(り):= 乞 IY(x+ j6)16 
¥I
l
l
-ノ

Z
 

，d
 

z
 

Y
 

+

L

2

 

Z

一

ρt'''f'z
 

~一

/
I
1
1
1
1
1
¥
 

(193) 

すなわち、 m(l)は長さ lの区間で積分した Y(x)の面積をうえる。

11.1.4 分配関数

で定義した測度を使って、分配関数はそれぞれ次のように定義される

/ 噌 N(I)-l ¥ 

Z% (l) := (h(l)q) ~ (一二一 、h(xj，l)q) 
_ ¥ N(l) 信 /

/N(l)ー1 ¥ 

Z%l(l) := N (l)(m(l)q)~ { L m(xj，L)q) (194 ) 
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ここで(-.-)は統計予均を意味し、 N(l)は幅 lの桁のf同数、すなわち N(I)= lー1、また .l'j二 (j+ ~) I 
はj番凶の箱の位置である 。

流体乱流の文脈では、分配関数Z;引刊(いl)は構造関数(何S坑t机川n叩U肘l陀ctωu山I吋守 fれfUJ山JI1町1

フラク夕ルな表面成長の文脈では高さ -1白高官苛1さ+相日関(作he白i氾ightト-h児悶e白ightc∞01'口T、叶p叶la剖tion吋1サ)[伊50町]とH呼子ばれる なお、

q=2のとき、この量は空間相関関数 (λ'(x)X(x+ l))と直接関係づけられることは既に述べた 〉

方、 Z%l(l)は差分場 Y(x)の空間相関に関する量である 。

もし場X，Yがマルチスケーリング性を示すなら、これらの分配関数は次のようにスケールする

ことが期待される

Z1(l)~lC(q)， ZA(l)~l7(q)? ( 195) 

ここでぐ(q)とァ(q)は qに依存するスケーリング指数である 。ァ(q)は通常の一般化次JeD(q)と関

係式ァ(q)= (q -l)D(q)で結ばれている 。

前述したように、これら ((q)とァ(q)の q依存性が非線形であるとき、対応する場 X とYはそ

れぞれマルチアフィン、マルチフラクタルと呼ばれる 。

マルチフラクタル定式化に従って、局所的な測度がlとともに次のようにスケールするものとし

よう

I
 α

 
，，，， 

~
 

、‘:'lB}，F
EI，I，ι
 

z
 

，，a
，、
、

、t、，
Z
 

A
uf
 

''''hv
 

~
 

、、B
E

，，
，

，，，
ahw
 

Z
 

，，l
z

、
h
 

(196 ) 

同時に、局所スケーリング指数がFおよび αであるような点の集合を覆うのに必要な幅 lの箱の

数が次のように振る舞うとしよう

Ns(l) rv l-g(β)， Nα(1) rv l-f(α) (197) 

この g(s)とf(α)はそのような集合のフラクタル次元を表わすので、次元スペクトルと呼ばれる。

これらの量を使って、分配関数は次のように表わされる

削 ~ 州 -1J釧一州!向 rvls. (q)q-g(s. (q))+l， 

叩 rv J dO'I-f(α) lo:q rv山一j (198) 

ここで、 steepcstdescent methodを使った。グ(q)と♂(q)はそれぞれ指数 sq-g(s)+lとαq-J(α) 

を最小化する αとFの値である 。スケーリング指数((q)とァ(q)は次元スペクトル g(s)とf(α)に

ルジャンドル変換で結びつけられる

ぐ(q) 二 nlI1IFq-ω)+1l，T(q)=qI判 -f(α)]， 

g(s) 二 nl111Fq-〈(q)+113f(α)二 iyl判ーア(q)] (199) 

ァ(q)ゃぐ(q)の非線形性は、次元スペクトル g(s)とf(α)の特定の形に帰着される。

11.1.5 数値計算

数値計算には、 N= 214 
rv 215個の素子を使用した。この数は、 N が大きい権限での状況を推

測するのに卜分であると考えられる 。モデル AとBについて、定性的には同じ結呆が得られた。

まず、振1(1福場 xのマルチアフィン性について議論する 。モデル Aについて、いくつかの qの怖

に対して数値的に得られた分配関数 Z%(l)= (h(l)q)を関 11.1.5に両対数スケールで、心した。それ

ぞれの曲線は小さな lに対して明らかにベキ的な依存性を示し、その指数 ((q)は qとともに増加

する 。モデル Bについても定性的に同じ結果が得らる。
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図 122:モデル Aについて得られた分配関数 Z%(1)。水平な線は q= 0に対応し、 一香下の線は

q = 10に対応する。計算ステップは 0.5である 。

の極限で図 123に、モデル Aおよび Bの指数ぐ(q)の q依存性を、前述の理論により N→
正しいと予想される理論曲線:

(200) 

とともに示した。理論曲線は実験値によく合うことがわかる 。実験値は移り変わり点近傍で理論曲

線からずれているが、このずれは N の増加とともに小さくなり、極限的には鋭い変化が期待され

る。このような指数の挙動は「パイフラクタル性J(bifractali ty)と呼ばれ、例えばランダムに外)J

を加えられたパーガーズ方程式において知られている [45]0より 一般に、指数やその微分の qに対

する不連続な変化を q-相転移という 。

図 124には、指数 ((q)より得られた次元スペクトル g(s)を示した。理論的には g(β)はふたつ

の点のみからなるはずだが、数値的に得られた結果は連続な曲線を与える 。

次に、差分場 Yのマルチフラクタル性について議論しよう 。図 125に、モデル Aについて数値

的に得られた分配関数 Z1~(l) = N (1) (1η(l)q)を両対数スケールで、フ。ロットした。各 qに対応する

曲線はやはり距離 lに対してベキ的に振る舞い、その指数は qとともに増加することがわかる。ス

ケーリングが見られる領域は、振'11高場 Xの場合より少し広い。モデル A.Bについて得られた指

数ァ(q)を図 126に示した。曲線は ((q)の場合ほど鋭くは曲がらないが、やはり qに非線形に依存

し、差分場 Yのマルチフラクタ Jレ性を示唆する 。測度 ?η(l)が空間を埋め尽くすことと、令凶i積
l-lm(l)が測定スケール lによらないことから、どちらの曲線も、ァ(O)=l，r(l)=Oを満たして

いる 。ァ(q)は大きな qに対して漸近的に線形に振る舞うように見える 。

これらのァ(q)より計算された 一般化次元 D(q)を図 127に示す。小さな qに対しては、 D(q)は

qに線形に減少する 。いわゆる対数正規理論は D(q)のこのような依存性を与えることに注怠せよ 。

ア(q)の漸近的な線形性に対応して、 D(q)は大きな qに対して定数に漸近する。さらに孜々の数値計

算は、ある qcに対し、 q> qcであるような qに対して D(q)が定数となる、すなわち刀(q)三刀(∞)

となることを示唆している 。Nを増加させて 6を小さくするとともに、 qcでの転移はより鋭くな
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図 125:モデル Aについて得られた分配関数

Z%l (l)。水平な線は q二 Oに対応し、 一番下

の線は q= 10に対応する 。計算ステ ップは

0.5である 。



るため、|ヰび d→0の極限で q-相転移があることが予想、される 。

凶 128に、ァ(q)より計算された f(α)を示す。通常どおり、 f(α)は|町線 f(α)=のに般している 。

また、 f(α)は直線 f(α)二 lにも接しており、これは先に述べた測度 m(l)が空間を閉め尽くすこ

と、つまり m.(l)の測度論的サポートが埋め込まれている空間と同・であることを意味する ι 卜.に

述べた D(q)曲線の鋭い変化に対応して、 f(α)は α=D(∞)に端点を持ち、それより小さな特民

性は存在しないように見受けられる 。
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般化次元 D(q)。
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図 128:モデル AとBについて得られた特

異指数スペクトル f(o)。

以上述べてきたように、振幅場X と差分場 Yはそれぞれマルチアフィン性、マルチフラクタル

性を示す。技々はぐ(q)， T(q)を正の qに対してのみ計算したので、対応するg(s)，f(α)も左半分だ

け求められた。負の qに対するモーメン トは場の微少な違いを反映するが、それらの指数は計算

が難しいだけではなく、系の詳細、例えば与えた外場の具体的な形に依存するため、普遍性を持た

ず、あまり重要ではないと思われる。

11.2 マルチスケーリングの起源

以上のように我々の簡単なモデルはマルチスケーリング性を示すが、その起源は定性的には筒lji.

に理解できる 。簡単のため、モデル Aを例にとる 。戎々が使用したパラメータでは、各素子はカ

オティックではなく安定な固定点を持つ。そのため、もし外場が与えられなければ素子はすぐに同

定点に落ち込み、場 X とYは 一線になる 。ランダムにゆらぐ外場中では、ある割合の素子が|叶定

点からはじかれ、再び固定点に落ち込む前にカオティックな遷移を示す。このとき場の引き延ばし

と折り畳みが起こり、間欠的な空間パターンを生成する。素子の局所リアプノフ指数が負である限

り、空間パターンは複雑ではあっても統計的には連続性を保っている 。つまり、素子は外場に引き

込まれており、それは無限小の間隔を隔てた素子同七も 16]期していることを意味する 。

この状況を閃 129に模式的に示す。ごくミクロな領域を考えて、外場は空間的には定数であると

みなした。我々のモデルのダイナミクスは素子に対するふたつの操作、すなわち写像の適月!と外場

の適用に分解できる 。 写像の適用は 、 J刷J~X が p 以上であるような素子の娠中長を引き延ばして折

り畳み、 p以下であるような素子の振|隔は単に縮める 。外場の適用は、このスケールでは単に令嘉

子の振隔を 一様にシフトする 。このシフトは、長いスケールでは系に非 一機内を導入するが、 一)j

短いスケールでは素子聞に相関を導入する。素子のカオティックな遷移による不安定性とこの外場
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の効果の微妙なつりあいにより、振幅場 X の特異な空間相関が生成される。振IjJ面場 X に対応する

差分場 Yの発展も同じ図に重ねて示した。場 Yは場 .Yの傾きなので、場 Yは非対称テントリ像

のふたつの勾配に対応するふたつの乗数のどちらかをランダムに掛けられる。t辰幅場 X の空間中[1

関により、近傍の素子には同じ乗数が掛けられがちだが、その区間の長さは場 X のフラクタル化

と共に短くなってゆく 。この過程は、例えばマンデルブロの weight.edcurdlingモデルにも似たあ

る種のランダム乗法カスケード (randommulLiplicat.ive cascadc)プロセスであり、走分場 Yのマ

ルチフラクタル性はこのプロセスにより生成されるものと考えられる。

一一一+

/ 

一一_.
jjv jj 

!コ

・ーー・・ー・・・ー・・_.......-. ・・・ーーー・ーー・..，ーー・ーーー・・ー・

/ 

一一_. やベ!

州 129:モデル Aにおける振幅場 X と差分場 Yの時開発展。右矢印は写像の適用による引き延ば

しと折り畳み、左下矢印は外場の適用によるシフトを示す。

モデル Bに関しては、モデル Aの場合より状況は多少複雑である。というのは、素子の局所リ

アプノフ指数が連続値を取り得るからである。が、やはり基本的なメカニズムは同じであるものと

考えられる 。

11.3 分布関数による記述

上に定性的に述べたカスケードプロセスをより定量的に捉えるために、 j則度 h(l)とm(l)に対

する分布関数(以下 PDF)P(h;l)および Q(h;l)を考えよう 。同時に、後の便利のために、リス

ケールした測度 h(l):= h(l)j仁川(l):二 m(l)jlと、それ らの PDF、P(h;l) := (dhjdh.)P(h; l) 
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Q(rn; l) := (dm/cl1n)Q(m; l)を導入しておこう 。

これらの分布関数により、 iHlJJ支の分配関数は次のように友わされる

Z% (l) 川二1hqP(h; l)dh 

二 Iq[ ' /，q印刷=川q)

Z! (l) 川 η(l)q)二Nの mqQ(m.; l)dm 

Iq-11OO

而qQ川 (201) 

場のマルチスケーリング則はこれらの分布関数によって完全に決定される 。

まず、振幅場 Xについての PDFを調べよう 。図 130に、モデル Aにおいて得られた P(h;l)を

いくつかの異なる lに対して示す。各 PDFは明らかに非ガウス的であり、振幅場 Xの強い問欠判

を反映している O 各 PDFはある程度の大きさの hまでで、はほぽ定数でで、、その後ベキ的に減衰し、あ

る大きさの h以降急激に減衰する(カットオフ)。定数領域は lと共に増加するが、ベキ的な減衰

部分の傾きと、カットオフの位置はほぼ同一である 。対応するリスケールした PDFを図 131に示

す。今度はカットオフの位置は lの増加と共に左側へ移動するようになるが、定数領域とベキ的な

減衰領域はほぼ重なる。このリスケールした PDFの減衰部分は、次の指数的なカットオフを掛け

たベキ則によってよく近似できることがわかる

T(州)'" h-1
-

1
) exp ( 一←~i (h >> 1) 

¥ ho(l)) 
(202) 

ここで ηは正の定数であり、 ho(l)は Jに依存するカ ットオフ位置を決めるパラメータである 。以1

131の挿入図にこのフイツテイングを l二 2-13の場合について示した。

以後の議論で、このパラメータ ηが前述したパイフラクタルな指数の式 (200)に出てきたものと

等しいことが明らかになるであろう 。カットオフ位置が lに対し 17.0(1)αl-lのように依存するこ

とは明らかである 。というのは、もともと同じ位置にあ ったカットオフ位置を lで、割ってリスケー

ルしたからである 。このことは、 lを小さくすれば PDPのベキ的な部分がいくらでも延びること

を意味する 。あとでわかるように、このことは指数 ((q)の q-相転移について本質的である 。モデ

ルBについても定性的にほぼ同じ結果が得られた。

では、次に差分場 Yについての PDFの解析に移ろう 。図 132に、モデル Aについていくつか

のlに対して得られた Q(m;l)を示すo Q(m; l)は一見 P(h;l)に似ている。実際、各グラフは m の

ある程度の値まではそこそこ平らで、その後ベキ的に減衰し、ある大きさの m 以上で急激に減哀

する(カットオフ)。

しかし、実際には Q(m;l)とP(h;l)の間にはいく つかの重要な違いがある 。まず、 Q(m;l)の/J
さな 1nについての部分は実は半らではない。l>Oであるような Q(111;l)はある m 以 下でゆっ く

り減衰する 。次に、大きな mでのカットオフ位置は、 lに依存する。

図 133に、リスケールした PDF、Q(1η;l)を示す。やはり小さな而の比較的、ドらな部分の反さ

はlによらずほぼ一定になり、カットオフ位置は lを大きくするとともに左側へ移動するようにな

る。 もとの Q(1n;l)のカットオフ位置の l依存性を反映し て、 Q(m;l)のカ ットオフ位買の移動泣

は P(h;l)の場合より小さい。

リスケールされた PDF の小さな 111 での振る舞いは、 J刷J~場 X の場合に比べてより強く l に依

存する 。以後の議論で、この Q(m;l)の依存性を対数正規分布で近似する ことを試みる c 興味深い

ことに、挿入図、および図 136に示したように、大きな m に対する Q(m;l)(すなわちベキ的な減
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図 133:モデル Aのリスケールされた面積

而 (l)の PDF。最も減衰の遅いものが l二

2-15に対応し、以下 2-14， 2-13， 2-12， 2-11， 

2-]0 (最も速いもの o )挿入図に指数を掛け

たベキ則に よるフイツテイングを l= 2-13の

場合について示した。パラメータは η=0.55 

および ho二 11500
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友部分とカットオフ)は、次の引き延ばされた指数 (stretchedeXpOllE'11 ti a 1)を掛け られたベキ別に

よってうまく近似できる
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ここで、 17は正の定数で、而o(l)とγ(l)は lに依存するパラメータである 。定義より h(<5)三 111(<5)、

P(h; <5)三 Q(而;<5)なので 、この ηは前の T(1-L;<5)の近似に使ったものと同ーである 。

P(h; <5)のカッ トオフ位置 ho(l)は単に l-lに比例していたが、 Q(元;<5)のカ ットオフ位置 mo(l)

はそうではなし 1。しかし、 一応 lに対し系統的にベキ的な依存性を示すように見受け られる 。すな

わち、図 138からわかる ように、巾o(l) cx: l-νが成立しているように見える。ここで νは後で見る

ように間欠性を特徴づけるパラメータで、 ν竺 0.15である 。一方、図 ]36の挿入図には指数 γ(l)

のl依存性が示されている 。γ(l)は弱く lに依存するが、その値は lと2の間にある 。

モデル Bについても 、ほぼ同様の Q(rn;l)が得られる。ただしこの場合、図 137からわかるよう

に、大きな而に対する Q(而;l)は引き延ばされた指数ではなく、むしろ単なる指数を掛けたベキ

則によ ってうまくフィッ トできるようである 。そこで、モデル Bについては上の近似式で γ三 1と

置くことにする 。図 138からわかるように、モデル Bについてもカ ットオフ位置の lへのベキ的な

依存性、 in.o(l) α l 一 ν が成立しているように見える 。 今度はパラメータ Iノは ν~ 0.3と見積られる。

これらの lに対する仇o(l)のベキ的な依存性は、前の T(h;l)の場合と同様に、 PDFのベキ的な

減衰部分が lを小 さくすればいくらでも延びることを意味し、後でわかるように D(q)の鋭い転移

にと って本質的である 。

11.4 振幅場Xのマルチアフィン性の理論

振幅場 X のマルチアフィン性については、パイフラクタルなく(q)曲線の起源について、既に

PDFに基づく理論があることを述べた。ここではその理論を実験結果により近づくように少しだ

け変更して述べ、以降の差分場 Yのマルチフラクタル性の議論への準備としよう 。

11.4.1 分布関数からのスケーリング指数の計算

上の述べたように 、リスケールされた PDF、P(h;l)は次のように近似される
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ここで 、定数領域からベキ的な減衰領域への転移点がん=1になるように変数をリスケールした。

カットオフ位置の lへの依存性、ん。(l)αl-1は変化しない o To(l)とP1(l)は l依存の定数であり、

PDFの連続性と規格化の条件から決まる 。

この近似的な PDFを使うと、 h(l)のモーメントは

市+んo(l)q-ηr(q-η) hoJ(I))州市)
(h(l)q) = 

1十五o(1)一ηf(一η，市)exp(出) (205 ) 

と計算される 。ここで、 r(リ)は f(リ): = J
p

oo 
e -i t Z -1 dtで定義される不完全ガンマ関数である 。
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十分小さな lについては、この式はかなり単純化される 。ho(l)-lが 0(1)であることに注怠す

ると、ガンマ関数と指数関数はほぼ lに依存しないとして良い。モーメントの l依存性はi::として

ho(l)q-7) と17.0(1)一ηから来るので 、

。+bnlη-q Q.(/ bn (fl(l)q)2q q21+-1lη-q' 
αo + bolηαoα。 (20s) 

が得られる。ここで、 αqとbqは q依存の定数である 。これより、

(h.(l)q) ~ Q.q 
(η-q>O)， ~lη -q (η-qく 0)， (207) 

α。 α。
であり 、分配関数 Z%(l)= lq(h(l)q)は

Z%(l) ~ ~Lq lq (η-q > 0)， ~ 1η(η -qく 0)
一 α。 α。 (208) 

と計算される 。このように、我々はスケーリンクゃ形:

z;(l)~lC(q)? (209) 

と、パイフラクタルな指数

((q) = q (0く qく η)， η(η く q) (210) 

を得る 。

11.4.2 PDFの微視的なモデル

我々は、高さの差 h(l)のダイナミクスを考えることにより、上で仮定した PDFの形に対するあ

る程度の説明も与えることができる 。

今後しばらく、絶対値のつかない単なる高さの差を時間依存性を含めて h(t;l)と書こう 。前に

述べたように、 h(t;l)は素子のカオティックな運動から来るリアプノフ指数のゆらぎにより乗法的

に駆動され、またランダムにゆらぐ長波長の外場により、素子聞の距離 lに比例する程度のアデイ

テイブな駆動も受けている 。この状況を連続時間モデルで記述すると、次のようになる

dh(t; l) 

clt -入(t)h(t; l) + l E，(t) (211 ) 

ここで 入(t)とと(t)はランダムな数であり、 入(t)は素子の局所リアプノフ指数に、 lE， (t)は外場のゆ

らぎの効果に対応する 。前にも述べたように 、素子の局所リアプノフ指数のゆらぎは Gauss分布

でもホワイトノイズでもない。が、ここでは取り扱いやすさのため、入(t)を平均入。、分散 D入の

白色 Gaussノイズとする 。

この方程式の解析については 、前に述べた通りである 。我々は実際に定数部分とベキ的な部分か

らなる分布関数を得て 、それ をリスケールすることにより、

r Po 

P(h; l) = < P1
h-1ー η

(0く hく 1) 

(1く hく l-l)， 

(l-1
く h)

のようにモーメントの計算の際に仮定されたもの (204)と定性的にほぼ同じ PDFを得る 。
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ところで、この PDFはある h以上で、突然、Oになっている点が数値計算の結果とは異なる。これ

を再現するためには、高さの差が大きくなったときに効くはずである案 fの非線形効果を次のよう

に取り入れれば良かろう

dh(t; 1) 
dt -入(t)h(i;l) -h(t;1)2 + l c(t) (:21:)) 

このランジュパン方程式から得られる定常 PDFは、ベキ的な減衰部分と、さらに指数的なカット

オフを示す。なお、ここでの議論は定性的なものなので、実際には必要になる非線形項の前の係数

を無視した。

以上述べたように、我々はいくつかの簡単で妥当だと思われれる仮定に基づき、マルチアフィン

性の「微視的」な説明に定性的には成功した。

11.5 差分場 Yのマルチフラクタル性について

次の問題はマルチフラクタルな差分場 Yに対するスケーリング指数 r(q)を説明することであ

る。しかしながら、差分場 Yについての PDFは振幅場 Xについてのものほど単純ではなく、簡

単には近似できなしE。また、その微視的な説明を与えるのも難しそうに見える。

そこで、我々はまずふたつの漸近領域において、実験的な PDFから近似的に指数を求めること

を試みる 。すでに示したように、 PDFは中央部に m-1ー ηのようにベキ的に減衰する部分を持つ。

この部分を領域 1Iとし、 PDFの3つの部分を左から 1，II， JI1と呼ぶことにすると、 ηより小さい

次数 qのモーメントは主に領域 lで決まり、 一方 ηより大きい次数 qのモーメントは領域 JJJか、

領域IIとIIIの境界近傍によって決まるであろう 。このことから、先に述べた D(q)の転移点 qcは、
ぐ(q)の場合と問機、 ηに近いことが予想される 。また、先に述べた通り領域IIはlを小さくすれば

いくらでも延ばすことができ、これによって D(q)のq~ qc近傍での転移はより鋭くなるものと考

えられる。

その後で、なぜ PDFの微視的な説明が難しいのかを説明し、その第 一歩として乗数分布による

記述の可能性について調べてみる 。

11.5.1 低次のモーメン卜に対する対数正規近似

111，( l)の低次のモーメン トは PDFの領域Iによって決まることを先に述べたが、 Q(177，;l)はこの

領域で定数だと仮定することはできないので、 P(h; l)の場合のように簡単にはいかない。ところ

で、D(q)の小 さな qでの線形な挙動は、乱流の最も簡単な間欠性理論である対数正規理論の結呆

と一致する。そこで、ここでは対数正規理論がどの程度まで我々の系に適用可能であるかについて

議論することにしよう 。図 134は、モデル Aの1nii?，の PDFがlとともにどっ変化するかを示して

いる。差分場 Yの間欠性を反映して、 lが小さくなるとともに PDFの|隔は増加し、ピークは左へ

移動する 。もしこの PDFを何らかの解析的な形で系統的に近似できれば、技々はモーメントのス

ケーリング指数をあらわに計算することができる 。このとき、 l-l(m(l))三 (m(l))が lによ らない

こと、つまり全面積が測定スケールによらないことを取り入れねばならなし、。そこで、最も簡単な

}]法として、観測された PDFとl次と 2次のモーメントが等しい対数正規分布で近似してみよう r

対数正規分布は次のように表わされる

似?山 (211) 
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ここで、 c(1)とv(l)は ln而の平均と分散である 。さらに、対数正規理論は c(l)とv(l)が以下の形

を取ることを仮定する
μ 

c(l) = ln(而 (l ))+~lnl ， り (1) 二 -/1 1nl ， ('2J5) 
2 

ここで μはいわゆる間欠性指数である 。(而(1))が lによらないという条件はこれ らの c(1)と 1'(1)

では自動的に満たされている 。

これらの仮定より、而(1)の q次のモーメントは

(而(l)q)= (而(l))ql一号q(q-1) (216) 

と計算され、分配関数は

Z，~， (l) = N(l)(m(l)q) = (而(1))qlq-l-~q(q-1 )

と表わされるので、指数ァ(q)と一般化次元 D(q)は

(217) 

ア(q)二 (1-j山一 1)， D(q)二 1-fq (218) 

と求められる 。
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図 135:ln inの PDFの分布 υ(1)。
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図 134:モデル Aでの lnil~ の PDF。 最も

ピークが左にあるものが l=2-153以下 l二

2-10，1 = 2-7， l = 2-5， l二 2-4，1 = 2ーへ

l=2-2，l=2-1(最も右)0 lニ 2-5に対する

対数正規フィットを挿入図に示した。

図 139に、モデル Aの場合について数値的に得られたァ(q)とμ=0.3での対数正規理論による

ァ(q)の比較を示した。qく 2の場合にはよく 一致しており、低次モーメントに対して対数正規開論

は正しいように見える 。

しかしながら、対数正規分布は実際の PDFからはかなりずれており、上に仮定された c(l)と

υ(1 )の 1n1依存性は成 り立っていないように見受けられる 。図 134の挿入図に、 l二 2-5の Q(117;l) 

に対する対数正規フィットを示した。同一の平均と分散を使ったにも関わらず、実際の PDFはか

なり非対称で、対材、な対数正規分布からかなりはずれていることがわかる。

図 135にフイツテイングのパラメータ υ(l)の 1nlに対する依存性を示した。もし先ほどの仮定が

正しければ、データは直線に乗り、その傾きが間欠性指数μを与えるはずである 。しかしながら、
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図 136:モデル Aのリスケールされた PDF
のテイル部分。傾きがもっとも 小 さいのが

[=2-15，以下もっとも大きい [= 2-3まで

2-2刻み。挿入図は引き延ばされた指数関数

の指数 γ(l)。
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図 137:モデル Bのリスケールされた PDF
のテイル部分。傾きがもっとも小さいのが

l=2-153以下もっとも大きい 1= 2-3 まで

2-2刻み。

確かに υ(l)は ln[とともに減衰してはいるが、全く線形には見えず、その傾きをまともに読むこと

はできなし， 0 

モデル Bに対する PDF、Q(1'n;l)は、大きな lに対してはモデル Aに対するものに比べ対称で

あり、対数正規性が多少はよく成り立っているように見える 。我々は、図 135の大きな lに対する

データから μrv0.6程度の値を得ることができ、これは図 l27から得られる D(q)の小さな qでの

傾き rv0.3にごく粗くだが一致する 。が、再びlが小さくなると共に、実際の PDFの非対称性は

強くなり 、対数正規分布による近似は悪化する。

小さな lに刈-しては 、c(りとり(l)の変化はごく小さいので、観測されたスケーリング則は主にそ

れらの l依存性よりは PDFの非対称性の増加か ら来ると考えられる。故に 、対称、な対数 l正規分布

による近似は小さなスケールでは観測された PDFのよい近似ではなく、対数正規理論による指数

の式は数値的な PDFからは正当化できなし'0

11.5.2 PDFの引き延ばされた指数分布テイルと高次のモーメン卜

局次のモーメントは PDFのテイル(前述の領域11とIIl)によ って決まる。我々の PDFは引き延

ばされた指数を掛けたベキ則によ って よく近似されることを述べたが、そのカ ットオフ位置 mo(L)

のlに対するベキ的な依存性は、自然にスケーリング指数ァ(q)の qに対する線形な依存性へと導く 。

前の我々の観測にしたがって 、リスケールされた PDF、Q(m;l)を次のように近似しよう
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(2] 9) 

ここで、 QO(1川 l)は小さな mでの PDFを表わす未知の関数であり、 Q1(1)は定数である。 このふ

たつの量の l依存性は、 PDFの連続性と規格化を満たすように決めねばならなし， 0 なお、ここで

再び而をふたつの領域の境界点が m 二 1に来るようにリスケールした。
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この PDFにより、 q次のモーメント(而(l)q)は次のように計算される

dmqQo(m;L)dm + Ql (l)かno(l)qー ηr(精子河村)
(m(L)q)= --~ 1 1¥'/ / ¥ 1¥'/ "'''¥'/ ¥ / (220) 

おQo(而;l)d而 +Ql(l)サ刊o(l)一ηr(叶可前ォ)

(m(L)q)の小さな lに対する漸近形はベキ則であり、その指数を決めるのに、先に述べた 1川1η川7

lに対する?而11】o(仰lり)cαx: l-一ν という関係を用いる O ここで νは正の定数である 。q>> qc :: 17 > 0かっ

l << 1という条件下で、 mo(l)は非常に大きくなるので、各ガン マ関数はほぼ lによらないものと

見なせる 。故に、分子の第 2項と分母の第]項が電要となり (ν>0に注意)、その他の瓜を無制す

ることにより、

Q1 (l)ヲ(1)r (宥??可抗了) 11¥ Q-(仇(l)q)~1¥!._mo(l)qη I"V U(l) l-V(q-η) (221) 
fd QO(1n; l)dm， 

が得られる 。ここで u(L)は lの未知の関数であり、先ほど仮定した未知の Qo(m;l)とQl(l)に関

係している 。 分配関数 Z~l(l)は

Z~l(l) = N(l)(rn(l)q)二 lqー 1(m(l)q) I"V u(l)lq-1-v(q-η) (222) 

と計算される。指数ァ(q)は u(l)が未知なので完全には決め られないが、その q依存性だけは次の

ように得られる

ァ(q)= (1 -1/) q + C011 st " (223) 

これより、 D(∞)二 1-1/が得られる。一方、図 127で示した ように、数値的に得られた D(q)は

この領域でほぼ定数、つまり、ある qc:: 17より大きな qに対し、 D(q)三 D(∞)である 。この 'J1-実
から、 ヒ式の定数は ν-1に近いこと、つまり

ァ(q)= (1ー ν)(q-1)， D(q) = 1ーレ (221) 

という関係式が q>>qc竺可に対して予想される 。

モデル Aに対して、上のァ(q)の形を図 138において数値的に得られた ν竺0，]5という値を使っ

て実験値と比較したものを図 139に示す。予期されたように、実験で得られた r(q)は q>2の場

合についてよくフィットされる 。この結果の妥当性は 、図 127において D(q)の飽和する値が大体

1-1/::0，85で与え られることからも確認できる。モデル Bについても、 D(q)の飽和する値::0，65 
はカ ットオフ位置のデータから得られた値 ν竺0，3に近い。

このように 、高次モーメントの指数の qに対する線形な依存性は、引き延ばされた指数のカット

オフ位置而o(l)の Jに対する ベキ的な依存性から来ている 。

11.5.3 PDFの微視的なモデルの難しさ

娠幅場 Xについての PDF、P(h;l)については、前に示したように微視的な権率過程による説

明をすることができたが、 差分場 Yについてはどうであろうか。もし Q(m;l)が似たような簡単

な過程に基づく確率過程で説明することができれば便利である 。

i'ilの大きな領域のことを考えよう 。ヲiき延ばされた指数関数を掛けたベキ則は、次の来法的な

なランジュパン方程式に対応するフオツカープランク万程式の解として得られる

d 7n ( t ; l) _ ¥ (~\ .~ ( J， 1¥ !t( 1¥ .Yt ( -1 ' 1¥ P ( 1 ) 一一一一二入(t)m(t;l) -A(l) in(t;l) 
dt 

(225) 

108 



4.0 
'守ー『勾，-ーーー~ーー司r、

5000 I 0-"'0・-，0"、

o experiment 

Q、。『 3.0 (1-μ(//2)((/-1) 白'

。"'0.".0. 0' 

2000十
a -o o (l-v)((I-I) 

't.. "0 
2.0 

p' 
、ゐ、

't..、 、ì奇~、v 司

p 

、&、
五Y、主』

o Model A 、、A

/ 4/  J:J 
500 

、'(:，.
、I .11.1 ~ 、&、

'd 

d Model B 。。
200十

-100 1010203ム0 
ーム

10
5 10-4 10-3 

10
2 

10'" 4.0 5.0 

q 

図 138:カットオフ位置仇o(l)の l依存性。 図 139:ァ(q)の実験値と理論の比較。

ここで A(l)とp(l)はlに依存する定数で、 PDFの異なる領域の境界の位置と引き延ばされた指数

関数の指数を決める 。乗法的なノイズ入(t)は前と同じ性質のものと仮定しよう 。長波長外場のゆ

らぎの効果を 、ρ(h;l)の時に導入した加法的なノイズの代わ りに、ここでは m 二 lに反射壁を置

くことによって表わそう 。すると、定常 PDFは

( A(1)111.r(l)ー 1 ¥ 
Q(m; l)α而一ηexp( :，-¥ .: . ;" 1 ¥ 1 

¥ D入 (p(l)-1)) 
(226) 

のように得られ、これは我々が欲しかった形である 。

しかし、この確率方程式、特に Z~1 (l)のスケーリング挙動に重要な非線形緩和項 m(t;L)11(l)とそ

の係数 A(l)は、以前の h(t;l)2の場合のように簡単には正当化できない o A(I)1元(t;L)p(L) と、ア(q)

の線形な振る舞いを導き出すのに必要な付加的な仮定 A(l)α[Vは、なんらかのよりミクロなダイ

ナミクスを平均的に表現したものと見ることができる可能性はある。

この差分場 Yの説明の難しさは、 j則度 m(l)もしくは而(l)が、 高さの差の空間相関を複雑な形

で含んだ量であることから来る 。近傍の素子の局所リアプノフ指数の間には強い相関があるが、完

全に同ーではない。そのため、スケール lの局所的なグループに属する素子はあるときは同期して

動き、またあるときは同期を失ってばらばらな挙動をする o Q(仇;l)のベキ的な領域は、同じ乗法

的なノイズによる而(l)のまとま った挙動として見ることができ ょう 。しかし、スケーリングに屯

要な Q(1'n;l)の急激なカ ットオフは、局所リアプノフ指数問の微妙な相関の結果として起こるよう

に思われる 。同様に小さな 111.(l)についての PDFの定数ではない挙動の説明も難しいコ

このように、今のところ 1n(l)については h(l)の場合のように簡単な仮定に基づくもっともらし

い議論を与えることができない。局所リアプノフ指数聞の相関が重要そうなので、以下でそのよう

な相関をより自然に取り入れることのできそうな描像へと変えてみよう 。

11.5.4 乗数の分布

差分場 Yのダ イナミクスへの別のアプローチとして、場の間欠性をスケ ール不変な乗数分布に

よるバイナリーカスケードモデルで記述してみよう 。前に述べたように、技々の系における実際の

カスケード過程は後雑である 。同一の乗数が掛けられる点 fの位置と民間は、各時刻ごとに変化

する。

保存的なバイナリーカスケードモデルは、局所リアプノフ指数の相関を取り入れるのに故も簡単
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|苅 140:モデル Aについて得られた乗数分布

R(p)。

図 141:モデル Aについて得られた乗数分布

R(p-0.5)対 p-0.5の両対数プロット 。

な方法であろう 。実際に乗数の分布を計算することにより、このモデルがどの程度まで我々の系に

適用可能かを調べてみることにする。バイナリーカスケードモデルにおいては、ある区間ヒの測度

が、その半分の長さの区間に 2分割され、そのときにスケールに依存しない乗数分布 R(p)から独

立に拾ってきたランダムな乗数 pが掛けられる o R(p)はp二 0.5に対して対称であること、すな

わち R(p)= R(l -p)が仮定される。

スケーリング指数ァ(q)とこの R(p)は以下のように関連づけられる [45]。最初の測度を]に規格

化しておく o 11ステップ円の分割で、各区間の長さは l= 1/27'l.となり、その区間上の測度 7η(l)は

m(l)=pIP2・ Pnと与えられる。ここで Piは尺(p)からランダムに取ってきたランダムな乗数であ

るo m(l)の q次のモーメントは (rn(l)q)= ((P1P2...Pn)q) = (Js)l1 と計算される 。ここで(..-)は

R(p) に対するアンサンプル平均である 。 分配関数 Z1~1 (l)は

Z%~ (l) = N(l)(川l)q)= [-1 (pq)l1 '" r(q) ， (227) 

となり 、スケーリング指数 r(q)は

ln (l-l(pq)n) ηln(μ) 1 ln(pq) 
ァ(q)= ニー1=lnl ln(1/2n) ~ In2 

(228) 

で与えられる 。

さて、 N 二 215個の素子を使って実際の乗数分布を計算してみよう 。モデル Aについていくつ

かの η に対する計算結果を図 140に示すO 各 R(p)は p= 0.5にピークを持ち、 ー本のスケール不

変な線上に重なっているように見える 。28(X 2-15)以上のスケールの R(p)はこの線には重ならな

かった。図 141に、この分布の右半分、 R(p)対 p-0.5を (p> 0.5)について両対数スケールで、示

す。近似的にスケール不変な曲線は、小さな p-0.5に対しベキ的で、大きな p-0.5では急激に

減少する 。同じ図に示されているように、このカーブは引き延ばされた指数関数を掛けたベキ則で

良く近似される。

しかしながら、図 112に示したように、ここで仮定した R(p)の解析形から計算したァ(q)は、実

験的なァ(q)と低次のモーメン トについてしか一致しない。このことは、バイナリーカスケードモ

デルにおいて無視された全測度のゆらぎやスケール間の R(p)の相関が高次のモーメントに重要で

あることを意味する。また、スケ ール不変だとした曲線のテイ ルの万の微少なずれも効いているカ

も知れない。流体乱流の文脈においては、このような問題点は早くから指摘されていた。
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さらに、図 143に示すように、モデル Bでの乗数分布はスケール不変でさえないι 各々の分布

は p= 0.5 にピークは持つが、 l の減少とともに、各分布は細くなり、同じ曲線に íf~ なる検 j三はは
られない。
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図 142:仮定された R(p)から計算されたァ(q)

と、実験的に得られたァ(q)の比較。

図 143:モデル Bについて得られた乗数分布

R(p)。

11.6 議論

11.6.1 平均の取り方

前に述べたように、我々の結果は平均の取り方に依存するので、ここでそのことについて議論

しよう 。我々がこの章で使ってきた平均は、単純なH寺空平均である 。つまり、各ステップごとに

h(x，l)qや m(x，l)qを空間的に足しあげ、これを長時間続けたあと最後に適当な数で、書Jjって平均と

する 。Halsey[53]はこのタイプの平均をアニール平均と読んだ。というのは、これは式 (195)から

ln(Z%，rn (1))を使って指数を計算することに相当するからである 。ここで Z%.m(l)は各ステップご

との分配関数である。このタイプの平均は、例えば乱流実験から得た長時間データの解析に使われ

ている 。

さて、 他の平均の方法と結果について少し触れよう 。いわゆるクエンチ平均においては、式 (195) 

から(lnZ%.m (1))を使って指数を計算する。つまり、各ステップごとにモーメントの和の対数を取

り、それを時間平均するのである 。このタイプの平均は、例えば DLAクラスタのマルチフラクタ

ル解析に用いられている 。

論文 [4]において、我々はさらに別の平均の仕方を用いた。それは上述のアニール、F均だが、大

きな違いは各ステップで全測度を ]に規格化したことである 。これは、全測度の時間ゆらぎを無視

したことに相当する 。

最初の方法は、測度の全時空系列をひとつの大きなサンプルと見ることになるが、他のH?去は各

時刻での測度をひとつのサンプルと見て、そのアンサンブル予均をと っている 。後のふたつの方法

は、どちらも全測度の時間ゆらぎを無視する傾向があるが、これは大きな違いをもた らす。なぜな

ら、我々の系においては全測度のゆらぎは中心極限定理に従わず、 N → ∞ の械|浪で発散するから

である。

図 11.6.1はモデル Aについて上述の異なる平均の方法によって得られた 一般化次元 D(q)をぷ
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図 144:モデル Aについて異なる平均の方法で得られた一般化次元 D(q)。

している。興味深いことに 、後のふたつの方法によ って得られたスケーリング指数は qとともにな

めらかに変化し、最初の方法で得た D(q)のような鋭い転移を示さない。このことから、全測度の

ゆらぎが q-相転移にとって重要であることがわかる 。あとのふたつの方法で求められた D(q)曲線

は、最初のノ7法で得られるのとは違ったなんらかの漸近領域におけるスケーリング則を反映してい

るものと思われる 。

11.6.2 流体乱流との類似性および非類似性

以上述べてきたように 、我々の簡単なモデルはマルチスケーリング、すなわち振幅場のマルチア

フィン性と差分場のマルチフラクタル性を示す。我々は随所で流体乱流との類似性を強調してきた

が、もちろんたくさんの重要な違いがある。

最初に述べたように、流体乱流においては、コルモゴロフの拡張された相似性仮説という速度差

とエネルギ一散逸率を関係づける有用な関係が信じられており 、速度差のマルチアフィン性はエネ

ルギ一散逸場のマルチフラクタル性と簡単な関係で結ばれている。これにより、流体乱流での間欠

性は基本的にはエネルギ一散逸場の間欠性によるものとの解釈が可能である 。一方、政々の系にお

いては、振幅場と差分場を結ぶそのような簡単な関係はなく、問題をどちらか一方の場のダイナミ

クスに還元できない。その ような関係がないのは 、系に保存則がないためと思われる。

また 、我々の系には粘性を表わすような項がないため 、最小スケールが存在しない。このこと

は、観測された q-相転移にとって重要であった。例えば我々のモデルに拡散的な項を導入すれば系

に最小スケールを導入することができるが、そのときには系は転移点近傍で明確なスケ ーリングを

示さなくなるであろう 。
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11.6.3 差分場 Yのマルチフラクタル性の理解へ向けて

振幅場 λ'のマルチアフィン性は比較的単純で、簡単な確率過程モデルによりそれを定性的に説

明することができた。一方、差分場 Yのマルチフラクタル性はそう簡単には説明できず、実験(19

に得られた PDFから現象論的なモデルにより指数を計算することができただけであったコ111:次の

モーメントに関しては対数正規モデルを適用し、指数はそれなりの 一致をみたが、土、I数正規近似そ

のものの正当化はできなかった。これは乱流についても同じで、対数正規モデルはやはり低次の

モーメントに対する粗い近似にすぎなし、。高次のモーメントに関しては、分布関数のテイルが引き

延ばされた指数関数を掛けたベキ則という簡単な関数形で近似できることと、そのカットオフ位慌

の測定スケールへのベキ的な依存性から、指数の qに対する線形な依存性を導くことができた。引

き延ばされた指数関数は、この系だけでなく流体乱流 [55]やフラクタルな表面成長 [51]、また経済

学のデータ [68]などについても発見されており、なんらかの共通の動力学的過程があるのではな

いかと予想される 。論文 [56]はこの方向への研究として興味深い。

我々は対数正規モデルにおいて間欠性を表す指数 μを導入した。一方、引き延ばされた指数関数

近似においては、カッ トオフ位置のスケールへの依存性を表わす指数 νを導入した。これらの指数

はどちらも間欠性の効果を表わしているが、互いの関係は明らかではない。

上で用いたバイナリーカスケードモデルは、離散的な空間スケールとスケール不変な乗数分布に

基づいているが、近年連続的な空間スケールとスケールに依存する乗数分布に基づくより洗練され

たカスケードモデルが提案されている 。例えば測定スケールの変化に対する PDFの変化をフオツ

カープランク方程式や非ガウスノイズに駆動されたランジ、ユパン方程式で記述するものである 。そ

のようなアイデアを我々の系に適用することもまた興味深いであろう 。

最後に、差分場 Yのマルチフラクタル性、特にその特徴的な D(q)曲線の形は、今のところ数値

実験の結果しかないが、戎々が扱っている時空乱流的な状態において広く共有される普遍的なもの

と思われる 。例えば、第 10章で、非局所結合 CGL系においても L同様な性質が観測されている

ことの述べた。今後、ミクロな方程式より差分場のゆらぎの空間相関を説明することのできる用論

を発展させ、このことを明らかにしてゆかねばならない。
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12 そのイ也のトピック

この先には、まだきちんと確立しておらず、公表論文にもな っていない犠々な事柄を簡単に記し

ておく 。

12.1 空間 2次元の系

今までは空間 1次元の系のみを扱ってきた。実際、特異的な時空カオス状態を観測するにはそれ

で十分であったし、種々の量を測定するのにも空間 l次元だと数値計算が速くて好都合であ ったコ

また、特異的な時空カオス状態に関する我々の理論によると、空間の次元はそれほど重要ではない

ことが予想される 。しかし、空間 2次元で数値計算することにより、実際にこのことが確認され、

また空間パターンの特異的な様子がよくわかる、ここでは空間 2次元の非局所結合 CGL系とロジ

スティック写像系を数値計算し、空間相関関数を測定してみよう 。

非局所平均場は、素子の変数にある重み関数を掛けて積分した畳み込みであり、これは波数空間

では単にフーリエモード同士の掛け算の総和なので、 FFTと組み合わせることにより素早く数値

計算できる 。重み関数としては 、1次元で使った指数関数的に減衰するものではなく、むしろ最初

の章で述べた拡散減衰方程式の 2次元でのカーネルであるベッセル型のものを用いることにしよ

う。(重み関数の詳細な形があま り重要でないこともすでに明らかだが。)

図 145:空間 2次元の非局所結合 CGLの振

IIJ~ IW(x) Y)Iの典型的なスナップショット 。

ノfラメータは C] 二一2.0)C2二 2.0)i = 8.0 
で、結合強度は Iピ二1.00

cc，.y) 

図 146:左図と同じパラメータでの空間中日関数

C(x) t)。

図 145，147)149に、非局所結合 CGL系の振幅の典型的なスナップショットを示す心結介強度を

弱めると共にパターンがフラクタル化するのは 1次元の場合と同様である 凶 146)J48，].50には、

それぞれ左図に対応するパラメータでの空間相関関数

C(:1.'， y) := (11'(0，0)111‘(.1:， y)) (229) 

を示す。原点付近 (中央部分)がパターンのフラクタル化とともに尖ってくる 門ここでは/兵さない
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図 147:空間 2次元の非局所結合 CGLの振

111高IW(x，y)1の典型的なスナ ップショッ ト。

結合強度は!{= 0.9。

図 149:空間 2次元の非局所結合 CGLの振

幅 IT4'(x，y)1の典出的なスナップショット 。

結合強度は!{= 0.8。

C(x.y) 

20<約

lラm

10m 

ラ(x)

|刻 148:左凶と同じ八ラメータでの空間相関数

C(:r，t)。

じ{ιy)

2(KX) 

15m 

1000 

，¥(X】

豆1150: J五図と同じパラメータでの空間相関数

C(.:f， t)。
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が、空間の回転対称、性を仮定して、F均した動待方向の空間相関関数:

ピ内川，(下判(か付?け)ト._ι l π~~ど(，'(加?門C叫 Uρ刊川吋訂叩11州1
'"川 JO

は、やはりベキロIjC(γ)竺 CO- C] 1'0. に従うことも確認される。

(2;10) 

ロジスティック写像系でのスナップショッ トと対応する空間相関関数を、凶 151，152と153にぶ

しておく 。|行]じパラメータでも 、特異的な時空カオス状態は見る瞬間によってかなり異なるパター

ンを示すことがわかる。実際、凶 15]のように細かく乱れた状態の中のいくつかの比較的コヒーレ

ントな部分がだんだん成長して図 ]52のような空間全体が比較的コヒーレントな状態にまで発以

し、やがてまた細かい乱れが成長して図 151のような状態へ戻る、ということを系は繰り返す。こ

のようなことはどの非局所結合系でもある程度は見られるが(外場を与えた系では見られない)特に

ロジスティック写像系では顕著である 。これは、大域結合の極限においてクラスタリング状態を示

し得る ような、素子問の状態差が強く 抑制される部分を持っていることと関係があると思われる。

我々が短距離の空間相関として特徴づけたのは 、このような大きなスケールでのダイナミクス

ではなく 、むしろ細かいスケールでの素子の状態差のゆらぎであった。ベキ的な空間相関の原閃

となっていた時空オンオフ間欠性が、そのような大きなスケールでのダイナミクスにどのように

フィードバックされるかは興味深い。

例えば、最近大域結合ロジスティック写像系の無数のクラスタリング状態問の移り変わりはオン

オフ間欠性のようなダイナミクスによるものであることが主張されているが、この系のダイナミク

スとも関連して、興味が持たれる。

12.2 自由度

非局所結合素子系を大自由度力学系として見てみよう 。結合強度が大きく系のパターンが長波長

でなめらかな時には 、系は少数自由度のカオスである 。 -)j、結合強度が Oの極限では独立な N

個の素子が理想、気体的にばらばらに振る舞っているので 、系の自由度は N に素子の臼由度を掛け

たものになるだろう 。では 、その巾間にある特異的な時空カオス状態において、系の白由度はどう

なっているのだろうか。また、それは空間パターンの特徴とどのように関係しているのであろうか。

系の円由度を測るのにはいくつか方法があるだろうが、ここではリアプノフ指数を使うことにし

よう 。ここで言うリアプ ノフ指数は、これまで、使ってきた局所的なものではなく 、N伺の素子系全

体をひとつのノユ学系として見たときのものである 。

非局所結合 CGL系の リアプ ノフ指数は 、既に修士論文において測定しであるのでそのときの凶

を転載することにし よう。系のパラメータは C1 = -2， C2 = 2，γ=8にとり、素子数 N と結合強

度 !{を変化させてみることにする。まず図 154に、Nを変化させて測定した J{= 0.7のときのリ

アプ ノフ指数を示す。正のリアプノフ指数が存在し 、その個数が N と共に増加することから、系

は実際に大自由度カオス状態であることがわかる 。

図 155に、いくつかの Nに対して、]{を変化させて測定した正のリアプノフ指数の個数を示すO

Kが大きいときには正の リアプノフ指数の例数は Nによらず、系は少数日 [11度カオス状態だが、

特異的な時空カオスが現れるような Kの範囲で、正のリアプノフ指数の個数は Nに比例するよう

になり 、系が大向 L13度カオスに転移したことがわかる。その後 Kが減少するとともに、正のリア

プノフ抱数は飽和して増加しなくなり、 !{が大体0.5以下になると、突然 Oにジャンプするむここ

は各素子がほぼ振幅方向の自由度を失って位相振動-f的になる値に相当する c

なお 、ここで、使っている大自由度/少数向由度カオスの意味は、拡散結合系の文脈で使われるも

のではないので注意しておこう 。 拡散結合系のカオスの文脈では、系に本~にいくつかのモードし
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図 151:空間 2次元の非局所結合ロジスティッ

ク写像振rlJ面IX(♂?ν)Iの典型的なスナップショッ

ト。パラメータは c= 3.7)γ=8で、結合強

度は λF二 0.250

C(x、y)

関 152:左図と全く同じパラメータの系で、異

なる時刻でのスナップショット 。
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図]53:同じパラメータでの空間相関数 C(x，l)。
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図 155:正のリアプノフ指数の個数 VS.結合強度

50 

図 154:非局所結合 CGLのリアプノフ指数

を大きい順にプロッ トした。パラメータは

25 

f{ 

Cl = -2.0， C2 = 2.0，γ=  8.0， f{ = 0.7で、

N を 32，48， 64， 80と変化させた。小さい

方の値はカ y 卜しである 。

か存在していないときを少数自由度カオスと呼び、系の相関長程度の領域がそれぞれカオティック

で、系のサイズを大きくしてゆくと系の白由度が増加してゆくとき、大自由度カオスと呼ぶ。

方、ここでは系のサイズ自体を変えることは考えてお らず、系を構成する素子数 Nに門出度がよ

らないときに少数円由度、 N に自由度が比例するときに大内由度と呼んでいる 。なお、ここでは

自由度を議論するのに正のリアプノフ指数の個数を使ったが、もちろん I<aplan-Yorke次元を使う

方がより適当かもしれない。が、本質的には同じ情報が得られる 。

以上のことは系が連続性を保っているか否かと関係している。では、自由度と系のパターンの特

徴にはどのように関係しているのであろうか。パラメ ータjピに対する正のリアプノフ指数の個数

の依存性と、前に得たパターンのフラクタル次元(図 28)や局所リアプノフ指数の依存性(図]J 4) 

を比べてみるのは面白い。

まず、正のリアプノフ指数の個数が飽和する点 (1-:r-v 0.75)は、フラクタル次元 Ojがほぼ 2に

飽和し、局所 リアプノフ指数が負から正になる点とほぼ同じ位置にある。つまり、素手間にブロウ

アウ ト分[1皮が起こり 、パターンの次元は 2になると系の自由度も Nに対してー定の比率のある偵

に飽和する。その後、正のリアプノフ抱数の個数とフラクタル次元はともに減少するが、正のリア

プノフ指数の個数が N に依存しなくなる点 (1{r-v 1.0)は、フラクタル次元がほぼ 1になる点とや

はり重な っている 。向由度が素子数 N に依存しなくなるということは、数値計算に使う素数に系

のパターンが依らないこと 、つまりパターンが連続的にな ったということであり、これはやはりコ

ンシステン トな結果である 。

以上のような結果は非局所結合ロジスティック写像系についても得られる。パタ ーンのフラクタ

ル次元と系を大1'1由度刀学系としてみたときの自由度が対応していることは口明ではなく、これは

面向い結果である 。正のリアプノフ指数が飽和する点は嘉子聞にブロウアウト分岐が起こる点と対

応していることは感覚的に理解できなくもないが、リアプノフ指数が Nによ らなくなる 点と フラ

クタル次元が lになる点が一致していることを 、前に述べた局所的なランダム乗法過科モデルから

は理解しづらい。これを明らかにするのは今後の課題である 。

11 



12.3 再び極限ヘ

非局IW結合素子系における特異的な時空カオスの性質は、これまでの研究でかなりわかってき

た。それは 、多くの素子系の広いパラメータ領域で観測され、この種の結合系におけ るひとつの作

遍的な運動形態であると 言えよう 。

方で 、もともとこのような系を考える動機にもな った、ふたつの極限的な系、すなわ ち拡散結

合系と大域結合系の時空カオスや大自由度カオスと、この非局所結合系の特異的な時空カオス状態

がどのようにつながるのか 、あるいはつながらないのかを考えないわけにはいかなし~

このつながりは、ある意味では明ら かである 。例えば図 156に拡散結合 CGL系の振幅場の典I目

的な時間発展を 、図 157には結合距離を短くしてそれに似るようなパラメ ータを選んで、作った非川

所結合 CGL系の振幅場の時開発展を示す。両者の見かけ上の違いを指摘するのは難しい。この状

態から 、例えば非局所結合 CGL系の結合強度を徐々に弱めてゆくと、系は拡散結合 CGL系とよ

く似た敏状のパターンを保ったまま、局所的に連続性を失い始める 。前に述べた通り、述続性を失

うのは振幅 IWIが小さく素子問の軌道拡大率が正になる領域であり、この時空パタ ーンでは色が

白い部分に相当する。こには示さないが、例えば非局所結合系において不完全な野 111奇-戸次ホール

のようなものを作ることもでき 、そこで結合強度が十分でないとホールの位置からパ ターンのフラ

クタル化がカスケード的に起こったりもする 。

では、大域結合の方はどうであろうか。図 158，159に大域結合 CGL系の振幅パターンと複素、v
面でのスナップショッ トを、図 160，161にはそれに似るように結合距離を長くして作った非局所

結合 CGL系の振幅パターンと複素平面でのスナップショ ットを示す。大域結合系は不完全なクラ

スタリングが起こ ったような状態であり 、分布は比較的まとま った部分と 、それについていけない

ぱらぱらな部分からなる 。一方、非局所結合系においてはさ らにその状態に長波長の変調が加わっ

たような分布をしており 、すでに特異的な時空カオス状態のある種の特徴を持って もいる 。両#は

やはり見かけ上非常によく似ている 。

これまでの結果から 、拡散結合系が少し崩れた状態、大域結合系が少し崩れた状態と、そこでな

にが起こ っているかを感覚的に理解するのは、それほど難しいことではない。しかし 、問題はこれ

をどんな量にしてみれば系が今どの状態にいるのかを定量化できるかである。例えば系がどの程度

大域的性質、拡散的性質を持っているのかを表わすことのできる ようなオーダーパラメ ータの導入

は可能だろうか。また、上の例では結合長を変えたが、結合長を一定に保ったまま結合強度を変化

させると 、 一般に結合が強いとパターンはなめらかで拡散結合系的であり、結合が~~し E とパタ ー ン

はばらばらで大域結合系的である 。そのようなオーダーパラメータの導入により、結合長ー結合強

度の 2次元のパラメータ空間仁に、系の相図を描くことができるだろうか。今後の課題である 。

12.4 カスケードプロセスとウェーブレッ卜

コルモゴロフ、あるいはリチヤードソンの渦が崩れて行く乱流描像以来、スケーリングWJを/Jミす

系についてすぐに持たれる問いは 、そのスケー リングの生成は何らかのカスケード過程によるもの

か、ということである 。さて、我々の扱っている特異的な時空カオス状態は、スケーリングWJをぷ

す。では、系に何らかのカスケードプロセスが存在するだろうか?我々の系に保存量はなく、 エネ

ルギーなどが流れているわけではない。しかし 、一機状態か らの系の時間発展を見ていると 、ま

ず長波長の不安定性が生じ、それが徐々に細かくなってゆき、素子がぱらぱらになってゆく 。これ

を、系の大きなスケ ールから小さなスケールへの何らか情報の流れだと見ることもできるかもしれ

なし'0
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図 156:拡散結合 CGLの振幅場 I{ti! (:1.') Iの時間発展。パラメータは C1= -2.0ぅ C2= 2.0， 0二 8.0、

系のサイズは 256

凶 j57: 非局所結合 CGL の娠中E場 IVV ( J~ ) I の時間発展パラメータは C1 = -2.0， C'2 = 2.0. i = 12R， 

}¥-= 2.5 256 n司の素子をイ吏った

120 



1.0 

3主

0.8 

.・.~ .、. . •• -s 

.•• • • • • 
・

-も

0.4 

・
.・・

、 ・4・ ・、.， . '"・・.・・.・2 ・"..0 " " 、"A_. ・.，
0.2ト ・ : : .0ー・、.:.・ "" .0 ~ ，，0:・.・.・

0.0 
0.0 

. . .・8

-1.0 
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 -1.0 -0.5 。。 0.5 1.0 

X Re W 

図 158:大域結合 CGLの振幅 IH!(x)1のス

ナッフ。ショッ ト。ノfラメータは C1 二 -2.0，

C2 = 2.0， X 二 0.7，素子数は 10240

1.0 

Oω8 I片で?可.

0.6 ~ 

5主

0.4ドミム. ・1 ・c ぺ '.・.でふ斜
い"~O み ・・ ・.・~ ，\!~:，. 3'.'II!:. 
い.t~'.ヘヰら・ _.~- ' -::"....・4 :41 

0.2ト21本総検併殺与 e 哩

l ... o~.:o" '.‘ o，fI'f> ..':... 00 
守・・1
、.

0.0 L 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

x 

図 160:非局所結合 CGLの振幅のスナップ

ショット。ノてラメータは C1= -2.0， C2 = 2.0， 

γ=  ] ， J{ = 0.7，素子数は 10240

図 159:大域結合CGLの複素平面でのスナッ

フ。ショット 。
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図 161:非局所結合 CGLの複素平面でのス

ナップショ ット。
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流体乱流で、そのようなカスケードプロセスを可視化するのによく使われる道具がウ ェーブレ ッ

トである 。ウェーブレットは実宅問と波数空間の両方で適度に局在した波束で、量子)J学のコヒ ー

レント状態に似ている 。マザーウェーブレットと呼ばれるひとつのウ ェーブレットから、スケール

変換と並進の組み合わせでそのような波束の群れが作られ、適当に作ればそれらは完全系をなす

ことが知られている 。ある信号を、適当なウェーブレット波束に射影したウェーブレ ット係数によ

り、その信号がある範問の位置および波数成分をどれだけ持っているかを知ることができる ι

山田と大木谷は、乱流データからそのようなカスケードを取り出すために、各スケールでのウ ェー

ブレッ ト係数聞の相関を測定した。膝も 2次元乱流に対し同様な解析を行い、エントロピ ーおよび

エンス トロフイーのスケール聞の時間相関のずれから、カスケードの特徴的な時間を見積も った。

図 162に、ILI凹と大木谷が使った Mcyerのウェーブレットのパワースペクトルを示す。このウ ェー

ブレッ トは、実空間で連続で完全規格直行系をなしており便利である 。図 163に、実空間でのマ

ザーウェーブレッ トとその子ウェーブ レットを示した。

同様な解析が、我々の系についても可能かもしれないと考えるのは当然、である 。凶 164に、非

局所結合 CGLの振幅場のスナップのウェーブレット分解を示す。図の左の数7η はスケールで、

2-nのスケールのウェーブレッ トに射影して得た係数、という意味である 。ウェーブレット分解は

振幅場を様々なスケールでの事象に分解できていることがわかる 。

1.2 I 

0.8 ハ n 
3三毛旬ヨ、ト 0.6 I 

00O 42O 4 ト十I 

-10.0 -5.0 。。 5.0 10.0 
ω 

図 162: Meyerのウェーブレッ トのパワー
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図 163:Meyerの母ウェーブレットと子ウェーブ

レット

しかし 、ここでは示さないが、こうして得たウェーブレッ ト係数問の時間相関を測定した予備的

な計算からは、流体乱流に関する論文にある ような、スケール聞の少しづっずれた時間中1I関は得ら

れなかった。確かに長波長ではわずかながらそのような傾向が見られたが、我々 がベキ日Ijを測定し

ている ようなスケール 、つまり結合長より内側では 、ウェーブレット係数問の相関は同時刻で最も

強かった。つまり 、このウェーブレットの方法で見た我々の系におけるカスケードは、イIJJらかのコ

ヒー レントな構造が徐々に崩れながら小さなスケールに向かうよつなものではなく、ある瞬間に突

然系の最小スケールまで-度に伝わる ようなものであった。これはある意味では当然、の結果であ

る。我々の系において、 卜分小さなスケールでは各素子は単にほぼー様な内部場にそれぞれ独立に

駆動されているような状況にある 。場の不連続性は各素子が内部場に同期できなくなったときに各

素子で独立に生じ 、場のコヒーレントなゆらぎ小さくなりつつ系の最小スケールまで伝わってい っ

たわけではないからである 。
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図 164:振幅のスナップショットのウェーブレット分解
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以上述べたように、今のところ流体乱流のようなカスケードプロセスのI1J祝化はうまく qiってい

ないが、最近(すくなくともエネルギーという保存量は存伝しなしつ株価のデータに対し friJ燥な解

析をして情報カスケードを得た、という論文もあり、孜々の系においても他の適吋な泣を定義する

ことによりそのような可視化が可能かも知れなし 1。またウェーブレットそのものは、第]1 1;1で述

べたような場のマルチスケーリング性を精密に測定するなど、他にも有用な!jt¥HJがあるので、今後

さらに研究するのは面白いだろう 。

12.5 速い拡散場により結合した系

この論文の最初の方で非局所結合を導入するときに、素子問の相互作用を媒介する拡散的な場の

タイムスケールが素子のそれに比べて十分短いとして断熱消去を行った。 ゾ子、相]7T.作用を媒介す

る拡散的な場のタイムスケールがそれほど短くない場合にはどのようなことが起こるのか、という

興味が生じるのは当然、である 。

この方向への最初の研究として、最近の論文 [6]において、ブラッセレータの集団に拡散場を結

合した方程式が断熱消去せずに直接数値計算された

8X(x， t) 
A -(B + l)X + x2y + /{x8， 

8t 

。Y(x，t)
(B +λPけX-X2y + /¥yS， 

θt 

8S(x， t) 。28
(231 ) -S+D0n2アq +X， ε 

θ1 

ここで X，yは通常のブラッセレータの変数であり、 Sが減衰しつつ拡散する場、 εはブラッセレー

タとのタイムスケールの比を表わす。

その結果、εがある程度小さいときには非局所結合とよく似た時空カオスが見られ、そこでの場

の差分の各次モーメン トのスケーリング則などの特徴もほぼ同様であった。また、 εがある粍皮大

きくなったところで、スケーリング則が破れている可能性も示唆された。

この論文により、我々の系の特異的な時空カオス状態が、非局所結合という特異的な俺限による

ものではないこと、つまり場のスケーリング則の発生が相互作用の伝達速度が無限大であることに

よるものではないことが実証された。一方、より興味が持たれるのは素子と拡散場のタイムスケー

ルが同程度の場合である 。実際の細胞集団などにおいては、そのような状況もあり得るだろう。ス

ケー リング則の依れは示唆されたが、そのとき場はどのような時空カオス状態になっているのかを

調べ、それを特徴づけるのは今後の課題であろう 。

12.6 実験系の可能性

論文 [6]においては、振幅場のスケーリング則をともなう時空乱流的状態を実験的に観測する 11J

能性についても議論された。実際の系において、我々が研究してきたような非局所結合がそのまま

存在するとは考えにくい。それは実際の系のモデルというよりは、むしろその特徴をーつの可能な

クラスとして抽出したものである 。

方、娠幅場のスケーリング則はランダムな外力を与えた素子系においても見られ、こちらの)j

は実験的に実現できる可能性がある 。そのような(比較的)現実的なモデルとして、論文では次の
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ようなものが提案された

。u(J..~， t) _-1 f 1T Tr3 T T¥ ， n 82 U 一一一一 = ε-1(U-U3-V)+D一一 +J¥ si n [wt + .r +ψ(t)] ， 8t ~ ¥ ~ ， I ' ~ 8.r 2 

8V(x， t) 
二 αU+ b. (232) 

8t 

これは興奮性神経素子の FitzHugh-南雲モデルに位相 ψ(t)がランダムに変化する時空周期的な外

場を与えたもので、 ψ(t)は O1'nsもein-Uhlenbeckプロセスで運動させる

dゆ(l) dv(t) 
一一こり 一一二一判+f(t)， (233) dt -v ， dt 

ここで f(t)はノイズ項である 。

この系がすでに述べてきたような振幅場のスケーリング則を示すのは振幅場の差分のダイナミク

スを考えてみればほぼ明らかであり、実際の数値計算でも確認された。論文では、例えば Bclousov-

Zhabotinsky反応にランダムに揺らぐ 一様ではない光を与えて化学反応生成物の濃度をゆらがせる

ことにより、スケーリング則を示す時空カオスが発見されるのではないかと提案している 。
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13 まとめ

非局所結合系および長波長のランダム外場を与えた系の示す特異的な時空カオスおよび乱ìflEíl0~k

態は 、素子の詳細な性質によらず広く 一般的に見られる現象であり、振11I雨場の空IU]パターンのフラ

クタル性や空間中日関のベキ則、さらにはより 一般の振幅場の差分の各次モーメントのベキ則によ っ

て特徴づけられる。これらのベキ則の起源は 、素子のカオティックな挙動と内部場や長波長外場の

効果による素子問の状態差の特徴的なダイナミクスにある 。 このことを明らかにするために、 iJ~J い

加法ノイズを含む乗法確率過程モデルを導入して解析した結果、確率変数の任意次数モーメントの

加法ノイズ強度に対する漸近的なベキ則として 、これらのベキ則を統 a 的に説明することができ、

その指数を素子の局所リアプノフ指数のゆらぎの性質と関係づけることができた。政々の導入した

モデルは、実はノイジーなオンオフ間欠性などを記述するためのモデルと同砲のものであり、その

ようなモデルは、確率変数の時系列が著しい間欠性を示すことや、確率変数の定常分布関数がベキ

的なテイルを持つことなどを予言する 。このことを念頭においた数値計算により、我々の系でもノ

イジーなオンオフ間欠性や分布関数のベキ的なテイル、指数と局所リアプノフ指数の関係などが実

際に確かめられた。我々の系においては空間パターンも強い間欠性を示す。解析の結果、我々の系

は、発達した流体乱流やフラクタルな表面成長において多大な興味が持たれて米たのと同様な、マ

ルチスケーリング性を示すことがわかった。この性質を詳しく調べるために、ランダム長波長外場

を与えた写像系の時空乱流的状態について大規模かつ詳細な数値計算を行った結果、我々の系には

実際にある種のランダム乗法カスケード過程が存在し、それが場のマルチスケーリング性の原因と

なっていることや、さらにスケーリング指数の非白明な q-相転移が観測されることなどが明らか

になった。当初複雑すぎて手のつけようが無いようにすら思えた非局所結合素子系の特異的な時空

カオス状態であったが、ここまでの研究により 、一応中で何が起こっているのかを惣像できる松度

には我々の理解は進んだものと思われる 。非局所結合系にはまだいくつもの歪要で難しい問題や興

味をそそるような問題が残っており 、今後も研究を続けていく必要があるだろう 。その幾つかにつ

いては最後の章に述べた。
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