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今日、我が国の水需給の状況は、大都市への人口集中Ｒ：よって、水需要が増大

化し偏在化する傾向と、水源がその適地の不足から山間地域へと遠隔化する傾向

が顕著である。このため、総合的な水資源開発及び水資源の高度利用を実現する

必要性が高まっている。良質の水を必要な時に必要なだけ、安全にかつ経済的に：

供給するための水輸送システムは重要な役割を担い、今後ますます大規模複雑化

すると考えられる。従って、水輸送システムの解析及び運用に関する統一的な理

論の発展は、水資源高度利用を実現する意味において重要な工学的課題である。

本研究は、こうした実情を踏まえて、水輸送システムの運用の高度化という立

場から幾つかの課題を考究し、まとめたものである。

水輸送システムの計画及び設計において、配水管網の流量解析の問題はこれま

でに多くの先覚者により研究が積み重ねられてきた。ここでは、流量解析問題を

新しい視点でとらえ、回路理論及び連続写像の理論によって定式化する。これを

基に、流量解析問題に対する新しい手法を提案し、例題を用いてその有効性を明

らかにした。

水輸送システムでは、広域化した需要地域への水配分輸送をいかに最適化すれ

ばよいかという問題がある。数理計画法による解法に関する研究が、これまでに

多く行われてきた。ここでは、計画問題を地域及び時間に関して二重に分割する

新しい最適化アルゴリズムを提案し、例題を用いてその有効性を確かめた。

水輸送システムの広域化に伴い、幹線管路の管理が重要な問題となっている。

ここでは、圧縮性流体としての水の波動現象に着目し、管路の状態を記述する新

しい方法を提案する。これを基に実時間で管路の異常の検知を行う新しい手法を

示し、シミュレーシミｌンによってその有効性を明らかにした。
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第１章序 論

１。１本研究の背景

都市地域への人口集中と経済活動の伸展によって，水の需要は着実な増加の傾

向にある。しかし，新規の利水用ダムの建設難，供給地域の広域化，浄水費用の

上昇，配水池の供給余裕容量の不足，配水網の計測制御機器の不備等の要因から

水を安定して経済的に供給できる体制は必ずしも整備確立されていない。

これらの課題を解決するために，水輸送システムの整備とその効率的運用が図

られてきた。水輸送システムは取水から送水，浄水，配水に至るまで，ポンプ，

バルブ，管路網，配水池，浄水プラント等多くの機器や設備から構成され，また

計画，管理，制御等多様な側面をもっている。そして，水輸送システムを有効適

切に運用するためには，システムの設計，制御，監視に関わる基本的技術とその

方法論を確立する必要がある。

このような水輸送システムのもつ背景のもとに，配水管網の解析と制御の問題，

広域運用の最適化の問題，及び幹線送水管路の監視の問題の解決が基本的に重要

な課題となっている。

１。２本論文の内容概説

上記の動機づけのもとに，水輸送システムの運用に関する幾つかの考察を行っ

た。本論文はそのまとめであり，序論としての本章を含め６つの章から構成され

ている。まず，第２章において後の議論の準備として水輸送システムを取り扱う

モデルについて考察する。第３章では配水管網の基礎的な解析法について考察す

る。第４章では，広域的な水輸送配分問題について考察し，最後に第５章では管

路の状態を監視する方法について考察する。

以下に各章の概要を述べる。

第２章では，まず水輸送システムの問題分析を行い，次に考察する対象として

の水輸送システムのモデルについて述べる。基本モデルは，動的モデルと静的モ

デルに大別される。前者には水撃現象を表現する圧縮性流体モデルとサージ現象

．，・ １－



を表現する剛体モデルがあり，それらは各々，電気回路における送電線及びＲＬ

Ｃ回路に対応することを示す。一方，静的モデルは，定常的な流れを対象とし，

配水管網が非線形抵抗回路網に対応することを述べる。更に：，水の輸送において，

流量収支のみを考察の対象とする地域輸送モデルについて述べる。特に，後の各

章の議論で用いられるモデルを重点的に考察した。

第８章では，配水管網の流量解析の方法として，変数とパラメータに対する連

続写像の適用を提案する。変数とパラメータから成る空間において，連続写像に

よって得られる解軌跡を追跡することで解の挙動を知ることができる。ここでは，

非線形抵抗回路網の解を求める場合と，回路網の抵抗係数が変化したときの解を

追跡する場合について考察する。

配水網の抵抗特性，すなわち損失水頭の特性は一般に流量ｑに関してＫｑｕの

形式で表されることに着目すると，パラメータｓＥ〔１，ｕ〕を変化させることに

より，ｓ＝１における配水管網の線形方程式ｆｌ，及びｓ＝ｕにおける解くべき

配水管網の方程式ｆｕの２つの関数の間の連続写像が得られる。その結果，容易

に得られるｆｉ＝Ｏの解を初期値として，連続写像から導かれた微分方程式ｄｑ（ｓ）

／ｄｓを解くことによって，解軌跡｛ｑ（ｓ），ｓｅ〔１，ｕ〕｝が得られ，解軌跡の端

点ｑ（ｕ）がｆｕ＝Ｏの解となる。また，抵抗係数Ｋが変化する場合の解析では，新

しいパラメータを導入して連続写像を構成し，解軌跡の追跡によって抵抗係数の

変化に対する解の変化を連続的に知ることができることを示す。配水管網の例題

を用いて，連続写像による解析の方法及びその効果について述べる。

第４章では，広域水輸送の配分スケジューリング問題について考察している。

複数の配水地域からなる広域水輸送系統では，配水地域毎の配水制約条件を満足

するとともに，地域相互間の協調を実現する必要がある。スケジューリング問題

は浄水，輸送，ポンプ等の経済費用を日間にわたって最小化することを目的とす

る数理計画問題として表される。第４章では，この数理計画問題に対して部分問

題への分割を二重に施す方法を適用し，従来の数理計画法に比べて効率的に解が

求められることを示す。すなわち，時間的に結合している関係を切断して各時間

断面での部分最適化問題を解き，次に地域間の結合関係を切断して各地域毎の部

２



分最適化問題を解き，この二重の分割を交互に行うことによって，全体の最適解

を得る方法である。水輸送の配分スケジューリング問題に対するこの方法の利点

は，各々の分割された問題が実行可能解をもつこと，分割された問題は小規模で

あり，２レベル法によって簡単に求められることにある。例題に：よってこれらの

利点を他の従来法と比較して検討する。

第５章では，幹線送水管路の監視方式について考察している。管路を流れる水

を圧縮性流体としてモデル化し，その圧力及び流速の波動伝搬現象に着目する。

波動には前進波と後進波が存在するが，ある距離をおいた２点間での圧力と流速

の間には，波動の伝搬の特性曲線上で不変的に一定値をとるシュナイダー－ベル

ジミｌロン（Ｓｃｈｎｅｉｄｅｒ―Ｂｅｒｇｅｒｏｎ）の関係式が成立することが知られている。

管路に異常が発生したとき，この関係式が正常時と異なった値を示すことを利用

して事故発生を検知し，その事故の種類，位置，規模を推定できることを示す。

すなわち，シュナイダー－ベルシェロンの関係式を管路の状態判別式として定義

し，その値の変化を識別することによって，正常，破裂事故及び閉塞事故の各々

の状態の判別が可能である。破裂事故の場合，水撃現象のみの場合，水撃現象に

よる破裂事故の場合，中間地点の閉塞の場合，及び既存破裂事故のある管路の場

合の５例の数値実験によって，この検知方式の有効性を検討する。その結果，い

ずれの場合も２地点の情報から，その間の管路の状態の判別が的確に行えること

を明らかにする。

第６章は，本論文の結論であり，第２章から第５章までに得られた結果をまと

めるとといこ，今後に残された問題について述べる。

－ ３－



第２章水輸送システムのモデル

本章では，まず水輸送に関わる問題を整理し，必要となるシステム技術の枠組

をとらえ，次に後章の議論で用いられるモデルについて述べる。

２。１水輸送システムの問題分析

水輸送システムが担う使命は，（ａ）安全な水質の水を，（ｂ）十分な水量と適切な水

圧で，（ｃ）連続して供給することである。一方，これらの使命を実現するための運

用制御システムは．（ｄ）経済性．（ｅ）信頼性．（ｆ）操作性をもつことが要求される。こ

れらの多様な使命，目的を達成するためには，上水道施設の計画及び運用が総合

的にみて調和が取れていることが必要である。

水輸送システムのもつ目的として，第２．１表の第１項から第２７項に示す項目

が考えられる。これらの目的を達成する運用システムとして，第２８項から第

３１項に示す水質管理システム，系統異常監視システム，輸送配分管理システム

及び配水管網制御システムの４システムが代表的である。この水輸送システムで

考えられる８１項目間の相互の関係を，構造化手法（２１・３３）（ＩＳＭ：Ｉｎｔｅｒｐｒｅ―

ｔｉｖｅＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＭｏｄｅｌ１ｉｎｇ）を用いて調べてみよう。ＩＳＭは，２項目

間の関係から推移則によって，全体の項目相互の関係を得ようとするものである。

ここでは項目間の関係として，「項目Ａを実現するためには，項目Ｂの実現が必

要である」という必要関係で分析することとする。例えば，①水供給サービスの

向上の実現には，②コストの低減，⑩安全な水質の供給，及び⑩十分な水量の供

給の実現が必要である。また，②コストの低減を実現するには，④有収率の向上，

⑤動力費用の低減及び⑥薬品費の低減の３つの目的を実現することが必要である。

目的としての項目①～図の全てについて，項目間の必要関係を分析することに

よって全体の構造がわかり，これを第２．１図に示す。目的の項目が階層構造とし

て表されている。

次に，目的を実現するための４つの運用システムが，目的項目とどのような関

係にあるかを調べると，同図中実線で示すような関係にあることがわかる。例え

－ ４－



第２．１表水輸送システムの目的とその運用システム

１

２

３

４

５

６

７

８

９

１０

１１

１２

１３

１４

１５

１６

１７

１８

１９

２０

２１

２２

２３

２４

２５

２６

２７

２８

２９

３０

３１

水供給サービスの向上

コストの低減

良質の原水の確保

有収率の向上

動力費用の節減

薬品費用の節減

設備の信頼性向上

漏水防止

制御機器の適正運用

ポンプ運転の最適化

経済的な薬品使用

安全な水質の供給

水源の水質の保全

輸送Ｎ／Ｗ中の水質の確保

浄水プラントの適正運用

河川水質の規制

取水制御

赤水や白濁の防止

残留塩素濃度制御

薬品の適正使用

十分な水量の供給

連続供給

適正圧力の確保

事故復旧能力

取水浄水配水の一貫性

配水Ｎ／Ｗの適正化

末端圧力の制御

水質管理システム

系統異常監視システム

輸送配分管理システム

配水網制御システム

－５－



第２．１図水輸送システムにおける目的項目

と運用システムの相互関係（番号

は第２．１表に対応）

ぱ，⑩輸送配分管理システムは，⑩ポンプ運転の最適化，⑩事故復旧能力及び，

⑩取水浄水配水の一貫性の３つの目的項目を実現するために必要である。

このように，水輸送システムは多数の目的を含み，その目的を実現するための

運用システムが必要であることが，構造分析によって明らかにされた。

さて，水輸送システムの運用を考える際には，第２．２表に示すように様々なシ

ステム技術が必要である。主なシステム技術として，システム分析，予測技術，

総合最適化，個別最適化，ネットワーク解析，流体解析，及び不定流解析等の

技術がある。システム分析では，システムの使命分析，目的分析等が，前述した

構造化手法等によって行われる。予測技術は，日間あるいは時間単位の水需要予

測を行うもので，相関分析やＧＭＤＨ（ＧｒｏｕｐＭｅｔｈｏｄｏｆＤａｔａＨａｎｄｌｉｎｇ）

等の統計的手法が用いられる。総合最適化は，取水から浄水処理プロセスの薬品

注入制御，及び送水制御に至る一貫制御や配水地域閣の協調制御等を行うもので

あり，システム全休の運用指針を与えるものである。一方，個別最適化はポンプ

－
６

ｌ

ｌ２１２ｔ
／

１３１４１５６４Ｓ２２Ｚ３

ソχ

）１ａｔ９２蟻３ｕ？魯９１・ａａ刀２６

２魯２９３１ｓ



第２．２表水輸送システムの運用に必要とされるシステム技術

技術内容

システム分析送配水事業の使命分析

運用目的の構造分析

予測技術長期需要構造

短期需要変動

総合最適化取水浄水送水の一貫制御

配水地域制御と協調制御

個別最適化配水池，ポンプ，パルプ制御

プラット制御

開水路制御

ネットワーク解析管網圧力流量分布計算

管径，制御点の最適設計

ポンプ，バルプによる圧力・流量制御

流体解析水撃現象の解析，サージ現象の解析

事故解析

不定流解析河川，開水路の水位・流速の動的解析

ホップ井の動的解析

制御，浄水プラント制御等，個々の機器や設備の制御を行うものである。配水管

網のネットワーク解析，管路流の流体解析，及び開水路の不定流解析等は，水輸

送システムの運用制御のための基礎的な知識を得るものとして重要である。

このようなシステム技術の展開は，水輸送システムにおける最近の顕著な傾向

であり，多分野にまたがる技術の集約が必翠であることが理解される。

水輸送システムにおける現象や課題を，時間軸で見ると第２．２図のように表さ

れる。ここに横軸は，便宜上，対象とする目的で表している。最も短い時間の現

象として水撃現象があり，それよりも長い時間尺度では，配水池網のサージ現象

がある。更に時間単位では，配水管網の圧力制御，流量制御，及び配水池制御が

考えられる。

７－



〔
時
間
尺
度

Ｗ

年

月

時間

分

秒

水資源計画

輸送網の計画

設備計画

水源管理

浄水管理，送配水管理

需要予測

流量圧力制御，配水池管理

漏水予防対策

水面振動

管路破裂，管路閉塞事故

水撃現象

物理的観点

〔システムの観点〕

第２．２図水輸送システムにおける課題

経済的観点

日月単位では，スケジューリングの問題があり，更に長期では，建設計画や配

水網の設計，送水容量の設計等が考えられる。また，時間尺度が短い程，水理的

な現象の解析が主眼であり，制御系の設計もこれらの現象を基礎としている。一

方，長期の時間尺度からは，経済的な運用管理，及び設計に問題の主眼点が移る。

このように，水輸送システムがもつ現象や問題は，多岐にわたっていることがわ

かる。

２。２モデルの分類

水輸送システムを考察するとき，その目的に応じたモデルを作成する必要があ

る。本節では，水輪送システムを考察する際に基本となる水の流れに関する幾つ

かのモデルについて概説し，それらの間の関係について述べる。モデルを対象と

－ ８－



する現象によ。つて分類すると，第２．３表に示すように動的モデルと静的モデルＳこ

大別される。動的モデルでは水の圧縮性を考慮に入れる場合とそうでない場合が

第２．３表水輸送システムにおいて考察の対象となるモデル

モデル

圧縮性流体モデル

〈水撃現象〉

非圧縮性流体モデル

〈水面振動〉

ネットワークモデル

〈流量圧力解析〉

〈管路網設計〉

輸送モデル

〈地域別水量配分〉

〈運用スケジューリング〉

あり，前者は水撃作用のような極めて短い時間での圧力の過渡現象の解析Ｒ：用い

られ，一方，後者は水力発電所のサージタンクの挙動解析，配水管網の中の配水

池の水位，流速の振動解析や，ポンプ脈動解析等に用いられる。一方，静的モデ

ルには，配水網の圧力と流量を解析するためのネットワークモデルがあり，電気

回路網における抵抗回路網に相当する。最後に，輸送モデルは配水網を巨視的に

取り扱い流量収支のみに着目したモデルである。

－ ９－

静的モデル

犬

動的モデル
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２。２．１圧縮性流体モデル

１本の管路中を流れる水は，一次元解析法によって得られる次の運動方程式と

連続方程式によって近似的に表される（２８）。

運動方程式：

Ｖ
一
ｇ

ｖ
ｔ

ａ
石

１
一
ｇ

連続方程式：

ここに

公十訂十ｈ７＝０

衣（Ａｐ）十右（Ａｐｖ）＝０

（２．１）

（２．２）

ｖ：断面平均流速〔ｍ／ｓ〕，ｈ：ピエソ水頭〔ｍ〕

ρ：水の密度〔知／�〕，ｇ：重力加速度〔９．８ｍ／ｓ２〕

肢：単位距離当り損失水頭〔ｍ〕，ｘ：距離〔ｍ〕，ｔ：時間〔ｓ〕

損失水頭ｈ７は流速Ｖの関数である。また，ピエソ水頭ｈ（以下，単に水頭と呼

ぶ）は次式で定義される。

ｈ＝Ｚ＋

ｐ

－
μｇ

（２．３）

ただし，ｚは基準面からの管路軸までの高さ〔ｍ〕，ｐは静水圧〔ｋｇ／ｎｔ〕で

ある。

なお，ｈ十Ｖ２／２ｇを全エネルギー水頭，Ｖ２／２ｇを速度水頭，ｚを位置水頭，

ｐ／ｐｇを圧力水頭と呼ぶ。

（２．２）式は，管路の弾性変形を考慮して次の（２．４）式に書き直される（式

の変形については付録Ｂを参照）。

∂ｈ

ｄｔ

∂ｈ

一一∂ｘ

∂ｚ

ｎ瓦‾ ＋

Ｃ２

－

ｇ

∂ｖ

－
∂ｘ

一

一

０

－１０－

（２．４）

－



ここに，ｃは圧力波の伝搬速度〔ｍ／ｓ〕で。管厚ｅ，流体圧縮率１／Ｅ，管の

内径Ｄ，管の弾性係数Ｅｓから近似的に次式で決る定数である。

ｃ＝｛＞（
１

－Ｅ

Ｄ－！
＋７町）｝２

さて．（２．１）式とＣ２．４）式をまとめて表すと，

∂

－∂ｔ

〕
＝－

∂

－∂ｘ

Ｖ

ｈ

＋

－ｈ’＾

∂ｚ

巧７

Ｃ２．５）

を得る。（２．５）式は波動方程式であり，右辺第１項の係数行列の固有値ｒは波

動の特性速度と呼ばれて，その値を求めるとｒ＝土ｃ十ｖである。すなわち，波

動の伝搬は流速ＶだけシフトされるドップラＣＤｏｐｐｌｅｒ）効果を表している。

上水道では，流速Ｖの値は経済速度として１～３ｍ／ｓである。一方，ｃの値

は材質等によって異なるが，約６００～１１００ｍ／ｓの値をもつ。従って，ｃ〉》

Ｖであるので，管路中の水撃波のような波動伝搬の特性速度ｒは，ｒ＝士ｃと考

えてよい。なお，特性速度ｒ＝ｄｘ／ｄｔであるから，ｄｘ／ｄｔ＝士ｃとなり，特

性曲線はｘ－ｔ平面で２本の直線となる。

次に：．（２．１）式の第１項および第２項は，ｃ≫Ｖを考慮すれば，

１∂Ｖ∂ｖｌ∂Ｖ∂ｖｄｔ
百（すごドワフ）゛７（‾ｒ４“巧Ｔ盲’）

一
一

１

－
ｇ

∂ｖ
－
∂ｔ
（１十こ）ヨ上∂ｖ
ｃ‘９麗

と近似される。

同様にして．（２．２）式は，付録Ｂに示す通り，

（１十 と）

Ｃ

１∂ｐ

一一ｐｃ２∂ｔ

－ロー

（２．６）

（２．７）

レ〕
｜ ｜ ｊ ｜ ｊ



とも表されるが．（２．７）式の第１項はｃ≫Ｖを考慮して，

（１十 と）

Ｃ

上

ｐｃ２

∂ｐ

石‾
－ｉ

一

一

１

ｐｃ

Ｊ＿

ｃ２

２

∂ｐ

石

∂ｈ

－∂ｔ

一

一

１

ＰＣ２

∂ｈ

ｐｇ玉‾

（２．８）

と近似される。

以上から．Ｃ２．１）式及びＣ２．２）式はｃ〉》ｖを考慮すると，次の（２．９）式

及びＣ．２．１０）式として近似される。

∂ｈ

一一∂Ｘ

－

∂Ｖ

－
∂ｘ

一

一

一

一

１

－ｇ

∂Ｖ

－∂ｔ

ｇ

Ｃ２

十ｈバＶ）

∂ｈ
－
∂ｔ

（２．９）

Ｃ２．１０）

Ｃ２．９）式と（２．１０）式の波動方程式から，圧縮性流体の流れを電気回路に

対応させると，第２．３図に示すように送電線と相似であることがわかる。水頭ｈ

を電圧記，流速Ｖを電流に対応させれば．（２．９）式右辺第１項から，インダク

タンスが１／ｇ．抵抗による電位降下が肢（Ｖ），（２．１０）式右辺から，キャパ

→、

ｐｕｍｐｖｏｔｖｅ ｐｉｐ＊ｌｉｎｅ ｎｌｖｅ

－Ｔ゛一丁‾ｒ‾Ｔ－で’
工丿工工工

（ａ）管路 （ｂ）管路の送電線表現

第２．３図管路と送電線の相似

－１２－

－

χｄχ

．．．＜＜４ｄｚｈｉｄｚ－．

ｖ－ｇ。，ｈ７許ｄ・
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シタンスがｇ／ｃ２の送電線Ｒ：相当する。このように管路における水撃現象は，送

電線におけるサージの伝搬現象と同様の取り扱いができる。この圧縮性流体の性

質を用いて，送水管路の破裂事故や閉塞事故を検知する方法については，第５章

で詳しく論じる。

２。２．２非圧縮性流体モデル

非圧縮性流体モデルでは，水の圧縮性を考慮しない。すなわち，１本の管路に

おいて流速は距離について一定とし，運動方程式のみを考える。（２．１）式は，

ｈ７＝∂ｈｊ／∂ｘとすれば，

１

－
ｇ

∂Ｖ

－
∂ｔ 借 十ｈ十ｈｊ）＝０ （２．１１）

と表される。ここで，管路断面積Ａが一定で長さｊの管路を考え，流量をｑ＝ｖＡ

として（２．１１）式を長さ方向に積分すると次式を得る。

ぞｄｑ

一一ｇＡｄｔ
＋Ｈｊ－ＨＯ＋ｈと

一

一
０ （２．１２）

ここに・Ｈは全エネルギー水頭でＨｊ＝（麗十ｈ）χエかＨｏ＝（石Ｆ十ｈ）χ。ｏ

である．ｈぞは距離との間に生じる損失水頭である。

次に，管路の端点にある池やタンクにおいては，流量の連続方程式が成立する。

例えば，第２．４図のような場合では，池の断面積を各々，ＡＩ及びＡ２，また池へ

Ａ２

第２．４図タンクと管路のモデル

－１３－

Ａｉ

一一－
－一一一一－

ｈ２

ｈ¶

Ａ．ｈ。，１

－ｑ－ｑ２－



の流入量及び流出量を各々，ｑｌ及びｑ２とし，２池間の流量をｑとすれば次式が

成立する。

ＡＩてｉｌ！＝－ｑ＋ｑｉ

Ａ２一言１ｌ＝ｑ－ｑ２

上

（２．１３）

ここに，ｈｌとｈ２は基準面からの池の水位であり，静水と仮定すればエネルギ

ー水頭に等しい。

このようなモデルでは，水の圧縮性は無視されるので，剛体モデルと呼ばれ，

水力発電所における弁閉鎖に伴うサージの振動解析（４９）や，配水池が管路によっ

て結ばれた水位振動の解析（５０，６５）に用いられている。

ここで，複数の配水池が管路で結ばれている配水池網のモデルについて考えよ

う。いま，第２．５図のような例をとりあげる。まず，流量の連続方程式は次式と

なる。

ｑ３
一

一 ｑｌ＋ｑ２

ＡＩＴヅＦ！‘ニーｑｌ十Ｑｉ一Ｄｉ

お畳。 ｑ３－Ｄ３

（２．１４）

ここに，Ｑ１とＱ２は各池への流入量ｔＤ１，Ｄ２．Ｄ３は各池からの流出量である。

－１４－



コ
＿－。－ｈ。。

Ｄ１９’゛■－一一

耳

２

ｈ３‥－。↓ｑ３Ｄ３

Ｄ＞

（ａ）配水池網 （ｂ）配水池網の電気回路網表現

第２．５図配水池網のとＲＬＣ回路網の相似

次に，配水池を結ぶ３本の管路について運動方程式を導けば，次式となる。

丘位

ｇａ．ｄｔ

五加

ｇａｐｄｔ

五加

ｇａ３ｄｔ

゛ｈ２－ＨＯ－ｈと２（ｑ２）

゛Ｈｏ－ｈ３－ｈｊ３（ｑ３）

（２．１５）

ここに・とｉ及びａ；（ｉ＝ｌ，２．３）は管路の長さ及び断面積，ｈとｉ（ｉ＝ｌ．２．

３）は管路の損失水頭で流量ｑｉの関数，ＨＯは３本の管路の接続点のエネルギー

水頭である。

このような配水池網を電気回路網と対比させることができる。流量ｑ及び水頭

Ｈ（配水池ではｈ）は，各々電気回路の電流及び電位に対応する。（２．１４）式

より，配水池はキャパシタンスＡｉをもつキャパシタとして，また．（２．１５）

式より，管路はとｉ／ｇａｉのインダクタンスと電位降下ｈｊｉ（ｑｉ）の抵抗をもつ

ことがわかる。従って，第２．５図に示すように，配水池網はＬＲＣをもつ電気回

路網としてモデル化でき，電気回路網と同様にして配水池及び管路流量に表れる

水位や流量の解析をすることができる。
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２。２．３ネットワークモデル

配水管網の定常的な状態の解析を行う場合には，静的なモデルで行い，管路網

解析として知られている。第２．６図に示すように，管路網は電気回路網と相似性

をもっている。すなわち，一定の水位をもつ配水池である水頭源は電圧源として，

一定流出量をもつ需要端である流量源は電流源としてみなされ，水頭損失をもつ

管路やバルブは抵抗として，またポンプは流量と水頭に一定の関係をもつ従属電

源としてみなされる。そこで，流量を電流，水頭を電圧に対応させれば，管路網

は電気回路網におけると同様に，グラフ理論を用いることによって解析できるこ

とがわかる。管路網グラフは，実際の管路網に対して１個の仮想の基準節点を与

え，配水池，需要端，管路，ポンプ，バルブ等をグラフの枝として表し，それら

の枝を節点によって接続する。管路網グラフでは，配水池及び需要端と仮想基準

節点とは流出入枝で結ばれている。

昌？

Ｖａｌｖｅ

ｄｅｍａｎｄ
ｐｕｍｐ

ｆｌｏｗ

（ａ）配水管網 （ｂ）配水管網の電気回路網表現

第２．６図静的な配水管網と電気回路網の相似

管路網グラフでは，電気回路網と同様に次の抵抗則及びキルヒホッフの２則が

成立する。

（ｉ）抵抗則：

ｈｉ－ｈｊ°ｈバｑｉｊ）（２．１６）

ここに・ｈｉ及びｈｊは節点ｉ及びｊの水頭’ｑりはｉ‾ｊ間の流量’ｈがま流量

ｑｉｊの関数として表される損失水頭である。
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（ｉＤ流量保存則：各節点Ｒ：おける流量の代数和は零である。

仙）水頭閉合則：閉路の水頭和は零である。

上記の抵抗則及びキルヒホッフの２則を用いて，管路網グラフで成立する代数

方程式が導かれる。その際，独立変数の取り方によって，三種の定式化の方法が

ある。第一は，管路網グラフの補木枝の流量を独立変数とする補木流量法，第二

は管路網グラフの節点水頭を独立変数とする節点水頭法，第三は閉路流量を独立

変数とする閉路法（メッシュ法）である。また，導かれた代数方程式を解く求解

法としては，ＮＲ（ニュートンーラフソン）法とハーディークロス（Ｈａｒｄｙ－

Ｃｒｏｓｓ）（６６’６７）法がよく用いられている。前者のＮＲ法は通常の数値解析で用い

られてよく知られた方法である。一方，ハーディークロス法は手計算のために考

えられたもので，ＮＲ法におけるヤコビ行列の対角成分のみを考慮したものであ

る。

この静的なネットワークモデルによって配水管網の流量及び水頭の解析が行わ

れるが，第３章では，補木流量法によって定式化を行った上で，ネットワークの

解の性質を調べるために連続写像の適用性について論じる。

２。２．４地域水輸送モデル

日常の配水運用では，需要水量を満しつつ運用コストを最小限に保持する目的

に対して，適切な制御策を決定する。都市地域では，配水池を各地に分散配置し

て，各配水池が部分的な地域の需要を受けもつようにすることが多い。配水池を

中心としたーつの地域を形成することによって，その地域内の圧力や流量の制御

を独立して行えると同時に，事故時には，他地域への波及防止を容易に行えるた

めである。各地域では，水源及び浄水場をもって自地域の水需要をまかなうが，

取水施設がなく，他の地域からの融通水に依存する場合もある。

第２．７図にーつの地域の構成例を示す。地域内の配水網はその細部を無視して，

一括した水需要量ｄｉで配水網に流れる量を代表する。地域内に浄水場をもつ場

合には，供給量ｕｉが考慮される。貯水量ｖｉをもつ配水池は需要量の変動を吸

収するバッフア・－であり，かつ浄水場の滑らかな運転を可能にする機能をもって

－１７



第２．７図配水池、取水源及び配水網で構成される配水地域

いる。地域の間では，相互に水を融通する連結系統をもち。ｙｉを融通水量とし

て表す。全体を幾つかの地域に分割することによって，各々の地域は圧力や流量

に関して独自の制御をすることが可能である。一方，全体の運用としては，地域

内部の細部には触れずに，地域の水収支のみに注目することによって巨視的な運

用の最適化方策を決定することができる。

地域の運用では，需要水量を満すこと，貯留量を適切な範囲内に保持すること，

浄水場運転費用を最小にすること，及び地域間の水輸送費用を最小にすること等

が必要である。第４章で，複数の地域が結合した地域の貯水量，取水量，地域間

融通量などを決定変数とする運用最適化問題について論じる。
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第８章連続写像法による配水管網の解析

３．１序言

上水道は原水を浄化する浄水施設と，需要家に安定して水を供給する配水施設

から成っている。配水施設には，需要と供給の水量バランスを取るための配水池

や，適正な水圧に制御するためのポンプ及びバルブがあり，さらに各戸に供給す

る配水管系統がある。最近では，水資源の有効利用，水圧の適正化，省エネルギ

ーを目指して，よりきめ細かな上水道系統の管理制御を実現することが重要にな

っている。そのために，特にその基本となる配水管網の解析に多くの研究が行わ

れてきた。

第２章で述べたように，配水管網は電気回路網と相似であり，電気回路網と同

様の定式化と解析を行うことが可能である。特に時間を考慮しない静的な解析で

は，非線形抵抗回路網として取り扱うことができる。配水管網めネットワークは，

２．２．３節で述べたように管路網グラフとして表され，その定式化の方法として，

柚木流量法，節点水頭法及び閉路法の三種がある。いずれの定式化によっても，

非線形代数方程式が導かれるが，その解法としてはＮＲ法及びその簡略法である

ハーディークロス法が代表的である。文献（６７）によれば，マーロウ（Ｍａｒ１ｏｗ）

法とマーティンーピータース（Ｍａｒｔｉｎ―Ｐｅｔｅｒｓ）法は，節点水頭法によるモ

デルをＮＲ法で解く方法でありｉ閉管路方程式法及び小沢氏の方法（５５，５６）は柏

木流量法をＮＲ法で解く方法である。

また，キルヒホッフの第１則および第２則の成立するネットワークでは，最小

エネルギー消費の状態で流れが存在することを利用した方法（４１，４２，４３）がある。

以上の研究の他に，ポンプやバルブの制御を目的とした配水管網の解析（４，５，４４，

４５，４６タ配水管網の内部状態変数推定方法の研究（６９？グラフ理論による研究（７ｏ！等

がある。

従来の研究で用いられてきた求解法は，ＮＲ法及びその簡略的なハーディーク

ロス法であり，ＮＲ法を直接用いるか，あるいはそれに変形を施したものであっ

た。すなわち，配水管網に独特な抵抗（損失）特性の非線形性に直接着目したも
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のはなかった。上水道の管路の抵抗特性は一般に流量のｕ乗（Ｋｑｕ）で表される

が，このようなｕ乗形式で表される抵抗特性に対して着目した求解法は提案さ

れていない。また，従来は管路の抵抗係数Ｋを固定した場合の求解法に止まって

おり，抵抗係数Ｋが変化したときの解の変化を連続的に知る方法は研究されてい

なかった。

本章はあるパラメータを導入して，そのパラメータを連続的に変化させて配水

管網の解析を行う方法について論じるものである（１４’ｌｔ〉まず，３．２節ではその方

法の基礎となる連続写像法について概要を説明する。これは，まずパラメータを

含む非線形代数方程式について陰関数定理を適用し，求めるべき解が満さなけれ

ばならないパラメータに関する微分方程式を導く。次に，この微分方程式を解く

ことによって，パラメータに関する解の軌跡を求め，最初に与えたパラメータ値

（パラメータの初期値）に対する解から，所要のパラメータ値に対する解を求め

る手法である。

この連続写像法は，不動点アルゴリズム（２リ２），最適制御問題及び制御系極配

置問題への応用（５７？非線形計画法への応用（２２，２３）力学系の応力解析（４８）などの

分野において研究されているが，本章で述べるようなネットワークの解析問題に

対して適用した例は，今までのところ見あたらない。

３．３節では，対象とする配水網の定式化について述べ，二つのモデルを取り上

げる。一つは定流出源モデルで，需要端からの流出流量が既知の一定値をもつと

仮定して，管網内の流量を求めるものである。他方は，需要端に負荷抵抗の特性

を与え，流出流量が末端圧に依存する場合である。

３．４節では，この二つの配水管網モデルを用いて，パラメータ値の変化による

流量解析法と，管路の抵抗係数変動の場合の解析の方法について論じる。いずれ

も幾つかの計算例を示して定量的な議論を行う。

－２０－



３。２連続写像法（２４）

３．２．１パラメータと解の関係

連続写像法は位相幾何学の分野で研究されたものである。この方法の目的は，

非線形方程式の解を求めることにあり，パラメータを変数として扱い，方程式を

パラメータに関して連続的に変化させながら解を追跡するものである。

最初に，例でこの解法を示す。解くべき対象の非線形方程式系を

Ｆ（ｘ）＝０ （３．１）

とする。ここにｘＥＲｎであり，ＦはＲｉｌ全体で定義され，Ｒｎで連続微分可能と

する。つぎに，Ｒりこおいて既知な解ｘ°をもつ，あるいは容易に解ける補助方

程式系

Ｆｏ（ｘ）＝０ （３．２）

を定義する。連続写像法は（３．２）式を連続的に（３．１）式まで変形し，Ｘ°を

出発点とする変形の過程で生成される解の軌跡を追跡するものである。その方法

としてパラメータＳＥ〔Ｓｉ，Ｓ２〕を導入し，

Ｈ（ｘ，

ＨＴ（ｘ，

ｓｌ）

ｓ２）

＝Ｆｏ（ｘ）

＝Ｆ（ｘ）

を満す関数の族Ｈ：Ｒ・×〔Ｓｉ，Ｓｏ〕→Ｒ１１を定義する。このような写像Ｈは

ＦｏとＦの間のホモトピーと呼ばれる。また．Ｈ（ｘ．ｓ）をホモトピー関数，ｓを

ホモトピー－パラメータ，ＨＣｘ，ｓ）＝０をホモトピー方程式と呼ぶこともある。

ホモトピーの構成の方法としては，ｓＥ〔０，１〕として，

Ｈ（ｘ，ｓ）＝（１－ｓ）Ｆｏ（ｘ）十ｓＦ（ｘ）

－２１－
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のように定義することが多い。パラメータｓは，不動点アルゴリズムのようＲ：値

域を〔０，１〕に限定する必要はなく，任意の値域で定義してかまわない。

さて．Ｈ（ｘ．ｓ）を定義したとき，方程式

Ｈ（ｘ．ｓ）゜０，ｓＥ〔Ｓｉ．Ｓ２〕 （３．４）

の解ｘ（ｓ）について考えよう。解ｘ（ｓ）がｓＥ〔Ｓｉ．Ｓ２〕の変化に対して連続的に依

存する，すなわち．（３．４）式を満すような連続写像ｘ：〔Ｓｉ．Ｓ２〕→Ｒｎが存

在すると仮定する。このとき，始点をｘ（ｓｌ）（Ｈ（ｘ，ｓｌ）＝Ｆｏ（ｘ）＝Ｏの解）

とし，終点をｘ（ｓ２）（Ｈ（ｘ，ｓ２）＝Ｆ（ｘ）＝ｏの解）とする曲線が，空間Ｒｎに

存在する。関数Ｈ（ｘ，ｓ）がノルム強圧の条件を満足する，すなわち，

ｓ
ｌ
Ｉ

ｍ‖Ｈ（ｘ．・）｜｜＝ｏｏ

ｌｊχ｜｜→（ｘ）

が成立しているならば，このような連続な曲線がＲｎに存在する。以下では，ノ

ルム強圧性を仮定する。

更に，Ｈが次の正則条件を満すと仮定する。すなわち，Ｈが連続微分可能であ

るとき，次の２条件が成立するとする。

（ｉ）Ｈ（ｘ．ｓ）＝Ｏを満す全ての（ｘ，ｓ）ＥＲＩＩＸ〔Ｓ１，Ｓ２〕に対して，Ｈの

ｎｘ（ｎ＋１）ヤコビ行列Ｈχ，ｓ全∂Ｈ／∂（ｘ．ｓ）の階数はｎである。

（ｊｉ）Ｆ（ｘ）＝Ｏ及びＦｏ（χ）エＯを満す全てのχＥＲｎに対して，それらの

ｎｘｎヤコビ行列∂Ｆｏ／∂χ及び∂Ｆ／∂ｘの階数はｎである。

このとき，次の定理が成立する。

［定理１］（２４）ホモトピー関数Ｈが連続微分可能で正則条件を満し，更にノルム

強圧的であると仮定する。このとき，ｘ：〔Ｓｉ，Ｓ２〕→Ｒｎなる連続写像が存

在し，ＸはＳに関して連続微分可能である。また．（ｘ，ｓ）空間の解軌跡は，

互いに交わらない有限個の連続な曲線の集合となる。
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従って．（３．４）式を満す解集合は，第３．１図（ａ）に示すような連続したパス，

あるいはループとなることが保証される。正則条件が満足されないと，第３．１図

（ｂ）に示すような尖点，分岐点や渦巻状の解軌跡となる場合もある。

（ａ）正則条件を満足する

解集合の例

Ｘ
Ｘ

（ｂ）正則条件を満足しない

解集合の例

第３．１図解集合Ｓ＝｛（ｘ，ｓ）ＩＨ（ｘ，ｓ）＝０｝

上の正則条件及びノルム強圧性の条件が成立するとき，解軌跡ｘ（ｓ）の上で次式

が成立する。

ｄＨ°Ｈｘｄｘ＋Ｈ‘ｓｄｓ
一

一 ０
（３．５）

あるいは，ホモトピー関数Ｈのｘに関するヤコビ行列Ｈχ全∂Ｈ／∂ｘが存在す

るとき，

ｄｘ

－
ｄｓ
゜－Ｈχ■■Ｓ’ｘ（ｓｌ）＝ｘ° （３．６）

なるダビデンコ（Ｄａｖｉｄｅｎｋｏ）の微分方程式が成立する。また，Ｈχが正則で

あるとすると，第３．１図（ａ）のループは存在せず，解集合はパスのみとなる。
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３。２．２解軌跡の構成

３．２．１節に述べた連続写像の正則条件が成立するならば，陰関数定理（３６，５１）よ

り関数ｘ＝φ（ｓ）が存在し，Ｒｎにおいて解軌跡が存在する。あるいは．（Ｘ，Ｓ）

のＲＩＩＸ〔Ｓｉ．Ｓ２〕空間においては，（ｘ゜．ＳＩ）を始点とし（ｘ，Ｓ２）を終点とす

るパスが存在する。第３．１図（ａ）に示したパスＳｏについて考えよう。パスＳｏは

（ｘ°．Ｓｉ）を始点とする。また，ＳｏはＲｎｘ｛ｓ２｝の平面で（ｘ１，ｓ２）の点が

終点となるならば，ｘｌは方程式（３．１）式の解である。このことから．Ｓ＝Ｓ１

のときの解ｘｏ＝｛ｘｌＦｏ（ｘ）＝Ｏ｝を出発点として，パスＳｏを辿って行けば，

Ｓ＝Ｓ２のときの解ｘｉ＝（ｘ１Ｆ（ｘ）＝Ｏ｝に到達できることがわかる。

この解軌跡を数値的に得る方法としては，（３．４）式を直接解くか，あるいは

（３．６）式に示す微分方程式の初期値問題を解くかのいずれかである。前者の方

法では，パラメータを離散的にしか与えられず，解軌跡も離散値として得られる。

一方，後者の方法では解が連続的に得られる利点がある。

この初期値問題を解くには，既存の微分方程式を解く方法を用いることができ

る。最も簡単な方法としてオイラー法を適用すれば，ｓの区間〔Ｓｉ，Ｓ２〕をＮ分

割（Ｎ＞１）し，その各ステップにおいて次式を得る。

ｘｒ＋１°ｘ
ｒ一△ｓ゛ＨＸ（ｘｒ・ｓｒ）‾ＩＨｓ（ｘｒｇｓｒ）

ｒ＝０．１．２

ＳＯ＝Ｓ１

，●‘゜．Ｎ－１

ＳＮニＳ２，ｘＯ：既知

（３．７）

ここに△Ｓは積分の増分である。

この計算の過程で，行列Ｈχが特異に近くなれば，その逆行列の処理が問題と

なる。その対策としては，パラメータの変換などの方法が考えられている（５几

（３．７）式だけでは十分な精度が得られない場合，すなわち真の解軌跡からず

れた場合には，ニュートンラフソン法によって修正する必要がある。不動点アル

ゴリズムにおいては，予測子一修正子のベクトルを求める計算を行い，その計算

効率を高める検討が行われている（３呪

－２４－



さて，パラメータＳの導入の仕方は，対象とする問題によって異なる。例えば，

考察の対象とする方程式の中にもともと含まれている場合には，そのパラメータ

の値をＳＥ〔Ｓｉ，Ｓ２〕のように設定してＩＳ＝Ｓ１に対する方程式を容易に解

ける形に与えておく。他方，方程式自身に含まれていない場合には．（３．３）式

のような形で導入すればよい。

３。３配水管網のモデル

上水道の配水管網は管路を枝，管路の接続点及び分岐点を節点とするグラフと

して取り扱うことができる。水の送出側にある配水池やポンプは水頭源として扱

い，電気回路における電圧源とみなせる。一方，需要家から流出していく需要流

出点は，１本の管路に沿って分布しているが，それらの分布流出量を集中化して，

１つの節点から流出すると仮定して点流出源として扱えば，電気回路における電

流源とみなせる。第２章で述べたように，配水網は第２．６図の電気回路に対応さ

せることができる。ここでは，静的な場合を対象とするので，配水ネットワーク

の流量と圧力の関係は，非線形連立代数方程式で表される。以下，配水管網のモ

デルを説明し，二つのモデルを提案する。モデル１は，需要流出点を定流出源と

して固定する場合である。また，モデル２は需要流出点に抵抗をもつ需要流出枝

を付加することによって，需要流出量がその節点水頭に依存している状態にある

場合を表す。各々のモデルは，解析の目的に応じて使い分けられる。

３。３．１定流出源モデル（モデル１）

配水管網においては，流量と水頭に関して，電気回路のキルヒホッフ則と同様

に次の二つの関係が成立している。

①流量保存則：配水管網の接続点における流量の代数和は零である。

②水頭閉合則：配水管網内の任意の閉路に沿った各節点間水頭差の和は零であ

る。

これらは，流量及び水頭を各々電気回路網における電流及び電圧に対応させれ

ば，キルヒホッフ則と類似の関係にあることがわかる。更に，次の関係が成立す

る。

－２５－



③抵抗則：管路流量とその管路に沿った抵抗特性としての損失水頭は次式

で表される。

ｈバｑ）
一

一 Ｋｌｑｌ１１‾ｌｑ （３．８）

ここＲ：，ｈぞは摩擦損失水頭〔ｍ〕，ｑは流量〔㎡／ｓ〕で，Ｋは管路の抵抗係数

である。この抵抗係数Ｋ及びｕの値の代表的なものは次の二つである。

（ｉ）ヘーゼンーウィリアムズ（Ｈａｚｅｎ―Ｗｉ１１ｉａｍｓ）式

ｕ＝１．８５｜

（３．９）

Ｋニ１０．６６６ＣＨ‾１°８５Ｄ‾４゛８７ぞ

ただし，ＣＨは流速係数（例えば鋳鉄管では１００～１４０）．Ｄは管の直径

〔ｍ〕，£は管路長〔ｍ〕である。

（ｉｉ）ダルシー－ワイスバッハ（Ｄａｒｃｙ―Ｗｅｉｓｂａｃｈ）式

土 ｕ＝２．０

Ｋニｆｄ毎Ｄ‾５ｊ

（３．１０）

ただし・ｆｄはダルシー一ワイスバッ・’｀の摩擦損失係数，ｇは重力加速度

である。

上記（ｉ）あるいは（ｉｉ）のいずれの特性も，第３．２図に示すように連続で真に単調増

加である。すなわち．（３．８）式においてｕ≧１で，かつＫ〉Ｏであるならば，

任意のｑ２〉ｑｌに対してつねに，

ｈバｑ２）〉ｈバｑｌ）

－２６



が成立している。本章で述べる連続写像

による解析法は，損失水頭式がこのよう

に真に単調増加であればよく（ｉ）または（ｉｉ）

いずれの形式，あるいはその補間形式で

表されていても適用可能である。流体力

学の立場からは，ｕ＝２の場合には完全

な乱流であるという意味をもつが，今日第３．２図管路の摩擦損失水頭の特性

の上水道の設計では，慣用的に（ｉ）のヘー

ゼンーウィリアムズ式を用いることが多

い。そこで，本論文でも（ｉ）を用いて説明

することとする。

さて，モデル１では配水池や揚程一定のポンプを定水頭源とし，需要端を定流

出源とする。実際の管路網に１個の仮想基準節点を加え，定水頭源を木枝，定流

出源を補木枝とし，管路の枝を本枝と補本枝に分けて管路網グラフを構成する。

このとき，流量保存則，水頭閉合則及び抵抗則は各々次式で表される。

ｑＧ＝－〔ＱＧＲ．ＱｇＪ〕

ｈＲ＝－〔Ｂｒｇ．Ｂｒｅ〕

ｈＧ
一

一 ＺｏｑＧ

ｈＲ＝ＺｒＯｒ

ｑＲ

ｑｊ

ｈＧ

ｈＥ

（３．１１）

（３．１２）

（３．１３）

（３．１４）

２７－

ｈ，

ｑ



ここに．ＱＧＲ．Ｑｇ］は管路網グラフの基本カットセット行列の特性部分，また，

Ｂｒｇ．Ｂｒｅは，基本ループ行列の特性部分である。上式で，ｈＧは本枝の管路の

（節点間）損失水頭，ｈｎは補木枝の管路の（節点間）損失水頭，ｈＥは定水頭

源の水頭，ｑＧは木枝の管路の流量，ｑｎは補木枝の管路の流量，ｑＪは定流出

源流量で，各々ベクトルである。添字Ｇ，Ｒ，Ｅ，Ｊは各々，グラフの木枝，補

木枝となる管路，水頭源，流出源を示す。

抵抗則に含まれているＺＧ及びＺｌｌは対角行列で，その要素は次式で与えられ

る。

；
Ｊ
Ｚ 一

一 ｋｊＵｊｌｕ－１ （ｊ＝１‥‥‥，μｏΓｐ）（３．１５）

前述の（３．９）式の抵抗則を用いた場合には，ｕ＝１．８５とすることＲ：相当す

る。ここで，ｕ＝１とすると，（３．１５）式は定数となることに注意する。

ここに，上式に含まれているベクトルの次元は次の通りである。仮想の基準節

点を除いた管路網グラフの節点数をｎ，管路の枝数をｂ，流出枝数をｍ，配水池

点数をｐとするならば，グラフの補木枝の数はμ＝ｂ－ｎ＋１．木枝の数はμ＝

ｎ－１である。従って，

ｑＢ＞ｈＲ：μＸ１ベクトル

ＱＧ．ｈＧ：ρ×１ベクトル

Ｅ
Ｊ

ｈ
ｑ

一
・

ｐＸ１ベクトル

：ｍＸ１ベクトル

Ｑｇｒ：ｐｘμ行列．Ｑｇｊ：ρ×“１行列．Ｂｒｇ：μｘｐ行列．Ｂｒｅ；μｘｐ行

列，ＺＧ：ρ×ρ行列．Ｚｒ：μ×μ行列

である。

さて，グラフの性質よりカットセット行列とループ行列は直交する。すなわち，

Ｂｒｇ＝－Ｑｇｒ”＾

－２８－

（８．１６）



である。ここに，Ｔは転置を表す。従って，補木枝流量ｑｌを独立変数とする次

の方程式を得る。

Ｆ（ｑＲ，ｕ）＝ＺＲｑＲ十ＱＧＲＴＺＧ（ＱＧＲｑＲ十Ｑｇｊｑｊ）十ＢｒｅｈＥ

＝Ｏ（３．１７）

ここに．Ｚｇ，ＺＩは流量の関数であり，またパラメータｕを含んでいる。

（３．１７）式がモデル１のシステム方程式である。

３。３．２抵抗負荷モデル（モデル２）

モデル１では，負荷点における流出は定流出源として扱い，配水管網内に流れ

る管路流量を求めることに目的があった。これは需要端の残存水頭が十分高く，

需要家が要求するだけの水量を取り出せる場合に相当する。一方，需要端の水頭

が許容地盤上残存水頭以下になると，需要家は要求する流量が取り出せず，残存

水頭に依存した量しか得られない。このような場合の解析にはモデル１では不適

当であり，需要端の流出枝を抵抗負荷と考える必要がある。この場合をモデル２

とする。

負荷の抵抗特性については種々の実験式があるが，ここでは負荷特性を次式で

与える（ら７！ｔこだし，地盤高は全節点で同一として省略している。

ｈｊ°ｋｊＩｑｊｒ’－Ｕｊ （３．１８）

実験式では，通常ｕ’＝２とすることが多く，ｋＪは需要端流出枝のもつ抵抗係

数である。ＺＪを次の成分をもつ対角行列

２ＪｉニｋｊｉＩｑｊｉ，ｕ’－ｌ（ｉ°１，‥・，ｍ）

とすれば

－２９－



ｈｉ＝Ｚｊｑｊ （３．１９）

と表される。このとき，負荷流出枝は全て補木枝として独立変数として扱い

（８．１１）～（３．１４）の４式に

ｈｊ＝－〔Ｂｉｇ．ＢｊＥ〕［に］

ｈｊニｚｊｑｊ

（３．２０）

の２式を加えた関係式が成立する。これから次のシステム方程式を得る。

ＧＣｑＲ．ｑｊ）

ケニア二二九心ト，

ここに，ＺＲ，ＺＧ．ＺＩは各々流量ｑＲ，ｑＧ．ｑｊの関数である。

（３．２１）

ａ４連続写像法の適用

３．４．１配水管網のシステム方程式の解の性質

電気回路網において，その抵抗特性が単調であるとき，次に述べる性質が知ら

れている。

抵抗特性をび＝ｆ卯とする。ただし，ηは電流（配水管網では流量），りま電

圧降下（配水管網では摩擦損失水頭）である。この特性ｆに対して，次の性質を

定義する。

－３１０－



〔定義〕真の単調増加：

抵抗の特性ｆは，連続であるとする。全てのη２〉η１に対して，つねに

ｆ（η２）〉ｆ（η１）が成立するとき，この抵抗特性は，真に単調増加であるという。

この真の単調な抵抗特性をもつ電気回路網において，次の定理が成立する。

〔定理２〕（７）

真に単調増加で，相互に結合していない抵抗で構成されているネットワークを

Ｎとする。このとき，任意に与えられた電圧源あるいは電流源に対して，ネット

ワークＮは唯一の状態が存在する。すなわち，ネットワークの回路方程式に解が

存在し，かつ唯一である。

さて，配水管網は３．３節Ｒ：述べたように，電気回路と相似な形Ｒ：表現できる。

そして，その抵抗特性は連続で真に単調増加であり，相互に結合していない。従

って，次のことが言える。

〔系１〕配水管網のネットワークでは，管路の抵抗特性（管路摩擦損失水頭の

特性）が連続かつ真に単調増加である。従って，定水頭源ｈＥあるいは定流量源

ｑＪを任意に与えたとき，ネットワークの方程式の解が存在し，かつ唯一である。

ここで，配水網の抵抗特性が真に単調増加であるのは，パラメータが変動して

も言えることに注意する。すなわち．（３．８）式のｈバｑ）＝Ｋｌｑｌ≫－ｌｑにお

いて，

Ｕ≧１，かつ
一（３．２２）

Ｋ〉ｏ

［

を満すパラメータｕ及びＫに対しても，真に単調増加の特性をもつ。従って，

（３．２２）式を満足するような，パラメータ値に対して，配水管網の解は唯一に存

在する。

－３１－



さて，モデル１のシステム方程式（３．１７）式，あるいはモデル２の（３．２１）

式に対する連続写像を考える。モデル１では，変数をＸ＝ｑｉいパラメータを

ｓ＝ｕとすれば，

Ｈ（Ｘ．ｓ）＝Ｆ（ｑＲ，ｕ） （３．２３）

と表現できる。また，モデル２では，変数Ｘ＝（ｑＲ．ｑｃ）とし，パラメータｓ

を新しく導入して，その抵抗係数Ｋ及びＫＪをｓの関数とすれば，

Ｈ（Ｘ．・ｓ）＝Ｇ（ｑＲ．ｑｊ；Ｋ（ｓ）．Ｋｊ（ｓ）） （３．２４）

と表現できる。

（３．２３）及び（３．２４）式で定義されるいずれの連続写像Ｈ（ｘ．ｓ）におい

ても，その右辺のＦ（ｑＲ，ｕ）＝０及びＧ（ｑＲ．ｑｊ；Ｋ（ｓ），ＫＪ（ｓ））＝Ｏは

ネットワークのシステム方程式であり，〔系１〕から明らかにその解は存在し，

かつ唯一である。従って，連続写像Ｈ（ｘ，ｓ）＝Ｏの解集合（ｘ．ｓ）は，次の性

質をもつことがわかる。

〔系２〕配水管網のモデル１及びモデル２のシステム方程式は，これをパラメ

ータＳの連続写像であるとみなしたとき，任意のＳＥ〔Ｓｉ，Ｓ２〕に対して，解

ｘ（ｓ）は唯一つ存在する。

すなわち，解集合（Ｘ，Ｓ）ではＳの任意の値に対して唯一つのＸ（Ｓ）が定まる。

３。４．２定流出源モデルの流量解析

本節では，需要端からの流出量が一定であると仮定したモデル１を対象として，

配水管網の流量解析に連続写像法が適用できることを示そう。

配水管網の抵抗特性は．（３．８）式によって表されるが，（３．８）式のパラメ

ータｕを連続写像のパラメータｓとした場合，（３．８）式は，

－３２－



ｈバｑ）＝Ｋｌｑｌｓ－ｌｑ ＳＥ〔Ｓ１，Ｓ２〕 （３．２５）

と表される。（３．２５）式は．Ｓ２＝１．８５とするとヘーゼンーウィリアムズ式

に相当する。パラメータＳＩの値は任意Ｒ：選んでよいが，ここではＳｉ＝１とす

る。その理由としては．Ｓ１＝１のときには．（３．２５）式の抵抗特性は線形と

なり，モデル１のシステム方程式は線形代数方程式となって，その解が容易に得

られることにある。

このパラメータｓＥ〔１．０，１．８５〕によって，連続写像Ｈ：Ｒμ×〔Ｓｉ，Ｓ２〕

→Ｒμを次のように定義する。

Ｈ（ｘ．ｓ）＝Ｆ（ｑＲ，ｓ），ｓＥ〔Ｓ１，Ｓ２〕 （３．２６）

ここに．Ｘ＝ｑＲＧＲμであり，右辺のＦ（ｑＲ，ｓ）は（３．１７）式でｕをｓで

置き換えたものである。

連続写像Ｈ（ｘ．ｓ）として定義されるシステム方程式（３．１７）式は，そのｓ

の両端において，

ｓ＝ｓｌ（＝１．０）
・
＠

Ｈ（ｘ．ｓ）＝Ｆ（ｑＲ，１．０）

ｓ＝Ｓ２（＝１．８５）：Ｈ（ｘ．ｓ）＝Ｆ（ｑＲ．１．８５）

と表される。すなわち，（３．２６）式及び（３．２７）式はＳをＳＩからＳ２まで

変化させるとき，任意のｓＥ〔Ｓ１，Ｓ２〕に対して，ｈバｑ）＝Ｋ｜ｑ｜ｓ－ｌｑ〔３．

２５式〕なる抵抗特性をもつネットワークとして定義される。

以上の定義から，パラメータｓＥ〔１．０．１．８５〕の導入によって，容易に解け

る線形抵抗をもつシステム方程式Ｆ（ｑＲ，１．０）＝０と，本来解くべき非線形

抵抗をもつシステム方程式Ｆ（ＯＲ．１．８５）＝０を表現できることが理解される。

次に，この連続写像が２．３節で述べた正則条件を満すことを調べよう。連続

写像（３．２６）式では，（３．１７）式より明らかにＦ（ｑＲ．ｓ）は連続微分可

－３３－

｜
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能である。また．（３．１７）式及び（３．２５）式より，ヤコピ行列は，

∂Ｈ

－
∂χ

∂Ｈ

－
∂ｓ

一
一

一

一

∂Ｆ

－
∂ｑＲ

∂Ｆ

－
∂Ｓ

＝ｓ（Ｚｒ十Ｑｇｒ”＾ＺｇＱｇｒ）

＝ＺＲｊ（ｑＲ）十Ｑｇｒ”＾ＺＧｊ（ＱＧＲｑＲ＋ＱＧＪｑＪ）

（３．２８）

（３．２９）

である。ここＲニ，∂Ｆ／∂ｑｌはμ×μ行列，∂Ｆ／∂ｓはμ×１行列である。ただ

し，（３．２９）式のｊ（・）は，任意のｎｘ１ベクトルｙに対して，そのｉ成分が次

式で定義されるｎｘｌベクトルである。

｛Ａ（ｙ））ｉ＝ｙｉｌｏｇＩｙｉｌ （３．３０）

（３．２８）式において，右辺第１項のＺＩは正の対角行列，第２項Ｑｇｒ”＾ＺｇＱｇｒ

は正定対称行列である。従って・μ×μヤＪビ行列∂Ｆ／∂ｑｎの階数はμである。

また．Ｓ＝Ｓ１における∂Ｆ（ｑＲ．ｓｉ）／∂ｑＲ，またＳ＝Ｓ２における

∂Ｆ（ｑＲ，Ｓ２）／∂ｑｎのμ×μヤコゼ行列の階数も，明らかにμである。従って

（３．２６）式で定義される連続写像は，連続微分可能であり，かつ３．２．１節に述

べた正則条件を満すことが確かめられた。よって，〔定理１〕が成立し，解軌跡

ｑＲ（ｓ）は有限個のパスからなることが予想される。

一方，連続写像として用いるＦ（ｑＲ．ｓ）＝０ぱ．（３．１７）式よりネットワ

ークのシステム方程式である。抵抗特性のｕ（＝ｓ）が（３．２５）式のように変

化しても，ｓ≧１を満すから（３．８）式から抵抗特性は常に真に単調増加である。

従って，３．４．１節に述べた〔系１〕及び〔系２〕が満され，任意のＳＥ〔Ｓｉ．Ｓ２〕，

ｓｌ≧１に対して解ｑｌｌ（ｓ）は唯一つ存在する。

以上の考察から．（３．２６）式で定義される連続写像Ｈ（ｘ．ｓ）＝Ｆ（ｑｐ．ｓ）

は，正則条件を満し，かつ解が唯一つ存在することが確かめられ，次の定理を得

る。

－３４



〔定理３〕

（３．２６）式で定義される連続写像Ｆ（ｑＲ，ｓ），ｓｅ〔Ｓ１，Ｓ２〕は連続写像の

正則条件を満し，かつＦ（ｑＲ，ｓ）＝０は，唯一解をもつ。更に，この連続写像

によって生成される解集合（ｏｒ．ｓ）ＧＲμ×〔Ｓｉ．Ｓ２〕は．（ｑＲ．ｓｉ）から

（ｑ１，ｓ２）まで連続した唯１本のパスとなる。

すなわち，第８．１図に示したように，１本のパスＳｏのみが（ｑＲ．ｓ）空間に

存在することが確かめられた。

次に，解軌跡ｑＲ（ｓ）を求める計算法について考えよう。Ｆ（ｑＲ．ｓ）＝０を満

足する解軌跡の上では，次のダビデンコの微分方程式が成立する。

言＝－（旦７ごｙ！ダ）‾１－！りら？上旦，ＳＥ〔ｓ１
ｆｓａ〕

ｑＲ（ｓｌ）＝ｑＲ１

－

（３．３１）

初期値ｑＲ（Ｓｉ）は，その抵抗特性がｓ＝Ｓｉ＝１．０で線形となることから，容

易に解けて．（３．１７）式から次式を得る。

ｑＲＩ＝－（Ｋｎ十ＱＧＲＴＫＧＱＧＲ）‾１（ＱＧＲＴＫＧＱＧＪｑＪ十ＢｒｅｈＥ）

（３．３２）

ここに．Ｋｇ．Ｋｒは抵抗特性の（３．１５）式の定数のみよりなる対角行列であ

る。

微分方程式（３．３１）式は．（３．２８）及び（３．２９）式より次式で表される。

言＝一一ご（Ｚｎ十ＱＧｊＺＧＱＧｎ）－１〔Ｚｇｊ（ｑｇ）

十ＱｃＲ’＾ＺＧ＾ＣＱＧＲｑＲ十ＱＧｊｑｊ）〕

－３５－

（３．３３）



解軌跡を求めるには．（３．３３）式を（３．３２）式のｑｌｌを初期値として積分

すればよい。解軌跡の終端値ｑＲ（１．８５）が，モデル１の求めるべき解である。

この積分を，オイラー公式によって行えば，次式のような繰返し計算となる。

ｓｋ十’－ｓ＾
ｑＵ‘＝ｑ；一十－（Ｚｒ十ＱＧＲ７ＺＧＱＧＲ）‾１

Ｓ

×〔ＺＲｊ（ｑぶ）十ＱＧｊ｀ＺＧｊ（ＱＧｌｑｌｌｃ十ＱｇｉＱｉ）〕

ｑＲ＾：既知，ｋ＝１，２．・・・，Ｎ－１

（３．３４）

ここに，ｓｌ＝１．０，ｓ“＝１．８５であり，ステップ数Ｎは適当に定める。

数値計算において，∂Ｆ／∂ｑｌの逆行列計算が必要となるが，Ｚｇ及びＺＧは

対角行列であることから，このヤコビ行列∂Ｆ／∂ｑｎは正定対称となり，コレス

キー（Ｃｈｏｌｅｓｋｉ）分解によって計算の効率化が可能である。

（計算例１）

第３．３図に示すような配水網の流量分布を求める問題を考えよう。このネット

ワークは，１個の配水池（水頭がｈｅｌ），８個の需要流出点（定流出量ｑｊｉ．・・

・・．ｑｊ８）．９個の節点，１２本の管路で構成されている。管路のうち，Ｒｉ．・

・・，Ｒ４を補木の枝１Ｇｉ，・‥，Ｇ８を木の枝とする。簡単のため，管路の抵抗係

数の値Ｋｉ（ｉ＝Ｒｉ．・・・，Ｒ４．Ｇ１．・・・，Ｇ８）を全て１．０とし，また需要流出量は

全てｑｊｉ＝０．１ｒｄ／ｓ（ｉ＝ｌ，・‥，８）とする。モデル１に対する連続写像から得

た解軌跡を（３．３４）式に従って求め，その結果を第３．１表に示す。

ＲＩ，‥・，Ｒ４：補木枝の管路

Ｇｉ，・・・，Ｇｓ：木枝の管路

ＪＩ，‥．，Ｊ８：流出源

ｈｅｉ：水頭源

第３．３図配水管網の例（計算例１）

－３６－

ＧｌＧ２

ＲｌＪＧ３Ｒ３

Ｇ４

・”≪．’Ｊ４Ｇ６Ｊ７Ｆ・４

Ｇ７Ｇ８

Ｊ２Ｊ５Ｊ８



第３．１表パラメータｓの変化による解の変化

（計算例１）

パラメータ流量解〔�／ｓ〕

ｓＱｒｉＱＲ２ｑＲ３ｑＲ４

１．０００．４０００．１６００．０６００．０５０

１．０５０．４０００．１６００．０６００．０５０

１．１００．４０００．１６００．０６００．０５０

１．１５０．４０００．１５９０．０５９０．０５０

１．２００．４０００．１５９０．０５９０．０５０

１．２５０．４０００．１５９０．０５９－、０．０５０

１．３００．４０００．１５９０．０５９０．０５０

１．３５０．４０００．１５９０．０５９０．０５０

１．４００．４０００．１５８０．０５８０．０５０

１．４５０．４０００．１５８０．０５８０．０５０

１．５００．４０００．１５８０．０５８０．０５０

１．５５０．４０００．１５８０．０５８０．０５０

１．６００．４０００．１５８０．０５８０．０５０

１．６５０．４０００．１５８０．０５７０．０５０

１．７００．４０００．１５７０．０５７０．０５０

１．７５０．４０００．１５７０．０５７０．０５０

１．８００．４０００．１５７０．０５７０．０５０

１．８５０．４０００．１５７０．０５７０．０５０

－３７－



ただし，ｓの積分の増分幅は０．０５としている。ここで，パラメータｓ＝１．８５

における解Ｑｒｉ．・・・．ｑＲ４は原方程式（３．１７）式に代入して，有効数字３桁

まで正しいことが確認された。

この例題の結果では，解ｑＥ（ｓ）がｓの変化に対して余り変動していない。そ

の理由は，このネットワークは定流出源であり，ネットワークを通して外部に流

出する流量は一定である。例えば，枝ＲＩとＧＩの管路に流れる流量は各々の

抵抗係数が等しく，かつ，流出流量の総和の１／２（＝０．４�／ｓ）に等しい。これ

はパラメータｓの値が変化しても常に一定である。同様に枝Ｒ４とＧ８もｑＪ８の

１／２の流量（＝０．０５�／Ｓ）に常に等しい。一方，パラメータｓの影響を大きく

受けるのは，水頭損失分であり，例えば，枝Ｒ２の損失水頭はｓ＝１．０のとき，

ｈＲ２＝０．１６０ｍであるが．ｓ＝ｌ．８５のときｈＲ２＝０．０３２ｍである。すなわち，

この計算例ではパラメータｓの変動に対して流量はそれ程変化しないが，水頭損

失の変化は大きいことがわかる。

（計算例２）

次に規模の大きい配水網の例を取り上げる。第３．４図に示すネットワークは，

節点数３６，管路の枝の数６０であり，定水頭源の配水池が１個，儒要としての

定流出源が３４個である。補本校として同図中１～２５の管路を選び，その流量

を独立変数として採用する。また，全ての管路の抵抗係数Ｋは１．０６（（８．９）式

において，ＣＨ〒１００，Ｄ＝１ｍ，と＝５００ｍ）とし，需要流量は３６点全てにつ

いて０．１�／ｓｅｃとする。

例１と同様に，パラメータｓをｓＥ〔１．０，１．８５〕に変化させて解ｑｎ（ｓ）を

追跡する。第３．２表に．ｓ＝１．０のときの線形方程式の解ｑＲ（ｌ．Ｏ）とｓ＝１．８５

のときの解ｑＲ（１．８５）を示す。ｓの積分ステップ幅は，０．８５／２０としている。

次に，システム方程式（３．１７）式の解ｑＲ（１．８５）を求めるのに，ダビデン

コの微分方程式を解く場合と．（３．１‘７）式を直接ニュートン・ラフソン法で解

く場合とを，その数値計算量及び精度の面から比較してみよう。

－３８－



ｒｅｓｅｒｖｏｉｒ

ｂｒａｎｃｈ

ｎｏｄｅ

ｏｕ↑ｆｌｏｗ

６０

３６

（注）番号付枝は補本枝を示す

第ａ．４図配水管網の例（計算例２）

まず，ニュートンーラフソン法によって，ｓ＝ｌ．８５に対する方程式（３．１７）

式の解（ｑｒ（１．８５）；・ＮＲ解と呼ぶ）を次の繰返し計算によって求める。

い∂Ｆ（ｑｊ）、１．８５）、－１
（ＩＲ＋１＝ｑｌｌ）⊥（

Ｐ＝０．１，２，・・・

∂ｑＲ

ただし，収束判定は次式によって行う。

ＩＩＦＣｏＲ，１．８５）ＩＩく１０－６

ＦＣｏｒＰ．１．８５）（３．３５）

（３．３６）

ただし．（３．３６）式はＦ（ｑＲ．１．８５）のノルムを表し・Ｆ（ｑＲ，１．８５）は

次式である。

－３９－

－－＝－ｏｕ↑ｆｌｏｗ３４

１６１１１６２１

２７１２１７２２

●３８１３１８２３

４９１４１９２４

５¶○¶５２０２５



第８．２表解軌跡の初期値と終端値

（計算例２）

流量解〔�／Ｓ〕

補木枝番号（Ｓ＝１．０）（ｓ＝１．８５）

１０．６４１４０．６８８０

２０．２８０１０．２８２２

３０．１４０２０．１２３９

４０．０８１８０．０６２１

５０．０５９６０．０４４２

６０．５８８７０．６３６７

７０．３３８９０．３６７７

８０．１９９００．１９６８

９０．１２７２０．１０９０

１００．０９７００．０８０６

１１０．４２５３０．４４７７

１２０．２８７７０．３１６２

１３０．１８９６０．１９７３

１４０．１３１１０．１２１４

１５０．１０４３０．０９４６

１６０．２６２８０．２６９６

１７０．１９７１０．２１３９

１８０．１４０８０．１４７８

１９０．１０３１０．０９８４

２００．０８４８０．０８００

２１０．１１７３０．１１９３

２２０．０９７００．１０４０

２３０．０７３４０．０７６２

２４０．０５５８０．０５２８

２５０．０４６９０．０４３８

－４０－



Ｆ（ｑＲ．１．８５）＝＝ＺＲｑＲ＋ＱＧＲ’＾ＺＧ（ＱＧＲＱＲ十Ｑｇｊｑｊ）（３．３６’）

一方，ダビデンコの微分方程式を（３．３４）式に従って解く場合Ｒ：は，パラメ

ータｓの区間〔１．０，１．８５〕をＮ分割して行う．このとき，Ｎの大きさによって

計算時間及びｓ＝ｌ．８５における解ｑＲ（ｌ－８５）と，ＮＲ解ｑｊｌ゛（１．８５）との誤差がど

のようになるかを調＾゛だ．その結果を第３．３表に示す．ここで・誤差Ｅｑｎは・

解ｑＲ（１．８５）と解ｑｒ（１．８５）に対して，

＾ｑＲ
一
一

（ｑＲａ３５）－ｑｒ（１．８５））’＾（ｑＲ（１．８５）－ｑｒ（１．８５））

（９ｒ（１．８５）ｊｌ｀（ＪＩ゛（１．８５））（３．３７）

で定義している。ただし，表中で分割数Ｎ＝０は，ｓ＝１．０のときの線形解

ｑＲ（ｌ．Ｏ）を示し，この線形解を得るのに計算時間が０．４６秒゛であり．ｑＲ（ｌ．Ｏ）

とＪＩ゛（１．８５）との謬差が４．６％であった。Ｎ〉１の場合の誤差Ｅｑｉは全て・

ｑＲ（１．８５）とｑｒｌ゛（１．８５）との比較である。第３．３表に示すように，分割数Ｎを

増加させてゆくと・誤差Ｅｑｎは減少するが・計算時間はほぽＮに比例して増加

する。

さて．（３．１７）式をニュートンーラフソン法で直接解くと，その収束回数は

初期値の選び方に依存する。例えば，第３．３表中下欄に示すように，初期値を全

て０．１としたときには，５回の繰返しで２．２２秒の計算時間を必要とする。また，

他の初期値の１．０及び１０．０の場合でも，それ以上の収束回数を必要とした。一

方，このニュートンーラフソン法の初期値として，線形解ｑＲ（ｌ．Ｏ）を用いると，

収束回数が２回で０．９７秒の計算時間を得，この初期値ｑＲ（１．０）を得るの・こ要

する時間０．４６秒を加えても，任意の初期値から解く場合よりも少ない計算時間

ですむと言える。

－４１－



第３．３表連続写像法とＮ－Ｒ法の比較

（計算例２）

連続写像法

積分間隔ＮＣＰＵ時間（秒）Ｅｑｇ（％）

００．４６４．６

１０．９１０．９９

２１．３５０．４８

３１．８４０．３２

４２．３４０．２４

５２．６５０．１９

１０４．９６０．１０

１５７．０００．０７

２０９．４００．０５

３０１３．９５０．０３

４０１８．４５０．０３

５０２３．１１０．０２

ニュートン・ラフソン法

初期値収束回数ＣＰＵ時間（秒）

ａ１１０．１５２．２２

ａ１１１．０８３．５６

ａ１１１０．０１１４．８２

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｔｓ＝１．０２０．９７

（注１）

（注２）

積分間隔Ｎ＝Ｏは，

ＣＰＵ時間はＶＡＸ

ｓ＝１における線形解を求めることを意味する。

１１／７８０によるものである。

－４２－



３。４．３抵抗係数Ｒ：関する流量解析

管路の抵抗係数が変化する場合の流量及び圧力の変化の様子を連続的に知るこ

とは，配水桶のパルプ制御及びポンプ制御に対して，重要な情報を与えると考え

られる。本節では，管路の抵抗特性の係数が変化する場合，配水網内の流量変化

を連続写像法によって連続的に求め得ることを示そう。３．３．２節で述べたモデル

２を対象とし，管路の抵抗特性の指数をｕ＝１．８５，また流出枝の抵抗特性の指

数をｔμ＝２．０（２８’６７）とする。

管路の抵抗係数が変化するのを，次のように考える。例えば，第３．３図におい

て，管路の抵抗係数ＫＩ（ただし，Ｉは枝集合Ｒ．Ｇ．Ｊのうち一つの部分集合を

表す）の値が，ＫｒからＫ７に変化する場合，パラメータｓを導入して，抵抗係

数Ｋ，（ｓ）を次式で定義する。

ＫＩ（ｓ）＝（１－ｓ）ＫＰ ＋，岬

ｓＥ〔０．０，１．０〕，Ｉ＝ＲｏｒＧｏｒＪ

（３．３８）

すなわち．ｓ＝０．０のとき．Ｋｉ（ｏ）＝Ｋ？．ｓ＝１．０のとき．Ｋｉ（ｉ）＝ｋ／とな

り，ｓを０．０から１．０まで変化させると，抵抗係数ＫＩはＫ？からＫＩＩに変化す

る。

さて，モデル２のシステム方程式（３．２１）式は，変数Ｘ＝（ｑＲ．ｑｊ）及びパ

ラメータｓによって連続写像Ｈ（ｘ．ｓ）として次式で表される。

Ｈ（ｘ，ｓ）＝Ｇ（ｑＲ，ｑｊ；ＫＩ（ｓ））

ｑＲＧＲμ・ｑｊＧＲ

（３．３９）

ｓＥ〔０．０，１．０〕，Ｉ＝ＲｏｒＧｏｒＪ

ここに，ＨはＨ：Ｒμ＋１１１ｘ〔０．０，１．０〕→Ｒμ＋“１なる写像である。

次に，この連続写像が３．２．１節で述べた正則条件を満すことを確かめよう。ま

－４３－



ず．（３．２．１）式より明らかＲニ．Ｇ（ｑＲ．ｑｊ；ＫＩ（ｓ））は連続微分可能である。

また，（３．２．１）式より，次のヤコビ行列を得る。

∂Ｈ
－
∂ｘ

∂Ｈ
－
∂Ｓ

一

一

∂Ｇ（ｑＲ，ｑｊ；Ｋｉ（ｓ））

∂（ｑＲ．ｑｊ）

ｕＺＲ十ｕＱＧＲＴＺＧＱＧＲ，ｕＱＧＲＴＺＧＱＧＪ

°

ｌｊ

ｕＱＧＪＴｚＧＱＧＲ，ｕＱＧＪＴｚＧＱＧＪ十ｕ吃Ｊ

ｊ

一
一

∂Ｇ（ｑｌいｑｊ；ＫＩ（ｓ））

∂Ｓ

二翼二川

（３．４０）

（３．４１）

ただし．£ｒ．・２Ｇ，・２Ｊは次の（ｉ．ｉ）要素をもつ対角行列である。

参
１
Ｉ

£

ｉ＝（ＫＵ－Ｋ？ｉ）ｌｑｌｌｉｌｐ‾１

Ｉ＝ＲｏｒＧｏｒＪ

上の∂Ｈ／∂ｘは（μ十ｍ）×（μ十ｍ）行列，

る。

（３．４２）

∂Ｈ／∂ｓは（μ十ｍ）×１行列であ

さて，（３．４０）式Ｒ：おいて．ＺｇｆＺｒ，ＺＩ及びｕ，ｕ’は常に正であり，

また，対角ブロックのＱｇｒＺｇＱｇｒ及びｕＱＧＪ７ＺＧＱＧＪは正定対称行列であ

る。従って，ヤコビ行列∂Ｈ／∂ｘの階数は（μ十ｍ）である。また．ｓ＝０．０

及びｓ＝１．０におけるヤコビ行列∂Ｈ／∂ｘの階数も明らかに（μ十ｍ）である。

－４４－



従って．（３．３９）式で定義される連続写像Ｈ（ｘ，ｓ）は，連続微分可能かつ

３．２．１節に述べた正則条件を満すことが確かめられた。よって，〔定理１〕が成

立し，解軌跡（ｑｎ（ｓ），ｑＪ（Ｓ））は滑らかなパスであることが予想される。

一方．（３．３９）式はネットワークの方程式Ｃ３．２１）式そのものであり，ま

た．（３．３８）式のように抵抗係数は変化してもＫ？〉ＯかつＫＩ〉ｏである

から，その抵抗特性は（３．８８）式より真に単調増加である。従って，３．４．１節

に述べた〔系１〕及び〔系２〕が満され，任意のＫｉ（ｓ），ｓＧ〔０．０，１．０〕

に対して解ＣｑＲ．ｑＩ）は唯一つ存在する。

以上から．（３．３９）式で定義した連続写像Ｈ（ｘ．ｓ）＝Ｇ（ｑＲ，ｑｊ；Ｋｉ（ｓ））

は，正則条件及び解の唯一存在性を満足することが確かめられ，次の定理を得る‘。

〔定理４〕

抵抗係数Ｋ（ｓ）を変化させる連続写像（３．３９）式によって得られる解軌跡

（ｑＲ（ｓ），ｑｊ（ｓ））は，連続でかつ唯１本のパスである。

こうして，解軌跡は唯１本であることが確かめられた。解集合は，第３．１図（ａ）

に示したようなパスＳｏ１本のみよりなり，他のループ等は存在しないことがわ

かる。

次に，この解軌跡（ｑｎ（Ｓ），ｑＪ（Ｓ））を求める計算法について考えよう。

Ｇ（ｑＲ，ｑｊ；Ｋ（ｓ））＝Ｏを満足する解軌跡の上では，次のダビデッコの微分方

程式が成立している。

ｄＣｑＲ．ｑｉ）

ｄｓ

ｓＥ〔０．０，１．０〕

ぐ
一＝
∂Ｇ（ｑＲ，ｑｊ；Ｋｉ（ｓ

べ
∂（ｑＲ，ｑＪ）

ｑＲ（Ｏ．Ｏ）＝ｑｉ？，ｑＪ（０．０）＝ｑ「

－４５－

ハ
フ
‾１∂Ｇ（ｑＲ，ｑＪ；ＫＩ（ｓ））

∂Ｓ

（３．４３）

．ｊ”””言９‾ｆ「
匹



初期値ＯＲ（０．０）及びｑｊ（Ｏ．Ｏ）は，抵抗係数がＫ？であるときの解で，既知

とする。また．（３．４３）式中の∂Ｇ／∂（ｑＲ．ｑｊ）及び∂Ｇ／∂ｓは，各々

（３．４０）式及び（３．４１）式で与えられる。

解軌跡を求めるには．（３．４３）式を（ｑｌ？，ｑ「）を初期値として積分すれば

よい。この積分をオイラー公式によって行えば，次式のような繰返し計算となる。

（ｑＲ．ｑｊ）「＋１°（ｑＲ・ｑＪ）「

－（十一ｊ）づ

（ｑＲ，ｑＪ）０ ：既知，ｒ－０，１，２．・・・・．Ｎ－１

ＳＯ＝０．０，ＳＮ＝１．０

（３．４４）

ステップ数Ｎは適当に定める。

ここで，解軌跡を求める場合に（３．４３）式で表される（ｑＲ．ｑＪ）のｓに対

する微分値，すなわち感度が大きいと，上に述べた単純なオイラー公式では，真

の解軌跡からずれる可能性が生じる。そのような誤差を減少させるためには，オ

イラー公式の各ステップｒにおいて，その解（ｑＲ．ｑ］）りｓ＝ｓｒが元のシステ

ム方程式Ｇ（ｑＲ，ｑＩ；ＫＩ（ｓｒ））＝Ｏを満足しているかを検証する。そして，

その誤差が大きい場合には．Ｇ（ｑＲ．ｑｊ；Ｋ（ｓｒ））＝Ｏを解くことによって，

（ｑＲ．ｑＪ）「を修正する手続きを取る必要がある。

ＶＩ・Ｖ２：バルブ

Ｋｊｌ・・・，Ｋｊ８：需要流出管路の抵抗係数

ｈｅ：水頭源水位

第３．５図需要流出枝に抵抗を考慮した配水管網

－４６－
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（計算例３）

配水管網に設けられたバルブの開度を変化させたとき，流量分布がどのように

変化するかについて検討する。対象とするネットワークは計算例１と同様とする

が，需要流出枝はすべて抵抗としてモデル２で考える。ネットワークのグラフは

第３．５図に示すように，基準節点ｎを付加し，ｈｅを配水池水頭．ｋｊｉ，・・・，

ｋＪ８を需要流出枝の管路抵抗係数，ＶＩとＶ２をパルプとする。ノリレブの特性は，

２乗特性で表す（２几バルブによる損失水頭をｈｖ，バルブ開度の対応した抵抗

係数をｋｖとする。すなわち，

ｈｖ
一

一 ｋｖＩｑＩｑ （３．４５）

とする。パルプをもつ枝の管路の抵抗は，このパルプの抵抗係数に含めて考える

こととする。このネットワークでは，未知変数は第３．３図のネットワークの未知

変数Ｑｒｉ．・・・，（は４と新たに加えた需要流出流量ｑｊｉ．・・・．ｑ１８である。

さて，各枝の管路の抵抗係数を次のように与える。

ｋＧ？。・，０

ｋＪ，

ｋＪ？，

ｋｊ２．

ｋｊ５．

ぷ

＝１．０

＝１．０

ｋｊ３゜７．０

ｋＪｊ°４．６５

ｋＪ？゜４．２７

ｋｊ４＝５．５．ｋｊ８

ｋｖｒ＼，ｋｖ２°１．０

＝４．０

また，配水池水頭はｈｅ＝２Ｏｍとする。このときの流量解を第３．４表のヶ－

スＡに示す。この解は，連続写像法のｓ＝ｏにおける値，すなわちＫＩ＝ＫＦなる

初期値である。需要流出流量ｑｊｉ．・・・Ｉｑｊ８はいずれも約０．９�／ｓである。
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第８．４表バルブ開度変化に伴う流量の変化

（計算例３）

流量〔�／ｓ〕

ケースＡケースＡ´

枝番号（ｓ＝Ｏ）（ｓ＝１）

Ｒ１３．６９０．４３

Ｒ２１．４６０．０９

Ｒ３０．６２０．９１

Ｒ４０．５１０．６５

Ｇ１４．０４４．３４

Ｇ２１．５９１．５３

Ｇ３１．４６１．８６

Ｇ４１．２８－０．１５

Ｇ５０．８７０．３６

Ｇ６０．９１０．７７

Ｇ７０．５１－０．３７

Ｇ８０．４５－０．１１

Ｊ１０．９５０．５０

Ｊ２０．９５０．４６

Ｊ３０．９８０．８４

Ｊ４０．９７０．５９

Ｊ５０．９６０．５１

Ｊ６０．９８０．７２

Ｊ７０．９７０．６１

Ｊ８０．９６０．５４

全流出量７．７３４．７７
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次に，パルプＶＩの抵抗係数ｋｖｌを１．０から１００．０に変化させる。すなわち

バルブ開度を絞ったときめ変化を調べてみる。（３．３４）式に従って連続写像法

で求めたｓ＝１．０（すなわちＫｉ＝ｋ／）における解の結果を第３．４表のケースＡ’

に示す。積分ステップは０．０５とした。ケースＡ’では，管路の枝Ｇ４，Ｇ７及び

Ｇ８に流向の逆転（流量が負）が見られる。また，需要流出流量は，ケースＡに

比較してばらつきが大きくなっている。総流出量はケースＡでは７．７３ｒｒｉ／ｓで

あったが，バルブの開度の絞りによって，ケースＡ’では４．７７ｖｉ／ｓに減少して

いる。

ｓを変化させたとき，その途中での流量の変化の状況を第３．６図に示す。バル

ブの操作につれて管路流量ｑＧ４．ｑＧ７及びｑＧ８が負となり，流向に逆転を生じ

る様子が連続的に観察できる。このような流向逆転は，実際の配水管網では赤水

発生の原因となり，避ける必要があり，バルブ制御を実施する場合に注意する必

要がある。この意味から，ケースＡ’のようなバルブ操作の適否を，連続写像法に

よる解軌跡によって判断することができる。

ｔｍ≫／ｓｌ

ｑ

（Ｓ・○○）

ｋｖ¶，ｋｖ２

９０１００

｛Ｓ・¶．０｝

第３．６図パルプの開度変化に伴う流量の変化（計算例３）
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なお，この計算例３では，第８．６図に示すよ引こｓが０．０～０．１の近辺，すな

わちｋｖｉ．ｋｖ２の値が１．０から１０．０の範囲で，ｄｑＧｄ／ｄｓ，ｄｑＧ７／ｄｓ及び

ｄｑＧ８／ｄｓが大きな値であるから，Ｓに対する感度が大きい。そこで，前述した

ように，オイラー公式の積分によって真の解軌跡からずれる可能性が高いため，

パラメータｓ「（ｒ＝０，１，・・・，Ｎ－１）に対する真の解軌跡の点に修正する必要が

ある。ここでは．Ｇ（ｑＲ，ｑｊ；ＫＩ（ｓｒ））＝Ｏを直接ニュートンーラフソン法で

解き，軌跡を修正する手続きを取っ・ている。

（計算例４）

次に，需要端の流出枝の抵抗係数が変化した場合について検討する。配水網の

初期状態は，計算例３と同様にヶ－スＡとする。この計算例４は，ある需要端で

何らかの理由で（例えば，消火栓の使用や水道管の破裂）抵抗係数が大幅に減少

した場合に相当する。このような場合，配水池の水位によって与えられる水頭が

一定ならば，他の需要端で取出せる流量は，節点の圧力低下による影響を受ける

ことが予想される。一例として，需要端Ｊ４の抵抗係数が５．５の状態から０．５に

変化した場合を考える。この場合には，前の計算例３と同様にして抵抗係数ｋｊ４

を，

ｋＪ４（ｓ）＝５．５（１－ｓ）十〇．５ｓ
（３．４６）

ｓＥ〔０，１〕

として与え，Ｃ３．３４式）を解いてｓ＝Ｏからｓ＝１に至るｑＲ１ｑＧ．ｑＪの値を

追跡して，流量変化を連続的に知ることができる。第３．７図に．ｑｊ４及び水頭

ｈＪ４の値の変化の様子を示す。抵抗係数が減少した枝Ｊ４の流量ｑＪ４は０．９７

�／Ｓから２ご３８�／Ｓに増加する。一方，その需要流出枝がでている節点の水

頭ｈＪ４は，４．８ｍから２．８ｍに減少する。また，全ての管路の流量変化を第３．５

表のケースＡ’りこ示す。枝Ｊ４以外の需要流出量は，いずれも初期状態（ケース

Ａに比較して減少している。また，管路流量ＱＲｌ．・・・，ｑＲ４．ＱＧｉ．・・・．ｑＧ８

－５０



はｋＪ４の変化の影響を受けて変動している・ことがわかる。総流出量は７．７３

�／ｓから８．０９ｖｉ／ｓに増加している。

ｉｍＶｓ】

６
４
２

Ｌ
Ｌ
Ｌ

ｑ

（！１５５．０４．５４ａ３３３＾）ｚ５ｚｏｌ、５１００５

（Ｓ－００）ｋＪ●！Ｓ－ＩＯ）

第８．７図需要流出枝の抵抗係数変化に伴う水頭及び流量の変化

（計算例４）

このように，需要端負荷の抵抗係数が変化した場合。配水管網内に流れる流量

への影響，あるいは節点水頭への影響を連続写像法によって知り得ることが明ら

かとなった。なお，本節では１本の管路あるいは１本の流出枝の抵抗係数の変化

の影響について述べたが，複数の管路及び流出枝の抵抗係数が変化しても．（３．

３８）式のＫＩ（ｓ）をベクトル化すれば，全く同様に解析することが可能である。

３。５数値積分に関する検討

連続写像法では，ダビデンコの微分方程式を導いて，これをパラメータｓの変

化に従って積分する手続きが必要である。この積分法として，本章では最も簡単

なオイラー公式を用いたが，他の数値積分の方法としてＲＫＧ法を用いた場合の

精度について比較しよう。解くべき次数ｎの方程式をｆｉ（ｘ）＝Ｏとしたとき，

数値積分で得た解ｘが方程式を満す度合を次の誤差Ｅｆで定義する。

－５１－

２．４

２．２

２．０

／

１・８／

１１：ｙ

／

／

（ｎ

１．２／
／ｈｔ

ｔｐ：／／

ｗｗｗ．．

５£）

０．８ｈ≪４ａ

０．６３ｊ）

０４２Ｚ）

０．２１ｊ）

ｎ



第３．５表需要流出枝の抵抗係数変化に伴う流量の変化

（計算例４）

流量〔�／ｓ〕

ケースＡケースＡ″

枝番号（ｓ＝Ｏ）（ｓ＝１）

Ｒ１３．６９３．８６

Ｒ２１．４６１．４５

Ｒ３０．６２０．７７

Ｒ４０．５１０．４２

Ｇ１４．０４４．２３

Ｇ２１．５９１．６０

Ｇ３１．４６１．７４

Ｇ４１．２８１．５６

Ｇ５０．８７０．４３

Ｇ６０．９１０．４９

Ｇ７０．５１０．６４

Ｇ８０．４５０．３６

Ｊ１０．９５０．８５

Ｊ２０．９５０．８０

Ｊ３０．９８０．８９

Ｊ４０．９７２．３８

Ｊ５．０．９６０．７７

Ｊ６０．９８０．８３

Ｊ７０．９７０．７８

Ｊ８０．９６０．７８

全流出量７．７３８．０９

－５２－



Ｅｆ°
ｎ

Ｉｆ Ｉ
Ｉ（ｘ）Ｉ （３．４７）

ここに，ｘは独立変数，ｎはｘの次数とする。例えば，計算例２では・Ｘ―ｑｐ．

ｎ＝μで．ｆｉ（ｘ）（ｉ＝ｌ，…，ｎ）はＦ（ｑＲ，１．８５）である。

計算例２において，積分ステップ幅を区間〔１．０，１．８５〕の１／２，１／２２，

‥・，１／２８としたとき｀，オイラー公式による積分で得た解ｑＲ（１．８５）の誤

差Ｅｆを第３．８図に示す。よく知られているように，オイラー公式の収束は１次

のオーダであり，ステップ幅の減少に伴って，その誤差は線形に減少している。

が
０
１
３

－
１

０
１
４
�

１
１

」
○
」
」
＠

ＥｕｌｅｒＩｎｆｅｇ．

゜へｏ
へ。

χ

χｍ

２２

ＲＫＧＳＩｎｔｅｇ．ｘｘ

ｒｒｒｙ１

ＩｎｃｒｅｍｅｎｔｏｆＩｎｔｅｇｒａ↑ｉｏｎ

第８．８図オイラー公式及びＲＫＧ法による積分誤差

（積分ステップ幅は区間〔１．０．１．８５〕

の１／２，（１／２）２，・‥，（１／２）８である。

（計算例２））

一方，ＲＫＧ法（ＩＢＭ－ＳＳＰ）では，ステップ幅はプログラム中で可変ではある

が，１０‾５以下の許容範囲に入った。ＲＫＧ法の収束は４次のオーダであり，積

分計算の収束速度は速い。単純なオイラー公式による解の誤差は，たかだか

１０‾４であった。
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実際の配水管網の解析に際して，どの積分方法を採用するかは問題Ｒニもよるが，

単純なネットワークならば，オイラー公式による誤差は，それ程大きくならない

と考えられる。また，現実の配水管網では，管路の抵抗係数や特性を厳密に知る

ことは，計測費用や立地上の問題から容易ではない作業である。この点からも，

ＲＫＧ法を用いて高精度に解を求める必要は現実には余りなく，流量や水頭の値

の有効数字は，たかだか８桁で十分であると考えられる。

積分の方法として，オイラー公式を採用するとしても，その誤差を減少させる

ことほ，工学上必要であると考えられる。その場合には，真の解軌跡からのずれ

を修正する必要があり，実際，計算例８では，オイラー公式の積分ステップｒに

おけるパラメータｓ「に対して，真の解を求める手続きによって，真の解軌跡へ

の修正を施している。

なお，解軌跡を厳密に追跡する方法については，不動点アルゴリズムの研究

で詳細に論じられており，本章では実際の応用における誤差評価に止める。

（３２）

３。６結言

本章は，配水管網の解析に連続写像法が適用できることを論じた。まず，非線

形代数方程式を解くための連続写像と，その正則条件について述べた。次に，解

析の目的に従って，二つのモデルを提案し，それらのシステム方程式を導いた。

モデル１は需要流出量を一定とした定流出源モデルである。モデル１１こよって，

配水管網の流量分布を求めるのに，連続写像法を適用した。一方，モデル２は，

需要端流出枝に抵抗を与えたものであり，｀配水管網のある部分の管路抵抗が変化

した場合の流量の変化を求めるのに，連続写像を適用した。

本章で得た結論は，次の四点である。

（Ｉ）モデル１及びモデル２のシステム方程式を用いて定義した連続写像は，い

ずれも正則条件を満足する。また，配水網のシステム方程式にはいずれのモデル

においても，唯一つの解が存在することが確かめられた。従って，連続写像によ

って求められる解軌跡は，唯１本の連続なパスであることが明らかとなった。

（Ｕ）モデル１に対する連続写像は，システム方程式が，パラメータの変化に従

－５４－



つて，線形方程式から非線形方程式へ変形するように定義した。この連続写像は，

非線形である管路の摩擦損失水頭特性が，そのパラメータをある値に仮定すると，

線形の特性となることに着目している。解軌跡はダビデンコの微分方程式を解く

ことによって求め，オイラー公式を適用した。更に，解くべき非線形のシステム

方程式をニュートンーラフソン法で直接解いた場合との比較を，計算例を用いて

行った。その結果，計算精度及び計算時間の両面から見て，連続写像から導かれ

るダビデンコの微分方程式を数値積分によって解き，更に精度が必要な場合に，

ニュートンーラフソン法を併用するのが，実際的であることが明らかとなった。

（Ⅲ）モデル２に対する連続写像では，配水管網のある部分の管路の抵抗係数が

変化する場合，その抵抗係数を連続写像のパラメータの関数として定義した。シ

ステム方程式から，ダビデンコの微分方程式を導き，解軌跡を求めた。そして，

この解軌跡が抵抗係数の変化に伴う配水管網の流量の変化を表し，しかも抵抗係

数の変化に対して，連続的に解が求められることが明らかとなった。

詞連続写像によって生成される解軌跡は，ダビデンコの微分方程式によって

表される。その数値積分としてＲＫＧ法を用いるよりも，単純なオイラー公式を

用いることで十分である。ただし，その場合パラメータの値によって解に誤差が

生じるならば，真の解軌跡への修正の手続きを行う必要がある。

以上から，配水管網の解析Ｒ：連続写像法が適用できること，その解軌跡は唯―

つに定まって，ダビデンコの微分方程式を解くことで，パラメータの変化に対す

る解の変化の様子を連続的に求められることが明らかとなった。‥
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第４章地域および時間分割による送水運用

計画の最適化

４。１序言

近年，上水道系の規模が拡大して，その運用計画及び制御の必要性が高まるに

つれて，電子計算機の導入による総合管理システムの高度化に重点が置かれてき

ている（３８，３９，５９，６３，６４）。このような上水道系におけるシステム化技術の開発には，

数理計画法や最適制御手法の積極的な導入が図られてきており，そのための多く

の研究が積重ねられてきた（２ｏ’８１’５６’５８ｔ特に，送配水の運用計画やスケジューリ

ングに関して，その傾向が顕著である。例えば，双対分解法による方法（６，１１，１２）

系統の輸送遅れを考慮した方法（５３？双対線形計画法による流量・圧力配分の最適

化（２５）などがある。これらに共通した点は，問題の規模が大きくなるにつれて，

実用的な計算速度および実用的な計算機記憶容量を実現することにあると考えら

れる。

本章では，最適化計算を簡略化する手段として，二重分割法を送水運用計画問

題に適用し，分割の方法および繰返し計算の手順について論じようとするもので

ある（１６’１？

まず，４．２節では非線形計画問題において，変数の分割の仕方を二通り考えて，

原問題を二種類の問題に分割する二重分割法（３７，４０）について説明する。そして，

送水運用計画問題では，時間に関する分割と地域に関する分割の二通りの分割が

可能であることを示す。

次に．４．３節では，複数の地域が結合した上水道系において，地域間の結合で

ある融通水量を固定して，地域毎に最適化を行う地域分割と，時間帯の間の関係

を無視して，時間帯毎に独立に全地域の最適化を行う時間分割を定式化する。更

に，分割された個々の部分問題は２レベル法（６８）によ・つて効率よく解かれること

を示す。従来，時間分割した問題のみを解く準最適な方法（３８）あるいは，階層化

して協調問題を解く方法（３１）に止まっていたが，分割を二重に施すことにより，

小さな規模の部分問題に分割され，また，最適条件の方程式から部分問題の求解
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が容易になることを示す。

最後に．４．４節では，５地域からなる送配水系統における運用計画問題につ

いて，その計算例を示し，従来の最適化手法と比較検討を行う。

４。２二重分割法（３７），（４０）

４．２．１非線形計画問題の二重分割

非線形計画問題に対する二重分割とは，変数に関しての分割の仕方を二通り考

え，その二通りに分割した問題を交互に解くことによって，全体の最適解を求め

ようとするものである。線形制約条件をもつ非線形計画問題を次のように表す。

ｍｉｎｆ（ｘ）

χ

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏＡｘ＝ｃ

ここに，ｘＧｒ”

（４．１）

（４．２）

でｆは微分可能な凸関数，Ａは制約を表すｐｘｎ行列，ｃは

ｐｘｌ定数ベクトルである。

まず，ベクトルｘの要素の順番を次の二通りに並べ替える。

ｘα゛Ｐαχ

ｘβ゜Ｐβｘ

（４．３）

（４．４）

ただし・ｘαＥＲ・，ｘβＧＲ”で・Ｐα及びＰβはｎｘｎの正則な置換行列であ

る。この並べ替えによって，ｘαではｎα・個のサブシステムに，ｘβではｎβ個

のサプシステムにグループ化できるとしよう。すなわち，

Ｘα＝（Ｘα昌ＸαＪ｀，‥・，ＸαｎＪ）Ｔ

ＴＴ
Ｘβ゜（Ｘβ１，Ｘβ２ ｘβｎｊ）７

－５７－
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と表されるとする。ここに．Ｔは転置を表し，ｘαｉＥＲ°“ｉ（ぶｍα
ｌ

ｘβｉＥＲ°βｉ（ぶｍβｉ°ｎ）である。

次に，制約条件について考えよう。（４．２）式と（４．３）式から

ＡＰａＸα＝ｃ

を得るが，係数行列Ａ応１

●
１ ＝ｎ）及び

（４．７）

を（４．５）式のｘαのサブシステム毎にブロック化す

るように置換し，そのｐｘｐ置換行列をＱαとする。

そうすれば，（４．７）式が

ＱαＡＰａＸα＝Ｑαｃ

と変形される。Ａα＝ＱαＡＰａ＾

Ａαχα＝ｃα

（４．８）

及びｃα＝ＱａＣとおけば．（４．８）式は

（４．９）

と書き表される。ここ。に，Ａαはｐｘｎ行列，ｃαはｐｘ１行列であり．（４．９）

式は原制約式の（４．２）式の係数行列ＡをＡαに，変数ｘをｘαに，定数ベクト

ルｃをｃαに並べ替えたものであることは明らかである。

さて．（４．９）式をサブシステムαｉ毎に分割して考える。すなわち．（４．９）

式をｘαｉとそれ以外の変数の部分に分割して，

ｎα

ＢａｉＸαｉ＋．２’Ｇαｉｊｚαｊ＝ｃαＤｉ°１，‥・，ｎα
１

（ｊ≒ｉ）

Ｈαｉｘαｉニｚαｉ

（４．１０）

（４．１１）

と表す．ここに・ＢαｉはＡａの中で，サブシステムαｉの変数ｘαｉに関する

ｐαｉｘｍαｉ部分行列，ＨαｉはｘａｉＣＤ要素中で，他のサブシステムヘ干渉する
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要素を定めるｑａｉＸｍａ’ｉ部分行列，ｚαｉはｑａｉＸＩベクトルである。ｑαｉ

は・他のサプシステムと干渉するベクトルの次数である。また，Ｇαｉｊはサプシ

゛テム“ｉに・他のサプジテム≪ｉ（ｊ≒ｉ）が干渉するベクトル２αｊに対す

るｐαｉｘｑαｊ部分行列である・

（４．１０）式をｉ＝１．…，ｎαについて表せば，

Ａα＝

１

Ｏ
●
●

・
●

・

１
●
α
０

徊
ト
レ
レ
レ
Ｖ

全Ｂα十（；αＨα

ｊう

ｔ

Ｏ・Ｇａｉ２，・・・．Ｇαｌｎα

０

●
●
●
●
●
●
●
●

Ｇαｎα１，・‥・・・０

Ｏ
゛
４心
・
．

匹
レ
レ
レ
リ

ー ｊ

｀

（４．１２）

となる。Ｂαはｐｘｎ行列，Ｇαはｐｘｑα行列，ＨαはＱａＸｎ行列である。
ｎα

ただし，ｑα＝Ｊｑαｉである。
ｉ＝１

（４．１２）式による表現は，係数行列Ａαをサブシステム毎にブロック化した

とき，対角成分がＢαで，非対角成分がＧαＨαであることを示している。

この（４．１２）式の右辺第２項において，

Ｈαχα＝ｚα

とすると，もし，ｚαを一定値に固定した場合．（４．９）式は

Ａαχα＝Ｂαχα＋Ｇαｚα＝ｃα

となり，制約条件はＢαに関してブロック毎に：分割されることがわかる。すなわ

ち，行列Ｈαは変数ｘαの成分の中のあるベクトルを固定化するものであり，こ

れによって制約条件が分割されるのである。

－５９－



同様にして．（４．６）式のｘβにっいても

Ａβ゜ＱβＡＰｊ’．１・ｃβ゛Ｑβｃ

と置換する行列ＱβによってＡβは，

Ａβ゛Ｂβ十ＧβＨβ （４．１３）

と分割して表現されることがわかる。ここに，Ｂβはｐｘｎ行列，Ｇβはｐｘｑβ

行列，Ｈβはｑβｘｎ行列である。

（４．５）式のｘαのように，変数を並べ替えてｎα個のサブシステムに分割す

る仕方をα分割と呼び，一方．（４．６）式のｘβのように，変数をｎβ個のサブ

システムに分割する仕方をβ分割と呼ぶことにする。

従って，α分割における最適化は次式で表される。

ｍｉｎｆ（ｘａ；ｚα）

Ｘα

一

一

ｎα
Ｊ

ｉ＝１

ｆαｉ（ｘαｉ；ｚα）

ｓ．ｔ．ｎα

ＢａｉＸａｉ十ＪＧαｉｊ２αｊ゛ｃαｉ・

（舞）

Ｈαｉｘαｉ゛ｚαｉ

ｓ
ｌ

（４．１４）

＝１ ゛゜゜，ｎα

同様にして，β分割における最適化は次式で表される。

Ｐｉｉｎｆ（ｘβ；ｚβ）

Ｘβ
゛

ｙ

ｆβｉ（ｘβｉ；ｚβ）

ｉ＝ｌ

－６０－

（４．１６）

｜

（４

レ

１５）



Ｂβｉｘβｉ十

ｙ

Ｇβｉｊ２βにｃβｉ

（に）

Ｈβｉｘβｉニｚβｉ

（４．１７）

このようにして，原問題をα分割及びβ分割の二通りに分割したうえで，最適

化計算は（４．１４）式及び（４．１５）式のα分割による問題の最適化と．（４．１６）゜

式及び（４．１７）式のβ分割による問題の最適化とを交互に繰返して行うことに

する。第４．１図にその繰返し計算の過程を示す。

ｎｅｗ

Ｘｄ

ｍａｓ↑ｅ「

ｆｉｘｅｄ

１０１ノ

ｍｉｎｆ。１（Ｏｌｄ：ｚｄ）

ｓ．↑．ＡｄＤＣｄ＾ｔｄ

ｌｅｖｅｌ

ｆｉｘｅｄ

ゝ、．ｌβ

ｎｅｗ

Ｋ■１３

ｍｉｎｆβ（：Ｘβ：ｉβ）

ｓ．・．Ａβ：ゆ－Ｃβ

第４．１図最適化問題の二重分割法

そして，繰返し計算は次のステップに従って行う。

（ステッジ１）実行可能な初期値ＸＳ）を適当に与え，ｋ＝１としてステップ

２へ進む。

（ステップ２）マスターレベルにおいて，まず定数ｚｔ）を次式によって定め

る。

ｚ２ｙ）＝ＨαＰαＰｙｌｘＳｋ‾１）

－６１－

ｉ°１・゜‥・ｎβ｜



次Ｒ：，部分最適化レベルにおいて，ぷ）１固定してｘαに関する最適化問題

（４・。１４）式及び（４．１５）式を解き，その解を（ｋ）とする。

（ステップ３）再び，マスターレベルＲ：おいて，定数ｚ？ｉ を

ｚ？ｌ）＝ＨβＩ）βｐこｌｘ？：）

によって定めたのち，部分最適化レベルにおいて，ｚ？；）を固定してｘβに関する

最適化問題（４．１６）式及び（４．１７）式を解き，その解をｘ？；）とする。

（ステップ４）マスターレベルにおいて，目的関数の改善評価を行い，十分

小さな数εに対して

卜α（ｘ
？：）（ｋ）

かつ

）－ｆα（ｋ－１）（ｋ－ｌ）＾｜くε

ｌｆβ（ｘ

？；）

・ｚ

？；））－ｆβ（ （ｋ－１）

Ｘβ

（ｋ－１）

Ｚβ ）｜くＳ

１

（４．１８）

ならば，最適解に達したとして停止する。（４．１８）式が成立だなければ，ｋを

進めステップ２に戻る。

この分割法を次の簡単な例によって説明しよう。ｘｌとｘ２を変数とする次の

制約条件無しの最小化問題を考える。

＋ｘ１冪２＋ｘｊ

Ｚ２

－５×１－４×２

第４．２図二重分割法による収束過程の例

－６２－

（４．１９）

川

：ｆはｉ．Ｚｉ）

１゛Ｐ

Ｏ¶２３４

－１（ｂｌ

－２



このとき，次の二つの部分最適化問題を定義する。

ｍｉｎｆα（ｘｉ；ｚｉ）

Ｘ１

゜ｘｉ＋Ｚ１Ｘ１―５×１

ただし・Ｚｌ＝Ｘ２として固定

ｍｉｎｆβ（Ｘ２’，Ｚｏ）＝Ｘ２十ｚ２×２－４×２

Ｘ２

ただしＺ２＝ＸＩとして固定

士

（４．２１）

すなわち，（４．２０）式において，まずｘ２を定数ｚｌとして固定し，ｘｌを

決定変数とする最小化問題を解く。次にｘｌをｚ２として固定して，（４．２１）

式の最小化問題を解き，ｘ２を求める。これを繰返すと，例えば，第４．２図の初

期点Ｉから破線の軌跡をたどって，最適点Ｐに収束することがわかる。なお，図

中の直線（ａ），（ｂ）は，各々（４．２０）式，（４．２１）式の停留条件

旦££＝２×１十Ｘ２－５＝Ｏ（４．２２）

∂χ１

＝Ｘ１＋２×２－４＝０ （４．２３）

（４．２４）

－６３－

∂ｆβ

－

∂χ２

を示している。なお，この例題では，制約条件はないので．（４．８）式及び

（４．９）式において，Ａα，Ａβ及びｃα，ｃβは零行列及び零ベクトルである。

次に，二重分割による繰返し最適化計算の収束性について述べよう。原問題

（４．１）式及び（４．２）式が最適解をもつならば，この二重分割法による繰返し

計算も最適解に到達する。その十分条件は，文献（３８）に従えば，次式で与えられ

る。

ｌ゛〔Ａ］°゛゛
［

Ｈ

ニＪｅｌ｀ｉ［

Ｈ

ニ

β

］

｜

（４．２０）

－



ここに，Ｎ〔・〕は零空間を，田は直和を示す。そして．（４．２４）式が成立

するための必要条件として，次の不等式が与えられている。

ｎ－ｐ
：≧

－
ｑα十ｑβ （４．２５）

ここに’ｑαはｑαＸＩ１行列Ｈαの階数，ｑβはｑβｘｎ行列Ｈβの階数で，ｎ

－ｐはｐｘｎ行列Ａの零度である。ｑαは，α分割において，部分システムの間

で干渉結合する変数の個数であり，また，ｑβは，β分割において，部分システ

ム間で干渉結合する変数の個数である。（４．２５）式は，・α分割及びβ分割の各

々における結合変数の個数，すなわち，各々の分割において定数として固定化さ

れる変数の個数に対する」二限値を与えている。（４．１２）式あるいは（４．１３）

式からＨα及びＨβは各々・変数ｘα及びｘβの中の固定化する変数を指定する

ものであった。すなわち・ｚα゜Ｈαｘαおよびｚβ＝Ｈβｘβぱ分割およびβ

分割において定数であり，これによって原問題が分割される。このことから，

（４．２４）式を見れば次のことがわかる。すなわち，Ｎ〔Ａ〕は，原問題におけ

る制約集合Ａｘ＝ｃの上の最適解の点における接平面であるとする。一方，ある

変数を固定すると，その接平面には拘束が加えられるが，その一つがｚα＝

ＨαＸａ―Ｈａ；Ｐαｘによる拘束であり，他の一つがＨβＰβｘによる拘束である。

原問題と分割した問題が制約集合ＡＸ＝ｃ上の最適点で同一の接平面をもてば，

分割した問題を解くことによって得られる解は，原問題の解に収束する（十分条

件）。以上から（４．２４）式は，分割によって原問題の制約集合の張る零空間を

狭めてはならないことを意味している。

しかし，（・４．２４）式は十分条件であり，また，（４．２５）式は（４．２４）式

が成立するための必要条件である。収束条件が十分条件で与えられているので，

（４．２４）式が満足されなくても繰返し計算が収束する可能性は残されている。

また，最適化問題を解く場合に．（４．２４）式は実際に成立しているか否かを検

討するのに便利な表現ではない。しかし．（４．２５）式は部分システム間で干渉

している結合変数の個数を調べることによって簡単に判定でき，（４．２４）式が

－６４－



成立つかどうかの目安を与える。そこで，次節で述べる送水運用計画問題では。

その計算例に関する収束性について．（４．２５）式が成立しているかどうかを検

討することに止めた。後述するように，実際に得られた計算結果は，すべての場

合についてこの繰返し計算は収束し，満足すべき解が得られた。

４。２．２送水運用計画の二重分割

幾つかの地域が結合した形態をもつ送配水系統において，ある期間中のスケジ

ューリング問題について考えよう。送配水系統運用問題の定式化は，次節に詳し

も述べることにして，ここでは二重分割法がどのように適用されるのか，その概

略を述べる。

送配水系統はいくつかの地域からなり，その地域間は相互に水を融通し合うと

する。また，時間については，ある時間帯毎に離散的に考えるとする。このこと

から，スケジューリング問題は地域毎に分割するのと，時間帯・（以下，期間と呼

ぶ）毎に分割するのと，二通りの可能性がある。

第４．３図は，２地域，２期間の状態量Ｓりの関係を示している。ここに：，添

字ｉは地域，ｊは期間を示す。状態量Ｓｉｊは各期間断面で地域的結合関係をも

っている。一方，各地域毎の断面でみると，時間的結合関係をもっている。この

ような２種の結合関係は，例えば製品の生産スケジューリングや，在庫管理問題

などのスケジューリング問題によくみられる構造である。さて，始めに時間の結

合関係を切断する，すなわち，寄与する状態量を固定すれば，第４．３図（ｂ）に示す

ように・Ｓｉ．ｌとＳ２，しＳＩ，２とＳ２，２の２つの独立な部分システムに分割され，

各々をＴｉ，Ｔ２とする。これを時間分割と呼ぶ。例えば≫Ｓｉ１は次の期間の

状態Ｓｉ．２に影響を与えるが，Ｔ２の部分システムでは・Ｓｉ１をある値に固定

して考えるのである。

一方，地域的な結合関係を切断すると，第４．３図（ｃ）のように各地域毎に期間の

関係のみに着目した２つの独立な部分システムＲＩとＲ２に分割され，これを地

域分割と呼ぶ。たとえば，部分システムＲＩに対しては＞Ｓ２，１とＳ２，２の状態

量はある値に固定されることになる。
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第４．８図地域一時間分割による送水運用計画問題の二重分割

４。３時間一地域のニ重分割による送水運用計画問題

上水道系では，全体を幾つかの地域にブロック化して扱い，各地域で取水・浄

水・配水を行って水の適正な配分を行う。地域間では水の融通を行って需要量を

満し，かつポンプの運転費用を下げるように運用される。

本節では，まず送水運用計画問題を数理計画問題として定式化し，次に二重分

割法がどのように適用されるかを示そう。

４。３．１運用計画問題の定式化

上水道系の計画・制御問題は，第４．４図に示すような構成となっている。需要

量の日間の予測と，対象とする配水網の状況に応じて運用計画問題が設定される。

運用計画の段階では，取水量，配水池貯水量，地域間の融通水量の。スケジュール

を決定する。この決定に従って，地域内では取水量制御，浄水プラントの制御，

配水池制御，ポンプ。バルプによる圧力制御などの更に細かいオンライン制御を

－６６－
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第４．４図水輸送システムの送水運用計画

行う。

規模の大きな配水系統では，このようにスケジューリング，と制御を分離して行

い，また，そのスケジューリング問題は地域を一つの単位として扱うことにより，

計画問題の簡略化が図られる。

さて，地域ｉｌこ付随する変数を第４．５図に定義する。すなわち．Ｖｉ（ｋ）は貯水

量，Ｕｉ（ｋ）は取水量．Ｄｉ（ｋ）は需要量．＜９－（ｋ）は他地域からの融通受水量，

＜９ｉ（ｋ）は他地域への融通送水量である。ただし，需要水量については，別の予

測方法によって得られたものとし，ここでは既知とする。変数の添字ｉ（＝１．

‥・，Ｎ）は地域番号を，またｋ（＝１，‥・，Ｍ）は期間を示す。各地域にお

ける配水池の水収支式は次式で与えられる。

Ｕｉ（ｋ） Ｄｉ（ｋ）

第４．５図地域ｉに属する変数

－６７

ｅ”ｉ（ｋ）

Ｖｉ（ｋ）

地域ｉ

⌒＋。。Ａ

Ｄｅｍａｎｄｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓｔａｔｅｏｆｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｎｅｔｗｏｒｋ

Ｗａｔｅｒｓｕｐｐｌｙｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇ

Ｃｏｎ↑ｒｏｌｏｆｉｎｔｄ≪Ｃｏｎ↑ｒｏｌｏｆＣｏｎ↑ｒｏｔｏｆｐｕｍｐｓ

ａｎｄｐｕｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｅｒｖｏｉｒｓａｎｄｖａｌｖｅｓ

ｐｌａｎｔ



Ｖｉ（ｋ）＝Ｖｉ（ｋ－ｌ）十Ｕｉ（ｋ）－Ｉ）ｉ（ｋ）＋θ７ｉｋ）－θ？‘（ｋ）

ｉ＝ｌ，・・・，Ｎ；ｋ＝ｌ．・・・，Ｍ

（４．２６）

他地域への融通送水量θ↑（ｋ）１ま複数の他地域ｊｌこ送水する量ぴｉｊ（ｋ）（ｊ≒ｉ）

の総和として定義する。

θｊト（ｋ）゜ｊ’びｉｊ（ｋ）
ｊｅｏｉ

ここに，ｏｉは，ｉ地域から送ることができる地域の番号の集合である。同様に

して，受水する水量θ７（ｋ）は，複数の地域から送水される量りｉ（ｋ）（ｊ≒ｉ）

の総和として

町（ｋ）＝２（Ｊ＼ｉ（ｋ）

と表される。ここに，ｌｉはｉ地域へ送ることができる地域の番号の集合である。

びｉｊ（ｋ）は・その流向を指定して・Ｉｉ，ｏｉを定義するが，値そのものは正負い

ずれも取り得るものとする。（４．２６）式の等式制約条件をｇｉ（ｋ）で表してお

く。すなわち，

ｇｉ（ｋ）＝ｖｉ（ｋ）－ｖｉ（ｋ－１）－Ｕｉ（ｋ）十Ｄｉ（ｋ）－ズｌｊｊｉ（ｋ）十
Ｊ
ｊＧＯｉ

‘７ｉｉ（ｋ）

＝０（４．２７）

とする。

送水系の運用上，変数Ｕｉ．Ｖｉ・びｉｊは・各々その上下限制約があり’次式

で表す。

－６８－



喝ＩＩＩ

ｅ
ｌ

ぐ

ζ

－

Ｓ
Ｓ

Ｕｉ

Ｖｉ

ぴｉ

（ｋ）

（ｋ）

ｊ（ｋ）

Ｋ
－

Ｋ
一

式
－

岬゛

Ｖ？゛

岬「

＝１・，・・・，Ｎ；ｊ＝１ ●●● Ｍ）

｜

（４．２８）

次に目的関数は，次のＣｉｋ，‥・．Ｃｉ＼の４つのコストを考える。まず，取水

した原水の浄化コスト及び他の上水道系からの上水の買入れコストを考え，

Ｃｉｋ°ＷｉｉＵｉ（ｋ）

とする。ここＲ：．Ｗｉｉは単位水量あたりのコストを表す重み係数である。

地域間の融通には送水ポンプの動力費を考え，

２

°

÷Ｗ２ｉ
りｊ（ｋ） ｊｅｏｉ

とする。Ｗ２トは，流量Ｒ：対する動力費を表す重み係数である。

次に，浄水プロセスでは水量の急激な変化を避けることが望ましく，時間的変

化に対するペナルティを与え，

（飛 一

一

÷Ｗ３ｉ｛Ｕｉ（ｋ）－Ｕｉ（ｋ－ｌ）ｆ

とする。ここＲ：．Ｗ３ｉは重み係数である。

更に，配水池の貯水量は事故等の緊急予備としてできるだけ多く貯留している

ことが望ましい。そこで最大容量に近づけるようにペナルティを与える。すなわ

ち，

Ｃｉ４ｋ＝十Ｗ４ｉ（ｋ）｛岬゛－ｖｉ（ｋ）｝２

とし．Ｗ４ｉ（ｋ）は重み係数である。
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以上の４つのコスト及びペナルティについて，Ｎ地域，Ｍ期間までの和の形式

で目的関数を設定する。

Ｊ 一

一

墜磐（ｃｉい（飛

ｉ＝ｌｋ＝ｌ

（４．２９）

また，重みＷｓｉ，Ｗ４ｉはＷｉｉ．Ｗ２ｉのように実際の経済コストではないた

め，得られた解が実際の運用に照らして意味のあるように決める。

よって，全体の最適運用計画問題は等式制約条件付で，決定変数をＵｉ（ｋ），Ｖｉ（ｋ）．

びｉｊ（ｋ）として次のように表される。

ｍｉｎｆ

ｓ．ｔ

Ｎ
Ｊ
＝＝

Ｍ

２’

１ｋ＝ｉ

〔ＷｉｉＵｉ（ｋ）ナ｛‾ｗ２ｉｊｏ
ｉ

゛？ｊ｛｝ｃ）

十手Ｗ３ｉ｛Ｕｉ（ｋ）－Ｕｉ（ｋ－１）｝２

十全Ｗ４ｉ（ｋ）

（４．２８）式及び

｛Ｖｒ“－ｖｉ（ｋ）｝２〕

ｇｉｋ゛ｖｉ（ｋ）－ｖｉ（ｋ－１）－Ｕｉ（ｋ）十Ｄｉ（ｋ）一

十Ｊびｉｊ（ｋ）

ｊＧＯｉ

Ｊびｊｉ（ｋ）

ＪＧＩｉ

＝＝０ （ｉ＝ｌ．・・・，Ｎ，ｋ＝ｌ．・・・，Ｍ）

（４．３０）

等式制約に対してラグランジュ乗数λｉ（ｋ）を導入すると，この問題に関するラグ

ランジュ関数Ｌは次式で示される。
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Ｌ＝

Ｎ
Ｊ
Ｍ
Ｊ〔Ｗｉ

ｉ＝ｌｋ＝ｌ

ｉＵｉ（ｋ）十万Ｗ２ｉＪびｉ７ｊ（ｋ）
●－－ヽＪＧＯ；

十手Ｗ３ｉ｛Ｕｉ（ｋ）－Ｕｉ（ｋ－１）｝２

十手Ｗ４ｉ（ｋ）（Ｖ；°゛－ｖｉ（ｋ）｝２

＋

λｉ（ｋ）｛ｖｉ（ｋ）－ｖｉ（ｋ－１）－Ｕｉ（ｋ－１）十Ｄｉ（ｋ）

Ｊ
ｊｅｏｉ
町（ｋ）｝十Ｊλｊ（ｋ）りｊ（ｋ）〕

β）ｉ

（４．３１）

このとき，決定変数はＵｉ（ｋ）．Ｖｉ（ｋ）．λｉ（ｋ）（ｉ＝ｌ．・・・，Ｎ，ｋ＝ｌ，・・・，Ｍ）

及びりｊ（ｋ）いｅｉｉ，ｊＥＯｉ｝で，全休の変数の個数は４ＭＮ以上である。小規

模の計画問題を除いては，小型の計算機ではこの問題を解くことは容易ではない。

そこで，二重分割法を適用することを考えれば，その手順は第４．６図のように

なる。まず・りｊ（ｋ）を固定して他はそのまま変数として扱うと，地域閣の干渉

が固定される，すなわち，原問題は地域の数（Ｎ）の部分問題に分割され，これ

を地域分割（Ｒ分割）と呼ぶ。各部分問題Ｒｉ．・・・．Ｒｎは独立な問題である。

次に変数Ｕｉ（ｋ）・Ｖｉ（ｋ）・りｊ（ｋ）・λｉ（ｋ）・（ｉ°１・‥’・Ｎ）のある期間ｋに着目し・

ｋ以外の期間の変数を全て固定すれば，原問題は期間の数（Ｍ）の部分問題に分

割され，これを時間分割（Ｔ分割）と呼ぶ。各部分問題ＴＩ，‥・，Ｔ・はＭ個

の独立な問題である。

第４．６図 地域一時間分割による最適化
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変数分割を簡単な例で説明しよう。２地域（ｉ＝１．２），２期（ｋ＝１’．２）

の送水運用計画問題を考える。このとき，変数は，Ｕｉ（ｋ），Ｖｉ（ｋ），び（ｋ）．（ｉ＝１．

２．ｋ＝ｌ．２）の１０変数である。制約条件は，地域分割では融通水量ぴ（ｋ）を固

定すると，地域１（ＵＩ（ｋ），ＶＩ（ｋ））と地域２（Ｕ２（ｋ）．Ｖ２（ｋ））に分割される。すな

わち，

一

山
白
レ
レ

－１

－１

一一
０

一一一一

ｚｏｎｅｌ

に
１

”
レ
Ｌ
’

０

一一

１

ｚｏｎｅ２

１
１
１
１
１ １

一一１

－１

ｊ
Ｉ
Ｉ
１
１
１
１
Ｈ
Ｉ
″

一

Ｓ
ｅ
ｊ
Ｓ
Ｓ
Ｓ
ｅ
ｉ
Ｓ
Ｓ
Ｓ
Ｓ

ぬ
馬
脚
吼
．
戮
力
斑
斑
″
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〕 Ｄｉｄ）十Ｖｉ（Ｏ）
ＤＩ（２）

Ｄ２（ｌ）十Ｖ２（Ｏ）

Ｄ２（２）‘

ｊ

（４．３２）

となる。こうして地域間の干渉項である０｛ｌ）及びび（２）を定数とすることによって

地域１と地域２の制約条件は完全に分割される。従って，地域毎に分割された２

つの部分問題ＲＩ及びＲ２が得られる。

一方，変数を期間ｋについて並べ替えて，期間１の変数（Ｕｉ（ｌ）．Ｖｉ（ｌ），び（１））

と時間２の変数（Ｕｉ（２）．Ｖｉ（２）．び（２））に分割すると，制約条件は次の（４．３３）

式のように表される。

－

一一

ｔｉｍｅｐｅｒｉｏｄｌ

１１

□＿
‐
１
‐
‐

一一一一一
１－１

０

一一一一

１ １

１
り
～
～
一
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ｔｉｍｅｐｅｒｉｏｄ２

－７２－

ＶＩ（１）

ＵＩ（１）

Ｖ２（１）

Ｕ２（１）

ａ（１）

ＶＩ（２）

ＵＩ（２）

Ｖ２（２）

Ｕ２（２）

０（２）

（４．３３）

ＤＩ（１）十ＶＩ（Ｏ）

Ｄ２（１）十Ｖ２（Ｏ）

＝

ｌｊ

ＤＩ（２）

ｊ

Ｄ２（２）

レ丁！

１

１

１

１

１

１



こうして，原問題は期間１の部分問題ＴＩと期間２の部分問題Ｔ２に分割される。

期間１の部分問題では，変数Ｖｉ（ｉ）．Ｕｉ（ｉ）．Ｖ２（ｉ）．Ｕ２（ｉ）．＜；（！）に関して，期間２

の部分問題とは独立に最適化が行える。しかし，期間２の部分問題では，期間１

の変数Ｖｉ（ｌ）及びＶ２（ｌ）が干渉している。そこで，この２つの変数の値には，前

の時間１で求めた値を定数として与えるものとする。すなわち，期間がｋ＝ｌ．

‥・，Ｍのとき，部分問題Ｔｋの解Ｕｉ（ｋ）及びｖｉ（ｋ）を次の期間における部分

問題Ｔｋ＋１に定数として与える。こうして時間分割では，ｋ＝１，・‥，Ｍの期

間の早い方から順次解くことによって，Ｍ個の部分問題の最適化を行うものとす

る。

この地域分割と時間分割によって原問題は二通りに分割された。そして全体の

最適化はこの二つの分割による部分間題群を交互を繰返して解くことによって行

われる。第４．１表にはＲ分割とＴ分割において，各々の部分問題Ｒｉ．Ｔｋがも

つ決定変数，目的関数及び制約条件を示す。部分問題Ｒｉは，２Ｍ個の変数及び

Ｍ個の等式制約条件をもつ計画問題であり・一方の部分問題Ｔｋは・２Ｎにりｊ

の個数を加えた数の変数と，Ｎ個の等式制約条件を含む計画問題である。

－７３－



第４．１表二重分割法による変数，目的関数及び制約条件

（ａ）地域分割による部分問題Ｒｉ（ｉ＝ｌ，・・・，Ｎ）

変数゛ＲｉＵｉ（ｌ）・－‥・Ｕｉ（Ｍ）

Ｖｉ（ｌ）ｖｉ（Ｍ）

－－－－－－－－－一一一一一一一一

定数ＺＲｉぴｉｊ（１い‥・ぴｉｊ（Ｍ）

Ｊ

１〔ｗ．ｉｕｉ（ｋ）十｛ｗ２ｉＪｊＥｏｉり５（ｋ）

目的関数ｆＲｉ

十｝Ｗ３ｉ｛Ｕｉ（ｋ）－Ｕｉ，（ｋ－１）｝２十告Ｗ４ｉ｛ｖｉ（ｋ）－Ｖｒ゛｝２〕

ｖｉ（ｋ）－ｖｉ（ｋ－１）－Ｕｉ（ｋ）十Ｄｉ（ｋ）

制約条件ｇＲｊ

‾ｊ；ｌｉりｉ（ｋ）十丿玉ｏｉりｊ（ｋ）゜０

（ｂ）時間分割による部分問題Ｔｋ（ｋ＝１，・‥，Ｍ）

変数ＸＴｋＵｉ０ｃ）．・・・，ＵｎＣＩｃ）

Ｖｉ（ｋ），・・・．ＶＮ（ｋ），りｊ（ｋ）

一一－－－－－－－－一一一一一－一一－－一

定数２Ｔｋ時間ｋ以外の変数

ｉ

モ

１
〔ｗｌｉｕｉ（ｋ）＋１Ｗ２ｉ茫ｏごｊ（ｋ）

目的関数ｆ’ｒｋ

十杏Ｗ３ｉ｛Ｕｉ（ｋ）－Ｕｉ（ｋ－１）｝２＋１Ｗ４ｉｌＶｉ（ｋ）一岬゛｝２〕

ｖｉ（ｋ）－ｖｉ（ｋ－１）－Ｕｉ（ｋ）十Ｄｉ（ｋ）

制約条件ｇＴｋ

‾茫ｌｉりｊ（ｋ）十丿玉ｏｉりｊ（ｋ）゜０

－７４－



４。３．２時間分割した最適化問題

時間的な接続関係を無視して得られる時間分割の部分最適化問題Ｔｋは次のよ

うに表される。

部分最適化問題

ｍｉｎｆＴｋ゛

Ｓ
ｔ

Ｔｋ

Ｎ
Ｊ
＝

・
９

〔ＷｉｉＵｉ（ｋ）十‾｝ｗ２ｉｊｅｏ
ｉ

２（ｋ）

十÷Ｗ３ｉ｛Ｕｉ（ｋ）－Ｕｉ（ｋ－１）｝２

十手Ｗ４ｉ（ｋ□岬゛－ｖｉ（ｋ）｝２〕（４．３４）

（４．２８）式及び

ｇＴｋニｖｉ（ｋ）－ｖｉ（ｋ－１）－Ｕｉ（ｋ）十Ｄｉ（ｋ）

－

２’がｉｉ（ｋ）十・・！；
ｊｅｉｉ ｊｅｏｉ

りｊ（ｋ）＝０ （４．３５）

ここに，時間ｋにおける部分最適化問題Ｔｋの変数は．Ｕｉ（ｋ）．・・・．ＵＮ｛ｋ）。

Ｖ１（ｋ）・゜‥・ＶｎＯｃ）及び″ｉｊ（ｋ）（ｌｉ・Ｏｉ；ｉ°１・‥・・Ｎ）である。他の変数は

全て固竟されている。この部分問題Ｔｋは，２レベル法（６８）を適用すれば簡単に

解くことができる。時間ｋにおける停留条件は次式で与えられる（この条件の誘

導に関しては，付録Ａ．１を参照）。Ｊすなわち，

Ｕｉ（ｋ）：Ｗｌｉ十Ｗ３ｉ〔２Ｕｉ（ｋ）－Ｕｉ（ｋ－１）－Ｕｉ（ｋ＋１）

十λｉ（ｋ）＝ｏ（１≦ｋ≦Ｍ－１）

Ｗｌｉ十Ｗ３ｉ〔Ｕｉ（Ｍ）－Ｕ？（Ｍ－１）〕＋片（Ｍ）

（ｉ＝ｌ．・・・，Ｎ・）

－７５－

－Ｏ

Ｉ

（４‘３６）



ｖｉ（ｋ）：Ｗ４ｉ（ｋ）〔ｖｉ（ｋ）－Ｖｒ勺－λｉ（ｋ）十λ７（ｋ＋１）＝Ｏ（４．３７）

（ｉ＝ｌ，・・・，Ｎ）

曇
りｊ（ｋ）：ｗ２ｉびｉｊ（ｋ）‾λｉ（ｋ）十λ

共
ｊ（ｋ）

（ｊＥｏｉ．ｉ＝ｌ，・‥・，Ｎ）

＝０

曇祷曇
ただし・λｉ（ｋ）・λｊ（ｋ）・λｉ（Ｍ）は部分問題Ｔｋを解く過程での２レベル法の第

１層で与えられるものである。一方，ＵＦ（ｋ＋１）及びλＦ（ｋ＋１）は後述する地域

分割による最適化で得られた解である。ＵＦ（ｋ－１）は地域分割の解としても良い

が．Ｔｋ－１の解を用いることとする。また，ＵＦ（Ｏ）は所与の初期値である。

さて，問題Ｔｋでは停留条件（４．２３）～（４．２５）式が明らかに変数の線形

方程式であるので，その解は簡単に求められる。そして，変数の一次元最適化で

あるから，停留条件の解に上下限制約（４．２８）式を加味すれば，２レベル法の

第２層の解となる。一般に，変数Ｘに対して上下限制約を表す関数Ｂ（Ｘ）を次

式で定義しておく。

Ｂ（Ｘ）＝

１ Ｘｍ
χ
χ

１
９

・
９

Ｘ〉ｍａｘ

χｍｉｎχ£χｍａｘ

χｍｉｎ；Ｘ’くｘｍｌｎ

（４．３９）

よって，部分問題Ｔｋの解Ｕｉ（ｋ）÷，‥・は停留条件の解Ｕｉ（ｋ）．・・・に対

して，

－７６－



ａ
ｌ
Ｖ
（ｋ）’＝Ｂ（ｖｉ（ｋ））

びｉｊ（ｋ）＋゜Ｂ（りｊ（ｋ））

（ｉ＝１，‥・，Ｎｊｅｏ；）

１

（４．４０）

が２レベル法での第２層の解として与えられる。

さて，２レベル法の第１層においては双対変数λがラグランジュ関数を最大に

する方向で修正される。この修正をフレッチャー一リーブス法（３６）で行うとすれ

ば，λｐ（ｋ）を現在のステップｐにおける値として，次の更新式が得られる。

λｐ＋１（ｋ）＝λｐ（ｋ）十ａｄｐ（ｋ） （４．４１）

ここに．ｄ（ｋ）は修正の方向を表すベクトルである。ａは正数で二次補間法等に

よって値を求める。等式制約条件の誤差を表す関数をｅ（λｐ（ｋ））とすれば，その

要素ｅｉは

ｅｉ（λｐ（ｋ））＝－ＶＩト（ｋ）十Ｖｉ°（ｋ－１）十Ｕｙ（ｋ）

－Ｄｉ（ｋ）－Ｊりｊ十（ｋ）十
ＪＧＯｉ

Ｊりｉ十（ｋ）
ｊｅｉｉ

で与えられ，方向ベクトルｄ（ｋ）は次式で更新される。

ｄｐｔｋ）＝ｅ（λ％））十β”－’ｄ－－＊，

ただし，

－７７－

（４．４２）

（４．４３）



ｄｌ（ｋ）＝ｅ（λ

β
ｐ－１

一

一

１（ｋ））

ｅ（λｐ（ｋ））７ｅ（λｐ（ｋ））

ｅ（λｐ‾１（ｋ））Ｔｅ（λｐ‾１（ｋ））

２レベル法のアルゴリズムＲ：よって問題Ｔｋは第４．７図Ｒ：示すように，第２層

でＵｉ十（ｋ）．Ｖ；十（ｋ），・ｙｉｊ十（ｋ）が求められ，次に，第１層において等式制約条件

の誤差の関数からλ（ｋ）が更新され，再び第２層に戻る繰返し計算が行われる。そ

して，各期間ｋごとにＴｋ（ｋ＝１，‥・，Ｍ）が解かれ，第４．６図に示したＭ個

に時間分割された部分最適化が達成される。

ＰｒｏｂｌｅｍＴｋ｛ｋ＝ｉご・・，Ｍ）

「‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾¬

－
Ｉ
Ｉ
Ｉ

）、＊’’＊ｌｋ）＝Ｘ＊’（ｋ）ｔａｄ？（ｋ）

）、ｒ（ｋ）

ＩＳ↑ｌｅｖｅｌＩ

｜

｜

Ｕ・（ｋ），Ｖ・（ｋ），Ｃｎｊ（ｋ）

ｆｉｎｄＵｉ（ｋ），Ｖｉ（ｋ），Ｃｒｉｊ（ｋ）

ｕｎｄｅｒｆｉｘｅｄ＞、ｉ（ｋ）
２ｎｄＬｅｖｅｌ

Ｌ ＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿」

第４．７図時間分割による部分問題Ｔｋ

このようＲ：して，Ｕｊ）（ｋ－１），Ｕｊ）（ｋ＋１），λｊ｝（ｋ＋１）を固定したときの解

Ｕｉト（ｋ），ｖｙ（ｋ），りｆト（ｋ）がｋ＝１，・‥，Ｍにオア）たって求められる。各期間ｋに

おいて地域間の水収支のバランスをとるように誤差関数ｅ休）が作用しており，地

域間の協調がとられている。

なお，この問題の制約条件は線形であることから，制約集合は凸集合となり，

このアルゴリズムで双対ギャップは生じない。

－７８－
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４。３．３地域分割した最適化問題

次に地域間のつながりを無視して得られる部分最適化問題Ｒｉを説明しよう。

各々の部分問題の最適化は２レベル法で行うが，そのアルゴリズムを第４．８図に

示す。

「

Ｌ

ＰｒｏｂｌｅｍＲｉ｛ｉ＝１．…，Ｎ）

－－－－－－－‾‾‾‾‾‾‾¬

ｕｐｄａ↑ｅｄｕａｌｖ【】ｒ．Ｘｉ

）ｊ；ｑ゛（ｋ）＝Ｘ＊ｉ’’（ｋ）＋ａｄｌ’｛ｋ）

）、ｉ（ｋ）

¶Ｓ１ｌｅｖｅｌ

Ｕｉ（ｋ），Ｖｉ（ｋ）

ｆｉｎｄＵｉ（ｋ），Ｖｉ（ｋ）

ｕｎｄｅｒｆｉｘｅｄλΓ（ｋ）

２ｎｄｌｅｖｅｌ１

｜

｜

第４．８図地域分割による部分問題Ｒｉ

部分問題Ｒｉは次のように表される。すなわち，

ｍｉｎｆＲ；＝，
ｊｌ
〔ＷｉｉＵｉ（ｋ）十よＷ２ｉ２７ｇ・げ（ｋ）

ｌ－ｋ＝１２ＪＧＯｉ

十｛Ｗ８ｉ｛Ｕｉ（ｋ）－Ｕｉ（ｋ－１）｝２

十手Ｗ４ｉ（ｋ）｛ｖｉ“１゛－ｖｉ（ｋ）｝２〕

－７９－

」

（４．４４）
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１
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ｓ．ｔ （４．２８）式及び

ｇＲ；゛ｖｉ（ｋ）‾ｖｉ（ｋ‾１）‾Ｕｉ（ｋ）十Ｄｉ（ｋ）

２’∂ｊｉ（ｋ）十
ｉｅｉｉ

Ｊ

ｊＧＯｉ

（ｋ＝１，・・・，Ｍ）

１
１

σ ｊ（ｋ）
一

一
０ （４．４５）

地域はＮ個あるので，Ｎ個の部分問題Ｒｉ，‥・．Ｒｎがある。この分割では，

地域閣のつながりであるびｉｊ（ｋ）はず゛て定数として固定し・前節の時間分割問

題で得た解を用いる。Ｎ個の部分問題は前節と同様にして２レベル法によって解

かれる。地域□こおける最適性必要条件として次のＵｉ（ｋ）．ＶｉＯｃ）に関する方程

式が得られる（式の誘導に：ついては付録Ａ．２を参照）。

部分問題Ｒｉに対する停留条件は次である。すなわち，

㈲
１
１

Ｖ
・
・ Ｗ４ｉ（ｋ）（ｖｉ（ｋ）－ｖｉｌ１１゛

＝０

Ｕｉ（ｋ）：

２

－１

Ｗｓｉ

０

）－λｉ‰）十λｉ゛（ｋ＋１）

（ｋ＝１，・・・，Ｍ）

－１

２。

●

●●

●

●

●

●

゜・

ｌｊｌ

ｉ

十Ｗ３ｉＵｉ（０）

－８０－

（４．４６）

（４．４７）

Ｕｉ（ｌ）

ＯＵｉ（２）

２－ＩＵｉ（Ｍ－１）

－１１Ｕｉ（Ｍ）



ただし。双対変数λｊ（ｋ）は２レベル法の等１層で求められる。また，λｉｌＭ＋１）

＝ｏとする。（４．４７）式におけるＵｉ（ｏ）は所与の所期値である。（４．４６）．

（４．４７）式は一次元最適化の停留条件であり，これに上下限制約を考慮するこ

とによって，２レベル法の第２層の解は（４．４６），（４．４７）式の解から次式

で与えられる。

Ｕｉ十（ｋ）＝Ｂ（Ｕ；（ｋ））

Ｖｉ’（ｋ）＝Ｂ（Ｖｉ（ｋ））

（４．４８．）

ここに．Ｂは（４．３９）式と同様の関数である。

双対変数λに（ｋ）（ｋ＝１，‥・，Ｍ）は２レベル法の第１層で更新されるが，

その手順は前節と同様である。ただし，この場合の誤差関数ｅｉ（λｉ（ｋ））は次式で

与えられる。

ｅｉ（λｉ（ｋ））＝－Ｖご（ｋ）十ｖｉ十（ｋ－１）十Ｕｉ十（ｋ）

－Ｄｉ（ｋ）一Ｊ，ｙｉｌ（ｋ）十Ｊ，７ｉ？（ｋ）（４．４９）
ＪＧＯ；ＪＧＩｉ

ただし・りｊＶ）・０は由定され・Ｖご（ｋ－１）は変数として扱われること

に注意する。

４４計算例とその結果の考察

前節までに定式化した送水運用計画問題について，その計算例を述べる。第

４．９図に示すようなある中規模都市の上水道系を対象とする。地理的条件から，

この都市では５地区に分割してその運用を考えることができる。すなわち，Ｎ＝

５である。一つの地域内の複数の配水池は，一括して仮想的な一配水池として扱

う。この都市の５地域に関係する変数をまとめて第４．１０図に示す。すなわち，

配水池貯水量ＶＩ～Ｖ５，浄水と他機関からの買水量の和ＵＩ～Ｕ５及び地域間

－８１－



ｚｏｎ＊１ ｚｏｍ３ ＺＯＭ４

ｚｏｎｅ２１１ｚｏｎｅ５
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第４．９図５地域よりなる都市配水網

（Ｈ市の例）

Ｕ¶
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Ｕ３

Ｄ３

Ｕ４

Ｄ４

ＵｓＤｓ

第４．１０図５地域よりなる配水系の

変数（ただし，Ｄ１～Ｄ５は既知）
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の融通水量り～ぴ６である。送水運用計画における期間数はＭ＝６とする。１

期間を４時間として２４時間の計画問題とする。

さて，送水運用計画問題に対して，二重分割法を適用したときの収束性につい

て検討しておこう。本節で取り上げる送水運用計画問題の計算例では，第４．１０

図に示したように，決定変数はＵｉ（ｋ）．Ｖｉ（ｋ）．び１（ｋ）．・・・，・７６（ｋ）（ｉ＝１，

●●● Ｎ；ｋ＝ｌ．・・・，Ｍ，Ｎ＝５．Ｍ＝６）である。従って，決定変数の個数

はｎ＝２ＭＮ＋６Ｍ＝９６である。等式制約条件は．（４．２７）式の水収支式で

あり，ＮＸＭ＝３０個の等式からなる。いま，決定変数をＸＧＲ”（ｎ＝９６）と

おけば．（４．２７）式は（４．２）式のようにＡｘ＝ｃと表現できる。ここに，Ａ

はＭＮＸｎ行列でｃはｎｘ１ベクトルである。４．２．１節に述べた収束性の条件に

従えば，原問題のもつ制約条件の行列Ａの階数ｐは．ｐ＝ＭＮであるから゛ｔ行列

Ａの零度は，

ｎ－ｐ＝ｎ－ＭＮ＝ＭＮ＋６Ｍ （４．５０）

である。

次に，地域分割（Ｒ分割）について考えよう。決定変数ｘを，地域ｉ（ｉ＝ｌ．

・。・｀・，Ｎ）毎にまとめて，次のように並べ替えることによって，Ｒ分割の問題を

得る。

ＸＲ＝（ＸＲｌ，’゛゜・ＸＲｉ

Ｔ

・‥゜９ＸＲＮ

Ｔ

９６１
Ｔ）Ｔ

ただし，ＸＲは（２ＭＮ＋６Ｍ）×１ベクトル・ＸＲｉは２ＭＸ１ベクトル。７は

６ＭＸ１ベクトルで，次の成分からなる。

ＸＲｉ°（Ｕｉ（１），‥・．Ｕｉ（Ｍ）．Ｖｉａ）．・・．Ｖｉ（Ｍ））Ｔ，ｉ＝ｌ，．．・，Ｎ

（１＝（り（１）・‥‘・り（Ｍ））≒ｊ゛１・‥゜・６

十最適化問題の等式条件は，一般にＭＮくｎである。
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Ｒ分割では，ベクトル∂は定数として扱われる。決定変数ｘをｘｌＲ：並べ替える

ことによって，制約条件Ａｘ＝ｃは．４．２．１節に述べたようにＡｒＸＲ＝ｃｌと

変形される。そして，ＡＲは次式の形に書かれる。ヽ

Ａｒ＝Ｂｒ＋ＧｒＨｒ
（４．５１）

ここＲ：，ＡＩはＭＮＸｎ行列，ｅＲはｎｘｌベクトル，ＢｒはＭＮＸｎ行列，

ＧｎはＭＮＸ６Ｍ行列，ＨＲは６ＭＸｎ行列である。行列ＨＲの階数ｑＲは，

ＱＲ
一

一 ６Ｍ （４．５２）

で与えられる。すなわち，地域間で干渉する変数の個数は６Ｍである。

時間分割についても，変数ｘを時間ｋ（ｋ＝ｌ，・・・，Ｍ）毎にまとめて並べ直

せば，次のＸＴを得る。

ＸＴ°（ＸＴＩ，・・・，ｘＴｋ

Ｔ

Ｉ°゜’ｌｘＴＭ

Ｔ
）
Ｔ

ＸＴｋニ（Ｕｉ（ｋ）．・・・．ＵＮ（ｋ）．Ｖｉ（ｋ）．・・・．ＶＮ（ｋ）。；ｉ（ｋ）．・‥，ｚｙ６（ｋ））″Ｉ’，

ｋ＝１，‥・，Ｍ

ここＲ：，ＸＴは（２ＭＮ＋６Ｍ）×１ベクトル．ＸＴｋは（２Ｎ＋６）×１ベクト

ルである。決定変数ｘをｘ７のように並べ替えることによって，制約条件Ａχ＝

ｃは．ＡｔＸＴ＝ｃＴと変形される。時間分割では，４．３．１節の（４．３３）式で説

明したように，部分問題Ｔｋにおいてはｖｉ（ｋ－１）（ｉ＝１，・‥，Ｎ）の値は，

前の期間ｋ－１の部分問題Ｔｋ－１の解を定数として与えられる。従って，部分

問題Ｔｋでは，決定変数がＸＴｋ，他の部分問題からの干渉がｖｉ（ｋ－１）（ｉ＝１。

‥・，Ｎ）であるから，行列ＡＴは次の形に書かれる。

Ａｔ＝Ｂｔ＋ＧｔＨｔ

－８４－

（４．５３）



ただし，

ＨｔＸＴ＝｛ｖｉ（１），‥・，ｖｉ（Ｍ－１）｝Ｔ
ａ
ｌ

＝１ ●●● Ｎ

ここに，ＡＴはＭＮｘｎ行列，ＢＴはＭＮＸ（２Ｎ＋６）行列，ＧＴはＭＮＸ

Ｎ（Ｍ－１）行列，ＨＴはＮ（Ｍ－１）ｘｎ行列である。従って，Ｔ分割において

部分問題の間の干渉変数の個数ｑＴは，

ｑＴ＝Ｎ（Ｍ－１） （４．５４）

である。

以上から，（４．５０）．（４．５２），（４．５４）式を，４．２．１節の（４．２５）

式の条件

ｎ－ｐ≧ＱＲ十ＱＴ

に代入すれば，ＭＮ＋６Ｍ〉６Ｍ十Ｎ（Ｍ－１）となり，これは必ず満足される。

従って，本節で取り上げる計算例に対して二重分割法を適用した場合，最適解に

収束することが期待される。

次に，この計算例について説明しよう。

まず，目的関数の重み係数を第４．２表に示す。Ｗｌｉは浄水及び買水コストに

対するものであるが，地域３及び４では買水量が大きく，そのコストが他地域で

の自己水源利用に比較して高くなっている。Ｗ２ｉは地域間の融通水量のコストに

対するもの．Ｗ３ｉは浄水量の平滑化を目的とする重みである。Ｗ４ｉ（ｋ）はｋ＝

１，・‥，５の時間帯では，配水池の水量の変動は制限されないので小さな値を

与え，深夜にあたるＫ＝６の時間帯では，配水池を満水にするために大きな値を

与えている。

－８５－



第４．２表目的関数の重み係数

ｉ１２８４５６

重み係数

Ｗｉｉ２．０２．０２．２２．２２．０

Ｗ２ｉ０．１０．１０．１０．１０．１０．１

Ｗ３ｉ０．１０．１０．１０．１０．１

Ｗ４ｉ（ｋ）０．０１０．０１０．０１０．０１０．０１

ｋ＝ｌ．・・・，５

Ｗ４ｉ（６）１０．１０．１０．１０．１０．

【Ｋ㎡！／ｈ】

６

５
４
３

で
Ｃ
Ｏ
Ｅ
＠
「
」

２
１

』
ｓ
↑
ｏ
Ｉ

６８１０１２１４１６旧２０２２２４２４６

ｈｏｕｒ

第４．１１図実際の需要パターンの例（夏期）

次に，需要水量のパターンについてみる。第４．１１図Ｒ：は夏期の一週間に観測

されたある配水池からの実績需要量の平均パターンである。午前と午後に２つの

ピークを持ち，深夜には減少している。計算では，この実績パターンと類似の第

４．１２図に示す簡単化されたパターンを用いる。その場合の５地域の各需要量を

第４．３表に示す。地域４と５は同じ需要パターンと仮定している。
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７０

０
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６
５
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で
ｃ
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Ｅ
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０
０
３
２
』
３
Ｊ
Ｄ
Ｍ

０
０

¶

６ １０１４１８２２２６

ｈｏｕｒ

第４．１２図計算例のための仮想需要

第４．３表需要パターンの数値
〔ｋｍ３〕

地域別ＤｉＤ２Ｄ３Ｄ４Ｄ５

時間帯

６－１０１０．１１８．８６４．９１２．３１２．３

１０－１４６．１１１．４３９．４７．５７．５

１４－１８６．０１１．５３９．５７．６７．６

１８－２２７．９１４．７５１．０９．７９．７

２２－２３．２６．０２０．１４．０４．０

２－６２．７４．６１７．１２．９２．９

合計３６．０６７．０２３２．０４４．０４４．０

〔ｋｍ３／ｄａｙ〕

－８７－

χ：Ｄ＜≫，５

Ｄ３

Ｄ２
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変数の上下限制約を第４．４表に示す。地域３と４のＵ８及びＵ４の上限が大き

いのは，買水量が含まれているためであり，他地域では自己水源の浄水能力の上

限を示している。

第４．４表決定変数の上下限制約

ｖａｒｉａｂｌｅｓｍｉｎｉｍｕｍｍａχｉｍｕｍ

Ｕ１（ｋ）０．０１．５ｋｍ＾／ｈ

Ｕ２（ｋ）０．００．３２５ｋｍＶｈ

Ｕ３（ｋ）０．０１２．５８ｋｍＶｈ

Ｕ４（ｋ）０．０４．０ｋｍＶｈ

Ｕ５（ｋ）０．００．７５ｋｍＶｈ

ぴｌ（ｋ）～，７６（ｋ）－５．０５．０ｋｍＶｈ

ＶＩ（ｋ）０．０１２．７ｋｍＶｈ

Ｖ２（ｋ）０．０１．７ｋｍＶｈ

Ｖ８（ｋ）０．０６９．８ｋｍＶｈ

Ｖ４（ｋ）０．０２８．６ｋｍＶｈ

Ｖ５（ｋ）０．０５．１ｋｍＶｈ

ｋ＝ｌ，・・・，５

配水池貯水量の上限値は他地域８と４では大きいが，他の地域ではその貯水能

力は小さく，特に地域２では需要量に比べて容量が小さいので，他からの融通に

頼る必要がある。

これらの条件の下に，地域分割による最適化と時間分割による最適化を交互に

繰返して，最適解を得た。その結果を第４．１３図に示す。まず，同図（ａ）の浄水及

び買水量のパターンは，地域１，２．５のＵｌ．２．５では能力上限で一定値を取り，

余裕のある地域３及び４のＵ３，４では時間的に変動するが，その幅は小さい。

次に，同図（ｂ）には，地域間の融通水量のパターンを示す。むとび３によって，

－８８－
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６

第４．１３図二重分割法で得た最適解

１４１ｅ

ｈｏｕｒ

１０１４１８２２２６

ｈ（χ）「

（ｃ）配水池貯水量

地域２は常に他地域から水が供給され，地域１では水源能力の不足を地域３から

の融通で補っている。りＪ５，りをみると，地域４から３へ，地域４から５へ

また，地域３から５への供給があり，地域５の自己水源能力の不足を他地域から

補っていることがわかる。配水池の水量変動パターンを同図（ｃ）に示す。運用開始

の６時では，全配水池は上限近く迄貯水されており，需要が増加する時間帯では。

その水量が下限値まで減少する配水池Ｖｌ．２．５がある。最終の翌日時刻６時には，

配水池はいずれも上限値に近くなっており，通常，経験によって運用されるパタ

ーンと類似の結果を得ている。
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例えば，この都市で実際に行われている配水池の運用パターンと比較してみよ

う。第４．１４図に地域毎の配水池で観測された実際の水位パターンを示す。この

都市の上水道系統では，経験的に運用が行われており，数理的なスケジューリン

グや最適化操作は行われていない。各配水池共，深夜から早朝にかけて配水池の

水位を上昇させ，需要量に従って午前と午後に水位が下降するパターンがみられ

る。第４．１３図（ｃ）の最適化された配水池運用パターンと，この実際の運用とを比

較してみると，類似のパターンであることがわかる。需要の大きい地域３では，

両者の運用パターンとも比較的変動が大きぐ，地域８より需要の少ない地域４で

は，水位の変動が比較的少ない。
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（ｄＧ↑ｏ：Ａｕｇ．２６，８３）

第４．１４図実際に運用されている配水池の

水位の１日の変化（Ｈ市）
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このように，実際に行われている運用は経験に基づいたものであるが，配水池

の水位パターンの比較から見て，最適に近い運用が経験的に行われていることが

わかる。

次に，本章で述べた二重分割法と従来からの他の最適化手法とを比較してみよ

う。第４．５表にその比較結果を示す。まず，原問題を分解しないで一括して解く

場合には，変数の個数は９６個，制約条件式の個数は３６個である。幾つかの適

用可能な手法が考えられるが，その中でも，現在計算効率が高いと言われている

一般化縮少勾配法（ＧＲＧ法）（３５，３６）を用いた。その結果，記憶容量が６０キロ

語，計算時間は６７２秒であった。一方，本章に述べた二重分割法では，記憶容

量が１６キロ語，計算時間が１６２秒であった。そして，地域分割と時間分割の

間での繰返し回数は５０回であった。部分問題の個数は，地域分割では１２変数。

第４．５表最適化手法の比較

プログラムサイズ計算時間十
最適化手法収束回数変数及び制約条件の個数

（ｋｗ）（ｓｅｃ）

ＧＲＧ法６０６７２．６－（９６，３０）注１）

二重分割法１６１６２．４５０〔（１２，６）妬〕トｄｅｃ．（注２）

〔（１６，５）妬〕Ｔ－ｄｅｃ．

双対分解法３１１１０４．６６０（２４，６）４４，（３６，６）（注３）

十・ＶＡＸ１１／７８０によるＣＰＵ時間

（注１）９６変数，３０等式制約条件の全体問題。

（注２）次の①及び②を交互に解く。

①地域分割（Ｒ－ｄｅｃ）では，１２変数，５等式制約条件の５つの部分問題。

②時間分割（Ｔ－ｄｅｃ）では，１６変数，５等式制約条件の６つの部分問題。

（注３）２４変数，６等式制約条件の４つと，３６変数，６制約条件の１つの計

５つの問題。
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６制約式の部分問題が５（＝Ｎ）．時間分割では１６変数，５制約式の部分問題

が６（＝Ｍ）である。４．３．２節及び４．３．３節に述べたように，部分問題が小規模

であるため，他の分解しない方法に比べて計算時間が少なくてすひ。次に，本解

法以外の分解法として，例えば文献（３１）にあるように，地域間の融通水量びを

協調変数と考えれば，地域に関して加法の形となり双対分解法が適用できる。

この方法では，２４変数及び６制約式をもつ部分問題が４個（地域１，２，４．

５）と，３６変数及び６制約式をもつ部分問題が１個（地域３）の計５個の部分

問題に分解される。ＧＲＧ法による一括最適化に比べ，記憶容量は減少しても，

繰返し回数が多くなり，計算時間は１１０４秒かかった。二重分割法はこの双対分

解法に比べ，記憶容量及び計算時間ともに少ない。

以上のように，本章の二重分割手法は，分割された各部分問題が小規模であり，

２レベル法等の適用によって，記憶容量と収束のための繰返し協調回数が他の手

法に比較して，優れていることが計算例に示されている。

なお，他の解法として運用計画問題をＬＰで定式化し，時間ｋについて分解し

ｋ＝１からｋ＝Ｍまで，時間の順に解く方法が提案されている（２ｔ）しかし，その

方法は時間ｋに関して，完全に分解できない問題を扱っており，準最適な解に止

まっている。これは，本章の二重分割の時間分割の部分問題を１回解くことに等

しい。‥

送水運用計画問題は，一般に変数の多い非線形計画問題，あるいは線形計画問

題として定式化されるのが普通である。本手法は，地域分割及び時間分割の二重

分割という理解しやすい分解法であり，特に繰返し計算の過程において得られた

暫定解は，実行可能な準最適解として用いることができるという実用的利点があ

る。
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４６結言

本章では，はじめに非線形計画問題に対する二重分割法を説明し，次に複数地

域の送水運用計画問題を定式化した。そして，この送水運用計画問題が時間と地

域に関して分割可能であることを示した。二重分割法では，時間分割及び地域分

割により，得られた部分問題を繰返し解くが，その過程で得られた暫定解は，実

行可能な準最適解として用いることができる利点がある。二重分割法の繰返し計

算の収束性については，収束のための十分条件を，本章で取り上げた問題が満し

ていることを確かめた。

中都市の上水道系を例にとって，具体的な送水運用計画問題の計算例を示した。

最適化計算のための他の代表的手法であるＧＲＧ法及び双対分解法と比較した結

果，二重分割法が記憶容量及び計算時間が少なくてすむという点で，有効である

ことが明らかとなった。また，得られた最適解は実際の配水池運用のパターンと

類似のパターンであることが示された。

なお，この計算例においては，二重分割法の計算は常に収束することが確かめ

られた。
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第５章進行波特性を考慮した送水管路の異常検知法

５。１序言

近年，都市域における水需要の増加に伴って，広域的な水輸送系統が整備され

つつある。特に，取水源が需要地から遠距離にあって，大容量長距離輸送をする

場合が多くなっている。この傾向に伴って送水系統の保護監視システムの開発と

整備への要求が高まっている。すなわち，送水管の破裂事故や閉塞事故は，送水

の中断をもたらし，社会的に重大な影響を及ぼすものであり，その迅速な発見と

復旧のための監視システムの開発が必要である。

従来，送水管路の破裂事故を瞬時に検知する方法としては・，破裂に伴う圧力降

下の波動が水中を伝搬す芯時間から検知する方法（２６，５２）や，異常音を検知する方

法（３）などが提案されている。しかし，定常状態での圧力降下を対象としており，

水撃作用が発生したときのような過渡的状態では適用できない。また，管路中を

往復する反射波の影響を考慮していない。更に管路の両端での流量差の異常によ

る方法では，漏洩流量を検知できても，事故点の位置を標定することができない。

本章では，送水管路の破裂事故，閉塞事故に伴って，圧力あるいは流速に変動

が生じ，これが波動として伝搬することを利用した検知方式を提案する（１８’１？）。

圧縮性流体の性質として生ずる水撃作用は，古くから多くの研究が行れてきたが

（２，８，９，２７，２８，５４，６２，７１）とくにシュナイダー－ベルシェロンの関係式（１３）が導かれて

水撃作用の伝搬解析の図式解法として用いられてきた。本論文で提案する検知方

式は，このシュナイダー－ベルシェロンの関係式を利用するものである。

電力系統工学の分野では，このシュナイダー－ベルシェロンの関係式を利用し

た送電線保護方式が研究されている（６０，６１）が，上水道の分野では，単に水撃作用

の解析手段に止まっている。この関係式は，進行波の特性曲線上で成立するもの

であるが，管路の破裂あるいは閉塞事故の場合にも，圧力及び流速と事故との関

係を表すものと考えられる。事故により発生する圧力と流速の変動を，進行波と

してとらえる方法は，圧力降下検知法や流量差法のもつ特徴をもち，更に管路中

に発生する反射波の影響も考慮されているので，事故による波動の変化を的確に
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検知できると考えられる。本章では，この考え方に基づいて，事故点の位置標定，

事故の種類や規模の推定の方法を提案し，シミュレーションによってその検討と

考察を行う。

６。２異常検知の基本原理

５．２．１管路の状態判別関数の定義

管路を流れる水は，管内流を一次元流れとし，流体の圧縮性，粘性に基づく摩

擦力及び管の弾性変形を考慮して，２．２．１節で述べたように運動方程式と連続方

程式によって表される。一般の上水道管路では，圧力波の伝搬速度Ｃが流速Ｖよ

りも大きい，すなわちＣ〉〉Ｖであることから，本章では（２．９）及び（２．１０）

式を基礎にして議論を進めることとし，更に摩擦損失の項を無視することにすれ

ば，次式の運動方程式と連続方程式を得る。

∂ｖ

－
∂ｔ

∂ｈ

－∂ｔ

＋ｇ

＋

Ｃ２

－
ｇ

∂ｈ
－
∂Ｘ

∂ｖ
－
∂ｘ

一

一
０ （５．１）

一

一

０
（５．２）

ここに，ｖは流速，ｈは水頭，ｃは定数，ｇは重力加速度である。

（５．１）及び（５．２）式は，線形の波動方程式であり，よく知られているよう

に次式で表される一般解

ｈ（ｘ，ｔ）＝Ｆ（ｔ十三）十ｆ（ｔ一三）
ＣＣ

ｖ（ｘ，ｔ）＝一子Ｆ（ｔ十÷）十手ｆ（ｔ－÷）

（５．３）

（５．４）

すなわち，ダランベールの解をもつ。ここに，Ｆ（ｔ＋１）及びｆ（ｔ一一ご）は各

々，後進波及び前進波を表す。

本章では，流速ｖよりもむしろ流量ｑについて考察するので．（５．４）式の代
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りに次の（５．５）式を用いることとする。

ｑ（ｘ．ｔ）＝－

ｇＡ

－ ＋ 些ｆ（ｔ－ 亙）
Ｃ

（５．５）

ただし，Ａは管の断面積で圧力による変化率は小さいと仮定している。

ｂｒｅａｋ
ａＦｂ

●ｑ¶→χ→ｑ２●

ｈ（ｏ，ｔ）］↓ｐｉｐｅｌｉｎｅｊｈ（ｌ．ｔ）

ｑ（ｏ，ｔ）Ｉｑ゛ｊｑＵ・１）

ｌｌｌ

ｏχ¶１

ＤＩＳＴＡＮＣＥ

第５．１図破裂事故がある管路モデル

第５．１図に示す管路において，ａ点（ｘ＝ｏ）及びｂ点（ｘ＝ｊ）における水

頭ｈと流量ｑの間には．（５．３）式及び（５．５）式の一般解から導かれる次の関

係が成立する。

ｈ（ｏ，ｔ）－
こ

ｇＡ
ｑ（ｏ，ｔ）＝ｈ（ぞ，ｔ－７’）－

ニ

ｇＡ
４０？，ｔ－７‘） （５．６）

ここに，引ま管路長，ｒ＝ｅ／ｃである。この関係式は後進波により導かれたも

のであり，第５．１図のｂ点で観測された波動が，ａ点に時間ｒだけ遅れて到達す

ることを表している。前進波に関しても同様にして，次の関係式を得る。

ｈ（ｏ，ｔ－ｒ）十三
ｇＡ
ｑ（ｏ，ｔ－７）＝ｈ（と，ｔ）十

三

ｇＡ
ｑ（ｊ，ｔ） （５．７）

この（５．６）式及び（５．７）式は，シュナイダー－ベルシェロンの関係式と呼

ばれ，進行波の特性曲線上で常に成立する等式である。てのシュナイダー－ベル
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ジェロンの関係式は，水撃作用の図式解法の一つとして知られているが，以下の

節に述べるような管路の異常事故検知に適用した例は，これまでのところ見当ら

ない。

上に述べたシュナイダー－ベルシェロンの関係式から，次のような後進波によ

る状態判別関数δｂ（ｔ）及び前進波による状態判別関数δｆ（ｔ）を定義する。

∂ｂ（ｔ）＝ｈ（ｏ，ｔ）一二
ｇＡ
ｑ（ｏ，ｔ）－ｈｉ£，ｔ－ｚ）十

ニ

ｇＡ
Ｑ（．£，ｔ－Ｚ）（５．８）

δｆ（ｔ）＝ｈ（ｏ，ｔ－７’）十Ａｑ（ｏ，ｔ－７’）－ｈ（ぶ，ｔ）一輿ｑ（ｊ，ｔ）（５．９）

状態判別とは，送水管路の状態が正常か否かについての判別を意味している。

管路の一部で破裂事故によって異常が生じたり，閉塞が生じた場合には，両端で

の流量収支が合わなくなったり，あるいは水頭の異常な降下が生ずるが，基本的

にはそれまでの流れの状態が変り，管路のパラメータが異常に変化したと考えら

れる。このような場合，進行波がその事故点から発生したり，あるいは事故点を

通過する際に進行波の波形に何らかの歪みが生じたりすると考えられる。この観

点から，δｂ（ｔ）あるいはδｆ（ｔ）によって対象とする管路の状態判別を行うこ

とができると考えられる。すなわち，

δｂ（ｔ）＝０のとき，管路の状態は正常

δｂ（ｔ）≒Ｏのとき，管路の状態は異常

であると判定できる。同様Ｋ．８｛（ｔ）によっても，管路の状態を判定することが

可能である。以下に，管路に破裂事故及び閉塞事故が発生した場合について，こ

のことを具体的に示そう。＜

５。２．２破裂事故の検知

管路で破裂事故が発生し，漏洩が生じた場合について考えよう。第５．１図の管

－９７



路のＦ点で破裂事故が発生し，その漏洩流量がｑＦ（ｔ）であるとする’。ａ点から

のＦ点の距離をｘｌとしたとき，後進波に関する関係式（５．６）式がａ－Ｆ間で

成立して次式を得る。

ｈ（ｏ，ｔ）－
二

ｇＡ
ｑ（ｏ，ｔ）＝ｈ（ｘｉ，ｔ―Ｔｉ）一三ｑｉＣｘｉ，ｔ－Ｔｉ）（５．１０）

ｇＡ

ここＲ：，Ｔｉ＝Ｘｌ／ｃでａ－Ｆ間の波動伝搬時間であるー。同様Ｒ：して，Ｆ－ｂ間

の後進波について波動伝搬時間を７２＝（ｊ－ｘｌ）／ｃとすれば次式を得る。

ｈ（ｘｉ，ｔ）でｊｋｑ２（ｘｌ，ｔ）＝ｈ（ｊ，ｔ一ｒ２）一合
ｑ（ｊ，ｔ－７’２） （５．１１）

（５．６）式のｔをｔ－７１で置換し，さらに７＝７・１十７・２を考慮して次式を得る。

ｈ（ｏ，ｔ）－
三

ｇＡ
ｑ（ｏ，ｔ）十

＝ｈ（ｊ，ｔ－７）－

工

ｇＡ

こ

ｇＡ

ｑｉ（ｘｉ，ｔ―Ｔｉ）

ｑＵ，ｔ－ｒ）十
三

ｇＡ
ｑ２（ｘｉ，ｔ－７‘１）（５．１２）

ただし．（５．１２）式中のｑｌは事故点直前の位置Ｒ：おける管路流量，ｑ２は事

故点直後の位置における管路流量である。（５．８）式に（５．１２）式を用いて書

き直すと，状態判別関数δｂ（ｔ）は次のようになる。

δｂ（ｔ）＝－

＝－

こ

ｇＡ

二

ｇＡ

ｔｑｉＣｘｉ，ｔ－Ｔｉ）－ｑ２（ｘｉ，ｔ－Ｔｉ）｝

ｑｐＣｔ－７’１） （５．１３）

すなわち，管路の破裂漏洩事故の場合には，∂ｂ（ｔ）は零ではない。また，

δｂ（ｔ）は７１時間前の漏洩流量に比例した値となっている。
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前進波に関する状態判別関数∂ｆ（ｔ）についても，同様の考察により次式を得

る。

δｆ（ｔ）＝
ニ

ｇＡ
ｑｉヽ（ｔ－Ｔｏ） （５．１４）

従って，状態判別関数δｂ（ｔ）及び８ｆ（ｔ）が零でなくなったときには，破裂に

よる漏洩が生じており，δｂ（ｔ）及びδｆ（ｔ）から時間７’１及び７・２前の漏洩流量

が求められる。

ｔ゛＋て
２

ｔ“＋て，

ｔ驀

ｔ

○

（【】）

７’，

（Ｆ）

１

（ｂ）

χ

第５．２図管路中を伝搬する進行波

次に，管路破裂事故が発生した位置を標定する方法について考察する。第５．２

図は，横軸に距離，縦軸に時間をとり，前進波と後進波の波動伝搬の様子を示し

たものである。時刻ｔ゛における漏洩流量をｑｒ（ｔ゛）とする。このときの後進

波は事故点Ｆからａ点までの時間７’１かかって到達する。一方，前進波はｂ点に

時間７２で到達する。第５．２図のＢ点で交叉するこの二つの進行波についての状

態判別関数を導くと，

δｂ（げ十ｒｌ）＝－
ニ

ｇＡ
ｑｒ（ｔ゛）

－９９－

（５．１５）

二二二三二’‾‾二五万て＿し

ＩＢ
Ｉ

．ｊ



δｆ（ｔ゛＋７２）＝
ニ

ｇＡ
ｑバｔ゛）

（５．１６）

となり，∂ｂと∂ｆの絶対値が等しく，符号が反対であることがわかる。よって

△Ｔ＊＝ｒ２－７１及びｔ＝ｔ゛十７・１とすれば．（５．１５）式及び（５．１６）式よ

り，次式が成立つ。

－δｂ（ｔ）＝り（ｔ十△７゛）
（５．１７）

すなわち，－δｂと∂ｆは時間△７゛だけずれて同じ値をとる。従って，

（５．１７）式を用いて△７゛が決定できれば，次の関係式

△７゛＝７’２’－７’１＝ｊＬ二２Ｊ－。一匹づ＝（５．１８）
ＣＣ

から，事故の発生点の位置ｘｌを標定することができる。すなわち．（５．１８）

式から，事故点の位置ｘｌは，第５．８図に示すように

Ｘ１
－

－

で与えられる。

１

－２
（£－ｃ△７゛）

χ１

（５．１９）

ｊ１で

－て○て

第５．３図△７＊と標定位置ｘｌの関係

－１００－

，－－………１

１１

１



具体的には△７勺まーδｂ（ｔ）とδｆ（ｔ）の時系列データのパターンのずれか

ら決定することができるが，その方法は５．３．２節に述べる。

以上から，管路の破裂事故発生の検知，事故点の位置及び破裂漏洩流量の値が

状態判別関数によって決定できることが明らかとなった。

５。２．３閉塞事故の検知

前節では，破裂事故の場合の事故検知について述べたが，次に管路の閉塞事故

について検討しよう。いま，第５．１図のＦ点で漏洩のない閉塞事故が発生したと

仮定し，その事故点直前の位置における水頭をｈｉ，直後の位置における水頭を

ｈ２とする。このとき，後進波について次式が成立する。まず，Ｆａ間において

は，

ｈ（ｏ，ｔ）
＿三

ｇＡ
ｑ（ｏ，ｔ）＝ｈｉ（ｘｉ，ｔ－ｒｉ）－

が成立する。次にＦｂ間については，

ｈ２（ｘｉ，ｔ）－
と

ｇＡ

こ

ｇＡ

ｑ（ｘｌ，ｔ）＝ｈ（ｊ，ｔ－７’２）－

ｑ（ｘｉ，ｔ－７’１）

ニ

ｇＡ
ｑｉ£，ｔ－Ｔｚ）

（５．２０）

（５．２１）

が成立する。（５．２１）式Ｒ：おけるｔをｔ－７・１で置換して，更Ｒ：（５．８）式を用

いれば次式を得る。

δｂ（ｔ）＝ｈｌ（ｘｌ，ｔ－７１）－ｈ２（ｘｌ，ｔ－７’１） （５．２２）

すなわち，状態判別関数∂ｂ（ｔ）は閉塞事故点の直前と直後の水頭差を示してい

ることがわかる。これは，事故によって管路断面積が小さくなり，かつ抵抗が増

加するから，事故点で水頭差が生ずるためである。

前進波に関する判別関数についても同様の考察により，
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∂ｆ（ｔ）＝ｈｌ（χ１，ｔ－て２）－ｈ２（ｘ１，ｔ－７・２）
（５．２３）

が得られる。従って，時刻ｔに対して，δｂ（ｔ＋７’１）＝δｆ（ｔ十７・２）であるから

△Ｔ＊＝Ｔ２－Ｔｉとすれば，

δｂ（ｔ）ニｄｆｉｔ十△７゛）
（５．２４）

を得る。これから，判別関数∂ｂと∂ｆは時間△７゛だけずれて同じ値を示す。

△７゛の決定が，前節に述べた破裂事故の場合と同様にδｂ（ｔ）とδｆ（ｔ）の間

に成立つ（５．２４）式を用いて行うことができれば，事故点ｘ１の位置決定は

（５．１９）式によって求められる。以上のように，管路の閉塞事故発生の検知，

事故点の位置及び閉塞による圧力降下の値を，判別関数δｂとδｆによって決定

できることが明らかとなった。

さて，前節の結果と比較して，閉塞事故ではδｂとδｆの符号は同一であるこ

とが破裂事故の場合と異なっている。従って，判別関数δｂ（ｔ）及びδｆ（ｔ）が

零であれば管路は正常と判定し，零でなくなったときに事故発生が検知できる。

そして，δｂ（ｔ）とδｆ（ｔ）が異付号に変化すれば破裂事故，同符号に変化すれ

が閉塞事故であると判定できる。更に，δｂ（ｔ）とδｆ（ｔ）から時間のずれ△？

が決定できれば，いずれの事故の場合にも事故点の位置が決定できる。

なお，監視の対象区間の管路が正常である限り，区間外から伝搬してくる擾乱

の波動は正常に伝搬するから，判別関数は常に零となり，正常と判定されること

は明らかである。

５。２．４管路の摩擦損失を考慮した場合の状態判別関数

５．２．１節における管路の状態判別は，摩擦損失を無視した（５．１）式及び

（５．２）式で表される近似モデルである線形波動方程式のダランベールの解を基

に定義した。本節では，５．２．１節で無視した管路の摩擦損失の項について考察す
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る。

管路の摩擦損失は，管路に沿って分布して考慮すべきものであるが，実用上は

損失水頭を管路の終端部分に集約して考えることが多い。また，損失水頭は流速

ｖの関数で表されるが，管路の長さ方向にわたらての平均流速を用いて表現され

ることが多い。この仮定から，定常の流れの状態で正常な管路の場合には，管路

の長さ引こわたる摩擦損失水頭は＊（２．９）式から

ｊ

ｈ（ｏ，ｔ）－ｈ（ｊ，ｔ）＝／ｈ７（ｑ）ｄｘ （５．２５）

と表される。ここに，単位距離あたりの損失水頭ｈ１は，流速ｖの代りに，流速

ｑを用いて表している。

ｈ７（ｑ）は，例えばダルシイーワイスバッハ（Ｄａｒｃｙ－Ｗｅｉｓｂａｃｈ）の式を用

いれば，

ｈｊ（（ｌ）＝ｙｄｉ≒Ｉ）－５１（１１（ｌ （５．２６）

と表される。ここに，ｙｄはダルシイーワイスバッハの摩擦損失係数，Ｄは管の

，直径で，管路の長さ方向に全て一様であると仮定しておく。

従って，長さとの管路に対する状態判別関数δｂ（ｔ）及びδｆ（ｔ）は定常流の

状態で途中に水の出入がなければ．（５．８）式及び（５．９）式から

∂ｂＣｔ）゜∂ｆ（ｔ）＝ｈｊ（ｑ）・ｊ （５．２７）

となり，管路が正常であっても零ではなく，摩擦損失水頭に相当する値をもつこ

とがわかる。このことから，管路の状態判別には，管路の摩擦損失水頭分を考慮

する必要がある。摩擦損失水頭は，流量すなわち流速の関数であるから，計測点

であるａ点及びｂ点の平均流量を用いることにする。すなわち．（５．２７）式の

右辺の流量ｑの値として，
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－
ｑ（ｔ）＝

１

－４
｛ｑ（ｏ．ｔ）十ｑ（ｏ，ｔ－ｒ）十ｑ（ｊ，ｔ）十ｑ（ｊ，ｔ－７’）｝（５．２８）

を用いることとする。

従って，状態判別は次式で行う。

｜δｂ（ｔ）－ｈ７（ｉ（ｔ））川≦Ｓｂかっ，

ｌり（ｔ）－ｈ１（ｉ（ｔ））川
Ｋ

－
Ｓｆならば正常。

ただし，Ｅｂ及びＥｆは計測誤差を考慮した値である。以上のように，平均流量

による摩擦損失水頭の近似によって状態判別を改善することができる。

５。３状態判別関数による異常検知の方法

５．３．１時系列相関による位置標定

５．２．２節及び５．２．３節に述べたように，事故点の位置標定には，δｂ（ｔ）と

δｆ（ｔ）から△７゛を決定する必要がある。本節では，δｂ（ｔ）とδｆ（ｔ）の時

系列データの相関分析によって，このことが可能であることを示そう。いま，第

５．１図のａ点とｂ点で水頭と流量を観測し，更にこの観測値から状態判別関数

δｂ（ｔ）とδｆ（ｔ）を時間間隔△ｔでδｂ（ｔ），δｂ（ｔ－△ｔ），・・‥，

δｂ（ｔ－ｎ△ｔ）のように求めて，記録しておくものとする。それらの値から，

－
δｂ（ｔ）

δｆ（ｔ）

ぺ（ｔ）

一

一

一
一

一

一

１ ｎ
Ｊδｂ（ｔ－ｉ△ｔ）

ｎ
Ｊδｆ（ｔ－ｉ△ｔ）

ｎ－２

Ｊ〔δｂ（ｔ－ｉ△ｔ）－δｂ（ｔ）〕

－１０４－

－
ｎ＋１１＝０

１

－
ｎ＋

１

－

１ｉ二〇

一乙

ｎ＋１ｉ＝０

－



４（ｔ）＝ １
－
ｎ＋１

ｎ－

Ｊ〔δｆ（ｔ－ｉ△ｔ）－δｆ（ｔ）〕

ｉ＝０

２

ｌｎ－－
Ｔｂｆ（ｔ．ｋ）゜７Ｔぶ

ｏ

〔≒（ｌ‾ｉ△１）‾δｂ（ｔ）〕〔δｆ（ｔ－ｋＡｔ）－５ｆ（ｔ）〕

ｋ＝０．士１，士２，・・・

を計算する。ここにｎはサンプル数，万ｂ（ｔ），ｊ’ｆ（ｔ）は平均値，ぺ（ｔ），Ｊ（ｔ）

は分散．Ｔｈｉ（ｔ，ｋ）は相互分散である。このとき，相互相関係数Ｐｂｆ（ｔ．ｋ）

は，

Ｐｂｆ（ｔ．ｋ）＝
Ｔｂｆ（ｔ．ｋ）

－
ぴｂ（ｔ）（７ｆ（ｔ）

ｋ＝０．土１，士２，・・

（５．３０）

で与えられる。ある時刻ｔにおいて．ＰｂｆＣｔ，ｋ）の中で最も大きな相関係数を

もつ，すなわち，δｂとδｆのパターンが合致するようなｋをｋ゛として，

△７共＝ｋ曇△ｔ （５．３１）

によって，△７゛を決めることができる。また，相関係数がそれ程大きくないと

きには，相関が顕著でないから，状態判別の精度が保証されない。従って，相関

係数がＩｐｂｆ（ｔ・ｋ゛）Ｉ≧ｓｐのときに遅れ△７゛を決定することとする。

５。３．２状態判別の手順

送水管路の状態判別のための処理手順を，第５．４図にフローチャートで示す。

サンプリング周期△ｔ毎に，管路の２観測点から水頭と流量の計測値を収集し，

２点間の波動伝搬時間てを考慮して，判別関数δｆ（ｔ）とδｂ（ｔ）が求められる。
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第５．４図異常検知の手続き

両方の値が小さければ，管路は正常と判断されて処理を終る。一方，判別関数

δｂ（ｔ），δｆ（ｔ）が大きな値をとれば異常の可能性があるので，δｂ（ｔ）と

δｆ（ｔ）の相互相関係数ｐｂｆを計算する。このとき．Ｐｈｉが小さければ，異常の

可能性はあるが事故点の標定ができるほど，十分な大きさの変化が検知されなか

ったとして判定保留とする。相互相関係数が大きな値を示せば，δｂ（ｔ）とδｆ（ｔ）

の時間遅れ△７゛を求め，これから事故点の位置の標定計算をする。もし，標定

－－＝＝－・－－
位置においてバルブ操作等の既知の情報があれば，判別関係の異常はそのバルブ

操作によるものとみなされるので正常と判定される。次にそのような既知情報が

なければ，管路異常とされる。この段階では，二つの場合に分けられる。すなわ

－１０６－
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ち，もし∂ｈＣｔ）と∂ｆＣｔ）が異符号に変化したときは，漏洩のある破裂事故とさ

れ，その漏洩流量が求められる。一方，もしもδｂ（ｔ）とδｆ（ｔ）が共に同符号の

変化を示したときには，漏洩はなく圧力低下を及ぼす事故，すなわち閉塞事故と

判定される。

以上の処理は，サンプル時間△ｔ毎に繰り返して行われ，実時間で送水管路の

状態が監視される。

ａ４シミュレーションによる検討

５．４．１シミュレーションの方法

まず，管路の水の流れを解析するために，圧縮性流体の基礎方程式（２．５）式

のモデルについてシミュレーシミ，ンを行う。この種の波動方程式を解くためには，

特性曲線法がよく用いられているが，（４７）ここでは四点インプリシット法（１，２９，３０）

を用いる。この数値計算法は，開水路の非定常流を表す双曲形偏微分方程式を解

くために開発された方法であるが，境界条件が容易に組み入れられることや（ｘ

－ｔ）の格子を考えるため，任意の距離ｘ及び時間ｔにおける解が得られやすい

こと等の特徴がある。（管路の非定常流に対する四点インプリシット法の定式化

については，付録Ｃを参照）

さて，計算例に用いるモデル管路を第５．５図に示す。左端にポンプ，右端にバ

ルブをもち，水は左から右に圧送され，ポンプに近い点に減圧弁が設置されてい

るとする。

Ｐ→

ｐｕｍｐｖａｌｖｅ ｌｅａｋｖａｌｖｅ

第５．５図管路のモデル
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ポンプ特性は吐出水頭ｈｒと流量ｑの関係が，次の二次式で与えられるものと

する。ｊ。。・

ｈｐニａｏ＋ａｉｑ＋ａ２ｑ＾ （５．３２）

ただし，ポンプの回転数は一定としている。末端のバルブの特性は流量ｑと水頭

ｈの関係式として次式で与える。

ｑ
一

一 ＫＶ瓜 （５．３３）

ここに，Ｋｖはバルブ開度に相当する定数であり，ここでは通常０．１４６６の値を

与え，バルブの閉鎖時にはＯとする。減圧弁についても同様の特性式を与える。

ポンプ，及び管路の特性定数を第５．１表に示す。管路は全長にわたって一様断

面積をもち，摩擦損失は（５．２６）式で表し，また，水平管路とする。水中音速

Ｃは１０００ｍ／Ｓと仮定する。送水管路では通常，流速が２～３ｍ／ｓであり，

Ｃ≫Ｖである。管路長はｊ＝１０００ｍとするので，波動伝搬時間は△Ｔ＝£／ｃ

＝１秒である。

第５．１表管路及びポンプのパラメータ

Ｐｉｐｅ１ｉｎｅＰｕｍｐ

£１０００ｍａｏ５４

Ｄ０．８ｍａ１０

ｆｄ０．０１３４ａ２－４

Ｃ１０００ｍ／ｓ

∂０．
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５。４．２シミュレーション例の説明

ポンプが定常運転されているとき，つぎの５例についてシミュレーシミ，ンを行

い，水頭と流量の変動を解析する。５例の事故の種類，初期状態及び検証の目的

を第５．２表にまとめて示す。

第５．２表管路の異常事故検知に用いた計算例

計算例
；１あるいは異常の初期状態検証目的

例１破裂事故定常の流れ破裂事故の検知

例２バルブの閉鎖定常の流れバルブ操作の検知

例３圧力上昇による破裂定常の流れ破裂事故の検知
事故

例４中間バルブ閉鎖定常の流れ閉塞事故の検知

（閉塞事故）

例５末端バルブの閉鎖既存漏洩事故既存事故点の検知

〔例１〕定常状態において，管路の途中に破裂が生じて漏洩した場合を考え

る。破裂による漏洩のモデル式は，漏洩流量をｑ？，その点の水頭をｈｒ，残存

地盤高をｚｒとしたとき，

Ｑｆ＝ＫＦ（ｈＦ－ｚＦ）
１．１５

（５．３４）

とする（６？定数のＫｙは破裂していないときＲ：ゼロとし，破裂によって０．００２３

に変化するものとする。ここでは，簡単のためＺＦ＝０であり，ｈｒがほぼ５０

ｍに近いのでｑｒは６．２�／ｓの漏洩が生ずるとする。なお，管路の破裂前の定

常流量は１．０■ｄ／Ｓとしている。
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また，ａ一ｂ点間の定常時の摩擦損失水頭は３．４ｍである。

〔例２〕正常な管路で，末端のバルブを６秒間で閉鎖した場合に，水撃現象

が発生することをみる。１０００ｍ長のこの管路では伝搬時間△７＝１秒である。

通常，バルブ操作は，短い時間で閉鎖すると大きな圧力変動をもつ水撃現象が発

生して負圧が生ずることがある。そこで，普通は４△７より長い時間で閉鎖する

が，十分長くなければ周期４△７の周期振動が発生する。ここでは６△７の時間

で閉鎖した場合を調べる。

〔例３〕正常な管路で末端のバルブを閉鎖していく途中で，パルプの閉鎖開

始１秒後にある地点で破裂が生じた場合を考察する。これは，バルブ閉鎖に伴う

圧力上昇のために管が破裂した場合に相当する。

〔例４〕正常な管路において，管路の途中に設けたバルブを全開（１００％

開度）の状態から絞る（２０％開度）場合を考える。これは一般の減圧弁操作に

相当するが，事故により管が閉塞した場合にも相当する。

〔例５〕既に管路の一部（６００ｍの地点）に破裂があり，漏洩している管

路において，末端のバルブを閉鎖することで水撃作用が発生した場合である。事

故発生そのものの検知ではなく，既に存在する事故点を検知できるかどうかの検

討を行う。

管路の非定常流のシミこ１レーションは．（２．５）式１ど対して四点インプリシッ

ト法を適用するが，その差分間隔として距離の刻みを△ｘ＝１００ｍとし，時間

刻みを０．００５秒とする。ただし，水頭や流量が急激に変化するときには，刻み

を０．０００５秒として精度を高めている。

次に状態判別関数の計算では，管路の両端における水頭及び流量の値を０．１秒

のサンプリング間隔（５．３．１節の△ｔ＝０．１秒）で計測するとし十，’更にδｂ（ｔ）

及びδｆ（ｔ）の時系列データの相関分析に用いるサンプル数をｎ＝６０とする。

十圧力計測器として半導体歪ゲージセンサを用いれば０．００１秒までのサンプリ

ングが可能である。また，流速ではホットフィルムセンサ等を用いれば，

０．００１秒までのサンプリングが可能である。
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５。４．３結果とその検討

〔例１〕時刻２秒において，ａ点から６００ｍの地点で破裂事故が生じた場

合である。第５．６図（ａ）にａ点とｂ点の水頭変化ｈａとｈｂを，また同図（ｂ）に流量

の変化ｑａとｑｂ及び漏洩流量ｑＦを示す。破裂によるシミ１ツクはごく短い時間

４，５秒間の間に観測され，以後は定常状態となっている。これらの両端の水頭

と流量から求めた状態判別関数∂ｂ（ｔ）とδｆ（ｔ）を同図（ｃ）に示す。δｂ（ｔ）と

δｆ（ｔ）の時系列データから事故点の位置標定をした結果を同図（ｄ）に示す。５．５

秒から８．５秒の間のデータ処理の結果，事故点が６００ｍであるという正しい推

定結果が出ている。Ｏ～５．５秒及び８．５秒以後のデータ処理では，同図（ｃ）から明

らかなように，δｂとδｆの相関がなく，事故点の推定はできない。事故発生か

ら，推定結果がでるまでに３．５秒間遅れるのは，時系列相関をとる処理に要する

ためである。事故検知は，このように計測量に大きな変化が生じる過渡的な状態

から判別を行っていることがわかる。８．５秒以降では水の流れは定常状態に近づ

くが，同図（ｃ）に示すように，δｂ（ｔ）及びδｆ（ｔ）が正常時に比較して大きな値

をとり，・また同図（ｂ）に示すように計測値ｑａとｑｂから漏洩が発生していること

は検知できる。しかし，同図（ｃ）に示すようにδｆとδｂが８．５秒以降では相関が

なくなり，事故点の位置標定はできない。
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〔例２〕管路は正常であり，末端のバルブを閉鎖した場合である。パルプは

２秒時より絞り始め，８秒時に全閉とする操作を行う。第５．７図（ａ）に両端の水頭

変化を示す。バルブの操作中は末端の水頭ｈｎは徐々に上昇して行き，完全に閉

鎖した瞬間から水頭は降下し始めて，以後振動が発生して持続する。この振動周

期は４秒であり，４ｉ／ｃに等しい。一方，ａ点の水頭ｈａはポンプの特性に従

って殆んど変化しない。同図（ｂ）には，両端の流量の変化を示す。末端の流量ｑｂ

は閉鎖後零となるが，始端の流量ｑａは振動が持続している。このような振動が

一般に水撃現象と呼ばれている。この場合の状態判別関数δｆ（ｔ）を同図（ｃ）に示

し，事故点の標定結果を同図（ｄ）に示す。管路は正常であり，末端のバルブが閉鎖

されたために水撃作用が発生し，かつ始端で反射が生じているから，事故点は０

ｈの判定がでている。もちろん，この場合には異常ではなく末端バルブの操作が

既知であるから，正常と判定される。
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第５．９図管路の中間にあるバルブの特性
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開度の変化パターン

〔例３〕２秒時に：末端のパルプを閉鎖し始め，その影響で管内の水頭が上昇

し，管のある部分で破裂事故が発生した場合である。パルプは時刻８秒時に全閉

となる。第５．８図（ａ）に水頭変化を，同図（ｂ）に流量変化を示す。水頭は破裂時に一

旦下降するが，バルブ全閉まで上昇を続ける。全閉後には水頭変化に振動が見ら

れるが減衰が著しい。これは破裂に伴う漏洩により外部にエネルギーが失われる

ためと考えられる。このときの状態判別関数と事故標定結果を同図（ｃ）及び（ｄ）に示

す。標定位置は０．５５Ｋｍ～０．６５Ｋｍであり，シミュレーシ。ンで設定した６００

ｍの地点に対して，ほぼ正確な推定結果である。ここでは，サンプル間隔を０．１

秒としているので．（５．３１）式から明らかなように，相互相関係数から得た

ｋ゛が±１の誤差をもつと，時系列データのずれ△７゛は±０．１秒の誤差をもち，

従って，標定位置の距離の誤差は．（５．１９）式から±０．１／２ｘｃ＝±５０ｍで

ある。

〔例４〕管路は正常であるが，２秒時に始端ａ点より２００ｍの位置にある

パルプを閉じ始め，１１．６秒時に２０％開度まで絞った場合である。バルブ特性

としてそのバルブ損失水頭ｈとと流量の関係を次式で与える。
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Ｒニよって近似的に与え，開度ｒは時間ｔの関数で与える。これらを第５．９図（ａ）．

（ｂ）に示す。１００％開度ではＫＦ＝０，２０％開度ではＫｆｆ＝４２８．８の値をもつ。

このときの両端の水頭変化を第５．１０図（ａ）に示す。末端のｂ点の水頭ｈｂが徐々

に減少して，減圧弁としての効果が現れている。始端すなわち，ポンプの吐出水

頭は．（５．３２）式から明らかなように，ポンプ回転数を一定としているので，

流量の減少に対して若干の上昇がある。次に，両端の流量の変化を同図（ｂ）に示す。

流量も開度を絞るにつれて減少していく様子がわかる。状態判別関数を同図（ｃ）に

示す。この場合には前述の例１及び例３と異なり，δｂ（ｔ）。８ｉ（ｔ）は共に正

方向に変化し，流量収支に異常がなく，水頭損失に変化があったことを示してい

る。事故点の標定結果を同図（ｄ）に示す。事故点は０．１５～０．２Ｋｍであるという結果

を得た。しかし，この場合には，２００ｍ地点のバルブの操作は既知であるので，

管路は正常であると判定される。一方，このような例は管路の一部が閉塞して，

断面積が減少した場合にも担当すると考えられる。従って，既知のバルブが操作

中であるということがなければ，管路閉塞事故の判定がされる。

－１１７－



Ｉ
｛
｝
∞
－

【
Ｅ
】
０
４
Ｕ
工

Ｑ。

２。

１

ｒ
ｓ
ｙ
ｔ
ｕ
ｉ
］
３
ｉ
Ｖ
Ｈ

Ｓ
Ｏ
Ｊ
Ｌ

ＴＩＭＥＩｓｅｃｌ

（ａ）管路両端の水頭の変化

１０

ＴＩＭＥ【ｓｅｃ】

（ｂ）管路両端の流量の変化

２０

［
Ｅ
＞
ｉ
］
ａ
ｏ
Ｎ
ｖ
ｉ
ｓ
ｉ
ａ

¶○○

５０

１０
ＴＩＭＥ【ｓｅｃ】

（ｃ）状態判別関数の変化

ＴＩＭＥ【ｓｅｃ】

（ｄ）バルブの標定位置

第５．１０図例４における中間バルブの作動の検知

２０

１．０

０．５

χ・

⇔

●－

○０５１０１５２０

ｆｌｂ

‰’

ｑ

‰

ｂｍＩ＼＼、
●●ノ

．・．ｙｙ

１００

ｈ。

５０●－－●－一一●一．、．
～～｀ぺへ

｀＼χ
＼ＪＬ＿．＿＿．＿．

％¶０２０



〔例５〕管路の６００ｍの地点で既に漏洩がある場合に，末端のバルブを閉

鎖したために，水撃作用が起きた場合である。第５．１１図（ａ）に両端の水頭変化を

示す。バルブは２秒時より閉じ始め，８秒時に全閉としている。末端の水頭ｈｂ

は閉鎖後振動が生じるが，例２と比較して小さく，その減衰が速いことが明らか

である。これは，漏洩点からエネルギーが失われるためと考えられる。なお，漏

洩流量のモデル式は例１及び例３と同様に（５．３４）式を用いる。両端の流量の

変化を，同図（ｂ）に示す。ｑｂはバルブ全閉後零となるが，ｑａは漏洩量分だけの

値をもつことがわかる。次に，状態判別関数を同図（ｃ）に示す。漏洩があるので，

δｂ（ｔ）とδｆ（ｔ）は正負逆に変化している。その事故点標定の結果を同図（ｄ）に

示す。シミュレーシ。ンで設定した破裂個所は６００ｍであるが，１０秒以後の

標定結果では６００ｍの位置標定の結果がでている。これは同図（ｃ）からわかるよ

うに，グルプが閉鎖されてδｆ及びδｂの値が減少し始めた時からのデータによ

る相関から求められた結果である。一方，１０秒以前の標定では，それに用いる

δｆ及びδｂの変化が同図（ｃ）からわかるように，比較的滑らかであるために，

δｆとδｂの時系列パターンのずれ△７゛を求めるのに，Ｋ゛が一つの値に定ま

らず，標定結果としてＸ゛の値にばらつきが見られる。このことから，実際の応

用にあたっては標定結果Ｘ゛が同図（ｄ）のような不連続な値を示す場合には，雑音

として除く方が望ましいといえる。
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以上の５例のシミュレーションにより，次の事項が明らかとなった。

（ｉ）状態判別関数は，管路の状態変化を反映している。

（Ｈ）事故点標定の結果は，ほぽ正確な推定をしている。

仙）事故の検知は，状態判別関数の変化の大きい過渡的な時間帯で可能で，定

常状態におちつくとδｂ（ｔ）とδｆ（ｔ）の間に相互相関性がなくなり，事故点の

位置標定ができない。

４Ｖ）破裂事故の場合には，漏洩量ｑｒの推定が可能である。

ぐＶ）閉塞事故（或はバルブ閉操作）では，損失水頭増加分ｈｊの推定が可能で

ある。

この結果，管路の両端の圧力及び流量の観測値の時系列データから得られる状

態判別関数によって，管路の事故の発生の検知，その事故の種類の判別及び事故

点の位置標定を行うことが可能であるといえる。

５。５結言

送水管路の監視方式として，圧縮性流体の特徴である圧力と流速（流量）の変

動が，管路中を進行波として伝搬する現象に着目した新しい方法を提案し，その

有効性をシミュレーシミ，ンによって明らかにした。

まずｊ管路の２点における圧力と流量の間に成立するシュナイダー－ベルシェ

ロンの関係式を導き，これを管路の状態判別関数として定義した。次に，この状

態判別関数によって事故の発生の検知，事故の種類の判定及び事故点の位置の標

定が可能であることを理論的に示した。次に，実際への応用にあたって，圧力及

び流量の計測データの時系列を統計的に処理することで，事故の判別を行う手続

きを明確にした。状態判別関数は，管路の流れについての線形近似モデルから導

いたが，圧縮性流体の非定常流モデルとの比較検討から判別関数に許容誤差を導

入することで，近似モデルで無視した摩擦損失の影響を考慮することができるこ

とを述べた。最後に，五つの典型的な事例についてシミュレーションによる検討

を行い，破裂事故，水撃現象及び閉塞事故の事故に対して，本章で捉案した進行

波特性を利用した異常検知方式が十分適用できることが確かめられた。

－１２１－



第６章結 論

本論文は，水輸送システムに関して，その基本的な考察を行った。水輸送シス

テムは，その運用目的の種類及び水理現象の時間尺度の観点から，多面的な方法

論及びシステム技術を必要とするが，特に考察の対象として，配水管網の解析手

法，地域送水運用計画の最適化手法，及び送水管路の異常検知の方法の三つの課

題を取り上げた。それらの考察の結果，次の結論を得た。

（Ｉ）配水管網の解析手法

（ｉ）連続写像法を用いることによって，パラメータが変化する場合の流量の変

化の状況を，連続的代：追跡することが可能である。

（Ｕ）管路摩擦損失水頭の特性は，真に単調増加であること，及び配水網のシス

テム方程式は正則条件を満足する連続写像として定義できることから，連続

写像によって生成される解軌跡は，連続でかつ唯一つ存在する。

仙）解軌跡はダビデンコの微分方程式で表され，その数値解法としては，オイ

ラー公式による積分及びニュートンーラフソン法によるシステム方程式の求

解の併用が，計算精度及び計算速度の点から推奨できる。

以上のように，連続写像法によって，パラメータに関する配水管網の流量解の

もつ性質，及び解軌跡の追跡手法の評価が，第３章において明らかにされた。

（Ⅱ）地域送水運用計画問題

（ｉ）地域及び時間に関する二重分割が可能であり，各々複数の部分問題に分解

される。・し

（ｉｉ）分割により得られた部分問題は，２レベル法によって効率的に解かれる。

仙）二重分割法は，他の従来法と比較して，プログラムの大きさ及び計算速度

の点で有利である。ゝ・●｀

こうして，大規模な数理計画問題であった送水運用計画問題が，地域と時間と

いう理解の容易な概念を用いた分割によって，効率的に解かれることが，第４章

において明らかにされた。
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（皿）送水管路の異常検知法

（ｉ）圧縮性流体中を伝搬する波動に着目し，シュナイダー－ベルシェロンの関

係式を状態判別関数として利用できる。

（ｉｉ）破裂事故及び閉塞事故の判別と事故点位置の検知が，状態判別関数によっ

て可能である。

但管路に発生した異常を，実時間で検知することができる。

この状態判別関数を用いれば，従来実時間で検知できなかった破裂事故及び閉

塞事故の検知が可能であることが，第５章においてシミュレーションによって示

され，明らかにされた。

今後に残された主な問題としては，次の三点が挙げられる。

第一に，配水管網のパラメータとして選んだのは，管路摩擦損失特性に関する

ものであり，配水管網のグラフ構造が変化する場合を扱っていない。グラフ構造

の変化は，連続写像における非線形代数方程式の次元が変化することに対応して

いる。一方，連続写像は同一次元空間の間で定義されており，次元が異なる場合

には扱えない。しかし，このような次元が変化する場合が扱える連続写像が定義

できれば，バルブ開閉による配水網の構造変化の影響，あるいは管路の敷設計画

の問題等の解決に有効な手段を与えると考えられる。

第二に，送水運用計両問題を二重分割法で解く場合，その収束条件の議論は，

変数が連続値を取ることを前提としている。すなわち，変数が離散値しか取り得

ない場合を扱っていない。このような離散系を合む場合には，混合整数計画法が

適用されるが，二重分割を施すと実行可能でない部分問題が生じる恐れがある。

実際，ポンプの運転には，台数運転などの離散値しかとり得ない場合もあり，そ

のような問題に対する分割の方法と，その収束条件を明らかにすることは，今後

に残された課題である。

第三に，管路の異常検知法では，波動の伝搬速度の値を正確に把握していると

仮定している。しかし，実際には，伝搬速度は管路の材質やその周囲の支持体に

よって影響される。更に，非常に激しい水撃作用では，水柱分離によって空気が
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水中に発生し，この空気によって伝搬速度ｃの値は大きく変化する。これらのこ

とから，現実への応用に際しては，この伝搬速度を正確に同定する手段の開発が

必要であろう。
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Ｐｌａｎｔ”，ＡＩＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ，ＰｏｗｅｒＡｐｐａｒａｔｕｓａｎｄＳｙｓｔｅｍｓ，ｖｏｌ．８１，

Ｏｃｔ．（１９６２）

５０．鬼塚：゛゛状態空間解析による枝わかれ管路のサージング減衰特性の評価”，

土木学会報告集．２６２．６（昭５２）

５１ Ｊ．Ｍ．ＯｒｔｅｇａａｎｄＷ．Ｃ．Ｒｈｅｉｎｂｏｌｄｔ：”ｌｔｅｒａｔｉｖｅＳｏｌｕｔｉｏｎｏｆＮｏｎｌｉｎｅａｒ

ＥｑｕａｔｉｏｎｓｉｎＳｅｖｅｒａｌＶａｒｉａｂｌｅｓ’；ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ（１９７０）

５２．Ｓ．Ａ．ＯｔｔｅｎＳｔｅｉｎ：”ＳｙｓｔｅｍａｎｄＭｅｔｈｏｄｆｏｒＬｏｃａｔｉｎｇＢｒｅａｋｓｉｎＬｉｑｕｉｄ

Ｐｉｐｅｌｉｎｅｓ”，ＵｎｉｔｅｄＳｔａｔｅｓＰａｔｅｎｔ３８５１５２１Ｄｅｃ．３（１９７４）

５３．大里，他：゛゛輸送遅れをもつ上水道系の階層的最適化”，電学論Ｃ，９９．

１０３（昭５４－５）

５４．大塚：”送配水系統の水撃解析プログラム”，全国水道研究発表会（昭５２）

５５．小沢：”配水管網における末端圧保持問題の解法”，電子通信学会資料

ＣＳＴ７６－６０（昭５１）

５６．小沢，他：”大規模送水系統におけるポンプ場運用計画の決定法”，電気

学会研資ＳＣ－８０－１９．（昭５５－９）

５７．Ｓ．Ｌ．ＲｉｃｈｔｅｒａｎｄＲ．Ａ．ＤｅＣａｒｌｏ：゛゛ＣｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｓ：Ｔｈｅｏｒｙａｎｄ

Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ”，ＩＥＥＥＴｒａｎｓ．Ａｕｔｏｍａｔ．Ｃｏｎｔｒ．Ｖｏｌ．ＡＣ―２８ｐｐ．６６０－

６６５．Ｊｕｎｅ（１９８３）

５８．斉藤：“送水系の最適化と重み係数決定法に関する考察”，計測自動制御

学会論文集，１９．６，（昭５８－６）

５９．斉藤，小林：リ

システム，電学誌１０１，１８７（昭５６－３）

６０．坂口，他：゛゛波動理論による送電線保護（その１．理論）電学論Ｂ９８－

Ｂ．Ｎａ１（昭５３－１）

６１．坂口，他：”波動理論による送電線保護（その２．実用化方式の検討）

電学論Ｂ，９８－Ｂ，Ｎａ８（昭５３－８）
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６２．里見：”水撃対策の進歩一日本報告－”，水道協会雑誌５５８．ｐｐ．３８

－４５（昭５６）

６３．関口，他：゛脚光をあびる上水道運用管理のシステム化”，電学誌９９，

１９（昭５４－１）

６４．”水道用ポンプ設備特集”，水道協会雑誌，Ｎａ５５４（昭５５－１１）

６５．Ｙ．Ｔａｋａｈａｓｈｉ．Ｍ．Ｊ．Ｒａｂｉｎｓ，ＩλＭ．Ａｕｓｌａｎｄｅｒ：”ＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＤｙｎａｍｉｃ

Ｓｙｓｔｅｍｓ”，Ａｄｄｉｓｏｎ－Ｗｅｓｌｅｙ（１９７０）

６６．高桑：゛゛配水ネットワークの解析法とその応用”，電学誌９６，５２７

（昭５１－６）

６７．高桑：゛゛配水管網の解析と設計”，森北出版（昭５８）

６８．田村：゛゛多段階決定過程における分布おくれモデルの双対問題とその分割，”

計測自動制御学会論文集，１０，４６８，（昭４９－８）

６９．築山，福田：゛あいまい情報による変数推定法と配水管網への応用”，計

測自動制御学会論文集，１７，８８７，（昭５６－９）

７０．常松：゛゛水の輸送一配分システムの解析に関する研究”，京都大学博士

論文，（昭４８－３）

７１．Ｃ．Ｓ．Ｗａｔｔ，ｅｔａｌ：”ＨｙｄｒａｕｌｉｃＴｒａｎｓｉｅｎｔｓＦｏｌｌｏｗｉｎｇＶａｌｖｅＣｌｏｓｕｒｅ”，

ＪｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅＨｙｄｒａｕｌｉｃＤｉｖｉｓｉｏｎ，ＡＳＣＥ１０６－ＨＹｌＯ，ｐｐ．１６２７－１６４０

（１９８０）
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付録Ａ

二重分割の部分問題における最適条件の導出

〔Ａ．１〕時間分割した部分問題の最適条件

ラグランジュ関数Ｌをｋに関する和の形に展開し直すと、次のように表される。

Ｍ
Ｌ＝Ｊ〔Ｗ１１Ｕｉ（ｋ）十Ｗ１２Ｕ２（ｋ）十‥‥十Ｗｎ、ｆＵｎ（ｋ）
ｋ＝１

（ｋ）

十２ｗ３１｛ＵＩ（ｋ）－Ｕ１（ｋ－１）｝２←シｗ３１｛ＵＩ（ｋ＋１）－Ｕ１０１）｝２

＋ ●●●●

十ＹＷ３ＮｌＵＮ｛ｋ）－ＵＮ（ｋ－ｌ）｝

＋

２十古Ｗ３Ｎ｛ＵＮ（ｋ＋ｌ）－ＵＮ（ｋ）｝＾

｛－Ｗ４１（ｋ）｛岬゛－ＶＩ（ｋ）｝‰‥・＋ＹＷ４Ｎ（ｋ）ｌｖｒ’’－ＶＮ（ｋ）｝’

－λｉ（ｋ）Ｖｉ（ｋ）－λ２（ｋ）Ｖ２（ｋ）一‥・－λＮ（ｋ）ＶＮ（ｋ）

十λ１（ｋ＋１）Ｖ１（ｋ）十λ２（ｋ＋１）Ｖ２（ｋ）十‥・十λＮ（ｋ＋ｌ）ＶＮ（ｋ）

十λｌ（ｋ）Ｕｉ（ｋ）十λ２（ｋ）Ｕ２（ｋ）十‥・十λＮ（ｋ）ＵＮ（ｋ）

－

λ１（ｋ）ＤＩ（ｋ）－λ２（ｋ）Ｄ２（ｋ）－‥・－λＮ（ｋ）ＤＮ（ｋ）

－１３１－



－ λ１（ｋ）．ぶ．、びｉｉ（ｋ）－λ２（ｋ）尽
ｊｅｏ，

‥・－λＮ（ｋ）２７
ＪＧＯｎ

ｊＧ０２

びＮｊ（ｋ）

十Ｊλｊ（ｋ）ぴｉｊ（ｋ）十

ｊＧＯｉ

Ｊ
ｊＧＯｚ

十Ｊλｊ（ｋ）Ｑｊ（ｋ）〕

ｊｅｏＮ

＜；２ｊ（ｋ）－゜゜’

λｊ｛ｋ）ぴ２ｉ（ｋ）十’゛゜

ただし・λｊ゛Ｏとし・Ｕｉ（ｏ）は所与の初期値である。変数Ｕｉ（ｋ）・ｖｉ（ｋ）・

″ｉｊ（ｋ）・（ｉニ１・‥゜・Ｎ）についての微分を施すことにより・本文中の時間

分割における部分問題の解を与える（４．３６）～（４．３８）式を得る。

－１３２－



十ｕｆ（Ｍ－ｌ）－２Ｕｉ（Ｍ－ｌ）Ｕｉ（Ｍ）十ｕｆ（Ｍ）｝

（２）

十一｜－Ｗ４ｉ（ｋ）｛（ｖｒとｖｉ（１））２十‥・十（Ｖ？゛－ｖｉ（Ｍ））２｝

十｛一入ｉ（１）ｖｉ（１）－λｉ（２）ｖｉ（２）－‥・－λｉ（Ｍ）Ｖｉ（Ｍ）｝

十｛λｉ（１）ｖｉ（Ｏ）＋λｉ（２）ｖｉ（１）十‥・十Ａｉ（Ｍ）Ｖｉ（Ｍ－ｌ）｝

十｛λｉ（１）Ｕｉ（１）十λｉ（２）Ｕｉ（２）十‥・十λｉ（Ｍ）Ｕｉ（Ｍ）｝

十｛λｉ（１）Ｄｉ（１）十λｉ（２）Ｄｉ（２）十‥・十λｉ（Ｍ）Ｄｉ（Ｍ）｝

十八

Ｅｏｉ

｛‾λｉ（１）りｊ（１）‾λｉ（２）″ｉｊ（２）～＞－・ｋ・‾λｉ（Ｍ）らｊ（Ｍ）

－１３３－

〔Ａ．２〕地域分割した部分問題の最適条件

ラグランジュ関数を地域ｉの和の形に展開し直す。ただし，融通水量りｊは

地域ｉから送水する要素に関して，まとめ直して固定した値とする。ｉの和の形

であるので，地域分割の部分問題を得る。

Ｎ
Ｌ＝Ｊ〔ＷｉｉＵｉ（１）十ＷｉｉＵｉ（２）十・‥十ｗ．ｉＵｉ（Ｍ）
ｉ＝１

十‾｝ｗ２ｉぶｏ
ｉ
りｉ］－（ｌ）十″ｊ（２）十‘’‘十りｊ（Ｍ）｝

寸心ｉ｛ＵＦ（Ｏ）－２Ｕｉ（Ｏ）Ｕｉ（１）十ｕｆ（ｉ）

十ｕｆ（ｉ）

●●●●●

－

２Ｕｉ（ｌ）Ｕｉ（２）十ｕ？



十λｊ（１）゛ｙｉｊ（１）十λｊ（２）‘７ｉｊ（２）＋‥・λｊ（Ｍ）ｔｆｉｊ（Ｍ）｝〕

上式の各ｉｌこついて，変数Ｕｉ（ｋ）．Ｖｉ（ｋ）に関する微分から，（４．４６），

（４．４７）式を得る．ただし・この分割では・融通水量びｉｊは固定されている．
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付録Ｂ

管路の非定常流モデルにおける連続方程式について

管路中の圧縮性流体の連続方程式は，次式で表される。

∂Ａｐ∂Ａｖｐ
７こ十‾石‾゜０

上式を展開すれば次のようになる。

（Ｂ－１）＝

一
一

一

一

ここに，

であり，かつ

＋ Ｖ

∂Ａｐ｀ ∂Ｖ

十Ａｐ－＾
∂χ

Ｖ∂Ａｐ∂ｖ

Ｏｘ

（Ｂ－１）

∂ｘ

∂Ａｐ

∂Ａｐ
－
∂ｔ

Ａ八．４

ｄｔ、∂Ａｐ。∂ｖ

Ａｐ∂ｔ・Ａｐｌ∂χ

登＝ｃであるから，

＝Ａｐ｛（１十ｖ／ｃ）｛ふＩＦ十手｜｝）ｊ！十普｝

１∂ρ１１∂ＡＤ

一一－－－－－－ρ∂ＰＥ’Ａ∂ＰｅＥｏ

－ドレド

である（２？ただし，１／Ｅは流体圧縮率，ｅは管厚，Ｅｓは管の弾性係数である。

－１３５－

－ －
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従って，（Ｂ－１）式は，

（Ｂ－１）式＝Ａｐ（（１十ｖ／ｃ）宣

＝０

∂ｐ

瓦‾
＋
∂Ｖ

－∂ｘ

となり，本文中（２．７）式を得る。（Ｂ－１）式は更に展開して，ｐ＝ｐｇ（ｈ－

（Ｂ－１）式＝Ａμ士分十六分十分｝

＝申告廿。彭（廿一座）弓言ｌ

Ａｐｇ、ａ＼ｖ、ｄｈ∂ｚｃ２∂Ｖ
°マ｛ｉ‾丿’｀にｙ７‾ｎｙ７十了瓦Ｊ｝

＝０

となり．（２．４）式を得る。

－１３６－



付録Ｃ

四点インプリシット法による非定常管路流の解析

管路を流れる水の動きを表現する非定常流の基本方程式である双曲形偏微分方

程式（２．５）式を解くための数値解法として，従来，よく用いられているのは特

性曲線法，ツーステップーラックスーベンドロフ（Ｌａｘ－Ｗｅｎｄｌｏｆｆ）法，リー

プーフロッグ（蛙跳び）法等であＳ（１？

ここでは，陰的な代数方程式系を各時刻で解くアルゴリズムである四点イップ

リシット法を適用し，その数値解析法について述べる。四点インプリシット法は，

元来，開水路のような自由表面をもつ非定常流（不定流）に対して提案されたも

のであり（１），管路の非定常面こ対しては，これまで適用されたことがない。

ｔｔ

ｊ・¶

ｔ
ｊ

Ｕ
５
一
一
ト

χ

ＤＩＳＴＡＮＣＥ

第Ｃ．１図四点インプリシット法によるｘ－ｔ平面の格子

四点インプリシット法では，独立変数（Ｘ，ｔ）を任意の幅で△ｘ，△ｔで差分

化し，格子をＣ－１図のように設ける。変数α（Ｘ．ｔ）の偏微分値を次式で定

義する。ここに，Ｒ，Ｓ，Ｔ．Ｐ．Ｍは格子の各点を示す。

∂α（Ｍ）
－
∂ｔ

∂α（Ｍ）
－
∂ｘ

＝手〔α（Ｐ）十α（Ｔ）－α（Ｒ）－α（Ｓ）〕／△ｔ （Ｃ－１）

＝｛（１－θ）〔α（Ｒ）－α（Ｓ）〕十θ〔α（Ｐ）－α（Ｔ）〕｝／△ｘ

（Ｃ－２）

－１３７－

ＴＰ

°ｔｉＴ″－一差一一Ｐ″

ＳＲ

、△Ｚｉ

ｉｉ＋１

－

－



ここに，０．５く∂く１で，通常０．５近くの値が用いられる。

さて，対象とする管路を△ｘｉ毎にＮ個分割し，番号をＣ－２図のようにつけ

る。時間の軸は△ｔｊでＭ個に分割する。

ｐｉｐｅ

ｈ，１●●ｈｌ．¶ｈｌ糾
，ｉ７むｚｉ戈，こ，

第Ｃ．２図四点インプリシット法における管路の距離区分

四点インプリシット法による定式化を次の方程式で説明しよう。ただし，

（２．５）式において，流速ｖのかわりに流量ｑを用いている。

∂ｑ
－
∂ｔ
十

ｑ

－

Ａ

∂ｈｃ２

石゛

∂ｑ
－
∂ｘ

ｇＡ

∂ｑ

－
∂ｘ

＋ｇＡ

＋
－Ａ

十｛（１－∂）〔ｑ

バ（１－∂）〔Ａ

∂ｈ

－

∂ｘ’

∂ｈ

－
∂Ｘ

＋

・

に）２

ｈ

ｉ＋１
ｓ
ｌ

ｋｌｑ＝０

－（ｑ？）２／Ａ．〕

１１

ｈ？〕＋∂〔Ａ

１プ ｉ＋１ぐ －Ａ

（Ｃ－３）

（Ｃ－４）

一
１

ｈｊ＋１

１

〕｝ｇ△ｔｊ／△ｘ；

ｆｄ
－
２ＡＤ

ｑ

－Ａ

ｓｉｎ∂＝０

ここに，ｓｉｎ∂＝ｄｚ／ｄｘである。（Ｃ－３）及び（Ｃ－４）式各々を差分近似

して，得た方程式をＦｉ】及びＧｉＪとする．すなわち，

Ｆ？゜（ｑに：十ｑｊ＋１‾ｑｉｊ＋１‾ｑ？）／２

／Ａ
ｉ＋１

＋θ〔（ｑに１）２／Ａｉ＋１－（ｑに１）２／Ａｉ）｝△ｔｊ／２△Ｘｉ

＋１‾Ａｉ

－１３８－

－－

→ｆｌｏｗ

１１１１
ｌｌｌｌ

ｌｌＳＩ１１１１
｜自１１

－



●

十｛（１‾∂）〔ｑし１ｌｑ
；

＋１１ｆｄふ／２Ｄｉ十ＩＡｉ＋１｀ｌ‾（１
；｜（ｌ：｜りｉ／２ＤｉＡｉ）

４‘∂〔（１に：ｌｑに：ｌｆｄｉ＋１／２Ｄｉ十ＩＡｉ＋１十ｑｒ‘ｌｌｑｊギ１ｌｆｄｉ／２１）ｉＡｉ〕｝△ｔｊ／２＝０

（ｉ＝ｌ．・．・・，Ｎ，ｊ＝ｌ．・・・，Ｍ）

同様にして，

ｅ
Ｊ
１
１
Ｇ 一

一 （ｈ
ｊ＋１

１＋１
＋ｈ
ｊ＋１

１

－

十ｃ２｛（１‾∂）〔ｑ；＋１

十｛（１－∂）〔ｑこ
１

叫。

（Ｃ－５）

－ｈ：

１

／簡＋１－ｑ＾

／Ａｉ＋１十ｑ；

）／２

／Ａｉ〕十θ〔ｑ？４：：／Ａｉ＋１－ｑや脆ｉ〕｝△ｔｊ／△Ｘｉ

／Ａｉ〕十∂〔ｑに：／Ａｉ＋ｉ十ｑヅ／Ａｉ〕｝

）（｛（１゛）〔に１－ぺ〕゛∂〔ぐ：－ぐ１〕μｔｊ／２Ａｘｉ

－｛（１－∂）社１八ｉ・ｌ＋ｑ？／Ａｉ〕４’∂〔（ｌに：八い・けぐＶＡｉ］Ａｔｊ／２Ａｘｉ

－｛（１り）〔ｑ

＝０

Ｊ

ｉ＋１
／Ａｉ＋ｉ＋ｑ！／Ａｉ〕＋∂〔ｑに：／λｉ→・１＋ｑｊ／Ａｉ〕｝・ｉｌ∂ｉ・△ｔｊ／２

（ｉ＝ｌ．・・・，Ｎ，ｊ＝１，・・・，Ｍ） （Ｃ－６）

を得る。

上の二式は，管路のＮ個のセクションに対して成立しており，２Ｎ個の方程式

となる。一方，未知変数は各時刻において，ｑド１，・・・，ｑｌに：およびｈヤ１，・

‥，ｈと：の２（Ｎ＋１）個であるから，両端において各々，１個づっの境界条

件が必要となる。

－１３９－



する方程式は

Ｆｏ（ｈｌ，ｑｌ）＝０

Ｆｉ（ｈｉ，ｑｉ，ｈｏ．ｑ２）＝０

Ｇｉ（ｈｉ，ｑｉ，ｈ２．ｑ２）＝０

●
一
一

ＦｊＣｈｊ，ｑｉ，．ｈｊ＋ｉ・ｑｉ＋１）＝０

Ｇｉ（ｈｉ，ｑｉ，ｈｉ＋１，ｑｉ＋１）＝０

・
一
・

ＦＮ（ｈＮ，ｑＮ，ｈＮ十１，ｑＮ＋１）＝０

ＧＮ（ｈＮ，ｑＮ，ｈＮ十１，ｑＮ＋１）＝０

ＦＮ＋１（ｈＮ十１，ｑＮ＋１）＝０

（Ｃ－７）

上式の全体をＸ＝（ｈ１，ｑ１，・・・ｈｉ，ｑｉ．・・・．ｈＮ十１，ｑＮ＋１）として，

Ｆ（Ｘ）＝０ （Ｃ－８）

としよう。Ｘに関する代数方程式であるから，ニュートンラフソン法で解く。ニ

ュートンラフソン法でのくり返しステップをｋとして，

Ｘ
ｋ＋１

＝ｘｋニ（ニ１シ？Ｓと！）‾ＩＦ（ｘｋ）

－１４０－

（Ｃ－９）

ｆ

１



／
―

ｔ
Ｉ
Ｉ
・

として解ｘを求める。なお，Ｆ（ｘ）の形式から明らかにセクシ。ン間は隣り合

っているから，ヤコビ行列は帯行列となる。

境界条件あるいは，中間め条件を表わすのは，四点インプリシット法では他の

数値解析法と比べて容易である。各条件の例を次にあげる。

（Ｄ始端にあるポンプ

）＝０

上式は通常，運転時の性能曲線から得られる。

（ｉｉ）末端にあるパルプ

Ｆｎ＋１（ｈＮ＋ｉｉｑＮＨトｌ）＝ｑＮ＋ｉ－Ｋｖβぷ７ｉ‾＝０

定数Ｋｖは，弁の開度Ｒ：対応した係数である。

ｑｉｉ）中間点の管路の漏洩

セクションｉで漏洩が発生したとき，

ＦｉＣｈｉ・ｑｉ・ｈｉ＋ｉ・ｑｉ＋１）゛ｑｉ－ｑｉ＋１－Ｋｉ（ｈｉ－ｚｉ）１’１５＝０

Ｇｉ（ｈｉ，ｑｉ，ｈｉ．トｌ．Ｑｉ＋ｌ）＝ｈｉ－ｈｉ＋１＝０

－１４１

（Ｃ－１０）

（Ｃ－１１）

Ｔ
卜
Ａ
＿
～
♪

（Ｃ－１２）



第Ｃ．３図四点インプリシット法のフローチャート

で，（Ｃ－７）式のｉ番目の式を置きかえる。

以上の定式化によって，双曲型偏微分方程式（Ｃ－３）及び（Ｃ－４）式は，

各時間ステップにおいて求めるべき次の時間ステップの未知変数を陰に含む非線

形代数方程式に差分近似された。数値計算のブローチ々－ｌトをＣ－３図に示す。

初期値を設定した後，各時間ステップ毎に境界条件及び外的条件を与えて非線形

代数方程式化し，ニュートンラフソン法によって解を求める。時間ステップの終

端時刻迄，これを繰返す。

四点インプリシット法は，各時刻毎に厳密な解を求めるので，誤差が集積しな

いこと，四点の格子による差分化であるため，境界条件の定式化が容易であるな

どの特徴があり，これまで適用されなかった管路非定常流（圧縮性流体）に対し

ても適していることが明らかとなった。

－１４２一一
‘１

Ｉ
’
．

ｓｔｏｒｔ

ｓｅｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ

ｐｒｏｃｅｅｄｔｋｎｅｓｔｅｐ

ｓｅｔｂｏｕｎｄａｒｙ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｔｔｉｍｅｉ・１

ｓｅｔ・ｐｆａｅｆｌｏｗｅｑ．

Ｆ｛＼）ａｔｔｉｍｅｊ・１

ｓｏｌｖｅＦ（Ｘ）・０

ｗｉｔｈＮ．Ｒ．ｉｔｅｒａｔｉｏｎ

Ｎｉｍｅｓｔｅｐ？

Ｙ

ｅｎｄ
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