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Ⅰ はじめに

新古典派成長論モデルにおいて，労働を唯一

の本源的生産要素とする「新古典派マルクスモ

デル」が山下・大西［2002］等によって扱われ

ている。しかし，これらはすべて確定系であり，

不確実性を考慮した場合にどうなるかは扱われ

ていない。

そこで本論文では，資本財部門に確率項を加

えて確率系モデルへと拡張した場合，どういう

違いが生ずるかを調べる
1)
。

Ⅱ 確率制御モデル

資本財は労働のみで生産される基本モデル，

また社会計画者モデル（代表的個人モデル）を

考える。経済には２つの生産部門があるとす

る。消費財部門と資本財部門である。

各部門の生産関数をそれぞれ

消費財生産部門

Y t/Ka
t pu tL�

b p1�

資本財生産部門

dK t/p1,u t�Ldt+sK tdB t p2�

とする。Y t：消費財，K t：資本財，L：労働，

B t：ブラウン運動（標準ウィナー過程），u t：制

御関数（0?u tC1），a+b/1とする。sは定数

であり，
dK t

K t

の単位時間当たりの標準偏差であ

る。各変数の右下の添え字 tは，各時点 tでの

値を意味する。また，資本財の単位を十分大き

くとって，K tC
L

rb
となるようにしておく

2)
。

通常の確定系と違い，資本財生産関数 p2�の

右辺第２項にブラウン運動の項が加わり確率微

分方程式で表されているのが，この確率制御モ

デルの特色である。

代表的個人の時点 tにおける期待通時的効用

は時点 0で測って

U t/E t �E
�

t

e-rs logYsds� p3�

であり，代表的個人はこれを最大化するように

行動する。ここで，r>0は時間選好率である
3)
。

この最適化問題は，最適評価関数Φと最適制

御関数 u＊ を見つけることである。

Φpt, K�/ sup
0<utC1

Uu
t p4�

ここで，Uの右上にある添え字 uは，制御関数

uのことである。

Ⅲ モデルの解法

p2�に Girsanov の定理を用いて測度変換を行
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１）フローである消費財よりも，ストックである資本

財の生産に不確実性を入れた方が有意な結果を得ら

れやすいので，資本財部門にのみ確率項を導入した。

２）この仮定と p15�から u tC1となる。u t>1となる

ケースを排除するために必要な仮定である。

３）rが大きいほど，将来の消費はより割り引いて評

価されることになる。資本財を生産すればその資本

財を使って将来，より多くの消費財を生産できるよ

うになるがそのために労働が p1,u t�Lだけ割かれ

るため，現在の消費が少なくなる。つまり，将来の

生産増と現在の消費がトレードオフになっている

が，その度合いが rによって決まる。



う。dB^t/dB t+
L

sK t

dtとおくと

dK t/,u tLdt+sK tdB^t

となる。これに対応する伊藤拡散過程の微分生

成作用素 Auは

Auf/
�f

�t
,u tL

�f

�K
+

1

2
psK t�

2
�2f

�K2 p5�

である。

h pu�：/e-rt logY t+AuΦ p6�

とおくと，Hamilton-Jacobi-Bellman 方程式は

su
u

ph pu�/0 p7�

となる。これを満たす最適制御関数 u＊ が存在

するならば，当然

h pu＊�/0 p8�

となっていなければならない。

p7�から，１階条件は

�h

�u
/0�u t/

e-rtb

L
�Φ
�K

p9�

となる。最適評価関数が未知なので，適当な関

数型を仮定して求めてみる
4)
。

Φ pt, K�/e-rtpa logK t+b� p10�

と置く。a，bは未知の定数であり，これを求

めるのが目標である。p9�の右辺に代入して

u t/
bK t

aL
p11�

となる。

p10�p11�を p8�に代入するが，計算の簡略化の

ために p8�の両辺に ertをかけた式 0/erth pu＊�

に代入すると，

0/,rpa logK t+b�,L
bK t

aL

a

K t

,
1

2
psK t�

2
a

K2
t

+a logK t

+b logL+b logr
bK t

aL �
/p1,ra� logK t,rb

+r,
1

2
as2

+b logb,b loga,b� p12�

これが任意の tで恒等的に成立するためには

a/
1

r
p13�

b/
1

r r,
s2

2r
+b logb+b logr,b� p14�

でなければならない。

1 最適制御関数及び最適評価関数

p13� p14�を p11� p10�に代入して

u＊t /
brK t

L
p15�

Φ pt, K�/
1

r
e-rtrlogK t,

s2

2r
+b logb+b logr,b�p16�

が得られる。

p15�から，労働の消費財生産への配分比率 u t

は，各時点で資本量 K tに比例するように決定

されることが分かる。資本が少なければ労働は

資本財生産へ多く配分され，資本が多ければ消

費財生産へ多く配分されることが分かる。

p16�から，最適評価関数は資本や時間選好率

だけでなく，分散 s2を含むことが分かる。確

定系では起こりえなかったことである。

２ 定常期待資本ストック

最適評価関数が決定したので，t	yでの K t

を求めることができる。p15�を p2�に代入して

dK t/pL,brK t�dt+sK tdB t p17�

となる。両辺を 0から tまで積分して

K t,K0/E
t

0

pL,brKs�ds+E
t

0

sKsdBs p18�

期待値をとると，右辺第２項は平均 0である

から消えて

E 	K t
,E 	K0
/E �E
t

0

pL,brKs�ds� p19�

tで微分して

dE 	K t


dt
/L,brE 	K t
 p20�

これは１階非同次線形常微分方程式であり，解

第 184巻 第１号110

４）最適評価関数は，通時的効用の被積分関数と同一

の関数になることが多い。p3�の被積分関数から，

こう仮定した。



は

E 	K t
/
L

br
+pK0,

L

br
�expp,brt� p21�

となる。t	yとすると定常状態における期待

資本量が求まり

E 	K＊
stochastic
/

L

rb
p22�

である。この式と p15�から t 	yで u＊t 	1，す

なわち長期定常状態で資本蓄積が停止すること

が分かる
5)
。

以上から，本論文の確率系モデルでは以下の

命題が成り立つことが分かる。

� K＊
deterministic?E 	K＊

stochastic
，すなわち同じ

生産関数でも，確定系よりも確率系の方が定常

状態における資本量が大きくなる。（ただし，

ブラウン運動の項がない通常の確定系最適成長

モデルの定常状態の資本量を K＊
deterministic/

aL

rb

としている
6)
。）

� sは 0でない限り定常期待資本量に影響

しない。

� 最適効用関数Φの中括弧内の右辺第２項

が負であり，分散 s2の影響が出てくる。

� しかも，rが小さいほど分散 s2の影響を

より増大させてしまう。

これらは，以下のように解することができる。

�は，確率系では不確実性に備えるために確

定系よりも多くの資本を蓄積しておかなければ

ならないことを意味している。�は p22�で s

が現れていないことから分かる。ところで，s

が 0の場合が確定系である。sは 0.01でも 1

でも 100でも，0でない限り定常期待資本量は

すべて同一の E 	K＊
stochastic
/

L

rb
となるのに，

確定系モデルとなる sが 0のときには定常資

本量が K＊
deterministic/

aL

rb
となる。sが 0か 0

でないかということが大きな違いをもたらすこ

とが分かる。ただし�より，定常期待資本量が

同一であっても，sが大きいほど総効用は小さ

くなる。また，�は確率系と確定系の間でのき

わめて興味深い違いと思われる。確定系では動

学の（鞍点）安定性のためには rが 0に十分に

近いことが望ましいのだが
7)
，確率系ではそれ

が分散 s2の影響を大きくし，期待通時的効用

を小さくしてしまうため，必ずしも望ましいと

は言えないのである。

Ⅳ 結語

確率項を導入した最適成長論を考えた。確率

系では，定常期待資本量が確定系より大きくな

る。そして確率系では，sは 0でない限り何で

あっても定常期待資本量は同一である。つま

り，資本財生産に不確実性があるとないとでは

資本ストック量にはっきりとした違いがあるこ

とが分かる。また分散 s2が大きいほど，すな

わち不確実性が大きいほど期待通時的効用が小

さくなる。しかも時間選好率が小さいほどその

影響が大きい。確定系では時間選好率は小さい
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５）資本財生産関数にブラウン運動の項があるため，

長期定常状態においても絶えず資本量は変動してい

る。正確には長期定常状態での新規資本財生産 dK t

の平均が 0であるということである。

６）山下・大西［2003］では

消費財生産部門 Y/AKapsL�1-a

資本財生産部門 K
�

/Bp1,s�L,dK

通時的効用 U/E
�

0

e-rt logYdt

の場合に，定常資本量が r
K

L �
＊

/
Ba

r p1,a�+d
とな

ることが示されている。

A/1，B/1，d/0，s/u，1,a/bの場合が，

本論文の確率系モデルに対応する確定系モデルであ

る。

７）最適成長モデルにおいて時間選好率 r>0は十分

0に近いと仮定するのは，通常一般的である。時間

選好率と安定性の問題は，西村・矢野［2007］や，

Benhabib，Nishimura［1979］を参照。



ほど動学的安定性には望ましく，また定常状態

での資本量も大きい。しかし確率系では資本量

が多いほどその変動も大きくなるため，期待通

時的効用には負の影響も出てくる。確定系との

顕著な相違である。

資本ストックの量が多いと景気変動も大きく

なることも含めて考えると，これは一種の資本

主義の不安定性を示しているとも言える。一方

で定常期待資本ストック量は一定であるから，

資本主義は長期的・平均的に見るなら安定であ

るが，短期的には不安定だとも見ることができ

る。
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