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1 はじめに

私たちは水が氷になることを，水が留まるラと呼ぶ.熱して溶けた飴縮工もやはりう冷えると固まる.な

らば冷やさなければ国まらないかうと言えば必ずしもそうではなく?卵はゆでると固まる.また難しい試

験問題を前にして f留まったj経験のある方もう急を含めて少なくないだろう.

言語学の世界ではある単語の根元的な意味を押さえるためにこのようにして異体剖を列挙する.今

の場合ラこの言葉遊びからわかること民 「冨まるj とは「外部からの{主に力学的な)操作に対する応

答が題端に鈍る」乙とであるうと私たち註了解しているということだ.言語学であれば?それが一つの単

語?ひいては私達日本人の持つ感性への理解を助けさえすれば十分であろうが，本穆士論文はそれを目的

とするものではない，国まることを物理的に理解したい.

物理的に理解したいとはラ言い替えれば，現象を普遍的に理解したい，ということだと思う.倒えば飴

が国まることと PCが酉まることを再じ枠組で議論できたちどん主に驚くべきことだろう.そしてその

驚くべき記述能老持った枠組とはいかなるものだろうか.想橡は尽きない.しかしそういった普遍的な

枠組を夢見る話にヲ連想による直麗から並べられただけの現象群に，問題として適切な形(モデル〉を与

える必要がある.例えばうタンパク質の熟変性や各問題の難易度といったことをそのまま考えていては普

遍的な記述にはたどり着けないだろう
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そういった試行錯誤り末ラ卵が固まる，というタンパク賀の熱変性の問題からひとまず詳細そ捨象する

ことで?一般的なタンパク質の折りたたみ問題として扱ったりヲ人間がからむと難しいので一つランクを

落としてうどういう問題を出されるとコンビュータは菌ってしまうのか考えたりしてきた.そして特筆す

べき誌ラとういった問題試みな統計力学による解析が行われてきたという点である考

飴が砂轄の結晶にならないときはまさにガラス化が起こっているし?タンパク質のネイティブ構造を

自由エネルギー地形になぞらえて理解したりヲ問題を解く時間がべらぼうにかかるようになることが桔

転移として理解で、きるの老知った.そしてこれら極々の研究のう理論的譲涜におそらくあると思われる研

究うそれこそが本修士論文の主題であるスピンク、ラスである.スどングラスはヲ麗震やエイジング社どう

ガラス系に特有の性質を持つ磁性捧である.従来の統計力学での強磁性体模型などとの類似性から，伯の

ガラス系に比べて系統的な罰究が多くなされ，その結果，以下む章でも述べるような様々な性質が明らか

に主っている.

さてヲスピングラスを研究する目的のひとつとしてうその物性の理解そのものがあること泣間違いな

い.Cannella-Mydosh による発見出以来30年以上が経過したにもかかわらずラ 3次元スゼングラスの定

性的理解についてでさえヲ複数の見解が毘られ落ち着いていない.しかしその一方で3持に今日的な目的

意識として，これら多くの閉まる現象の麓型としてのスピングラスうという見方も軽視できないだろう.

ここで述べたような様々な系を統一的に見る一つの虫メガネとしてのスピングラス理論が強力であるこ

と1tえここ 10年来のガラス系の理解の進展やa害報統計力学などの分野における手法の有効性が期実に
物語っているだろう.

とは言えヲスピングラス理論との類似性のみをテコにして倍の分野に乗り込んでいくのはう個々の分野

から克れば新しい観点を提棋できるかもしれないがう 「国まることの理解」というスピングラス理論が

提供すべきより大きな宮擦を見夫いかねない.だからこそ筆者は，物性議としてのスピングラス理論以上

むものを求める一方で，逆にどこか一つの分野におもねることのない普遍的な理解を求めて研究してい

る.その自標へのー里壊が?本修士論文である.

そこで本諺士論文では，スピングラスに関して筆者がこのような観点から行った現在までの研究をま

とめたい.特に平均場的なスゼングラス模型に対する平横状態の解析を行う霊スピングラス模型の平衡

状態を特教づける性質としてレプリカ対称性の破れが挙げちれるがうその特数づけに対する震献が，本研

究を通じて多少なりともできたのでは主いかと考えている.

本論文の構成は以下のようである.まず第2章でスピングラス模型老導入しうその解析を行う.それを

通じて，スゼングラス理論において見出された現象を紹介したいa 第3章で泣ラ Sherrington-Kirkpatrick 

模聖の厳密解でもある Parisi解とその特徴であるレプリカ対存性の被れについて言及したい，第4章で

は，本修士論文においてもっとも強力な道呉立てでまろるレプリカ法の数学的な性質について言及したい.

第5章が，本修士論文の中心である.ここではラ筆者らが初めて提案した「単調性の破れによるレプリカ

対称性の破れj というシナリオと?それが実際に起こっていることを謡介したい.そこで、はう非常に普遍

的な構造である熱力学が主役となりヲレプリカ対称性の破れが導かれることを示すー第6章では第5章で

明らかになった構造を生かし?従来法で、泣決定打のなかった疎結合スピングラス模型に対するレプザカ

対脅性の破れの導入を行い?数舘計算と比較する.

2 スピングラス模型の椙転移現象

スピングラス (spinglass， SG)に関する理論的研究は， Edwards-Anderson(EA)による平均場理論の

研究に端を発する.この章で止まず歴史に敬い， EA模型における平均場理論の導入を行う.そして

1 i固まるとは力学的な性費者のだからスピングラス理論のうち平癒に探わる部分は必要なしっと患われるかもしれない.し
かし，平犠の情報が力学に構理を与えることは往々にしてあるし， i匿まるまでjよりも「留まった後」の迂うが大事な場合も
ある.固まった後についての情報を力学からむき出すことはきもちろん恵理的には可能だろうがう現実的に法非常に閤難である.
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Bethe-Peierls(BP)近叙などの素朴な解析を進めることでラ分子場近叡老改良する.この改良によって7第

6章で行う疎結合SG模型の解を結果的に先取りすることになる.

2.1 Edwards需Anderson模聖

Edwards-Andersonによる SGの理論[2Jで被ら法ヲ Hamiltonian

HEA=←乞JijSi為 (2.1) 

{ぢ)

で記述される系り平均場解析を行った.ここにi，jはd次元の正方格子点でありきがj)はd次元格子上の
ボンドにわたる和である.サイト数はN とし，スピンは解析の都合上IsingスピンSi=土1とする.またヲ

るけまSGにおける交換栢互作用者表す項で事る.CuMnなどの実際のSG物質ではスピン老持つMnが
Cuマトリックス中に散在しているためヲスピン障の距離辻各サンフ。fしごとに異なる.Mn上のスピン罰
に泣 RKKY相互作用が存在するため，室長離の微妙な違いがラ相互作用の符号の違いとして表れる.よっ

て担aの比率を一定としても?サンプルによって桓互作用誌議々主ものを叡りうるためラこの事実をあら

わに扱うことが菌難であることは窪像に難くない.

そこでスピンの詮量に関するランダムネスを援うことを避けヲ亘接Jij'こ確率分者を与えることで?一つ
のすンプルの実現を Jijの実環と同一視する.このことによって，Jijという正負を議々に取る実数の組で
相互作用が表される.本章では Jijrv N(O， 1)を夜定し，エネルギーの単位をボンドに叡る.“rvN(μ，(]"2)" 
はす平均μラ分散σ2のガウス分布に従うことを意味する.

本章では，この護型色彼らの解析方法とは異なる方法で解析する.Hamiltonianがこの務で与えられ

るということは， S= {Si}!lとして，逆溢度βでのスピン配位の実現確率が

exp(-βHEA) 
P(S)=z  

Z = Trexp(-βHEA) 

(2.2) 

(2.3) 

で与えられるということであるからラこのP(S)を近似的に求める手法として， Weiss近似と BP近i院を
導入し， SGの物理的接橡老議論したい.

2.2 Weiss近似

Weiss近似とはヲここでは
N 

P(S) 田 IIp~W)(品) (2.4) 
i=l 

と書いてしまう近似であるーこれは物理的にはヲ 8iと8jの閣に相関はない?とする近似なので非常に粗

いものであるが，そのおかげである程慶まで詰計算できる.

まず¥

pr;グW)町W)(S伊伴S (2.5) 

とおく.このときヲ 2spjm(S)=1?乞sSpjm{S)=mtが或立する.一方，

P(S)===}珂 {β(玄ゐ為)8i) x (併含まない因子)
¥ j(i) / 

(2.6) 
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図工:フラストレーションのある講造の関.藍線がJ>Oを， i皮糠がJ<O老表す.この格子にスゼンを
どう入れようとも，全てのボンドのエネルギーを同時に下げることはできない.

と書ける.ここにj(i)はtの近傍にわたる租老表す.(2.4)式の板定からラスピン簡に桔欝はないとして

いいのでう

mkZ2MK時十(EJKj叶X(Sk ;[>含まない因子)

同 JLZSK勾 {β(2ンkjmj)Sk) 
m Sk=土1 ¥ j(た) J 

=七組時三ンた州)

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

と書ける.ここに

み=sEfP(官山 (2.10) 

である.このよう主，もっとも素朴なWeiss理論[3]と同様の結果を寄る.

EA槙型の場合，この方程式を解析的に解くととはでき主いがう3.1欝で導入するSherrington-Kirkpatrick( SK) 

填型においては (2.9)式を常礎性(ffli= 0)翻から摂動的に解くととでSG転移温産主老決めることがで
1 ， ，_ー

きる.ただしSK模型においては.Jij '" N(O， j干)~C1達っとする.秩序変数が常磁性椙から連続的に立ち
上がることを板定して (2.9)式をmで展開したときラ磁化ベクトルm は

阻記 βJm (2.11) 

という線聖方程式に従うので，この行列J= (Jij)の最大臣有{直が転移温度主 になる，ランダム行列理

論によれば，各或分が"-'N(O土)である対称行列の最大畠有誼註 2であることが知られているので1こ
'N 

こから丸 =2が結論される.SK模聖は全結合型の摸型であるので，平均場方程式の解は定量的に正し

いラとE霊感的に辻豆、われるが，実は正しい評価ではTc= 1が結論される.すなわちう全結合模型をWeiss
近訟で解いてもう定量的には正しくない結果が導かれてしまったことになる.これは， SG模型の本費的

特徴であるフラストレーションとランダムネスが関与している.

函1はフラストレーションのある格子構造の椀である，重線をJ>O，波線をJ<Oとすると?どのよ
うにスピンを入れても全てのポンドのエネルギーを下ぜる乙とはできない.これは強磁性体模型にはな

かった特徴である.一穀に低温では?できるだけエネルギーを下げるようにスゼンは配置する.強磁性

捧模型であれば全てのスピンは上や下にそろえ試よいので，各スピンとその掲のスピンとの競合Eまない.
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よってWeiss近似でも定性的な記述はできていた.しかしフラストレーションの中では?どちらを向乙

うともエネルギーを下げることのできないスピンが寄在する.このようなスピンにとってはう 「回りに

合わせて自分が向く向きを決める」という効果で、誌エネルギー損寄上の勝負がつかず?より高次の効果

が効く可能性が高し¥例えばラ「自分が上を向くと欝がそれに捕ってくれるおかげでう上を向きやすくな

る」という効果辻，フラストレーションやランダムネスに影響されない.実繋SK模型において辻，高温

展開ではより高次の項が，Nについて0担)の量として表れるととが示される [4].このように， Weiss近
信では取り込まれないが3それでも SG模型にとって重要な f自分の影響が自分に返ってくるJような項

をOnsagerの反践項と呼ぶ.以下では方法[4]に註よらずヲより素朴に近{立の精度を上げることで結果

的に同じ方程式にたどり着くことを見る.

2.3 Bethe田Peierls近奴

一体近似である Weiss近似ではうまくなかったので三次は二体近似(BP近骸)を試みる.c = 2dと
して，

~日(的pjfP)(SJj)
P(S) ~ 
日立14BP){SAC-1

(2.12) 

と近似する.分母誌， 2体分布の張り合わせによってヲーサイトあたり C重に数えてしまっている分を

割っている.ただし， BP二体分容の可約!主

を仮定する.まず，各分布を

乞p~:P)(S，T) = p~BP)(S) 
T 

(2.13) 

pjfP){SJj片手5"eXp(s(KijSiSj十時j)Si + h)i) Sj片 山)

ZFP到) - 壬Tre位抑xp民{伊β到(KijSiB，烏j+h同j勾五汁+h呼;yt吟i)Sj 
1路同8め) rrFP丹)(侍問S幻)=z詰許許Lι」予耳;勾悶 伊凶問

巧fB即問P丹) = 壬 e伎:xp(伊βH昆iSめ) (伊2.17口7η) 

と書く.Hiを局所場(localfield)ヲザ)をcavi七y場 (cavityfield)と呼ぶ2 cavity場の上っき器字は，

hjj}手hjk}であるため不可欠であるが，文額約明らかな場合調り，以下の計葬では害略することもあ

る.このとき， BP二体分布誌

Lp~:P)(S， T) 
T 

と締約される.ここに

2eβhi8 
Z否育cosh(βKS+βhj)
-ZJ 

つ凸βhi8

=去BP)CO剥βK)cosh(βhj)(1+ St組 h(βKij)tanh(βhj)) 
-1，J 

cx: exp(β(hi十u(hj，Kij))S) 

叫帥帆山hιυ，K←f
でで、ある.よって可約性条件(2.1めから，

H4=hF+匂(h}i)， Kij)おrVi，j 
2理由誌後iまど記す.

-304-

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 



スピングラス摸型における 1段階レプリカ対称性の破れを伴う解の熱力学的構成

が志要であるまた (2.12)式の右辺は乞=iεL1J'ら

即位P(~β山
となるのでヲもとのHamiltonianとの比較から

Lh~j) = (C -1)民 (2.24)
j(。
Kij = Jij (2.25) 

とえ主る.以上で全てのパラメータが求まった3 さらに (2.22)式を用いて書き換えると

hY)= 乞包{hf)，AK) (226) 

k(i)¥j 

民=乞U(h;i)，Jij) (2.27) 

j(の

となる.ここでk(斗¥j泣jを除く tかも延びるボンドにわたる和であるとする.

実は (2.26)ラ(2.27)式泣ぅ cavi土y法と呼ばれる手法によって評価したHJjj}の溝たす方程式と一致す

る.ここでcavity法の詳細を論ずることはし主いが， cavity法は Onsagerの反践項をあらわに取り入れ

るためにヲ局所場を計算する擦には近傍のサイト一つの影響を排除した場者cavity場と定義し，その解析

を行う.しかしこのBP近棋において民 2体分布までを扱っているためにcavity場に対応する場が自動

的に入っている.すなわちヲ相互作用品jが二体分布に残っているため多 4から見てjを排除している場が

がに主ったのだった4 よってこの意味において?素朴な5cavity法はBP近f誌に位ならない
さてう第§章との比較のた主ちに (2.26)，(2.27)式に一様性老仮定したよでヘランダムネスに関する分布

による表現に書き換える.ここでの一様性とは， hjj)たちがみな両分布に従うことを意味するその分布

をπ(hj勺とおくとヲ (2.26)式は

7叫j))= E I I1 dh~)π(h~))8 ( h~j) - L U(Jik， hii)) ) (2.28) 
V k(i)¥j ¥ k(i)¥j J 

となる.EはJij~こ対する期待値を表ずこれをもう少し簡略化するため，分布

制 :=EJ初桝£ー匂即日
老導入するとヲ (2.28)式民関孫式

~G-1 0-1 

(2.29) 

の)=I ITdx列島)8(x-工科) (2.30) 
v 1'=1 γ=1 

となる.(2.29)ヲ(2.30)式註， fせ諒A.1にあるように， 2体の疎結合SG模型のレプリカ対称な解析の結果

と一致する.この結果は，既に先行研究開で述べられていたものであるー

3導出としては， (2.12)式の荷辺のKullback-Leibler距離を計算し，それを最IJ，>化するようにパラメータを決定するもの [5]
がありヲそちろのほうがよりすっきりしていると思うが，ここでは計算の顛覆さからこちらを選んだ.
4この事実はBethe格子上では次のよう記言うこともできる.隣接する 2体ふjの分布を計算するために N-2掴のスピン
老traceoutする際， dこつ誌がっているj以外のボンドからたどっていってもう jにはたどり着かない.よって iの棋に広がる
スピンを紅ace∞tした効果のみがhj3りこ表れる.
5レプリカ対韓性の破れ老導入しない3 という意味
8この程定はSG模型の特徴を壊す法どに粗いものだと思われるがp後に示すような結果そ再現するための方便として導入
する.
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2.4 Thouless-Anderson-Palmerの自由エネルギー

前節で導出した毘所場の方程式をラ β<<1の仮定のもと局所磁北mi=ぬnh(βHi)で書き換える7

O(β勺で形式的に，

加 h(βHi) = tanh(βL U(h)i)， Jij)同乞ぬnh(βゅ;OAj〉}
j(吟 j(i)

2二七an註(βゐ)蹴即時勺=乞凶h(βゐ)tanh(β(宅一む(h}j)， Jij ) ) ) 
j(i) j(i) 

完工{品川一(βゐ)勺一時間} (2.31) 
j(i) 

となる.最後の変形は担法定理を用いて昼間したこの式泣Thouless-Anderson-Palmer(TAP)方程式と

呼ばれるものと再ーである [4].被らは， SK模聖の高塩展箆によって宣接この式を導いた.一般に，第8

章の疎結合模型のようにグラフ上のループの効果がN→∞で讃えてしまう摸型であれば亨 BP近叡は
よい解を与えることが期待される.そのような場合は， BP方程式の高進展開としてTAP方程式を導く

ことができるため， BP近叡で止めてしまえば高謹屡需の必要はない.しかしd次元の模型のようにき BP

近{裂が厳密でない模型辻多く存在するため，両者を状況に応じて覆い分ける必要がある.

さて，一般Lこラ (2.31)式ラもしくは (2.26)式の解を得ることは菌難であるが，さらによijの構造として前

述のフラストレーションとランダムネスが存在する SG模型ではヲ解が一意に決まること誌期持できな

い.直感的にはう全てのプラケットにフラストレーションが入っているわけでは主くラフラストレーショ

ンのないもののうちどのフ。ラケットのエネルギーを下げるかうという自由度が存在するため予様々な配賓

があり得てしまう.実際， TAP方程式の解の額数泣サイズの指数関数として増加することが示されてい

る[71.またそれらの解を代入した自岳エネルギーは平均場の意味で、安定であるものも多く含まれるので?

有摂温震ではそのいずれもが物理的に意味のある解である8 その意味で， BP近{説法系の対称性ではま

く“解の対称性持老破ることによってFす主わちHamiltonianの持つZ2対称性ではなく，各平均場解のう

ちからあらわに一つを選ぶことによって熱力学量を計算するような近奴手法になっている.強議性体模

型であれば二つむ解泣完全に等倍であったのでき一方を手で選んで計葬することに意味Lまあるがう SG模

型の場合，各解の与える自岳エネルギーは等しいとは限らない.すなわち，このような近似によって法正

しい熱力学量を評植できないはずである9

割えば，堕2，3泣低湛桔における強磁性体およひ、スピングラスのBP自由エネルギーである.菌3はう

摸式留として一つの例を示した.このような地形の場合，それぞれの谷に対L忘する BP自由エネルギーを

苔の中の状態の部分和から定義される自由エネルギーと同一視するととでヲ

e-R=Z=t九十回一 =2・出土=均(一β九十log2) (2.32) 

となる一方で，スピングラスの場合ラFにある谷の数がノV(F)で，自由エネルギーの題はFoとF1の二笹
しかないとするとう

e-sF = Z =均十N(F1)切 1=加。(1+N(F1)竺) (2.33) 
¥ Wol 

となる，ただし Wは分記関数の部分布である.先iまど述べたように，N(F)はサイズの増加につれて指数
襲数的に増加する一方で，分配関数比wdwotまサイズの増加と共に指数関数的に誠少する.よってこの
二つの競合が全状態和Fに現れることとなり， i国々の谷での自由エネルギーの誼おう F1のみでは真の平
欝での自由エネルギーを計算できない.

7樺島先生のセミナー (2008)を参考よこした
8強騒性体模型においですn> O，m < 0のどちらも意味のある解であるりとi奇諜.
9もちろんBPI近記じであるので，d次元摸聖で法正しくないのだが，BPの手続きがexac主になるよう主填聖(例え試Bethe
福子上の模型)においでさえ，という意味.
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スピングラス模型における l段階レプリカ対称性の張れを伴う解の熱力学的構成

F士 Fo 

図 3:スピングラス摸型のBP自由エネルギー
鴎 2:強磁性体のBP自由エネルギーの模式爵

.の模式図.

とのように， BP近似によって， r平均場解がたくさん出てきて?それらの閣の“対称性"が破れているj
ことがわかる.すなわち素朴主BP近信では，その解の個数すべてを数え上げ急い隈り解くことができな

い.そこで、以下ではBP近似の枠組老離れ，全結合護型である SK模型に葬会を移して解析を進める.

3 Parisi理論の概要

SK模型の議密解はP泣 isiによって提出された [8].とは言えヲ当時は謹も彼の解が厳蜜だきなどと思いは

しなかっただろう.しかし彼の解析解はう数値計算による検註にも 30年近く耐えラ最終的にはTalagrand

によって数学的主証明が与えられるに至った[9].すなわちヲ彼の解は本質を完全に揺んでいたのである.
本章では彼の導出した解についてのレ己、ューを行う.特にレプリカ対称、笠の譲れ(ReplicaSymmetry 

Breaking， RSB)と呼ばれる擁念を導入する.

3.1 全結合模型の解軒とレプリカ法

3.1.1 Sherr匂 gぬまトKirkpatrick模型

Sherringもon-豆irkpatrick模型とは [10]

HSK=一会2:JijSiSj 
写_. i<j 

(3.1) 

で定義される全結合SG摸型である.ここに Si=士1，Jij rv N(Oうりである.以下ではヲ SK模型を拡張し
たK体S五模型[11}

H=古苛41LA142なえ九九
( K!¥ 

の解析を行う.乙こ}こ Jit・・ rv N { 0， ~:. 1 ，K ?:. 2とする.また，記号の簡略化のため，集合'~K ，-.L' ¥ '-'， 2 ] 一

(3.2) 

QK= {μ=凶，"'，{L(K)}jμ山以 ，N}，f.t(i) i=μ(j)日) 側

を導入すると， (3.2)式誌

H=一万年1'Lみ日&
" ~， μεQK iεμ 

となる. 文騒上明らかな場合，QK=Qと書く.

-307-

(3.4) 



中島哲也

歯 4:自己平均性の議論.

3.1.2 吉己平均性

この模聖の物理量Aのランダム平均 [A]を計算する.ランダム平均とは，

f _ r1 T J~ 

[A) := / fl弓芸=e一室長A(J)
Uμε{I V.l¥.!1f 

(3.5) 

のことを意味する.この量老評揺する理由は二つある.一つは，ボンドの実現誼を屋定したままでは解析

的な表現が菌難であるという浩極的なものだがヲもう一つは自己平均性の議論による.

まず図4のようにラマクロな系を考えラそれをマクロ主部分系に分割する.そして，各部分系むHamil-

tonianをバルクの部分と地の部分系との棺互作男の部分に分ける.このときもし相互作用が無摂できる

ならば，大き主系註サブマクロな系り平均として表れるほずである.よって物理量は大数の法長uから

{A) =乞(A)内側] (3.6) 
i=1 

となることが賠持される.ゆえにラ熱力学極援における物理量はサンプル依存性を持たないため，平均に

よる評価が正当北される.以上が自己平均性町議論である.

しかしSK模型註全結合であるためラバルクと表直3 という分類が存在しない.よってこの議論法素童
に適用することはできないがう実際に興味のある d次元SG模型で詰この議論は成立するため，自由エネ

ルギーはSK模型においても自己平均牲を持つと考えられている.また情報理論での問題設定において
はヲそもそも平均的な性龍評価をしたいことが多いため，平均をとることがむしろ本質的である.そこで

これらの理由から本章ではう物理量のランダム平均老考察の対象とする.

3.1.3 レプワカ法

l 
k体SK模型の自由エネルギーf= --;'[log Z]を解析する.Z(J)を計算するのが難しかったので平均

β 
彊を評価することになったのだからラ先にランダム平均を取らなければ荷の意味もない.しかし， logの
平均を取るのは圏難である.そこでこの医難を回避するためにレプリ方法老用いる.レプワカ法の手続

きとは以下のようなものである:

l.nモNとして，官を展開する.

fzn] = r日
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2.ランダム平均をとりラ ηセットのスピンに関する Hamil主onianHrepを求める.

[卜ト
e位叫X功刷P試山(

α=1 J 

(3.8) 

3.関数

仰桝〉:=一志h均g問=守O山 官九如山山n e戸同e窃位'X王p(一βß~兵ι弘ω児均叫e叩pρ) 伶

を熱力学極眼;にこおいて言許f算する.

4.ステップ3において計算した創的の定義域老nE R tこ拡大しう程等式

一土[logZ]=州-i\ r:~ log[zn] ~ = li~ q;(n) (3.10) Nβπ→o l N sn --cn - j Jη→0 

に基づいて左辺の自由エネルギーを評揺する e

ステップ2においてランダム平均を取っているため，ステップ3では計算上，ランダムネスの主い系の

自畠エネルギー老評倍するのと同等になっている.このことによって関数φ(吋老評橿することが可能に

なる.この手続きのうち一番の問題点はステップ4における定義域の拡大であるが?通常こ乙ではもっと

も素朴にラステップ3まで、は整数上の関数だったものを実数上でも費えると患ってしまう.この手続きは，

しばしば「解析接続j と呼試れるが，複素関数論における解析接続とは異なることを付記しておく.展開

に基づいた接続ではないため，若干長くはなるが f解析関数への接続Jと言ったほうがよいのではない

かうと思っている.この数学的な問題点は4章で議論する.またうステップ1で展開されて表れたスピン

sα(α=1γ ・.，n)をレプリカやレプリカスピンと呼ぶ.

3.1.4 レプリカ対称性巧張定

上記の手頚に従ってうレプリカ法をK体SK模型に適用したときの結果を述べる.詳細辻教科書 [12]
を参考にした前節のそれぞれの手続きに対応してヲ以下のように計算される.

L 

[Zn] = Tr1 九 [axp(品会主Jfsf)i (3.11) 

2. 

( K!s2 π l  
位 p(-sHrep)=ほ pl北区F) (3.12) 

3.実空間方向について一体fとして，下付きの空費添字を省略する.そしてN→∞における鞍点法を
用いるとうね ENでは

jβ(K-l)~_K β1 1 rTl fKf32や K-1Cla ns¥ l 
φ(η)=羽詰qaβi h qd-z一声明位以72JqGバザ)~ (3.13) 
l α<βα<βi  

とできる.ここに鞍点を決める条件は

官げ位p{乎乞qS1吋)
¥α<β/  

qαβ = I 、~ (3.14) 

日 p(竿zqrmβ)
1α<β/  

である睡もβを重なり変数と呼ぶ.

Q
J
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ここまでに論理的な飛龍は主いのだが，次のステップにおける定義域の拡大に論理的な正当性老]jljにし

ても手続的な麗難がある.和ZαくβがnENの名残を引きずっているからだ.ここを足し上げねばなら
ない10

ここで，今の自由エネルギーに存在すべき対韓性老考える a 各レプリカはをの震関から出てきたもの

だから，その各有誌等舘である.よってそれらの間の重なり変数qαβ はレプリカの添字によらない，と叡

定するのは邑紫である，すなわち，

qαβ = q (3.15) 

を{安定しても良さそうである.(3.15)式をレプリカ対称性(replicas戸nmeむic，豆S)の仮定と言う.この

もとでは，レプワカ方向についても一体化することができて，結果として nE畏においても解釈可能な

表式

的 -l)(K-1Lxβ 1'___o，sKqK-1 1，__.fr-..___l.nfn J宝 T<_~\
手作)= q 一一一-;，log 2十一一一一一;;_log I Du coshn ( βU¥/壬qK-1) (3.16) 4β4βn --0  J -------¥ r--V 2" J 

fDutanh
2 (βUv~qKーがshn IβuJ~ qK-1) 
¥ / / '- '1. / (3.17) 

I Ducoshn (β吋すqK-1J 

.._._ _ du " 
を得るただしD匂=マ;7rexp( _u"J. /2)である.
最後にね→0の極限を取ることで RS夜定の元の自由エネルギー

β(K-1) _.K β1βK qK -1 1 {~. ，. 1 {"  (K 1<_1  ¥ 
FRS = ，-，. A -， qfi一一一一log2+一一一一一iI Du log cosh ( sU¥/壬qK-l1 (3.18) " 4 s --0  - ， 4 s J ----0 ----- ¥""' - V 2 ':l I 

q= J山ポ(βu布ニ) (3叫

を得る.ただしその擦ラ (3.19)式で求まる鞍点はF郎を最大化する点になってしまう.しかし他に候福が

ないため，この解をとりあえず認める.

3.2 レプリ力対韓性の破れ

3.2.1 de Almeida.・Thouless条件とレプリカ対称性の破れ

前笥で1RS仮定老用いた自由エネルギ}の評倍について述べた.しかし本当にRS仮定は正しいので

あろうか.得られた逼震の関数としての自由エネルギーが満たさねばなら主いものは，熱力学的制約で島

る.例えば?離散スゼン系のエントロビーは必ず正である必要があるーしかし (3.18)式から SK模型のエ

ントロゼーを導出すると，抵温で負になることが示される [10].すなわちRS佼定はヲどこかで破麓して

いなければならない.この事実を，レプリカ理論の中で実擦に導出したのはdeAlmeida-Thoulessによる

不安定笠の議論でるる [13].本小欝ではその議論を簡単にレピ、ューする.

まずラ (3.13)式にRS解の毘りの小要動qαβ =q+ηαβを加え， ηについて2次まで展開する.このとき，

ηの一次の項は鞍点条件から消える z また2次の項は出竺ニ1)元の二次形式になる.平均場の不安定性
2 

とは，この二次形式の国有誼のうちに負のものが出ることで、あったのできそれが起こるのか否かを調べれ

lOnが整数のとき泣各レプリ;むの「題性jを尊重した表式であるが，ぞれをまとめることで全体として意味のある結果を得
たい.そのためには一種の統計操作(数え上げ)が主要になる，ということなのかもしれない.
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スピングラス模型における 1段措レプリカ対称性の被れを伴う解の熱力学的構成

ばよい詰ずである.しかし，n→0の極思老取るときに鞍点まわりの凸性が反転していたので?逆に正の
毘有謹が出ることが不安定fヒに対応すると考えられる.よって，二次形式の最大臣有僅老 λATとおくとう

(3.20) λATく O

(3.21) 

が安定性条件である.K{:本SK模聖の場合ラとの条件式は

K(三-1)s2qK-2 J Dゆや包高二)< 1 
となる.この式在AT安定性条件と呼ぶ.鞍点方程式(3.19)者解いて (3.21)式に代入すると，T< Tc(K) 
で不安定化が起こっていることがわかる.そして乙(K)誌ラ K{;本SK模型の SG転移湿度と一致する.

よって，なんらかの方法でレプリカ対韓性の破れ(replicasymmetry breakingヲRSB)を伴った解老構
成する必要があることがわかった.

階層的レプリjJ対称性の撮れ

RSBを導入する方法は幾通りにも考えられる.実際歴史的には議々な試みがなされてきたがうここで
はそれを一足飛びにして，K体SK模型の場合の正解の候補を天下り的に書き下す [8J11.その正しさは
次蔀で述べられる.

まず，レプリカ法の枠内で計算をするのであればヲ ηについての接続が取れる必要がある.あまり勝手

にもβの鐘を変えてしまうとそのような計算ができないから，レプリカ対称性をほどほどに保つような

破れがよい.そこで， 10= {OヲL・.'，n -1}と置きすこれを次のような夕、んープに分ける.

3.2.2 

1ia) = {mα，mα+l，...m(α十時一 1}U IFL (3.22) 

そしてαJをIiα}ならばqαβ =ql，そうでないならもβ=恥と置く.このようにして導入されたう重
なり変数のグルーフ。への分け方を持徴付ける変数m老分割変数と呼びヲこの鞍点在，一段階RSB(lstep 
RSB，lRSB)解と呼ぶ.このときのもβを行列り形にして表示すると，例えばη =6，m=3のとき

10 = 

(3.23) 

o
o
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l
-
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(q，αβ)= 

ql 

のようになる.よって仔列臼αβ}を行数mの誕行列に分割したと言える.構成から，qo =むもしくは
m=l，nのときにRSを回援する.特Lこm=nのときRSを回復するという事実は， 5章の鍵となる.
このとき， 2つの補助変数を導入することで (3.13)式誌やはり一体化される.その結果は

ms2 {T? 1 ¥ _K I (1-m)β2f1  
-βF1郎 B=-r(K-1)qo+

4 
(K-1)q1十工+log2

-3 十~J Du log J Dv {∞shrn(¥/40u十ぷて石ν) (3.24) 

11舘入的に誌とれがRSBの“thesolution"だと詰患っていない‘議場無し，平均場，熱力学麺強でのバルク量を計算するに
はたまたまこれで十分だった，という理解をしている.言い換えれ武平均場壌型を越えて RSBを拡張したり，有思サイズ効
果を解新的に評{屈したり，磁場中 SGの諸問題を解決したりするの詰みなopenquestionであると思う.

qu 
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X 

図 5:q(吟の模式函.左から顛に 1RSB，4RSBラFRSBを表す.

であるただしドとKqf-lで島る

1RSB解についても間援にAT解析を行うことができる.特にT;STc(K)における安定牲が興味む対
象である.実際実行してみると，K=2のとき泣 AT不安定性は緩和するものの依銭不安定なままであ
る一方で，K>2で誌AT不安定性誌解消し， 1RSB解が平均場の意味で安定である.これらの事実からラ
K>  2，T;S Tc(K)では 1RSBで喜由エネルギ}が記述で、きていると考えられる.さらに K>2で鞍点
方程式を解くと，外場のない限ち qO= 0となることも示される.この事実は必ずしも自明ではないがヲ 5

章で謹示する構成に員すれば非営に自然な帰結になっていることを付記しておく.

しかし，温度を十分下げると，K>2で、あっても再び1RSB解はAT不安定化する.これをGardner転
替と呼びラその転移温度をGardner転移誼度TGと書く.よって1RSB解がもともと不安定だったK=2

の場合と合わせて，さらなる RSBを導入したい.それはラ 1RSBの対称性の被りかたを再婦的に用いれば

よい.mをmlと書き集会の要素をmodmlで書くことにすると、ザ)三五主のでこれを次のように分

割する.
ml/m2-1 

主= U I~α) ， t)={m2α， m2α+ 1，" .m2(α十 1)-1} (3お)
a=O 

そして lRSBにおいて qlだった重別変数のうちヲ αJε4α}ならばqαβ =q2とおく.このように
して構或される解在2段階RSB解と呼ぶ以韓関梯こIJG)を定め?もと mpを導入したものをp段構

RSB(pRSB)酵と呼び，解の罪i1FpRSBの極提 liII_l_FpRSBを完全豆SB(fullRSB， FRSB)解と呼ぶ.またt
p→∞ 

以下の梗宣のためpRSBのとき，ml，m2ぅ・・-およびql，q2，・・・を用いて

q(吟=qo (0::; x ::; ml) (3.26) 

q(x) = ql (ml :三x::; m2) (3.27) 

(3.28) 

q(x) = qp (mp ::; x三1) (3.29) 

なる関数q(討を導入しておく.FRSBのときは橿が連続的に変化するのでう典型的な影は図5のようで

ある.

K=2ラT;s Tc(2)およびK>2，T三TG(K)の場合， pRSBにおいてどんなにp老大きくしても AT
不安定性註解請されないがう P→∞の極患でAT不安定性条件(3.21)の再辺に等号が成立する.すなわ

ち， FRSB解はmarginalで解の候補になっている.

以上より K=2のときは全抵謹相でFRSB，K > 2のときはTG<T<TcでlRSB，T < TGでFRSB
が解の額補であることがわかった.
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スピングラス模型における l段階レプワカ対称性の被れを伴う解の熱力学的構成

P(q) 

mo(司)

(1-m~(lql-qE) P(q) 

。 qEA q qEA ヰ。
図 6:重なり変数の分布P(q)の模式図.K=  3(左図)と K=2(右国).

3.2.3 物理量とお対Jl¥

前節ではRSB解を構成したがT次はこの理論の予i関するところを検証しなければ主らない.すなわちう
解の性質がクリアに現れる物理量老計算してう数誼実験などと比較する忌要がある.そこで?この構成に

おける“秩存関数"q(吟は物理量とどのように対応するのかについて述べる.

重なり変数は， RSBのもとで誌多様な僅を持つがうこれがどのような現象に対応するのかは自明では

主い.しかし (14)においてヲこの現象はTAP方程式の解の多重性と対応していることが示された.すな

わち RSBとは， 2章で述べたように様々な平均場解が存在している状態に他なら主い.よって重なり変

数のレプリカ法による表式[15]:

(ql) = _!i~ ~(~ 1 1¥ ~ (8i8β...8αsβ) (3却〉
(n-1)L411t t 

αヲ丘β

をラ q(x)およびq-l(q)= x(q)で評価したもの

(ql) = I桝 ldx=f 
J J aq 

(3.31) 

は， TAP自由エネルギーの複雑な地形を反映したヲ SGの替散在よくとらえている量である，この最右辺
打中

に含まれる徴分ヲーはレプリカ法によって決定可能な量であり， ~反定した鞍点の形から 1RSBヲ FRSB そ
aq 

れぞれの諏分を評倍すると密6のようになる.特に 1RSBの時は，二つのS関数の重ねあわせでありき大

き主iまうの重なり変数ql老qEAと書く.また一般に P(q)の定義域の最大値をEdwar品目Anderson秩序
変数qEAと書く.
一方

め =J qlp(q)dq (3.32) 

によってP(討を定義するとうこれは平績におけるqの分布の熱力学極限である.(3.31)， (3.32)の両式を
等量すると，

内)=ま (3.33) 

が導かれる.この右辺はレプリカ法によって決定可龍な量であり，左辺は重なり変数の分布という数僅的

に諌!定可能な量である.よってとの両者およびそのモーメントを比較するととができる.K=2につい

てはParisiが解を提出した3年後という非常に阜い段階で検証がなされ，甫定的な結果を得た [16].一方

K=3についての検証は筆者は寡龍にして知らない12 このようにして， Parisi解は数値的に検証されう

定性的にも定量的にも K持SK模型を記述する解であることが支持されていった.
126牽で法，諌結合ではあるが， 3体相互作用摸型における P(q)の直譲計算を行っている.その結果， 1RSBで解が記述でき
ることに対して註肯定的な結果を需た.

っdつJ
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4 レプリカ法の正当化に関する数学的盟難

レプリカ法試， 3.1節で導入された.しかしこの計算を見でもなお「レプリカ法は正しいj と言い切れ

るのは，よほどわかっている人か盲目的にものを信じる入かのどちらかだろう筆者も多分に渡れずしプ

リカ法の正当性についていまだ疑っている.しかし，詰じられないのならば証明をつぜよ，とは先人の言

であるし円たとえその正当性老信じられなくとも，知りたい量について詞らかの定量的な予報を与えて

くれる手法ではあるのだからヲそのようなレプリカ法について，数理的な考察を行うことは決して無意味

主ことではないと患う.

そこで本章では?レプリカ法の数理的{隠面についての先行研究をまとめラ考察する.轄に話解析接続日と

は何を意味するのかうということを考えたい.またうレプリカ法の琶等式に徒いn→ Gの極患を寂ること

に執着しすぎるとヲ正しい解析から遠ざかっていってしまうだろうことが示唆される.

4.1 “解析接続"の意味するととろ

van Hemmen-Palmerによるレプリカ法の正当化の試み[17]そレピ、ューしながらラ題題とされている点

について整理したれまた熱力学撞患の問題も議論するためヲ本笛でのみ

付加)= - 1¥T: _ log[ZnJ 
Nβn 

rt(n) = Jim <TN(η) 
lV-→00 

と再定義する.van Hemmen-Palmerによれば，非自明な手続きは全部で3つある.

L limφN(η)(nεN)老評価する，
lVー→C幻

2.φ{η)を実数に接続する.

3.針。)=主m liIl!. rtN(n)を示す.
lV-→oonー→り

(4.1) 

(4.2) 

しかし，平均場模型に限定すればう l番は鞍点近訟によって評値できる14 そζで以下では?龍題2を接続

の問題，問題3を極限交換の摺題と呼ひ¥それぞれ議論する.

4.2 極限交換の問題

!頃序は違うが?先にこの問題について考える.ゆを熱力学極翠で評価することしかできない以上，こり

問題は避けて通れない.しかし， Gri缶詰18の補題はとの題題を見事に解決する.

補題 4.1(Gri自由s)

fN(X)を[αぅ司上定義された上記宗義凸な関数列とする.このとき， 1imN→∞fN伊)= f(吟for¥fxな
らばf(司法広義凸. (よって連続〕さらにf'(x)が連続な点ではp その点をcとすると

が或立する.

Jim f5v(c) = f'(c) 
lV -→00 

証明辻原論文[18]にある.さて，これを用いるため，ゆN(n)の性質を調べるーまず

13もちろん証明をつけられはし主いのだが….

(4.3) 

14鞍点の選びかた，持におと 1では常EこRSでよいのか，というのは議論の対象かもしれないが，nεNでは詑較的容易に解
析ができるためヲ開題ごとに対応するのがよいと思う.
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スピングラス模型における 1段措レプワカ対称性の破れを拝う解の熱力学的構成

命題 4.1(ゅの基本的性質)

(1)φN(n)は単調減少関数である.
(2) n争N(n)泣上に凸な関数である.

証明

いずれも豆olderの不等式を用いて示すことができる，

(1) n < m なら [znp/おく [zm]1/慌であるから，辺々logを取って -1/グ詰するとヲ

1 
<TN(n) =一，:log[Zn1 >一一=-log[Zm]=伶 (m)

sm 
(4.4) 

(2)n < m， 0 <α<1とする.l =αn+ (1-α)mとおくと，

[Zl1 = [Zan . Z(lーα)m]< [Z勺α[zm]lーα

なのでヲ遅々logをとって -1/β告すると

(4.5) 

断 m(l-紛争附m(l-α))=すlog[Zl1
>-jhgif!-午log[Zm]=州川1-α阿 m))

となる.よって示された.

この命題の (2) からヲ冗争N(n) の極限 nφ{吋もまた広義凸であり， d(ηφ(n)〉が n=O で連震ならば極~H
dn 

交換が可能であることがわかる盈また，この連続性が必要とされるのは，φ(η)の原点での微分可能性老仮

定すると

(4.6) 

4(nゆ(n))
dn 争(n)+nザ(η) (4.7) 

からも明らかであろう.n=Oでのや(n)の連続性と Gri缶thsの捕題の連続性の条件註ほとんど等倍であ

り，連続性がなければレプリカ主主張した世界制吋と自由エネルギーの障に関係がなくなってしまうとい

うことを述べている.ぉ=0 ~こ素直につながっていなければ，題担交換以前の段階でレプリカ法は失敗し

てしまうだろうからうそのような場合についての考察註無意味である15 よって問題はφ(的を正しく接

続すること一点に集約された16

4.3 接続の問題

レプワカ法に関する数学的菌難は，大方の予想通り以下の題題に集約される.

謁題

手(n)(n= 1ラ2，3・ー)が与えられたとして?φ(n)(nεR)を求めよ.
この接続問題に対するvanHemmen-Palmerの解答はう Carlsonの定理に訴えるものである.

定理 4.1(Carlson) 

f(z)がlargzl :三 π/2で一個正期でf(z)= V(ε例外)(k<吋とし，f(n) = 0 (Vnε叫とすると，f(坊
は右半面で彊等的にO.

15数学的に詰必ずしも自明で誌ない.n=Oからの展霞が， N→∞で一様収束していれば連続性の問題は肯定的に解決され
る.ただ今の問題設定の場合，普通の高握展開とは異なりクラスター展開の形で書くことができないのがネックとえ主り 2数理物
理的な手法で連続性の証明まで持っていくには詞かアイデアが主要になる.
16少々虫のいい論理としては， rφ(n)を正しく接続しなくても針。)さえ得られればよいのであってラφ{叫丸ごとを得る品
要などなしすというものがあるかもしれない.しかしそれ誌，レプリカ法を慣わずに問題を解け?というのとほぼ同じであろう.

戸
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中島哲也

これを用いれば接続の一意性が示されるためヲエイヤッと接続したものは正しいと言える誌ずである.

しかし条件f(z)= O(ek1zl)(k <π)はSK模型のRS解が講たすことはないためラ SK模型ではこの定理
を用いることができない?というのが， Carlsonの定理でレフリカ法の正当化をしようとした蒔に支障を

来す原呂である一一ーと考えられることが多いと患う.しかし問題はそこではない.もっと摂本的な問題

として?多くの場合。(n)詰右半面すべてでは解析的ではないのである.この事実は5章での主題に富結
する問題であるためここでは述べないがうとにかく右半面すべてでの正常性?という非常に強い条件老課

すこと誌できない.

ということ拭，接続について薮密に何事か老言わんとしても条件が足らなすぎるうという状況になって

いるのがわかる.とれは点要lJ1，2ヲ3，'.・の集穣点が無理遠点である一方でヲ極慢を取りたいのはn=Oで
あるヲという非常に無理のまうる状況設定がおもな原匿であると考えられる.すなわちF点列の靖報から講

成できる点的の解桁的性質辻ラ素朴には無限遠点での展開のみだということだ:.n=∞から震関して
いっても，n=Oにたどり着く前には収束半径を上居る?という問題を解決するためには強い板定者課し
たいが，現実の問題群はそれを許してくれ主い.

このようにレプワカ法の数理的儲面について考察をしていくと，問題の署造が通常の統計力学と相(t{

になっていることがわかる.熱力学極限における模型の振舞を?よくわかる長nから展開することで計算し
たいがうどこかで特異性があってそれ以上潜れない.これはまさに相転移のためで、あって?その有無は熱

力学極限の解析にとって本質的である.次章ではヲ有i寝レプリカ数における特異性についての考察を行
い?それが豆SBと密接に関連していることを見る.

5 有摂レプリカ数でのレプリ力対称性わ破れ

レプリカ法にRSBを手で入れる議論からはヲ「答えが出れば万事よし」という惑覚を抱く.だからそ

れ老可能な理り排捺したい一一.

それが本研究を始めた一番の動機である，そこで本章ではまず，レプワカ法を再解訳することから始め

る.その中でレプリカ法ほ，一語の「二重統計Jの問題を解くー毅的な枠鑑として機能することを見る.

また，その二重読計に存在する熱力学をあらわに考察することでラそれがレプリカ法の構造に対して強力

な制約老加えていることを明らかLこする.さらにその必要条件としての熱力学はヲある場合にはそれだけ

で問題の非自暁主部分の構造を抵ぼ完全に決めてしまう能力が曇ることをう具体的な模望者用いた解析

によって示す.

5.1 レプリカ法の再解震と拡張

話章で行ったレプリカ法についての数理的考察の中でラ接続の問題とー較的主読計力学の開題設定と

の類似性老見た.実はこれは偶然では主くうレプリカ法という手法が一種の“有張遺愛誌張"とみなせる

ことを意味している[19].φ(n)の定義は

1 
的)=一一-logizniz---logiexp(一向F)l (5.1) Nβn --Ol- J Nβn 

と書き直すことができる.Fは自由エネルギーである.これはまさに，白出エネルギーF(J)をHamiltonian

だと患い，各3の配位ごとに重みexp(-snめを与えたときの自自エネルギーと据訟である，その意味で

や(n)辻「自由エネルギーの自由エネんギー」のよう主量である.ー較に自由エネルギーは系の統計的振
舞をほぼ完全に記述するから，Fが与える熟ゆらぎについての靖報をランダムネス勾重みexp(-βnF)を
還して評題している科的は?これらのゆらぎの情報を完全に含んでいるはずである.以下では額数制的

を，Fと区自立するために確率論の言葉者用いてヲキユムラント母欝数と呼ぶ17
17レプリカ富由エネルギーと呼ぶこともあるが，多くの文献で，nを示強変数として見るときに誌キュムラント母関数と呼び¥
示量変数として見るときに詰レプリカ自由エネルギーと呼ぶ積荷があるように思う，
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スぜングラス摸型における 1段措vプワカ対称性の破れを伴う解の熱力学的構成

キュムラント母関数泣，よく知られているようにう ηに関する微分をして η →0とするとキュムラント

が現れる.今は定義に1/伐をいれているのでう T轄の数分からは T十1次のキュムラントが得られる.よっ

て特に，
1 

1izゆ(n)=針。)= -s[log Z] (5.2) 

となり，これ註レプリカ法の恒等式で島る.また高藷の額分からは高次のゆらぎが得られる ζ ともわか

る.その意味で，争(n)誌そのn=O近携での関数形自体に興味のある対象である.
この結果はさらに拡張されヲーサイトあたりの自由エネルギーfのヲランダムネスに関する確率分蒋

P(I)の評舘にも用いられる.まず

1 _ .__. 1 _ r 
-snφ(的=会log[Z勺=:r log I P(I) exp( -βnNf) 

汗 N--'-'1 

信 -ZI7n{I(f)+hf}(53)

と変形する.ここで

叩 -一I札h民G主トlogP(
はレ一ト鹿数と呼ばれる.このとき (5.3)式はLegendre変換に在るのでラ Iの配性老仮定すると Legendre

逆変換によって [20]

1(1)=宍fx{βηφ(n)-βηf} (5.5) 

が鐸られる.1(1)はヲ自由エネルギーのゆらぎをサイズの主要項で記述することむできる量でel5る18

5.2 熱力学的制約

謡館の議論は， 1老エントロビー的な量と解釈すればうランダムネスに関する統計力学に他ならないた

めラ φ(吟の解析には従来の統計力学的研究における様々主蓄積を用いることができる.実擦，摂動論的手

法は謙三Zな研究において用いられてきた [19，20， 21].しかし摂動論で註特異性老越えられまい.nにつ

いての接続を得るために泣，手(n)の大域的な振舞を統制する惑要がある.この一較には冨難である作業

が，熱力学的な制約によって達成されうるととを示すのが，本館の主患である.

鍵となるのは， 4章命題4.1で既に示した二つの不等式19

(1)争'(n)三0

(2)(n争(n))"S; 0 

(5.6) 

(5.7) 

である‘これらは， (1)エントロピーの単調性ヲ (2)比熱の正笹牲と対Joしていて，一般的に成立する不等

式である.もしこのうち， (1)の単調'性条件がrnarginalになる?すなわちゅ'(nm)= 0を溝たすηm>0が
存在した場合どうなるか考える.まずう単調性から η<nmに対して

ゆ(n)ミφ(nm) (5.8) 

である.また凸性から，n中(η}はn=η慌 における接線で上から押さえられる.(nφ(η))' =れゆ'(n)+ゆ(n)
およびザ(nm)= 0から，

nφ(n) 三三 (ηmφ'(πm)+φ(ηm))(nー ηm)+nmφ(ねm)= 争(ηm)n

となる.よってn> O~こ張れば

(5.9) 

。(n)三手(nm) (5.10) 

18熱力学極患で誌自己平場性によって fはある実数鐘に寂束すると考えられるが，有限サイズにしたときに詰ランダムネス
によるゆらぎを持つ.
19微分で書いたのは?その;まうが笥単に議論できるからである.単言居住と凸性的ままでも開じ結論が得られる.
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である.(5.8)ヲ(5.10)を同時に議たすためにはラ

ゆ(n)=φ(nm) for 0 <η <nm (5.11) 

でなけれ誌ならない.

乙れより，以下の命題が導かれた.

命題 5.1手'(nm)= 0おrηm>Oならばpゆ(n)=争(nm)おr0 <η <nm. 

この命題はヲ争(叫についての{反定やf仲間)=0および熱力学のみを用いて，nが有限の世界からη=0
の物理的な極恕への接続をしている，とみなすととができる.熱力学的制約というレプリカ法の必要条舎

のみで、接続を存った?と言い換えることもできるだろう.これによって， Hamil七onianの形や結合の分布

などの模型の詳縞によちずに，統一的な議論をすることが可能になるため，例えば議場中や有恕次元系で

も，命題5.1自体は成立する.

そこで次に問題に主るのは， rグ{ηm)=0は成り立つのか?或り立つのならばどんな持かむという点
である.この問題について，ふたたびK体SK模型を具体例として用いて?考察をしたい.

5.3 K体Sherrington-Kirkpatrick模聖における単語性の破れ

一般論として命題5.1を示したがう φ{η)を具体的に与えることができなければこれはまったくのgeneral

nonsenseである.そこでうφ〈吟を震に計算してきたK体S豆横型においてう単調性の破れが起こるのか
どうかを議論したい.

まずはParisiのRSB解に自をっぷり， RS解のみが与えられていると思う.RS解は歩なくとも K=2う

ηが整数の時は正しいことが示されているので[17]，nが十分大きければ実数上でも正しいことを坂定す
る.すなわちヲ (3.17)式をφRS(η)とおいてう

争(n)=やRs(n)for real n ~ 1 (5.12) 

を仮定する.そしてこの解がどこまで捷えるのか，nをどこまで小さくすると RS仮定がまずくなるのかき
と考えるととにする.

RS仮定が破綻する理由は既に議論してきたように AT不安定化できろると考えられているーよってこ

の場合もう最大国有誼をレプリカ数有摂で計算したAT安定性条件

I Du 吋 n-4( β u町刈11三ιqザK斗
K{但K 一 1斗)D2_Kι一2〆J ¥ V :l } 

凶作)= 1 ---'--2 -， sL，qn.-:L. r I " rr;;:--ベ>0 (5問

I Ducoshn (β吋すqK→

がmarginalになることによって RS 仮定iJ~破れ， RSBが記こると考えるのが自然である.そこで，nAT 
をλAT(nAT)= 0で定める.またこれとは強立に RS解が正しいと主張するためにはラ RS解もまた熱力

学的制約の中になければならない.すなわち

。主s(n)三o (5.14) 

〈的郎作))"三o (5.15) 

がd必要である.特に単調性を破る点nm 在φ主S(nm)= 0で定める.ただし，K体SK摸型の場合凸性は破
れ急いためここでは定めない.そしてこれら三つの制約が満たされているときはいつでもう RS解は正し

いと仮定する20

以上で解析に必要な夜定が出揃った.仮定として

20この叡定は桓っぽいと患われるかもしれない.しかし援来の研究では， Kondor[21]老酷いては，熟力学釣車j約に見向きも
しなかったことを鑑みれ詰?むしろ績度は上がっているはずである.
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スゼングラス模型における l段階レプリカ対称性の破れを拝う解の熟力学的構成

輔0.83
T=O.67 

-0.8305 

-0.831 

宅s正= 世0.8315

-0.き32

-0.83. 争誌均一一一
湾AT • 
nm • G -0.833 

0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 

n 

図 7:T = 0.67におぜる 3体 SK模型の宇部(η).RS解のAT安定性が破れる点nATを塗りつぶした丸
で，単調性が破れる点nmを白抜きの丸で表した.

1.φ(n) =争RS(n)for real n ~ 1 

2. RS解は (5.13)ラ(5.14)，(5.15)を講たすとき，かっその揺りにおいて真のφ{吟と一致する.

を置く.特にPari8i型のRSBの導入など?従来行われるような“手で円関数形を作るようなことはして

いないことを特記したい.とのもとで、は，φRS(吟をね =0に向けて拡張していく擦，三つの条件(5.13)，
(5.14)ラ(5.15)のうちいずれかの不等式がm訂 ginalになればRS解は披綻する.AT不安定性および単調

性の破れの条砕を実際に確認するためラ K=3のとき温度をT= 0.67に匿定してラねm とnATを計算し

た.それを示したのが函7である.ここからわかることはう AT安定住が譲れるよりも大きな η で実擦に

単調性が破れていることである.すなわち我々の置いた仮定の下では単調笠の破れが実際に起こること

がわかるため，命題5.1よち 0くねくnm の護国で真のや(η)は定数争(nm)であることがわかる.
そこで次にう ηm と ηAT の温度依存性を図 8~こプロットした• K=2とK と3では?グラフの様子が定

性的に異なることがわかる.T=Tc において，K=2で辻η=0 ~こ向かう一方ラ K 主 3 誌 n = 1 ~こ向かう.

また，K2: 3では二歯線が交点を持つがヲ K=2では持たない.そこでう K三3のとき nm(T)=ηAT(T) 
となる湿度者TGとおく.またう K 三3，TコSTcでは確かに単調性が暖れるがうさらに塩震を下げていく
とAT安定性が先に破れていることがわかるためラそのときゅ(η)は定数関数のような霞単なものでは接

続されない.

さて，この現象詰何を意味するのであろうか.まずη=0へ接続されている TG<T<九の額域につ

いて考えるためK と3とする.この渥度領域において自由エネルギーはラレプリカ法の垣等式によって

F=li誌や{η)= 4>Rs(nm) =巧x4>悶(η} (5.16) 

と書かれる.最右辺泣?単調性老破る点はRS解の謡大を与えることからこのように書いた.さらに，宇部

には解析的主表式(3.17)があるため?ζれ者用いて書き下すと

β(nm -l)(K -1) ~K βlβKqK-1 1 1~~ r n~. ~~~hnm { r:ln..1 K 同K-l'F = ，-，-". -.' ，-- -/ q 一一一一 log2 十一一一一一一~log I Ducoshnm I sU¥;壬ザ-1I (5.17) 4 β4βn
m 
--oJ ------- ¥ ，- V 2:L J 

となる.

一方Parisi理論で法T~ Tcでは lRSB解が正しいと考えられていたのでヲそれも書き下す.ただし

qo = 0が得られることがわかっているのでうそれを先に課してしまうとう

β(m-1)(K -1) ~K β1 1-_0  ，sKqf-1 1 1__ { T"'¥_. M~Lm ( rL  .1 K _K-1 '¥ 
F == r " -~ ，- -， q 一一一一1均O句吉2糾+一」一一一1均O略gI 伊DucωC∞08也hm ( β匂叫吋¥j~芸干qdぜdtf「「子子fιιι-一一→-4 'l1 4β4βmη1， --0  J ------- ¥ /---V 2玄""1 J 

と書ける21 両式(5.17)，(5.18)を晃比べるとヲ対志を

21qO = 0の元で註，二重積分の一方はただの Gauss讃分に主ってしまうので解析的に実行できる.
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で取ればう形式的に等しい表式になっていることがわかる.この形式的な対応は，重なり変数の分割m

老行数nと等しく置けば，分割jしていないのと陪じであるととからも明らかであろう.しかも Q，qlぅm
はみな秩序変数だったから Fを最大fとするように決定していた上，nm誌定義からφRs(n)を最大化する
ように訣まっていた以上より，我々がParisi解老カンニングせずに構成した解F=φ初心比 Parisiの
1RSB解と等しいものであることが示された.その接続の模式堕在国9，こ示す.このように，キュムラン
ト母関数にかかる熱力学的制約者あらわに考藤することで， RS解のみを用いて1RSB解を導出すること
ができたこのよう主lRSB解の講読法を，以下で法lRSB解の熱力学的構或と呼ぶことLこする.
次に，T=Tcで伺が起こるのか考える.たった今φ(nm)はlRSB解に対Joする乙とが示されたため?
η = nm(T)上で評価したRS解泣lRSB解と等価である.また，T=Tcでは η =nAT = nmにおいて
琵S解のAT不安定化が起こる.この二つの事実老合わせると，T=TcでlRSB解が不安定イとを起こす
ことがわかる.すなわち，従来の理論の言葉ではラ TcはGardner謹震でるる.そして実勢ラ我々の命題

5.1もまたT=Tcにおいて条件。'(nm)= 0が満たされなく急る上にヲイ反LこF= <PRS(nm)だとしてもヲ
乙の解泣AT不安定であるためヲ使えないととがわかる.よって我々の構成によって正しい欝老導くこと
ができまいときにはヲ AT安定性の破れが先立つことによって命題5.1を用いることができなくなるとい
う構醤をしている.

以上をまとめると， RS解の単調性の鼓れから lRSB解が現れ，かつn=OにおいてlRSB解が正しい
ときは ηが有限のところでRS解の単調性が破れている予というととがわかったことになる.ただし後者
はヲ我々の仮定 rRSはAT安定性と熱力学制約のみによって破られるJをおいた元で導かれることに注
意したい.AT安定性で、も単調性で、もない荷らかの破れがあってうそれがここで考察した条件たちよりも
強くなるとと誌十分考えられるからだ.実際磁場中SG模型において誌， AT安定性でも単調性でもない

-320-



スピングラス摸型における 1段謄レプリカ対称性の被れを斧う解の熱力学的構成

。
lRSB 

し//d
そ=ト

: nm 

F宮

図9:lRSB解の熱力学的構成の模式図.畏破隷が豆S解を表しラ実穂がlRSB解者表す.

第三の破れが存在する可能性がある.例えばlRSB仮定のもと計算したqoは磁場中では有眼のf査をとる
ことが知られているためヲ熱力学的講或によっては真の解を導出で、きないことがわかる.逆に言って，こ

の事実は単語性の破れが磁場中では起こらないことを意味するためラ nATが磁場に対して不連続に変色

しない限り?第三の破れ泣必ず存在することがわかる.しかし?復に単調笠の破れと 1豆SB解の出現が完
全に等倍でないとしてもう高者が密接に関保していること誌疑い急いだろう.

最後に従来法におけるRSB解の構成との比較をして本欝を終えたい.提来法のRSBの欠点としてま
ず考えられるの辻， rなぜあの関数影なのかむという関に答えられないということだ¥他の計葬できる
解老たくさん集めてきて吉由エネルギーの大小を比較して生き残ったうということ以上でも以下でもな

い.また分割変数m が秩序変数として残りヲ m~こ慢する最大化をなさおばならないうというのも謎が多い
手続きだった.さらに「なぜlRSBだけ特別なのかむというのも不思議な点だ.実際ヲ ParisiのRSBで
はKRSB解はみな再帰的に作られていくにもかかわらずうある特定の段階で止めたRSBが解になるうと
いうのは奇妙だし， lR~雪B 解の構成法ばかりが様々怠摸型に対して機能するというのは?より奇妙であっ

たと患う [11，22). 

しかし我々の講或法はそのいずれにも解筈を出している.まず関数形についてはヲ RS解からの接続で
得られているので n~l の RS 解を仮定する恕り疑いようがない.我々の手法の中で分部変数に対応す

るのはnm であるがうこれ誌結果的に争Rs(n)を最大化することになっただけで、あって，単調性を破る点う

として定義されていた.そしてlRSB解の普遍牲については?「熱力学が背後にあるからJというう額、潔
かつ力強い根拠を提示することができる.

5.4 P(q)の評缶

前簡でlRSB解の熱力学的構成を導入したがうこれによって計算されたのは自由エネルギーで、あった
しかし，過去にParisi理論が数値的に検証されたと言われたのは重なり変数の分布P(引を正しく計算す
ることがで、きたからで、あったのでう本構成もまた，数種的検証に酎えうる P(q)の構成法を提示せねば主

らない.というのも，実はK=2の蒔;RS援定の元計算した自由エネルギー詰真の値からの誤差数詫程
度では求まっていたからである.RSとRSBをクリアに分けるのはヲやはり P(q)であろう.
さて，この場合もやはりヲ単調性の護れに基づく一般的な講成を行うととができる.以下では単調性の

被れを用いて，l次のモーメント (qろを計算する.まず一般論としてヲ昌吉エネルギーに適切な外場を入
むておけば?その外場に共役な変数老教分によって計算できる.関えば強磁性体であれば，一様礎場をか

けた茸amiltonianを計葬する ζ とで磁化が計算される.しかし重なり変数の場合，どのような議場をか

けれ語いいのた三あらかじめわかっているわけではない.これは， TAP方程式の解を求めることができな

かったのと同じくうどちらを向くのがエネルギー的に安定立のかがあらかじめわかっているわけで誌な
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い?ということを意味する.しかし，nレプリカ系を持ち出すことで，それは可能になる [23，24]22.η レ
プリカ系のH細 il闘 IaI互にらを出すような摂動を入れると，

ー βH'=-βLHa: +gN 2: q~β 
α=1αくβ

(5.19) 

となる.ただし

初-主主二sfs? (5.20) 

である.

さてラ乙のHamiltonianの摂動部分はヲ

Lq~β 
αくβ

=N-IZ(pfsf)i 
=N-tzz szsi-scsf 

(5.21) 

(5.22) 
αくβil，"・，iz

=示 ~.，{ (~S~ ザイ
同点三(写S~ ザ-3

(5.23) 

(5.24) 

とできるのでラ Hubbard-Stra七onovich変換より

同~ßH') = Trexp (~βzr- 牛)

xJ豆町pwzppz勾)
= J Jj， (Tr時(-sHext)tDhμ 

(5.25) 

(5.26) 

..，.、..，四a
仁-ιー言ι.

叫 =-sH十倍E74st一等 (5.27) 

となる.すなわち qlに共役な外場はう全結合でランダムな1体棺互作用である.

そこでラこのHami1tonianについての分配関数や白出エネルギー，キュムラント母関数を，

Zext := Tr exp( -βHexけ

ら.，=-土10[[Z.泊Nβo-t;:;:，A¥l 

仲 ，g):=一 1¥T
1
':L log[Z~t) 
Nβn 

(5.28) 

(5.29) 

(5.30) 

として定義しこれらの量を5.2館む枠組で計算する，そのことによって，モーメントもまた評価される

はずである.ただし[.• .]は九に関する平均も含む，またラφ辻引数の数で区民する.
このもと，以下が成立する.

22樺島先生の調教授による.
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スピングラス模型における l段階レプリカ対称性の破れを伴う解の熱力学的構成

舎題 5.2(1) nε畏としてp 。φ1-n [(ql)Z~t] 
:'" (n，g) =一一一一一一

2β [Z~xt] 
(5.31) 

ただし
N 

q:ニ走主将 (5.32) 

で， (-..)は2つの実レプリカに関する Boltzrr湖沼平均を意味する.

(2) 
âR.v~ 1 .. 
←」ここ=;;-;; t (ぜ)j 
8g 2s 

(5.33) 

証明

(1)基本的に部分積分によって示さ紅る.

吋(伊同n，g) = 一古 ×づ叶~[的位勾吋p試(一m叫叶e鰯ωベ汲心ベ)イ(J函E苧μ呪gS4一Nう引)] 符
= 古×→斗斗q中[トZ仇山一低勾吋p(一β畑舛仇Hιι九e砿蹴x話品t
す午[ト拡仇2弘h弘昔払'Ir1.2e山……1は川峨一2e伊均珂e低抑州X勾捌p民(一叫一時
古悶

であり，
九rl

2:(I1 Si)2 = -lZV， (5.36) 

pgwMZ(トサ (5.37) 

誌ので，
~ N 

q:=主ZsiS3 (5.38) 

とおけば， 。φ 1-n [Z~xt(ぜ)]:-r(n，g)=一一一一一一
2β [Z~] 

とできた.(2)についても同議の解析で結果にたどり着く 23

続いてラ手(n，g) を η → O~こ接続する.今， 4>RS(n)が単調性をn=nmで、破っているとする.このとき
φ悶 (η，g)もまた，g<<1なら試単謡性を披っているはずである.その点在η=n弘前と置く.すなわち，

(5.39) 

23(5.39)式で形式的に n→ 0と取るととでも (2)の結果が晃えるが，ぉ→0の極陸の問題を議論しているのでこのよう主導
出はし主主いiまうがよいと患い?二度手間を取った.
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このη隅 (g)はgが有擦のRS解から定義される，単調性の破れの点である，や(n，g)に関する熱力学的構
成と命題5.2より

附=ぺi (命題5.2(2)) (5.却)
g=O 

= 2，6 8li皿旬→Oogψ(n，g) 1"'0 (レプリカ法の恒等式) (5.41) 

=JMJ)i  (命題5.1) (5.42) 
δ9 Ig=o 

4φd(nnm}dndmg (g)(1-nm) izinZmπ(mql i〉i (命題5.2(1)) (5.43) 

[znm (ql)J (nmの定義から
d手(nm)= 0、) (5.44) =(1-nm) iznmj dn 

とできた.とこまで誌特殊な仮定を患いていないととを付記しておく.
iznm(ql)J 

次ι， をRS仮定走用いて評留すると24ぅ豆amiltonianのー捧fとを行うとわかるように， RS 
， [Z旬m]

薮定の元ではqlの平均は因子化されう

izn.ベql)J f [zn柄拘)])l 
く一一一.~/J r (5.矧

[znm] l [znm] J 

となってしまう.よってP(q)はモーメントの比較から

(_ [znm(q)] ¥ 
P(q) =ηm8(q) + (1-n抗 )δ(q一一一一一 i

¥'" [zn間]) 

と表され，まさに1RSBのP(討を対Jo

(5.46) 

.mキ今 nm

" [znm (q)) 
• qEA件一一一一一一一 [Z旬間i

によって完全に再現する.分語変数の対誌は自由エネルギーの形式的対Joからも得られた関係であっ

たが， EA秩序変数はこの解析をすることによって初めて得られたもので島る25 このようにラ任意の

Hamiltonian ~こ対してう単調性の破れを援定することで， P泌を導出することができた.

ここで再び従来の理論との比較を行う.まず謎来のレプリカ理論の問題点として?平均場理論における
η(η-l) Jm~"2 l~)...~ 

変分パラメータとしての秩~変数は一一一一錨あるうといっ点が挙げられる.すなわちラ極限 n → 0 に
2 

よって額数が負の値や小数をとりながら， 0 ~こ向かっている.これは明らかに変分間題として定義されて
いない.そこで実際はヲ RSやRSBなどの珂らかの長定をおくことで錨数のまま残すのを毘避し， r定義
の接続Jを行ってから変分をしているわけだが?これは少し考えるとヲ大きな問題を含んでいることがわ

かる.確かに通常の平均場理論でも?仮定を置かなければ解析的に計算できないという技摘的な問題は

ある.しかしレプワカ理論においてはう張定を置かなければ需題が定義されないので品る.これ詰明らか

24φ(n，g) =争Rs(n，g)for n ~ 1，g<< 1を仮定して若草することになるのでヲ我々りおいた仮定を少し拡大解釈して用いる
ことになる.

25本筋からは外れるが，qEA という自己紹関関数の二設援和におけるプラトーでの艦や， m という揺艶散逸比を，ボルツマン
重み老つけた熱平均 (F)とランダム平士号{φ}の2つのタイムスケールでの平欝解析によって導出できる，というのは予非需に
示唆的な事実に思われる.もちろんSG模型では遅いタイムスケールを手で仕込んでいるため，ガラス系におけるもっとも輿味
探い特徴のひとつである f長いタイムスケールの生成j という部分に関する考察老始めから捨ててしまっている.しかしそれ
でもなお， ζのように一般的な解析で qEAやmが導けるという事実からは，平嶺x平衡=非平顎，が或り立つような問題も
多くあるのではないかきと患ってしまう.
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スピングラス摸型における 1段階レプリカ対称性の破れを伴う解の熱力学的構成

に理論の欠韻で、あって?その影響辻例えば変分自由エネルギーを最大fとしなくてはならないことにも現

れている26 問題が定義されていないということはすなわち，ある鞍点を選択して平均場による計算老行

うというより?接続ができて計算のできる鞍点しか選びょうがないヲという開題設定になってしまってい

る?と言い換えることができる.もちろんヲ「計算できない鞍点は選べないJという制約そのものが鍔ら

かの物理的な真実を反映している可能性法大いにあるので矢研究すべき対象であるだろう.しかしそう

は言ってもう何がしかの答えが寄られればよいのだ?という態震はヲ物理としては必要であるとは思うがヲ

それで十分ではないことは明らかだーよりよい理解のために誌明穫に定義された穣念，模聖，手法のもと

議論を進めるべきであろう.

一方，今回我々が提案している手法記おいては，変合計算をしているの泣ゆ(n，g) (nεN)のみで、あっ
てヲここで、の変分はいつで、もチ.:r_'Yク可能でまろる.例えばRS仮定が或り立っているのかどうか確かめた

ければ，実擦にざ竺二三2EN揮の変数に関する極謹操作を行えばよい.もちろん，しかる接にnεRヘ2 
と接続しているのでここには問題がある.とは言え整数上で、の鐘から実際数への接続?というのはレプリ

カ法で関題を解く限り避けでは通れない道であり，その接続なしにいきなりφ(n，g)が得られるような問
題であればうそもそもの詰めに戻って [logZ]が計算可能であるから，レプリカ法など必要ない.よって整
数から実数への拡張はレプリカ法における最小患の仮定でありうそこに諸悪の根源を搾し付けてあとは

可能な限り理詰めで押し切る，というのは意味のあるアプロ」チであると思われる.またこ才Lによってう

何か問題があればそれ法手の接続が悪かった，と背理法的に帰結されるためう論理の検註も容易である.

もちろんう現段階でParisi理論のすべてがこのプログラムによって再現されているわけではない.実

際，もっとも標準的な平均場模型である2体のSK損型の解はFRSBで記述されるがう FRSB解の構成は

いまだ夢想すらできない状態である.しかしSK模型においては《吋の接続と q(吟の関数形が蜜接に関

連していた [20ぅ21]，という事実は我々の取り組みにとってよい材料であると思う.

6 謀結合スピンクラス模型の解析

疎結合スピングラス模型の解析は，計算科学における計算の医難さという問題(K-SAT)と密接に関

採した問題群である.LDPC符号や脊歪圧縮法の開発うまたsurveypropagationに代表される heuristic

algorithmの開発も主にこの疎結合模型で行われておちラ従来の続計力学と新しい増報科学とが出会う場

老提供している.その意味で，諒結合スピンク、ラス模型は靖報統計力学の基本問題ラと位置づけてもよい

だろう.

しかし疎結合スピングラス模聖の解析はー援に，全結合型模型と異なり護薙な一体問題化の手続きを

要する.さらに秩序変数として多体のレプワカ相互作用を含むことになるため，素朴なRSBの導入は平
均場や常磁性桔からの摂動額域を除き行うこと誌できない.

このような菌難かつ重要な問題に対して3第5章で導入した熱力学的講成を用いて 1RSB解を解析的
に書き下す，またMonteCarlo(MC)計算との整合性老確認するー

6.1 疎結合土J模竪

以下で扱う K体相互作用，結合数Cの疎結合SG模型を定義する.

H=-2_二み九日£
μεQK iεμ 

(6.1) 

26自由エネルギー最大化をきちんと定式化したGuerraの不等式[25]，え変分不等式を認めて数学的に示した，という意味で
非常に輔鐘のある研究であると思う.
27超計量A註など泣このよう急性質であろう.
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ここに， 8i=土1主る力学変数28である.またみ=::l:1，Dμ=0，1 tまランダムネスに対応し?

即 μp=土トi 待

Pr町r吋(伊{伊合μ:})= const. i立f 2:乞: D丸μ'p=CD耐O釘rVι {拘6.3幻) 
μモ::gK，iεμ

とおく.すなわち，結合の強さ泣土1を撞率1/2でとり?格子は結合数一定のレギュラーランダムグラフ

にとる.これはき K捧SK壊型のボンドをランダムに抜いたような模型になっている e そのように解釈す

れば\距離の概念がないうという全結会模型の平均場的性費老残しつつ，結合数を有限の檀C~こしている
ことになる.

6.2 レプリカ解析

この模聖に対してレプリカ解析を行う.や辻りキュムラント母捷数を

的):=一本阿~ ~~ 
とおく.ただし， [.，・;はJとDに関する平均を意味する.さてラこの模聖のレプワカ解者は葬常に複雑で

あるため詳纏は付録A，lにまとめであるが，そのうちから令部分的に抜き出し議論する舟

まず，一体化を済ませたレプリカ解析の結果として，

[Zド zL壬Idcz frr rr ~qα14dα1αz 
~ V v lα1く…くα1

叫{co山乞玄抑制μ]同叶fJK
、 Zα1く…くαz

N 、

+L L もl"'o:z(Lz局 1・-f-Nhd}
1 0:1く…くαI i=l ~ 

が得られる.この式における全結合の場合との差異は，複数レプリカ間の重なり変数がラ定義

(6.5) 

• N 

qO:lαz=主LZi8fl'..8ft (6.6) 

によって出てくるととだろう.よってParisi理論が正しいと信じたとしてもうそれをどのように適用する

のかはまったく自鴫ではない.しかし，ここにRS仮定

qα1…α1 = ql (6.7) 

を課すことはできる29 その結果，豆S仮定の下のキュムラント母関数

G . . _ 1 fC _ ) 
宇和)=一二-;;:;logcoshβ一一位む ir~ ;f logI1 - ClogI2 + log13トKββn ~-~U& 7r，π1 K .~6 ~l '-' '-"'6.L;& ， '-V6.L;j f (6.8) 

を得る.Iiなどの定義法付録A.1を参照していただきたい.RS解さえあればヲ熟力学的構成によって
1RSB解を構成することができるのでそれを実行する.式の上で註φRS(吟を最大化する点をnm とおき，
FIRSB =手間(nm)と等置すればよい.一方，通需UJRS解も比較のためFRS=φRS(O)として定義する.
また，重なり変数については

P(q) =ηm6(計十 (1-nm)6(q -lJEA) (6.9) 

28熱ゆらぎに罷与する変数.

2吉多援なものを一議にすることは審嬰であるが，そり逆は難しい.
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(6.10) 

によって定める.

以上拾すべて5章の一般論の枠内で議論できるため詳細誌省いた.付録A.2に従って，K=2，3， C=4 
の場合について，0.2Tc< Tまで、の解析を行った菌 10はヲ nm の撞震哉容性老示した夕、ラフである.こ
れは全結合のときと同様に，K=2ではT=乙です1，m=Oだがヲ K=3ではT=乙で叫η=1となって
いる.

ところがこの横型の場合?通常の方法でAT安定性解析を行うことができない.すなわち5章において

AT安定性と単調性の競合によってη=0の極盟が決定されるヲという部分を扱うことができ急いため，

「本当に 1RSB解でいいのか?Jという部分の検証を理論の中で行うごとができ主い.そとで以下の簡で

は，我今の詰果をMonteCarlo計葬によって検証する.

6.3 Monte Carlo計算による検証

本館ではう我々の結果を検証するためにMonteCarlo(MC)計算によって諜結合SG模型を直接数種計

算し，比較する.

6.3.1 アルゴワズム

本研究で誌，譲和を加速するために交換MC法 [26]を用いた.交換MC法とはうある湿度のボルツマ

ン分布を民間的とおいたとき，
M 

P(sh ，sM)=IIP{stiA) (6.11) 
i=l 

からのサンプリングを行うものである.具鉢的主手続きは付録A.3にある.このように分脊pを一種の

余剰次元の方向に拡大して混合を促進しうサンプリングを容易Lこする手法を拡張アンサンブル法という

[27]. 

円

iつ山
内

J



中高哲也

-1.1 

-1.4 

-1.5 

-1.6 
0.6 0.8 [，2 1.4 1.吾

T 

-1.4 

-1.5 r I，晶画畠叫華一
¥:::;///'bぷ¥¥
-1.8 

-1.9 
0.6 0.8 l.2 1.4 1.6 

T 

制O.予

-1 

也

-1.2 

舗1.3

会沼pa田ra1-・田-町ー四ー四

ー1.4
0.6 0.8 1.2 

T 

-1.2 

-1.25 

、、、
-1.3 

-1.35 1- lRSB'ー骨山吋

ftopzasrn品 ー一-一E一E ・
-1.4 

0.6 0.8 1.2 

T 

組
制N

 
C

C

M

M

 

M
M
i
 

京

f

ペパゴ

一
ν

凶
仕
組
問
問
一

一

お

国

型

-

f

?

 

一

A
h
F

↑
0.6 在，8 1.2 1.4 1.6 

T T 

図 11:熱力学量の温震依存性.上段からエネルギー予自由エネルギー，エントロピー.左担jはK=2，右
JlJはK=3.塗りつぶした印はそれぞれのすイズでのMCの結果をう中抜きの丸はlRSB解を，中接きの
西角はRS解を表す.実線はfrozenansatz (本文参照)から得られた解でありヲ点隷泣常題性解である.

6.3.2 熱力学量

まずエネルギー，自岳エネルギーラエントロビーの熱力学量について検証した.この節ではヲ (Kラ0)=

(2，4)および(3，4)老対象とし，以下ではKの誼でそれら老詣示している.

サイズNでの 1サイトあたりの量をそれぞれeN，fN，SNとおく.それぞれ数笹実験の結果と解析計算
の結果を合わせて示したものが図11である a いずれの場合も 1豆SB解は定性的に正しい解老年えている

ととがわかる.K=3の場合RS解が事在しないのは，我々の方法によっては常磁性解以外の解を発見す
ることができなかったからである.このように，n→ 0極騒でのRS解が構或できないようま問題に対し
ても，我々の手法は機能することがわかる.また，常磁性解のみを用いて抵温の熱力学量を計算する手法

として frozenansatzというものがある.それはヲ常磁性解のエントロピーがGになる温度s(九)=0を
定め，Tくちでは ε(T)= f(T) =∞nst.を板定するものである.この仮定に基づいた解は?特にK=2
む持は我々の解および1vlCの結果とま陸離している.

次に，より定量的な比較をするため，数f直結果の熱力学極限への外挿老試みた.SG模型においては有限
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w=1を，短破隷詰ω=1とN-2の補正を，そ

れぞれ援定して外揮したもの.丸い点はfrozen

ansatz によって評錨した{昌信の詳縮は図 12

と同様.

サイズ補正が非自明になるため，外挿そのものが研究の対象でもある，まずう有~サイズ補正の主要項を

eN =e∞÷αeNーペ

fN = foo +αfNーへ
SN = S∞十αsNーへ

(6.12) 

(6.13) 

(6.14) 

とおく.ωは一つの模整の中の全ての熱力学量で共通であると安定したが，Kの績によって変わりうるこ
とに注意する.K=2，T=告においてはヲ Boettcherによる基憲状慧探索によって?ω=2/3であること
がわかっているためf28]，いったんこれを仮定する.

外掃の結果を示したものが国 12，13である.言言者がK =2の場合で，後者がK=3の場合である，

K=2のときはw= 2/3 ~こよって適切にスケールされ，さらに熱力学極援において我々の lRSB 解と一
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iV=30を含まない外挿
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表 1:wの推定{昌行は逼度依存性をう売は最小サイズN=30のデータを含むか含まないかをそれぞれ

表す.
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次多項式で外揮したもの.実隷は 1RSB解を?短破線は雪磁性解を表す.長議線誌，K=2のときはRS
解をう K=3のとき誌frozena部品zを表す，

0.4 告3

致していることがわかる.

しかしK=3のとき誌ω=2/3では正しくスケールされなかった.実際，ωもフイツテイングパラメー

タに加えた最小二乗法による ωの推定値が表1である.Tc巴 0.65であるのでT.=0.5の誰定値は臨界

ゆらぎに影響されている可能性が高いため，T=0.2の方が信頼性があることを考えると 1W = 2/3では
なく，W 同 1と結論してよいだろう.そこでω=1であると仮定する.またN=30註最小のサンプんな
のだが，これを含めて推定したときの標準誤差とこれを緯いて推定したものの標準誤差詰約S倍違った.

これはヲ有臨サイズ揺正の二次以降の項が影響していることを示唆している.そこでK=3についてはう

外捧公式

(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

εN=ε∞十αlN-1十α2N-2

fN=e∞+ b1N-1 + ~N-2 
SN=ε∞+ CIN-1 + C2N-2 

を仮定した.この外挿公式の熱力学極患はラ我々の 1RSB解と一致していることがわかる.

最後にヲエネルギーの外挿彊の誼度設存性老示したものが図 14である.広い握度額域において我々の

1RSB解は数誼計算の外挿値と一致しているととが見て取れる，

重なり変数

次に，重なり変数の結果を示す.ここでは(K，C)= (え4)および(3，6)の場合を対象とする.以下では
Kの値でそれらを指示している e

6.3.3 

重なり変数の芳布

MC視IJ定によって得られたヒストグ、ラム老規巷fとしたものが罰15である.これから，K=2のときは
FRSB的，K=3のときは 1RSB的であるととが示唆される.
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各点はサイズの違いを表す.
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重えまり変数の平士号嶺

解析解はヲ

(6.18) 

によって決定されている.とれをMCの結果と合わせて示したものが圏16である.
K=2，3ともに，十分程温では定量的によく記述できているのがわかる.また数鐘データの有限サイ
ズスケーリングによる解析から T;STc tこおける{噴きを評倍したところ，霞に示したようにう我々の解析
解誌この振舞そ非常によく記述できていることがわかったーよって解析解はラ T三九においても定量的

によい評簡を与えていると言うことができる.

(q) = (1 -nm)qEA 

分割変数

解析解は， η悦そのものである.これをMCの結果からラ

(6.19) (K = 2) m=l一生I?
(q2) 

m=l-並ご
(q2) 

(6.20) 

によって推定したものと合わせて示したものが図 17である.やはり K=3のときは定性的には記述で
きていることが確認された.しかしK=2のときは定性的にすら合わないことがわかる.持にTrv主
においてサイズ依存性老失っている点のm の信がうむから有意に離れている.これから，熱力学極限にお

いても解析解に一致しないことが期得される.こり事実誌，P(q)の機形からも推瀕されたことである.

qu 

司

J

(K = 3) 
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菌 17:分割変数.K=2(左国)とK= 3{右図ト各点はサイズの違い老衰しヲ実隷は1RSB解である.

Binder比

Binder比

g = ~ (3 -I(q<}~)<)) 
2\~ (q2}2) 

の謡志結果が璽 18 である • K=2のとき辻様々なサイズでのデータが交点老持つ一方，K=3ではTとZ
において，サイズを上げるほどに谷が成長しているのが見て取れる.P(q)が1RSBかつm(Tc- 0) = 1 
を仮定するとg(Tc)=一∞が示されるので，負に発散をしていくのが1豆SBの特教である.さらにEA秩
序変数 ~A が T= 乙において不連続に立ち上がるとき， 1- m = P(釦 A)::; O(IT -Tclっで品る.主ぜ
ならば，(q) > P(qEA)qEAでありう (q)はT;STcでO(IT-Tclりのように掻舞うことが期待されるから
である.よってこのとき，m(Tc -:-0) = 1となるためヲ上での議論により Binder比は発散する.また逆にう
P(q)の定義域が連続的に広がる場合ラ qEA= ξ と書くとう規格化から分布関数は εについて

(6.21) 

(6.22) T(q) =ε-1 P(Eq) 

(6.23) (r =ε-lq) 
jr4t(γ)dr 

(J r2t(神 )2

とスケールされるのでラ

(q今一 jq4P(q)dq 
(q2)2一 (Jq2P(q)dq)2一

となる.よって Binder 比誌 ~A が連続に立ち上がるとき?発散すること誌ない.よって Binder 比の発設

はラより一般にはqEAの不連続転移と対応しているうと言える30

考察

これらの数値許葬の結果をまとめたものが表2である.まずエネルギーや自由エネルギーなどの熱力

学量については，この数値計算の誤差の範囲内では我々の1RSB解で十分に記述できていることがわかっ
た.1RSB解法RS解やをozenansatz による解よりも真の解に近くう提来法を改善する一般的手法でも
あることが明らかになった.よってこの意味においてう我々の手法はRSBを伴う平均の評髄をせねばな
らない現実の問題群に対するう一つの一般的な魁方護老与えることに或功した，と言っていいだろう.

次Eこう重之主り変数qについて考察する，そむ分事P(q)はK=2のときF豆SB的，K=3のとき1豆SB
的であることがわかった.これ誌全結合模型における状読と同じであり，非常に自怒な帰結である.ま

たラより定量的な議論をするためにモーメントを見るとき一次の量(q)はK=2の場合， 1RSB解によっ
てよく記述されていたーしかしより高次のモーメント量が1RSB解と一致しないこともわかったので，

6.4 

301RSBであるがBinder比の発散しない模型として全結合3状態PO七tsglassが挙げられるが，この環型では確かに(/EA は
連続的に立ち上がる [29].
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図 18:Binder 比• K=2(左密)と K= 3(右図ト各点はすイズわ違いを表す.K=3のグラフの実隷法
解析解を表す.

K=2 K=3 

熱力学量 。 。
(q) 。 。
分割変数 × 。
Binder上i二 x (交点を持つ) 谷老形成
P(q) x (連続的) 二値的

表 2:数f直計賓と解析計算の一致を比較した表.解析解で記述できた部分(0)，できなかった部分 (X)， 
数量計算が不十分で辻あるが定性的には記述できた蔀分(ム)の印をつけてある.

K=2のときは1豆SBでは不十分でありヲより高臨のRSBが必要であることがわかった.これらの事実

泣，K=2の系がFRSBであることを示唆する.
一方K=3のときは，qや分書j変数mなどの比較によって，我々の解法現象そ定量的に記述できてい
ることが分かった.この事実から?我々のK=3での解は数髄的に検証されたと言っていいだろう.

7 まとめ

本修士論文ではラスピングラス摸聖におけるレプリカ法老熟力学的見地から見た一般的な考察を行い，

1RSB解の構成法を模型ごとの慢性によらずに提供することができたキュムラント母関数の特異性誌?

多くの模型では「単調性の破れjもしくは iAT安定性の破れJによって，持議付けられることがわかっ

た，特に単調牲の破れは lRSBの出現と密接に器保していて，外場のない状況など適切な仮定のもとで

は?両者は等植であることがわかった.これはParisi理論において 1RSBが議今な模型において普遍的

に現れることに対する一つの笥潔な説明となっている e

また自由エネルギーの謎来の構成法との対誌からう単調性の被れの点 nm~まう分割変数m と等様である

ことがわかった.これは?さまざまな場面で顔を出す分割変数の一般的講成法として機能するはずである.

さらにう重主り変数の分布に関する解析から， 1RSBのP(q)を導出することに或功した.またEdwards-
(znm(q}) 一

Anderson秩淳変数qEAはラ有限レプリカ数での平均値一一一，:1j ~Cよって決定されることもわかった
[zn訊!

従来の理論では重なり変数泣 η → 0となる枚数のレプリカ罰の重なりとして定義されていたが，本解析

で法実レプリカに関する平均と主るため数信的な測定で測る量とまったく同じ定義のものを直接評倍し

ている.実レプリ力関の重なり変数は定義も明確で忘るため，確実な土台の上に今後議論を行うことがで

きるはずである.

諌結合SG模型に対して?我々が提案したlRSB解の熱力学的構或を適用した.さらにこの計算が与え

る解老検証するため，羽C計算も行った相互作用数K= 2，3とも，熱力学量や重なり変数の平均撞は

q
J
 

円ぇ
Uつd
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我々の解によってよく記述されていたが，K=2における重なり変数の高次のモーメントは1RSB仮定
のもと評値したものと定性的に異なっていた.これはK=2の摸聖がヲ全結合のときと同議F豆SBを示
していることを示唆している.一方K=3のときはBinder比などの定性的な援る舞いや (q)，mの定量
的な比較から，解は1RSBであり，それが我々の解と整合していることが分かったよって我々の解析解
はK=3の場合の正しい解になっている，ということが数積約な証拠かち結論される.
今後の課題としてはラK=3のとき数値計算によって桧証された我々の解が正しいこと在3解析的な手
法によって示すことである.そのためにはまずヲAT不安定性の解析を実行することで1RSB/FRSBの明
確主豆分者行うことが忌要であろう.

最後に，今稜の展望を述べて本修士論文を終えたい.第1章にも書いたようにスゼングラス理論は?ガ

ラス系や需報理論などへの昨今の統計力学的アプローチの原型となっていて，今日的にもなお重要さを

増している.しかしその一方で、?手法の総体としての統計力学む翻面が重視され過ぎると?統計力学的な

手法老議々な研究分野に導入し解析するだけに留まってしまううという怠韓性もある.そこでラむしろ従

来の物理学のようにそういった現象群に共通の特徴 f屈まることJとはどういうことなのかうという普

遍的な問題設定に対する具体例として留々の問題を見ていく，という発想が今後より重要になっていく

ものと考えられる.そのためにもうあまり模型に依存しない性費を異体的な開題たちから抽出しうそれら

によって固まることへのより広く深い理解を得ることこそがラこれからのスピングラス理論に求められ

ることであろう.自らがこのような方向性の研究老より揮し進めていけるように頴いながらう筆を寵く.

A 疎結合スピンク、ラス模型の解析の詳組

A.l レプリカ解析

H=-LJ，μ九日£ (A.1) 
μE(iK iEμ 

ここにラ Si=土1なる力学変数31である.またみ=土1，1フμ=0，1はランダムネスに対応しラ

Pr(J，μ=土1)= ~ 

Pr({雪山 =con坑 if L 九=C for Vi 
με9K，iEμ 

(A.2) 

(A.3) 

とおく.分書記関数をz=苛 exp(-βH)により定義し，[zrむ/Dを評錨したい.ここ記ランダム平均記号
の下付き訴え字民その文字について平均を取ることを意味しう持も書かないときはよD両方について

NC 
平均を取ること老意味する32.M=7Eーとしてラ

間=長zxtzzn
Jμ=土1 .~ Dμ=0ムZμ(i)1>1'=0 

(A.4) 

ζこにλrnは?の和に関する規格化定数である.いまラ和の範匿をDμ =0ヲ1，2き3ラ・・・と拡大したとする.
とのときヲこのレフリカ分哲三関数から計算される物理量がサイズ依存牲についてO(N)の変色33を持つ

ことはない.なぜならばヲこの拡張によって問題が起こりうるのは一つのボンドが二重，三重にカウント

されてしまうことであるが，実はランダムグラフがCの数倍程度の数の二重以上のボンドを持つ確率は

31熟ゆらぎに関与する変数

32本簡の内審は7三村和史先生のセミナーで教えていただいた内審を基礎として書かれている.

33例えばO(N)コの 'DI'だけ2で接誌 1か0となるものがO(りの確率で出てしまうとすると，平均檀に効いてくる.

A
斗ょ

円
く

d
q
J
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。(りと評価されるため [30]，この拡張の影響は熱力学極限では消えると考えられるからである34 また?

各項を

[Zn] = ')~ 2二tzZ711747
“ Jμ=土l"'VLJ1)μ=0ム2""，L.::p.(i)1)/1>=c μνμ・

(A.5) 

のように変更する a 最設の忠子はDμ=0，1ならば1なのでラ同様の理出によってo(N)の補正しか持た
ない.よってヲ熱力学極限を議論する躍りにおいては罰題がない近信だと考えられる.以下の解析で泣こ

のようにうランダムグラフの状襲空間を拡張して議論を進める，これに伴いう規語化定数も変更すること

Lこする.

A.1.1 捜格化定数の計葬

グラフ平均についての規搭化因子を求める.

入rD :El1d乞九C)Ed:l mサイ山li\LV'Q~ン的本のグラフがあっ山)
2フμ4μ(i)μF

= 1:11 f_，_宅設手ρμ-C-111志 向吋Sなので留数定理)
1フμi U i"'!包-~

=zj(p蒜立}I!!! z子会

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 

以下

同造立=fdCZ (A.9) 

とおく.今，

I1II=1111 (2部グラフをどちらから見るか，ということによらない) (A.l0) 

より，
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j dcmqZZ4) 
問 j々zexp{昨今K}

(A.13) 

(A.14) 

(A.15) 

とできる.Dirac dとその積分表示老毘いて

T
-
z
 

l

一N
(A.16) 

34この事実は，実欝にランダムグラフを宝成して数誼的に確認してみた.
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を導入すると，

j、JD fdCZ J評咋(~~-Nq) +年)
f努叶-Nqq+宅三}x(三) (留数積分}

とできた.最後に熱力学謹援を取ることでう

logJVD = extrq，q { -Nqq十唱さ+Nlog (芸)}
とできた.この右辺をqヲ母で按分して得られる鞍点方程式老解くと，

なのでう規格化因子JVD誌最繋的に?

qK = C(K -1)! 
-lVK-1 

~K ー(CN)K-l
.. -
ヨ (K-1)! 

C. ___ .. K-1 :r logJVD =一-C -logC! -;/ log(K -1)!十 --rr-ClogNC K --0¥-- -，.' K 

と表すことができた.

A.1.2 分毘関数の宰均

この計葬も墓本的には前節と同様である.

入rDlZn}V
官ZFSF咋布(。μ喧gsr)

恥I]{1十ZMl)Z4→Tf)}
とできる.乙れ老Jについて平均すると

時 (βJμS~(l) ・ S~(K)) = coshs (1 + S~(l)'" S~{K) 凶(的)) (cos註は偶関数)

なので，

ト(qsf)lJ coshnβ
[lJ { 1+ tanh(βJTr)l 

∞shnβ乞回hl(βJJL) L I1 (Sfl…Sfl) 

とできる.
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(A.17) 

(A.18) 

(A.19) 

(A.20) 

(A.21) 

(A.22) 

(A.23) 

(A.24) 

(A.25) 

(A.26) 

(A.27) 

(A.28) 
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ここでDμ=0，1，2，'"とし， A.1.1節と同様の変形をするとう

[Zn勺1J，D妻，D戸=王走;L亡宕叫ctd旬Cμz均{いC∞08詑h町土[凶叫乞工ZJ-Lμ(伶1吟). . . zJ-L叩(ぽ問K的)II(何S写fl... 8fl) ~ 
ーム v l 1=0 α1く…<αtμ 詑μ I 

(A.29) 

とできる.さらに

f 、K• I N ¥ 

2ンμ(1). . . Zμ(K) II(8fl ザ)勾主lLZi昨可!} (A.30) 

となるので，実空間方向に一体化された.

A.1.3 RS仮定

A.1.1簡と同様にう Diracdとその讃分表示によって鞍序変数を導入する.ただしその擦ヲレプリカ対者、

性老仮定することで相互作用にいくつのレプリカが参加しているか?という数だけでindexできるので，

N 

切=会pr符1 (A.31) 

およびそのDiracdの讃分表示の穣分変数を告と書く.これら秩序変数を用いるとう [Z勺J，Dは

1.J _ [ π dqld<1l ___ f ___l_n o~r.，-- __d 0 T 1 fy  (Nql)K 
[zn]J，D =了叫dczj 1_1 ~;t;γ切C劫 β ，2_)tanhlβみ] nClす「D J J 品三千 i 冨

N 、

十三;乞母I(LZi8fl . . .8f! -N ql) ~ (A.32) 
tα1<…くα1 i=1 ノ

と急る.さらに，母関数表示

ql =q /ω (A.33) 

を1=<1/ω (A.34) 

with /叫x=Jπ{抑 (A.35) 

を用いると，

(exponen脂第1項) (A.36) 

(Nq)K 
(A.37) klcosh怜 βLnCl[tanh1βゐ]qf

J {g dXk1r(Xk)} (A.38) K!coshnβ写 E州為)訓組内心iE蜘 hl(β
(官rcoshns J {ト巾)}[(1+叫附虫色岨伽))"] (A.39) 

(N_~~K coshn βh (A.40) 
Kt 

門

i
Q
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N 

(expon凶 s第2項) =乞乞妥lLziSfl…sfl (A.41) 
tα1く…くαl i=l 

= ~qZi J説会吐

(exponents第3項〉 L L Nqlql (A.43) 
iα1<…くαz

= Nイω の州日関h(sx)抑制舟)t 日)
ー: Nq(jh (A.45) 

とできる.よってみたちの積分を

jdp zJ (A.46) 

によって取ると，

肉，タD = J岬F三z詳F志か官叫吋(唱E斗c∞O品仰捻β件 N均q(j品叫4佑吋hサ斗)トX 伶

合村{J時刷仰)d叩d
= JIJ炉2z砦子志e位叫X却吋Pベ(唱E乙斗C∞08油hn叩惜β芦角h一N均q吋母h+N10均g(信芸)+10吟ベ) 問)

となる.ここに

&(c )(c  c )n 

13 = I <日合(:1;)払札口(1十四h(偽))十日(1-tanh(β却)} (A.50) 
v 1マ=1 J 1γ=1 ヴ=1 J 

である.との段階でtraceを取ることができた.

ことで熱力学極限を取ると 1ql，告による穣分立その掻績で近仮できる e しかし今，qlたちをモーメン
トに持つ分布πで書いたので3乙の分1!iに関する撞値操作とする35 このことによって ηについての接続

がなされヲ

f(Nq)K ___Lnt:JT 1¥T_t:T ， 1¥Tl__(ii
C
¥ ，1¥Tl__T L_lI.r 1 

的)=← J!乱高副主的寸Y「mh 角 -N帥十N同 ~èl) +NlogI3-1ogND j 
(A.51) 

となる.この式で)q，告についての極値操作を先に改るとヲ大部分がNDと打ち2脅してう上式辻

1 f C. _ _. _ _ i 
φ(n) =一部log側同一百三extr11"，nt~均h -ClogI2十logI3j 

と，大幅に簡略化される.

(A.52) 

35自由麗詰冗長化しているように見えるが， η が整数であれ球 Ii(i= 1，2，3)に寄与するのは町分のね次のモーメントまで
であることが確認できるので，実費的な自由度詰 η が整数であれば変わっていない.しかし後で示すように，n < 1で培11"の高
攻のモーメントとしての性質が自由エネルギ←に寄与するのがわかる.これ泣況を実数もこ接続をするということが， πのfull
distribution lこ隠する靖幸置を要求するζ とを意味しているが，そのより課い理解は主い(と思う).

oo 
qο qd
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鞍点方程式はn分によって汎関数徴芳し整理することでう

党(X)
= ~:Jト{叫んはベz争)
2fEむた伽)ir(£-ja凶(蜘h(βふ)Euah(仇 l)) 

(A.53) 

合(X) = (A.54) 

と求めることができる，ここに

《忽々
μ
LHU 
nu a
 

4
・U
土ti
 
山口付一一

土A
 

(A.55) 

である.

A.2 鞍京評僅の方法

前僚で評ftffiしたRS解色数種的に評倍する手法をまとめる36
RS解の鞍序変数はπ(X)，去(X)という関数で易るためラ鞍点方程式は関数方程式になっていた.ここで

はは.53)，(A.54)式を再帰的に解く.この手法は一言で、言って， πや介在ヲそこからのサンプリングと同

一揖するものである.そのアルゴワズム辻以下のようである:

1.π(X)のヒストグラムの拐顛護者生或する.具体的には，記予定U{hi} (i = 1，'" M)そ局意しうそこに

区謂 [-0+1，0 -1]の一様乱数を入れていく.

• I K-1 ¥ 

2.πから K-1留のすンプリングをしてこatanhI tanh s I I七anh(sXk)1 =: :去を計算する.サン
11ii/  

プリングは， 1から M まで一様に分布する整数のきL数Iを用いて，Xk = h[とする.

3. Xの符号を確率1/2で定める.

4. 2ラ3を分のサンプルを得るのに十分な密数繰り返す.そのサンプルをんとおく.

0-1 

5分から 0-1個のサンプリングをしてう乞Xi=:Xを計算する
γ=1 

6. X老確率(A++A一戸/2(0-1)n(< 1)で棄却しながら， πからの十分な数のサンプル老作る.

7. 2 ~こ戻る.

A.3 数檀計算の詳細

本研究における MC計算は，交換MC法を用いた.これ弘通常のMetropolis更新に加え，温度の異
なるしプリカ関の交換も詳誕釣ち合いを満たすように有うものである.以下では，p(SIめを逆温室βの
Boltzmann分布とし，交換対C法の主主張アンサンプルを

M 

P({st}乙I{婦と1)= I1p(SiIsi) (A.56) 
i=l 

と書く.本研究では，エネルギーの謂j定において K=2，3のとき共にM=却をとった.
具体的には以下の手続きによって行ったこの手続き一自分をヲ以下では1MC step(MCS)と呼ぶ.

36樺島先生の籍軍教捜による.
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N Ns Nr 

32 1xl05 4096 

48 lxl05 2048 

64 1x105 1024 

128 lxl06 512 

256 1x107 128 

512 5x108 30 

Tミ Ns Nr 

30 1x105 4096 

1x105 36 4096 

45 2xl05 2048 

60 4x105 1024 

75 8x105 1024 

120 3x106 512 

240 1x108 128 

表 3:K=2のときのMCSとサンプル数の表.
表 4:K=3のときのMCSとサンプル数の表.

1.各i= 1 ， 2 ，・・ '， M について p(S~Ißi) を定常分布とする話回ropolis 法による?スピン Si すべての更

新を行う.

p(Silβ件1)p(Si+1Isi)
2. i = 1，3，5・・・また泣i=2ヲ4，6...に対しラ Siモ→ Si+lのスゼンを交換確率 電

p(Silβi)p(Si+1Isi+l) 
交換する iは偶数MCSの時は慎数，そうでないとき奇数をとることLこする.

実擦のシミュレーシヨンで誌?このMCSを2Ns回有った.うちNsMCSは拐期緩和のため捨て?残り

NsMCSを諒j定に当てた.エネルギーの澱定の欝に用いたう各パラメータごとのNsおよびランダム平均

をとった母数呉の檀比表三 4にある.

このようにして得られたMC3汚から連続な温度の関数としてのエネルギ-E(T)を簿るため主ヲ本研
究ではリウェイテイン夕、法を行った [31}.リウェイテイング法とは，以下の公式

{E)(β) = {Eexp((so -s)E))C烏) (A.57) 

に従って，左濯を評価するものである.こ乙Eこ{・・・)(β)辻逆温度9におけるシミュレーシヨンにわたる平
均を意味する，この公式においてラゐとして実際にシミュレーションした温裏にとりう βとして必要な温

度をとることで，左辺が評錨される.実擦には， βに対して iβ-β'01が最小になるようにあを選んだ.

そしてヲこのようにして評題したE(T)老熟力学積分することによって?告白エネルギーFとエントロ
ビーSを評価した.

f∞dT' _，_. 
F=T/ :;，官民T') (A.58) 

JT' .L-

s= E-F  
=一子一 (A.59) 

交換法の最抵温度はK=2，3ともにT=0.5とした.しかしう図19にあるようにう K=3ヲT=0.5に

おけるエネルギーの分布はほぼ6龍数であった.そこでK=3のとき泣す Tと0.2までのエネルギーは，

T=0.5でのヒストグラムにリウェイティングをかけることで持た.

また重主り変数の評価はう Youngによる実レプリカの手法[1唱を思いた:

1 _ 1よ
(q) =互ErE1守 L8; 8'f exp( -s(H1十 H2)) (A.60) 

重なり変数のMC計算において要した NsおよびNrの橿はう表5，6にある.
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国 19:K = 3，T = 0.5，N = 120でのエネルギーのヒストグラムのランダム平均.

N Ns Nr 

32 5x105 4000 

64 2x106 1000 

128 3x107 500 

256 1x108 400 

N Ns Nr 

30 5x106 4000 

60 2x106 1000 

120 5x107 500 

180 1x108 300 

240 1x108 300 

表 5:K=2のときのMCSとサンプル数の表.
表 6:K=3のときの班CSとサンプル数の表.
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