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平衡超伝導電流に働くローレンツ力とそのホール係数
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荷電粒子に能くローレンツ力は自然界における基本的な力の一つであり，金震や半導体ではホー

ル効果を引き起こす召しかし，超伝導状態のローレンツ力とそれが引き起こす効果については未

解明の点が多い。この理由のーっとして，標準的なギンツブルグーランダウ方程式とアイレンパー

ガ一方程式においてローレンツ力が欠落していることが挙げられる G ここでは ローレンツ力を

適切に取り込むように拡張したアイレンパーガ一方程式を用いて，熱王子衡超伝導電流のホール係

数を理論的に計算した結果を報告する。 oーレンツ力は亘視的反磁性電流である超伝導電流に対

しでも働き，それを相殺するホール電場を超長導体内に誘起する。対応する熱平衡ホール係数の

理論的表式そ，フェルミ面とエネルギー・ギャッブの異方性老同時に考嘉して導出した。それによ

ると，有限温度で芳田関数を通して現れる準粒子勃起の異方性によりホール係数は温度の関数と

して変化し，顕著な場合には符号を変えることもあるむこの熱平衡ホール係数の符号反転は，高

温超伝導体などで韓関できる可能性がある。

1 はじめに

電磁気学によると，電磁場中を運動する荷電粒子にはローレンツ力

F=eE十三vxB
C 

(1) 

が働く。ここで Eは電場， B泣磁束密度， eとvはそれぞれ荷電粒子の重荷と速度，また cは

光速である。ローレンツ力は自然界における基本的な力の一つであり，特にその磁場依存部分

Fmag三 tvxBは荷電粒子の軌道を畠げる特異な働きをするむ金高や半導体におけるホール効果

はローレンツ力の最も顕著な現れのひとつであろうかc 図l(a)~こ示すように過途状態において磁

場により軌道を曲げられた電子は金属表面に次第に蓄積し，図l(b)のようにEH三 -c-1(v)X B 

のホール電場が生じるに至って定常状態となるむここで (v)は外部電場に起因する電子の平均速

度である。このようにして外部霊場に垂直方向の力は最終的に相殺される。

EinsteIn [1]は1905年に出版された有名な特殊相対性理論の論文の中でローレンツ力ι言及し事
その磁場依存部分Fmagが静電場中の力 eEからローレンツ変換によって自擦に導かれることを示

している口この指摘により磁気ローレンツ力が荷電系一般に存在する普遍的な力であることが明
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(c) 

図 1:(的磁場下にある金属に外部電場Eextをかけた直後c 笥単のため正孔 (ε>0)の運動を考え

る。正孔は磁気ヨーレンツ力 Fmag三 (ε/c)vx B により軌道を曲げられるo (b)磁場下にある金属

に外部電場Ee討をかけた場合の定常状態G 表冨にたまった電荷により金属中にホール霊場EHが

誘起され，平均として議気ローレンツ力 Fmagを棺殺する。 (c)超伝導マイスナー状態。表語を遮

蔽電流jsが定常的に流れているc 磁気ローレンツ力 Fmagは作用するか?もし作用するなら，何

によって棺殺される?
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らかになったと言えよう。淀って磁気ローレンツ力は超伝導状態においても存在するはずであり，

特に，巨視的反磁性電涜である超伝導電流にもf乍用してその流れに影響を与えるであろうと予想

される。例えばマイスナー状態において表面を流れる遮薮電流にも Fmagは作用するであろう(国

1(c)参照)0

しかし，蓮伝導状態におけるローレンツ力とそれが引き起こす娼果に関する我々の理解は極め

て乏しい。その原国の一つに 不均一主超f云導体を理論的に記述する際の標準的道具であるギン

ツブ、ルグーランダウ方程式と準吉典アイレンバーガ一方程式において ローレンツ力が欠落してい

る点が挙げられる。すなわち，超{云導状慈のローレンツ力を記述する術がなかったのである。こ

れは，ギンツブルグーランダウ方程式と準古典アイレンパーガ一方程式の微視的導出と密接に関連

している。これらの方程式はゴルコフ方程式にウィグナー変換を躍して変数をひとつ消去するこ

とにより得られるが その捺 重心産課に関するゲージ不変性老適切に考慮しないとローレンツ

カが得られないG 筆者は 2001年にこのことに気づき，ローレンツ力を含む拡張された準古輿方程

式を導いた [2]0この準古典方程式でペア・ポテンシャルをo~こする極限をとると，ローレンツ力
を含む正常状態のボルツマン方程式が再現される。すなわち，正常状態と超伝導状態を，ローレ

ンツ力を取り込んで統一的に取り扱うことが可謹になったのである。

このような状況から推測されるように，超伝導状態におけるローレンツ力とホール効果に関す

る我々の理解は，現象論的しベルに止まっている訂以下で誌，まずその歴史を撮り返り，理論と実

験の現状を明らかにしようむついで，拡張された準古典方程式を用いて，熱平衡超伝導電流に犠

くローレンツ力がホール電場を誘起することを示し，対Eちするホ-Jv係数の表式を導出する [3]0

そこでは，ホール係数の議論に不可欠なフェルミ面の異方性と共に，これまでの研究では全く考
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慮、されてこなかったエネルギー・ギャップの異方性の効果も取り込むことにする。二つの異方性の

栢乗効果により，ホールf系数が温度の関数として大きく変化し，符号反転も記こりうることが明

らかになる9

ちなみに次の事を指描しておこう。超伝導体のホール効果に関しては，量子掘の流れを伴う抵

抗状態での研究がより謹んであるG 実験的には，温度もしくは磁場の関数としてホール係数の符

号が変化する事が高温超伝導体などで観認されている [4]-[10]0一方理論的には，現象論的なパー

ディーンーシュテファン・モデル [11]やノジ、エールーヴアイネン・モデル [12].あるいは時間抜存ギ

ンツブ、ルグーランダウ (TDGL)方程式 [13ぅ14]がその解析に用いられてきた。しかし，量子掃の運

動が伴う分，熱平衡状態よりも理論的扱いが遥かに難しくなるc さらに これらのモデルや方程

式でほ，正常状患のホール孫数の詩号そ決める重要な要素であるフェルミ面の詳縮や，高温超{云

導体で明らかになったエネルギー・ギャッフの異方牲の効果は取っ込まれていなし10 より語単な熱

平傷状態におけるホール保数の性質を理論的に明らかLこする事で 量子渦の運動を伴う動的ホー

ル{系数の研究にも新たな読点が提供できるものと考えている。

2 これまで、の理論研究

F. London (1950年)[15]は超長導体に対する現象論的方程式を提出し，その中にローレンツカ

を必要不可欠な要素として寂り込んだ。それによると，熟平衡超伝導電流js三 ηI'sevsは
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(2) 

のホール電場を誘起してローレンツ力を相殺する。ここでe<Oは電子の電荷，またηsは超流動

密度であるむ二番巨の式はロンドン方程式マ xvs二一(ε/mc)Bと条件 (vs'V)vs = 0を用いて

得られるq この二番目の表式における (nsec)-lはホール係数にほかならず.nsの効果により低温

から Tcに向かつて発散的に振る舞う。つまりこの式によると，ホール係数の測定により超流動密

度%を評舗できることになる口

一方vanVijfeijkenとStaas(1964年)はローレンツ力を含む現象論的な二涜体方程式を提出し

た[16Joそれによると(号式は以下のように変更される。
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(3) 

ここで η は電子密度である。このホール係数 (nec)-lは正常状態と同じ値そ持っており，温度変

化もないa 以上二つの理論は自由電子モデルに基づいている。

しかし，金属のホール係数の大きさと符号には，フェルミ面の形状が決定的に重要主役割を果

たしているむその効果を敦り込む事はAdkinsとWaldram(1968年)により行われた [17J司被らは，

(2)式と (3)式の Vsを用いた表式が流体力学のベんヌーイ・ポテンシャルに由来する事に詮呂し，

非等方的フェルミ面から構成される T=Oのクーパ一対が，一様超流動流Vsの下でどのような変

更を受けるかそ考察したむその結果 T=Oのホーん係数が正常状態と同じ符号と大きさ老持つ

ことを明らかにしたむ
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歯止マイスナー状態におけるホール電圧のケルビン法による標定(概念国L回転靖円体の試料を
議場に平行に配置し，一方の極と赤道上の一点との間の電位差をコンデンサーで非接触的に検出

する。 (2)式と (3)式はホール{系数RH老用いて統一的に E= RHB x jsと表せる。この式にマク
スウェル方程式マ xB = (釘/c)jsと条件(B.V)B = 0を用いると，磁場侵入長に較べて十分大
きい試料では，赤道上の試料表面と試料中心点との聞に I恒二 CRH(B2/8π)の電桂差が生じるこ
とが結論づけられる。試料中心点と極の電位は同じ。

その後Hong(1975年)およびOmelヲyanchukとBeloborod宝o(1983年)により，一様超流動流

下におけるベルヌーイ・ポテンシャルの微視的研究が 自由竃子模型のゴルコフ方程式を用いて

行われている [18う19]0

しかし有担温震においてフェルミ面形状効果を取り込んだ熱平積ホール係数の微視的考察は，

これまで行われてこなかったc また，超涜動 3宜eや高温超伝導体の発見以韓に頭究が盛んになっ

たエネルギー・ギャッフの異方性の効果は これまで全く考慶されていないc

3 これまでの実験的研究

熱平讃超伝導電流泣巨視的反磁性電涜であり，そこには必ず、有限の磁場が伴っている。 誕って

礎気ローレンツ力も存在する誌ずであり，そのローレンツ力を相殺する場としてホール電場が誘

記されると期待するの誌極めて自黙である。熟平衡超伝導電流に伴うホール電場を観測しようと

する実験は，早くも 1914年;こ OnnesとHof[20]により，マイスナー状態において行われている。

しかし，彼ら泣有罷のホール電場を観j闘できなかった。その後，再実験がLewis(1953年)[21]お

よびJaggiとSommerhalder(1959年)(22]に有われたが，いずれもホール霊場の存在に法否定的

結果で、島った臼これら初期の実験は，いずれも接触聖電圧計を男いて行われたc

しかし，試料との重接接触を通じて電圧計で計部されるのは，異なる接触点、間の化学ポテンシャ

ルの違いであり，試料内で化学ポテンシャルが一定で、ある;まずの熱平衡状態で、は，ホール電場の有

無にかかわらず，電圧計はゼロを指すはずである。この事はHunt(1966年)[23]およびNozieres

とれnen(1966年)[12)により独立に指描された。

この指摘を受けて，非接触型ケルビン法を用いたホール電圧の瀦定がBokとKlein(1968年)[24] 

により行われたc 実験記置の概略を図2に示した。より具体的には，測定はPb(Tc = 7.2K)を用
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いて4.2Kで行われ，マイスナー状態において有恕のホール電圧が初めて確認され，その磁場怯存

性が(2)式とよく一致することが報告されたむちなみに4.2KのPbでは (2)式と (3)式の差辻誌と

んど現れない。ついでivlorrisとBrown(1971年)[25]は，ベんヌーィ，ポテンシャルの温震{衣存

性老詳細に謂ベる実験をPbを用いて1.5Kから Tc直上まで行い，(3)式との良い一致を報告した。

なお， BokとKleinおよびJ¥lIorrisとBrownの研究は，超伝導研究の集大成とされる Parks編

の“Superconductivity"(Dekker， New Yorkぅ1969)には未だ言及されていなし可。そこでは，主に

接触型電圧計を荊いた初期の実験のみが敦り上げられ，また，ローレンツ力を相殺する機講とし

てホール電場の;まかに応力テンソルの可詮註にも触れられている [11]。しかし上記のようにそ

の後の研究で，ローレンツ力がホーん電場により相殺されている事は確立されたと見なしてよい

であろう。

しかし，割定されたの法主にPbのみで島る。熱平衡超主導電流に伴うホール電場の存在，およ

び熱平槙超長電涜のホール採数と正常状懇のホール保数との関係を確立するに比より公汎ま試

料;こ対して温度変化も含めた詳細な罰究そ行う事が必要であろうむとくにエネルギー・ギャップ

の異方性が顕著な物質若手に対してホール語数を測定する事は，以下で述べるように大変興味深い

研究テーマでまうる。

4 拡張されたアイレンバーガ一方程式

超伝導の準古典方程式法 ギンツブルグーランダウ方程式の抵溢・高磁場領域への拡張となってお

り，アブリコソフ格子などの非均一な超伝導体を理論的に扱うために必須の道具である。微視的に

は，ゴ、ルコフ方程式にウィグナ一変換を行い，次いでエネルギー積分を実行して変数を一つ消去す

ることにより準古典方程式が得られるc この導出法は， Kadano豆と Baym[26]によって発展させ

られた夕、イソン方程式からの輸送方程式の導出法とほぼ同じで，ただ消去する変数が異なるのみで

ある D 準古典方程式の中で，松原形式そ用いた熱平衡状態の場合がEilenberger(1968年)[27]によ

り最初に導かれ，その方程式法アイレンパーガ一方程式とも呼ばれるむその後， Eliashberg (1971 

年)[28]およびLarkinとOvchinnikov(1975年)[29]により，ケルディシュ形式を用いて非平傷

系の時開発展を記述できるように拡張された9 準吉典方程式の詳細に関しては， SereneとRainer

(1983年)によるレビュー記事を参照されたい [30]0

しかし準古典方程式の標準的導出法で誌，ローレンツ力が出てこないという問題点があった。

これは，ウィグナー変換の擦に重心産襟に関するゲージ不変性を適切に処理していないためであ

る。この点在改良すると，立ーレンツ力を有する準古典方程式が得られる [2]。簡単のため，スピ

ンl重項のクーパ一対 クリーン・リミット かつ熟平衡状態の場合の場合そ考えると，ローレン

ツ力を含む準古典方程式は，ケルディシュ形式を用いて以下のように表せる。

[eT3 -A， gRK] + i1ivF . 8gR，K 仇[δeoleT3ーム，gRK]+涜vF.8gR，十一|εVF.E一+一(vpxB).a:R I {T3，gR，K} = O. (4) 
2 LδεcδPFJ  

ここでgRK=gRヲK(εぅPFぅr)は準古典グリーン関数の遅延(R)成分とケルディシユ(K)成分で，そ

れぞれ2x2行列である。また，けま励起エネルギーうちは第三パウリ行列ラム=ム(PFヲr)辻ギヤツ

つふっd4
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ブ行列ぅ VFはフェルミ速度ぅ PFはフェルミ運動量， [台うQ]三台Q-Qム {台，Q}三PQ十Q1うで
ある。演算子δはゲージ共変性を持つ空間微分演葬子で，会RぅKの対角成分， (1，2)成分， (2ユ)成分

のいずれに作用するかに応じて，ベクトル・ポテンシャルAを用いてそれぞれママ-i~~A(r) う

もしくはマ+i~~A(r) で定義される。先進 (A) 或分計は遅延成分から計二 (チ3gRチ-3)tにより
得られる。 (4)式を時間依存性のある非平衡系へ拡張する事も容易である [2]0

( 4)式の第三項がローレンツ力を表しており，この項を落とすと諜準的な準吉典方程式になる。

この項が存在する必然性誌，正常状態の極罷ム=O，SR=-9A=ちを考える事で理解できる。

すると，件)式は時間徴分項と衝突項のない電議場中のボルツマン方程式に移行する。従って，こ

のローレンツ項は電磁場を伴う非平衡現象の記述に不可欠であり，また，以下に示すように，平

傷状態においてもホール電場を誘起する G

(生)式法ム;こ関する自己無撞着方程式および、マクスウェル方程式と連立させて解く必要がある。

詳縮は文献[3]を参照されたい。

5 熱平衡ホール係数の解析的表式

(4)式のローレンツ項は，その他の項に較べd三(kFC)-l<< 1だけ小さいc ここでたFはフェル

ミ波数， cはコヒーレンス長である。従って， (4)式をローレンツ項に関して摂動展開して 1次項ま

でを残す近似が大変良い近似となるむそのようにして，熱平穏超伝導電流jsに付随する議気ロー

レンツ力がホール電場EHを誘起することを明らかにできた。このネーん電場は，クリーン・リ

ミットの第二謹超長導捧の場合，以下のように書くことができる問。

EH=B x互Hjs・ (5) 

ここで RHはホール保数(テンソル〉であり， (1) = 1と規格化されたフェルミ面平均十.• )と 1

スピン当りのフェルミ面状態密震_iV(O)を用いて

丘百二品可毛(1-Y)VF 、、t
'
/円。

/
r
z
，、、

と表される。ただしY三Y(PF，rぅT)は芳田関数で [31，32]，松原エネJvギ、一九三 (2n十1)πkBT
とギ、ヤツプ行列ムの (1ぅ2)成分ム=ムケぅPF)を荊いて次式で定義されている凸

ιiム(PF，r)12
Y(PFうれT)三 1 -21fkBT) :-= 

:=。ドミ+1ム(PFぅr)12J 
絶対零度でY=Oで島る事を患い起こすと， (6)式がT=Oで正常状態のホール努数

(7) 

ヰ)-吋討すF)(VFVF)-lぅ 持)

に一致する事がわかるc また， YにPF依存性のない等方的エネルギー・ギャップの場合には，T ~Tc 

の全領域でEHZErが成立する。しかし，エネルギー・ギ、ヤツプが異方的な場合には，有限温
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図 3:1格子点当りの平均電子数がn= 0.9と
1.95の場合のフェルミ面c 一粒子エネルギーは

(別式。

罰金正営状態ホール係数RFのフィリング依
存性。一粒子エネルギーはゆ〉式。

度でYが異方的になり，RH  tこ温麦依存性が生じる。特に面白い効果が期待されるのは，フェル

ミ面で電子的な部分と正孔的な部分が措抗し，かつエネルギー・ギャップが異方的な場合であるD

そのような条件が満たされるときζ誌，温農の関数としてのホール係数が符号を反転することも

起こりうる。以下にこの事をモデル計算で具捧的;こ見てゆこう。

6 ホール係数の符号反転

フェルミ面とエネルギー・ギャップの異方性がホール語数に及廷す影響を考察するため，高遍起

伝導体を念頭に置いた (6)式のモデ、ル計算を行った。ー粒子エネルギーとしては，紺谷ら [33‘34]

が高温超伝導体の正常状態ホール{系数を解明するために用いた二次元正方格子モデル

2. 2 
ξp = -2(cospx十cospυ)+ ~ ( cos Px cos Py -1)一一(cos2px + cos 2py -2) (9) 3' .L ~ .L 11 5 

を採用したむただし搭子関掃を 1と置いたc 図3~こ 1 格子点当りの平均電子数(フィリング)が

η=  0.9と1.95の場合のフェルミ面を示すG 拡張ゾーン形式を黒いると，これら二つの場合のフェ

ルミ面は，(Px， py)ニケラπ)を中心とする連結曲線で表せる。正常状態のホール係数 (8)は，結

晶の主軸方向に等しい値を持ち (RU=RU三 RZ))，格子点当りの平均電子数が nc二1.033

(εF = -0.121)でその符号を変える(図4参照)。

この異方的フェルミ面を持つ系に対し，エネルギー・ギャップとしてd譲

ム(PFぅr)ぽ (PFx π)2-(PFy π)2う (10) 

を仮定して， (6)式の計算老行った。

図3は超伝導ホール保数 RH三 RHx= RHyの温境変{ヒを， RZ)で規格化して， η=0.9と1.95

の場合に措いたグラフであるむいずれの場合にも大きな温度変化が見て取れる。特にヲ n= 0.9の

場合には，ホ-Jレ係数の符号が温度の関数として変化する事がわかる。フィワングη 二0.9は正常

4A 
つU4
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密 5:二次元正方格子状のd波超{云導体について，熱平衡超{云導電流に伴うホール係数RHの逼度

変化を，フィリングn= 0.9ぅ1.95の場合にフ。ロットしたグラフo RHは正常状態のホール保数ヰ)
で規格化しである。参考のため，s波の場合もプロットした9

状態のホール保数RZ)が符号を変える ηc= 1.033に近く，フェルミ面は電子的な部分と正孔的な

部分が競合しているつこの状態に，芳田関数Yで記述される有限温度における準粒子励起の異方

性が重詰ることで ホーん係数の符号変化が起きていると解釈できるむこのようなホール孫数の

存号変化泣，正章状謹のフェルミ面で電子的な部分とホール的な部分が捨抗していれ試，エネル

ギー・ギ、ヤツプの適度な異方性で起こりえる。f:9Uえばギャップがバンド毎に異なるような系でも観

測可能であろう。

7 まとめ

熱平害者超{云導電流試巨視的反磁性電流であるという特徴を持ち，必ず磁場を伴っている O 従って，

電磁気学と持殊相対性理論によると，この超伝導電涜には磁気ローレンツ力が動く泣ずであるむ

ローレンツ力を記述できるように拡張された準古典方程式を用いて この力が系に及ぼす彰響

を理論的に調べた。その結果，磁気ローレンツ力がホール電場を誘起する事がわかった。このホー

ル電場はケルピン法という非接触的な実験手段で検出可能であるむ

対応するホールイ系数は，絶対零度で正常状主主と同じ符号，大きさを持ち，それら詰フェルミ面

の形状に支記される。一方，有限温度では，エネルギー・ギャップの非等方性に起因する準粒子励

起の異方性が新たな要素としてホール係数に寄与する。この有限湿度国有の異方性により，ホー

ル係数に湿度変化が生じるむ特に正需状態のフェんミ面で電子的な部分とホール的な部分が措

抗していれば，温度の関数としてのホール保数が符号を変えることも可能である。

超伝導体のホールf系数に関しては，量子謁の運動を伴う抵抗状態の研究が謹んでa&り，実験的

にも高湿超缶導体などでホール係数の符号変化が観提言されてきた [4]-[10]0しかし，従来のホール

保数に関する理論研究で誌，量子摘の運動に集点、が置かれ，フェルミ面の異方性やエネルギー・
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ギャップの異方性は廷とんど考慮されてこなかった [11]-[14]0正常状態のホール孫数にフェルミ

面の形状が決定的に重要である事を思い起こすと，これはやや驚くべき事でまるるむ今回参フェル

ミ面とエネルギー・ギャッフ。の異方牲が熱平費ホー}J.;{系数に重要な寄与在する事が明らかになった

事で，抵抗状慧におけるホール係数の研究にも新たな展開が生じてくるものと思われる。
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