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Abs主ract

石鹸7_kとストローでできる自京現象として、「シャボン玉」があるc シャボン玉は、子供の墳に

護でも一度は遊んだことがあるだろう。このシャボン玉はこ紅まで多くの研究者が興味を持ち、数

多くの研究がなされている。

ところで、シャボン玉を作るために必要な石鹸水とストローを用いると、もうひとつ違った現

象を見ることができる。それが、 rAntibubbleJである。 Antibubbleとは、液直に俸突した液柱

(jet)が、接面と一体イヒすることなく液中に潜り込んで譲請に分裂する現象、およびその液滴のこ

とであり、欝単;こ言え試「水の中のシャボン玉」で島る。このAntibubbleは石鹸水に隈らず¥油、

スプレー液やさらにはコーヒ一、ピーんなど、我々のごく身近なもので見ることができる。

しかし、この Antibubbleほ我々の身近で起こる現蒙にもかかわちず、その研究は最近まであま

り行われていなし'0
本研究は、 Antibubbleの生成過程在モデル化することをヨ的として行った。そして、開体近似

とjetの不安定性老用いた笥単会モデルでこの現象を表すことに成功したむ

本研究で構築したモデルは次のよう会ものである。まず、生成の過程在二つの段階に分ける G そ

して、それぞれの段階において次のように考える。

• jetがある深さまで潜り込む間:則非円柱と近叙して「間体の運動方程式j 老解く。

・潜り込んだ後くびれて Antibubbleとなる間:jetが不安定になってくひ、れるとしてなetの不

安定性j の議論を行う。

最後に、その二つの段暗を含わせ、 Antibubbleの生成過程モデルとした。

この生成過程モデルを培いることで、 Antibubbleの半窪や生或時間など、 Antibubbleの生成に

関する様々なパラメータを導出することができたc

また、このモデんから導出された各パラメータの理論語と実験積を比較した結果、このモデル

が線形近{t{、の範囲で現象をよく表しており、モデルとして妥当であることが示されたD

1本稿は、名吉屋大学大学読理学研究科物費理学専攻(物理系)に諺土議文として提出した原稿を、本誌掲載のた

めに改編したもわである。カラー販については、以下をご覧ください。

http://www.r.phys.nagoya-u.ac仔/archive / mats凶 a-antibubble-feb2009. pdf 
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1 Introduction 

五鹸水とストローでできる岳然現象として、「シャボン玉jがある。子供のころ、誰でも一度は

シャボン玉で遊んだ経験はあるだろう。厚さ数μmの液膜をもち、空中をふわふわと漂うこの現

象には、ギブズやニュートンをはじめ多くの研究者が興味を持ち、これまで数多くの研究がなさ

れている。

ところで、シャボン玉と同じ材料と道具を使うと、もうてfとつ違った現象を見ることができる。

それが iAntibubbleJである。 Antibubbleは、液面に落とした液柱(以下、 ijetJと呼ぶ)が一

件化することなく、液中に潜り込み液濡に分裂する現象、およびその液痛のことであり、需単に言

えば「水の中にできるシャボン玉JであるG このAntibubbleは石鹸求に隈らず、スプレー液やコー

ヒ一、あるいはビールなどでも見られ、さらに誌原子力発電施設で用いられる冷却水中でも起こち

うる。冷却水の水量を調節する際、水中の泡の量でその量を調諒する方法があるが、 Antibubble

が生成されるとその調節が難しくなる。 Antibubbleを研究はそういった意味で、意義のあるもの

であるといえる。

しかし、この Antibubbleはシャボン玉と同じ材料・道具でできる現象であるにもかかわらず、

ごく最近まであまり研究されていない。生成要因や生成条件等未だ解明されていないことが多い

現象なのである。
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本研究は、 Antibubbleの宝成過程そモデ〉レ{とすることを呂的として行った。その結果、 jetの安

定性解析と剛体近似を用いた構単主モデルで、この現象を表すことに成功した。本論文では、構

築された Antibubbleの生或過程モデルについて述べていく。

第2章では、 Antibubbleがどのような現象であるか、これまでどのような研究が行われてきた

かを述べ、それらの研究のーっとして iA凶ibubbleの膜の厚さの導出」老紹介する9 第3章では、

本研究で構築した Antibubbleの生成過程モデルの概要を述べ、そのモデルで用いる ijetの安定

性解析j と「剛体近似」について説明するa そして、第4章では、このモデルから導出されるパ

ラメータと、実験から得られるパラメータとを比較し、このモデルの妥当性老議論する司

2 Antibubble 

2.1 現象

涜れや波などがない静かな水面に、水を滴下すると、水酉表面で一瞬のうちに一体化するむし

かし、石菌か}くを吊いると、波面表面に長時間存在する液濡を作ることができるむその存在時間〈以

下、「寿命Jと呼ぶ。)は、純水に比べて数 100倍も長くまり、さらにはその液濡の大きさが 1cm

以上のものも存在する向。液濡が液面上に長時間存在する現象には、これまで多くの研究者がそ

の解明に段り組んでいる向。

さて、石鹸水のjet(液柱)を石鹸水の液匿に滴下するとき、笹突速度が小さければ、jetは液滴と

なって液面表面に浮くが、その蕎突速度が適切であれば、?裏面上に浮かずにそのまま液面中に潜

り込むことがある[図 1】20 このように、 jetが港り込んで液請に分裂する現象、およびその潜

り込んだ液滴のことを iAntibubbleJと呼ぶG

図 1:Antibubble(左:Antibubble[直窪約 1cm]右:鼓裂直後)

このえ凶ibubble の形はほぼ球.JBであり、その寿命は石鹸本の場合で 1~2 分母どである。 洗ん

だAntibubbleがゆっくりと浮き上がってくることや、 Antibubbleが割れると[国 1(右)]のよう

に小さな気泡がいくつもできることから、 Antibubbleの膜は空気であることがわかるc

その形状や覇きなどの性賞がシャボン玉 (bubble)と似ており、多くの点で類m性老持っている

と考えられる【図 2】。そのため、 Antibubbleの摸は、シャボン玉の摸と同じように、界面活性

剤の分子の層であると考えられている9

図3はAntibubbleが生成される過程をビデオカメラ (Victor.JVCGR-HDl)で撮影したものであ

るc この図から、液面に落とされた石歯射ては議酉中に潜った後((2))、くびれて{③)、 Antibubble(舎)

2いずれも著者が撮影しており、格子関隔は lcmである。
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シャボン蓋穐諸島i討 An主ibubbl怠

国 2:シャボン玉と Antibubble(斜線部は液体を表すJ

となっていることがわかるc これは円環に張ったシャボン膜を吹いてシャボン玉を作ったときの

状況と似ている。

図 3:Antibubbleが生成される過程

また、本研究で行った現象観察では液濡を落とす管の直窪によって Antibubbleの大きさが違う

ことがわかった。内径0.6mmの管からできる Antibubbleは直窪が約 1mmであるのに対し、スト

ロー(内径5mm)からできる Antibubbleの直径は大きいもので約 1cmで、あったD これは内径の大

きな菅の方が、液滴を液面Lこ潜り込ませるために必要なエネルギ、ーをより多く広い草囲に与える

ことが可能なためであると考えられるc

2.2 過去の研究

この Antibubbleは、 1932年に豆u菖esらによって初めて報告され、 1974年に C.L.Sもongによっ

て命名された。しかし、それ以後、 2000年ごろまでほとんど研究されていなかった凸

2003年に S.Dorboloらが、空気膜を保つ理由を明らかにし、寿命が2分ほどの安定なAntibubble

を搾ることに成功した [2]0彼らは 2005年には、膜の厚さの理論的な導出に成功し、膜の空気の

挙重きそ訴究した [3]。

2006年には P.G五imらが、 Antibubbleの安定性にかかわる要因を謁査し、寿命が水中のミセ

ルの量や圧力に怯存し、 Antibubbleの半在に誌依存しまいことを発晃した [4]02008年には、よ

り容易に Antibubbleが生成できるような生成条件を導いている向。
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他にも、液面よりも比重が大きな液体でAntibubbleを作ると、浮上せずに下に沈んだり静止し

たりすることや、界面活性剤入りの液体だけでなくビールやコーヒーでも A以ibubbleを生成でき

ることがわかっている [4]0

このように、最近になって Antibubbleがどのような要因でできるのか、どのような条件だと

生成しやすいのかということは明らかになってきた。しかし、摸がどのように形成されるのか、

A凶 ibubbleがどのように生成されるのかについては、未だ明ちかになっていないc さらに、実験

についてはいくつかの研究があるが、理論的なもの記関してはほとんどない。

次第では、過去の理論的な研究のーっとして、空気摸の厚さの導出老紹介するD

2.3 膜の厚さ

S.Dorboloらは、 Antibubbleが生或された後の上昇速度がlまぽ一定であることに詮日し、それを

浮力と抵抗のつりあいによるものと考えたD この節では、被ろの理論[3)にしたがって、 Antibubble

の空気膜の厚さの導出を行う。

以下に、その流れを記す。

1. Navier四 Stokes方程式、連続の式を用いて、運動エネルギーの散逸を考える。

2.速度ポテンシャルを導入して、エネルギー散逸の式を書き換え、その式から Antibubble~こは

たらく抵抗力を導出するc

3.浮力を求め、それと抵誌とのつりあいから Antibubbleの空気醸の厚さ εを導出するG

4.具体的な髄を代入して理論値を求め、それと実験鐘を比較するc

エネルギー散逸

非圧縮、一様密度の涜体で、福なしの流れを復定するむ運動エネルギーの時間変化δE/δtは、

δEδ(fl.--，___¥ fiδ( 1 ? ¥ 1 lT  r r ( aUi ¥ 

EJ=戻lJ ~ puy dV ) = J I計三ρuy)I dV = J内 lvå~z ) (り

である (ρは密度〉。

また、非圧縮の連続の式は、

言7・u=o (詑=詑=0)
となる。

外力がないとすると、 Navier-S七okes方程式は、

となり、これを変形すると、

。Ui ， δUi 1δ'P ， μδ2Ui 
一一一一一一一一δt 凶花δXk ρaXi ρδX~ 

δUi a匂i 1 ap ，μδ2Ui 
一 一 一一一一一δt 山lI: åXk ρδXi ρ åx~

δI  p ，.， μ/δUi ，δUk ¥ 1 
- aXk l-'u例 -ykナ戸 "aXk--r石~)J
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となる〈μは粘性孫数、 pは圧力)。上の計葬で誌、連続の式[式 (2)]を用いた。

エネルギーの時間変化の式[式 (1)]に代入すると、

誓=j 的味8~k [-

=j卜u均k公三8~k [卜ザ十一 iトトμ川仰dイ匂U;] ιj匂味8~k [~(μベ(2詰t+主)]dV
= j 8~k トトドトベ2ト詰)]dV

-j[μ(去十号)剖dV

=1卜たかが)十州(tな)]dS 

-j[μ(ま÷告)出dV

ニ -j[μ(詰+切な]dV 

=ートf(2f+27)2dV 。)

となるc 上の計葬では、連続の式[式 (2)]と表面積分が0となることを用いた。

したがって、エネルギー散逸は次のようになる。

与 =jμf(23+27)2dV

=ーイ小包)2dV+μj35dS 

-2μj U X (マ×山性 )

今は謁なしの流れを考えているので、式 (4)の右辺第一項、第三項は 0になる。したがって、エ

ネルギー散逸は次のようになる。

与 =jμj(22÷27)dV=μf35dS

速度ポテンシャル

ここで Antibubbleのレイ/Jvズ数Re= 2ρURjμを考える (Uは定常な浮上速度、 RはAn-

tibubbleの半窪)0Kimらの実験問では、 200Cの石鹸水の密度や粘性係数は同温の水の場合とほと

んど変わらないとしているので、 R土 1x 10-2[m]、ρ=1 x 103[kgjm3]、μ=8.3 x 10-3[kgjm.s]、

U = 1 x 10-2(mjs]とすると、 Rec::::120となる G このとき、 Antibubbleは粘性流体中を流れる気

泡と考えることができるc

半径Rの気泡の犀りそ流れる理想流体の速度を t旬、その速度分布からのずれをd とすると、速

度分布は U 二均十ずとなるG これは連続の式

て7・Uo= 0 
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と境界条件 Uo→ U(r→∞)"Ur(U) = O(r二局在満たすむ今、気泡罵りの涜れが識なしとして、

Uo = Vrp 

ψ=(αγ十二)∞

この速度ポテンシャルザをとして、

とおくとい、 pは定数)、 vはLaplaceの式て72rp= 0を満たすので、

叫ω{担札O

匂均ザJθdρ0(0)伶例O的}= ;言=-(α 十三)si 

¥
a
gノ

ハむ
/
'
e
e

、、
、

(7) 

となる。境界条件から α、βを求めて代入すると、次のようになる。

跡的=ベ1一雲)c∞O
θ0)二 U(1十三)sin 

この速度分布が気泡表面の近く (rc::: R)に存在しているとして、式 (6)(7)に摂動部

(8) (ご <<R)R
 

T
 

一一
戸
、

(9) 

/0) = -u (1-JJω c::: -u [1 -(1 -3 ~) ] cos e 

0(0) = U (1十 2よ1;)3) sinO"" U [1 十~ (1-3会)トine

= ~ u (1 -~) sin 

そ代入すると

(10) 

となる。

Antibubble にかかる抵抗力

2πR2 sinede 

ぜ ~1ι。より U c::: Uoとして、式 (5)に式 (9)(10)を代入すると、

iE二 μJ[! (ω。小

ハりつd
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となるs 境界条件よりいT幼)r=R= 0であるから、上式に式 (8)を代入すると

十 μ 叫 ("0(0)干上=osin

=-MU2f山 8

となる。したがって、液滴にはたらく抵抗力 Fは次のようになる [6]0

F=  1δ I dE¥ μ 
二 一一一|一一一 1=12πRUμ2δU ¥ dt J -------r (11) 

Antibubbleにかかる浮力

Antibubbleに掛かる浮力は B=ρVgで表されるむ がま重力定数である口このとき、摸の厚さを

ε(<< R)とすると、次のように近叡できるc

ρVg c:::: 41rR2
Eρg (12) 

ここで、 R>>εより R十 ξ c::::Rとした。

Antibubbleの空気膜の厚さ

式 (11)(12)より、定営な速度 Uで運動している Antibubbleには

121rμRU=4πR2ερg 

という関蔀式が成り立つので、膜の厚さは

U
一
一
切

内
部
一
烏

一一 (13) 

となるむ

摸の理論f直の導出と実験僅との比較

Kimらの実験結果[喝を舟いると、譲請の密度ρ1x 103 [kgjm3]、粘性係数 μ8.3x 

10-3[kgj(m. s)]、上昇速度 U= 1 X 10-2[狙 js]であるから 1mlの液滴では半径R= 6.2 x 10-3[m] 

となり、式 (13)より鎮の淳さは ε=0.41 X 10-6 [m]となるo Kimらは測定誤差を含め、この方法

で膜の車さの平均彊を 0.6土 0.3x 10-6[m]と見積もっているむ

この理論値泣液請が破裂する厚さ (0.2~0.3x10-6[m])に近い。しかし、多くの実験では摸の厚

さはεc::::1 x 10-6[m]となっており、実験値よちも理論値の方がIJ¥さな語となっている。これには、

空気を非圧縮流体と仮定したことや界面活性高分子の効果が影響していると考えられるc

円
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3 Antibubbleの生成過程モデル

この章では、構築した生成過程モデルを提案する。まず、モデルの概要について述べた後、そ

のモデルに必要な fjet(譲柱)の安定性解析j と「関誌近{tuについて述べる。なお、 jetの安定性

解析については、その基礎となる fRayleighの繰形安定性理論j と、粘性項や周りの涜体の影響

を考慮した fTomotikaの線形安定性理論」、そして、本研究で用いる fKinoshitaの線形安定性理

論Jの3つを説明するG 最後に、モデルから導出されるものを具体的に計算する。

3.1 Antibubbleの運動を支記する方程式

まず、簡単のために次のことを板定する。

1.非圧縮、一様密度な涜体である

2.円柱産標、系で速度分布は z軸まわりに対称である。

3.あず空気膜はできるG つまり、 Antibubbleが生成される場合を考えるG

4. jetの底語は平面であり、底面での境界条件は考えないこと』こする。

この仮定の下で、 Antibubbleの生成過程モデルを考えるむ

AntibubbleのNavier-S七okes方程式は

付u ~， 1μ ョ
ニー十 (u. 可7) 匂=一一守p 十 ~V匂十 g
at ρ ρ  

(14) 

とな弘連続の式は

て7・u=O (15) 

となる D ここで、 uは内部涜体の速度、 pは圧力、 gは重力項、 ρ;ま密夏、 μは粘性{嘉数を表す。

落下方向は z軸方向とする。境界条件詰髄酉表面γ =むいうのにおいて

p(z) = p∞(z)十，V.nニ ρgz-， δ?γ83

11十 (δzら )212

とまる。ここで、 γは表面張力捺数である。

また、表面にある粒子が表面に存在するための条件は

(16) 

匂二竺三十 (u.V)rs 
at 

(17) 

となる。

さて、 4つの仮定の下で Antibubbleの運動を支配する方軽式をたてたが、このままでも解くこ

と泣因難である。したがって、より簡単なモデルを非るよ吾妻があるc

つ臼
弓

J



Antibubbleの生成過程モデル

3.2 生成過謹モデル

Antibubbleの生成過程を観察すると、 jet(譲柱〕が落下してからある程度の深さまで詑み込む

器((図 3】 CD~(Î))は部体円柱が落下しているように、その後 Antibubble が生成されるまでの

龍(【図 3](Î)~争)はその jet が不安定になってくびれているように見えた。

そこで、 Antibubbleの生成過程を【図 4]のように簡単なモデルで考えること;こする。

すなわち、 Antibubbleを二つの過程に分け、【毘 4]において、

・①~③:I寄せ体円柱として、 「翻体の運動方程式j を解く

e③~舎:jetが不安定になってくびれるとして、 Ijetの安定性解析」を行う

として、とのこつを合わせたもわを Antibubbleわ生成過程のモデルとする。

この生成過程モデルを現いると、 jetの半窪と液面からjet底菌までの初患の高さから、生成さ

れる Antibubbleの最大半径と生或時間が導出される。それらも含めたいくつかのAntibubbleの

パラメータは、次のように導出されるc

L jet の安定性解析から、 jet が最も不安定になる波長入max 、時定数(舎~@の時間〉ァ、 An

tibubbleの最大半笹TAB、およびAntibubble生成に必要なje七の量(高さ)lを導出する(第

3.3蔀、第3.4節)0

2. 1 の結果老、開体に近叙した jet の運動方程式に入れることで、 j伎が液面に達するまで (CD~

②)の時間九、およびjetが譲語表面からある深さ z=sまで潜り込むのに要する時間(争

~③の時間)しを考える(第3.5節)0そして、最援に Antibubbleが生成されるまでの時間T

を導出するs

3. 1 、 2 の結果と実験を比較し、線形近{~の範囲でこのモデルの妥当性を考察する(第 4 章)。

また、[図4】はーイ闘の Antibubbleが生成される場合のモデルであるが、初期条件を変えること

でAntibubbleが複数値生成される場合にも適応可能である。

3.3 je土の安定性解析と Antibubbleの不安定波長

2R 2R 

2R 

図 4:Antibubbleの生成過程モデル(一語だけ生成される場合)
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松田学

蛇口から水道水を流すと、蛇口付近ではjetは円柱形であるが、下にいくほどその

表面がくびれていき、さらに下の方で、は本滴になってしまう〔国5】Q これは、落下速

度が徐々に速くなることが主な原国となっているわけではないo jetが定常涜で、あっ

たとしても、不安定になってしまうのである。

この節では、そのjetの安定住について、次のようなjl展序で述べていく号

・豆町leighはそのjetを非圧縮・非粘性の液註ととらえ、その安定性老議論した。

第3.3項では、 jetの安定性理論の基礎となる、 fRayleighの隷形安定性理論J

を紹介する G

・第3.3項では、重力と粘牲を考麗して、第3.3項と同様の過程で"jetの安定住を

考える。その際、 fTornotikaの線影安定性理論j に帰着できることがわかるc

・最後に、第3.3項で、より実擦の現象にあった fKinoshi胞の鰻形安定性理論J

について説明し、この理論を用いてjet(J)不安定が最大となる波長および時定

数を導出する。

なお、このjetの安定性の議論は生成過程モデル[図 4]の@""'参に対応しているc
図 5:jetの

分裂

3.3.1 Rayleighの線形安定性理論

非粘性流体で外力がなく、 jet毘りの流体の影響がない場合を考えるD そのときのjetのEuler方

程式は

42+(包守)u]二羽

言+(uマ)ドケp

となる。円柱座標(落下方向は z軸方向)、 z軸まわり対幹とすると、 u = (匂TヲuθぅUz)= (仏Oぅ乱7)

となり、 Euler方程式はそれぞれ、

n
叩
一
針
n
叩
一
&

1
一
ρ
1
i
一
ρ

一

一

一
一
一
一

匂
一

Z

幻
一

Z

O
一O
弘
六
。

山

首

切

十

+

弘
一
円
計

L
M
一円芳

M

U

a

t

h

u

 

十

十

円
伽
一
説
伽
一
段

となる。

連続の式マ 'u=oを円柱座壊で書くと、

δu u 8ω 
τー十一十 τ一 =0
0γ r az 

となる。ここで、涜れの関数ψ(rぅz)を導入し、

18ψ 18'lt 
u二 一一一一 山一一一一一一

r 8zぅ r8γ

とすると、上式を濡たすG

式 (20)そ式 (18)(19)に代入する。

A
せっd

(18) 

(19) 

(20) 



Antibubbleの生成過程モデル

く式(18)> 

jTP=;桃山(tω)or (tω) -(t川ι(tω)

両辺;こ rozを作君させると、次のようになるo

c) 1 
?a p二例ψ+子 [附州ψ)一例(利J-二伊z仰 ?ψ) (21) 

<式(19)> 

j zp=令併+(tω)ι( -tω) -(t川ι(-tω)

両辺に Orを作用させると、

1 ~ ~ 1 ~ ~.. 1 -;仏p=-Faorψ+ヲ [θ州十(財)(可制)-(仰)(蜘)J， 

÷占[3(卸)(利一例似刊一二川(仰)

となるc さちに、再辺Lこγを作用させると、次のようになるD

c) 1 
-fzδ'rP二 -aoTψ 十 [OtδTψ+(orψ) (δjδzψ) -(δzψ) (δ何)J

γ 

+ 占[伊何[3(o引仰(伺川δ
3 
γ 

式 (21)、式 (22)から左辺を消すと

。ニ品(δjψ÷δ?ψ)

十七-δ仰 ÷川 (材ψ÷俳) 附(ゆ+仇ψ)J

十占 [(ar'lt)(ozor1t)一川(材料3蜘 )J十二♂z仰 Tψ)

となり、これを整理すると

[a÷;川 a-;附 δz 二ω ]Dψ二 O

(D三 rOr(tι) +O;) 

F
h
d
 

つd



松田学

となるむ Stokes近似より、

。ItDψニ O

となるので、 ψについて次の二つの方程式が得られる。

ゐψ=0

Dψ=0 

(23) 

(24) 

(25) 

式 (24)のとき、 jetはu= U = constの定常涜となるので、今の場合法不適。したがって、式(25)

だけを考えればよいc

式 (25)にψ=争1ei(n件以を代入すると、

叫[~ ι (や1ei(nt+kZ))] + a; か1ei(nt+kZ))= [卜叫叶ι(~årω杭叫位仇サ1う) 一内叶1]十←←い什iトレ什い什e
i
(作戸円4叫恥桝料山…(伊凶附附ηば附叫一t件M山+什鼎kz九z

キ 仇-;M一向 =0

と整理される。これは Bessel方程式より、 γ=0で有限な解は

ゆ1= Arh(kr) 

と書ける。ここで、 h(kァ)は修正された 1次の第 1種 Bessel関数であり、

ι(制 2m+1

h(kr) = ) : 

である。

したがって、 ψ註次のようになる。

ψ= Arh(kr)ぷ(nt+kz) (26) 

任意の瞬間における境界の方程式をむ =R+ごとおしここで、摂動部ごは、

妥= 叶叫いT戸d=4R= ; 雲l__ n = 必叫叫五副(同Aeiμεei(仰ei(nt+叫恥(伊ね

i汁τr=R

と定義されるため、

ご=;A時 R)ei(nt+kz)

となる。

この摂動を加えた境界で平密状襲が成り立つ、すまわち Laplaceの式が成り立つとして、次の

式を考えるG

¥
E
1
1
/
 

1
一品+

 

1
一九

〆

Jraza-
、、

ヴ一一AF 
P
 

(27) 

なお、 付きは外部の涜体の変数老表しているむ

F
O
 

q
J
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く式 (27)右辺>

原点中心の円台、ち少しずれた曲線の曲率 l/Rlは

1 1 1 1 

R1 R+ご R R2、

となるむここでご <<Rを用いたむ

また、それと鉛重主断面の曲率 1/R2は

1 _，. δ2c 
一 一一一-R2 一 δZ2

となるむ

よって、

1 1 1 1 F- δ2c 
一 一 一 一一一 一 -R1 'R2 R R2、 δぷ

1 ゐ k3
二一一一一亨Ah(kR)ei(叫 +kz)十とAh(kR)ei(nt+kz) R nR'l.---q----r n 

1 k 
=-.;::::+一一亨(k2R?-l)Ah(kR)♂(叫+kz)

R nR'l. 
(28) 

<式 (27)左辺>

1δipl rδw δw δ切 1 8ωi 
一一-， ・一一ー一一一 一一."一司ーーーー -"1" 一一ー一一・ r、.J _一 ーーーー-， 

ρδZ Ir=R Lθt -δr 一δzJr=R δt Ir=R 
δ(18ψ¥ n 

=戻(子五jd=4豆A(h(問 +kRlf(明 )ei(丸山) (泊)

ここで、 If(x) =九五(x)である。

再辺zで積分すれば、

p =  ご主以訟Ir~R = 話A(仏五(附 十 ほ出叫叫Z旦出;江(附 ei戸伊i(伽桝伽山(伊何附n叫叫叫t件叫+崎たz)+ Cl 伶

となるO また、長は定数 C2とするむ

以上より、 Laplaceの式[式 (27)]は次のようになる。

竺~A (h (kR) + kRζ(kR))♂(nt+kz) + Cl - C2 kR--¥-.1.¥----; ， -----i ¥----I} 

= ~ + ':ry (k2 R2 _山 (kR)ei(nt+kz)
R ' nR:l 

Cl - C2ニマ/Rとおけば、

竺~A (h(kR)十 kRlf(kR))♂(ぽ十kz)二三互(k2R2 -l)Ah(kR)ε伽 t+kz) (31) 
kR~~ \-.L\"'-~/ ' 'V_~- l\'V_~/J~ nR2 

円
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松田学

となり、これをポ について整理すると、

h(kR) 'i 
η2 = (kR)2 (k2 R2 -1) 

h(kR) + kR1i (kR)ρR3 

2，，2 ..¥ 1b(kR) 'i =(km(K2M-1)i一一一一一言
1o(kR) pR3 

となる。ここで、 1o(kR)は修正された 0次の第 1種 Bessel関数

ι(kR)2m 
1o(kR)二、

件。 22m(m!)2

であり、 4砕け =h(kけとかん(kγ)= 1l(kγ)十か1f(kr)を用いた口

(32) 

式 (32)より kR<1まらばポ <0となるので、平衡状態は不安定になるc これはつまり、平傷

状態はjetの周留の長さを越える渡長亨の撹乱に対して不安定になることを意味している。不安

定が最大になるときの kRは

Rlb(kR) υ(1  -k2 R2) 
10 (kR) 

を最大にする kRである。

Rayleighはこれに対してがR2= 0.4858を見出している [7]0したがって、最大不安定の波長

入maxは

入max 与=4制 x2R 

となる。

3.3.2 Antibubble生成碍のjetの安定性解析と Tomotikaの隷形安定性理論

前項の主ayleighによる jetの安定性解析は、非粘性で謂りの流誌の影響そ受けず、重力項がな

い流体に関する安定性解析で島る。 Antibubbleの場合法、粘性の影響、周りの流体の影響、そし

て重力の影響を考嘉する必要があるむこの項では、それらの影響を考慮して、 Antibubble生成時

のjetの安定性解析そ行う。

Antibubble生或時のjetの安定性解析

An七ibubble生成時のjetのNavier-Stokes方程式は

ヨ竺十 (u-V)u=-1vp+EV2u十g
δt P ρ 

となるo Uは速度、 ρは液体の密度、 pは圧力、 μは粘性{系数、 gは重力項を示すc

円柱座棒、で、 je七の速度分布がz軸まわり対称であるとすると、 u= (匂r，Ueぅ匂z)= (匂ぅ Oぅ宅v)とな

り、 Navier-Stokes方程式の成分表示は次の二つの式になる。
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連続の式v'u=oを円柱座標で書くと、

竺÷竺÷竺 =0
0， ， OZ 

となるG ここで、流れの関数ψ(，ぅ坊を導入して

18ψ1δ'It 
u二二一一一一""二二一一一一一

ァθZ' γδγ
(35) 

とすると、上式を講たす。

式 (35)を式 (33)(34)に代入するa

く式 (33)> 

;叫‘+(~ιψ)吋ω)-(~ω)ι(~ω) 
二十p+ν[8;(~ω)+;a(;ω) 十考 (~ω)]

;トω-古川2+;(制陥ψ)-;山(桝]

=-;伊ジ[~ (和十δ?ゅう占8r8z'lt]

両辺;こ，8z老作用させると、次のようになる口

斜計;[附仰zψ)一向)(利一二削除)

=-jw寸前伝÷ゆ)-;附) 附

く式 (34)> 

-Jaaψ 十 (~ω) 8r (-~ω) -(~ω)ι(-~伽)
=-;ω÷ ジ[8;(与￠)÷;ι(-~ω)+母(令ψ)]+ g 

~ [-8t8rψ十占制御)十:削同ψ)-;州(剃]

=十p+ ν[-~ (呼十叫ψ)+討'It-占ω1+g 

両辺に 8rを作用させると、

;δt蜘 J[桃山伽)(仇ψ)一例(蜘)J

+ 占[伊何同3引附(伺削δ

=-jw÷ν[-~ (蜘+桝ψ)+占(時÷的)-二呼
ψ
十二ιψ]

n
y
 

q
t
u
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となる。さらに、再辺;こ γを倖用させると、次のようになる。

aofψ÷;[aaψ+(制)(採り)-刷所ψ)]

十占(伊何[3(8引ω(伊州δ

コ r仏 P十ν1-(8;ψ÷δ怜)十~ (28;ψ÷科 ψ)-二酌+:38rtP¥ o I r ' r~ r~ I 

式 (36)、式 (3ちから左辺を清すと

品(8;ψ÷δ?ψ)÷1[-aaψ 十 (δzψ)(δT83ψ+δfψ) -(δTψ) (δ?ψ÷δ九ψ)J
T 

÷占[伽)断的一制(時十時)]十二例制

=ジ I(δfψ÷針。?ψ÷07ψ)= 
(2ゆ一札ゆ)-~8rtP l I'_A _'>_'> _A ，1'_0 __，>， 3_ I 

I ' - 'r' ru I 

となり、整理すると次のようになる。

(D == r8r (~サィ)
S七okes近似を用いると、

。~Dψ ~vDDψ

と書けるので、整理すると、

(Dーか)Dψ=0

となる。それぞれ可換より

(Dーか)ゎ=。
となるc ここで仇=争1

ei(nt十kz)、tP2=争2e(nt+kz)として弐入すると

d2宇1 1 dゆ1 安

1 ')一一一~-k~釘 =0
αr"" r ar 

d2ft2 1 dわ/ョ in¥; d2φ2 1 dft2 ヨtです一一ーァー 1k..!. + =)  O2 =で7 一一ーァ -kfo2 = 0 
αγ自 γαγ ¥ V I αr~ rαァ ー

となる口

(37) 

(38) 

この二つの式は罷方とも Bessel方程式の形をしているc 式 (38)から、流れの関数ψは次のよう

になるc

ψ=ψ1十 ψ2

= [A1rh(kγ)十B1rK1(kr)十A2rh(k1r)十B2rK1(k1r)]♂(nt十kz)

-320ー
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ここで、 11(kr)、K1(kけはそれぞれ修正された 1次の第 1題、第2撞 Bessel関数

長(kr)叫 1
h(kr) = ) : 

K1(k←~ IhCk叶己÷κ)-~ε 円十九十1 ，(kr)2m+l+去|
l~ l\ 'V' / ¥--- 2 ")  2 ~ 22払 fムm!(m+ 1)1 ¥'V' ! ' kr J 

九二~ 0 1 (m = 0のときi
I 1 十~+・・・+ ~ [m = S:f= 0のときj

κ=  0.5772・・・ CEulerの定数〕

である。

この Antibubble生成時のjetの安定性解析において重力の効果を考嘉したが、結果的に重力の

効果がない線形安定性解析に帰着することができたQ この線形安定住解析は Tomotikaの線形安定

性理論と一致している (8]0したがって、ここからは Tomotikaの理論に従い、 jetの安定笠を議論

するc

Tomo土ikaの線形安定性理論

jet内部と jet周りの議体について考える。 jet内部で誌中心 (γ=0)で非有界争解K1を持つこ

とは不適当であり、 jet思りでは無理遠 (γ ニ∞)で非有界な解hを持つことは不適当であるc し

たがって、 jet内部の流れ関数をψ、jet周りの液体の流れ関数を長とすると、

ψ= [A1rh(kγ) + A2rh(k1γ)] ei(nt十幻)

長二 [BlγKl(kγ)+B2γK1(k1γ)]ei(ぱ十kz)

kiニ k
2+守

とおくことができるc なお、以後 付きはjet廃りの流体の変数を表すこと;こするむ

次に、下記の4つの境界条件

1. jet境界で uは連続

2. jet境界で切は連続

3. je七境界で接隷応力は連続

4. Laplaceの式[式 (27)]

を考え、孫数A1、A2、Bl、B2~こ関する 4 つの方程式を導出する。

く境界条件1>

jet境界でむは連続より

匂 Ir=R二 Ulr=R

つ山qu
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である。左辺は

1δψi 
Ulr=R - 子8zIr=R 

r lδ}  
こ iじ子芯az(γrA1I込剥I五引1(kか制γけ)+十，γ吟r

L' VN  J r=R 

=i伐k(A1I五1(持kR)+ A2Iι1(件klR)片)ε♂i(伊ηばt件+た幻z)

となる。右辺も同様に

A

御一日的
1
一
γ一一R

 
一一T

 

A
H
U
 

r=R 

= ik (B1K1 (kR) + B2Kl (k1R)) ei(nt+kz) 

と主る。したがって、次のようになるG

A1h (kR) + A2h (k1R) = B1K1 (kR)十 B2K1(k1R) (39) 

く境界条件2>

jet境界で初は連続より

切ら=R= Wlr=R 

であるc 左辺は

1 18ψ| 
切ら= R -一子 8rIr=R 

1 1δ]  =-1芯 (rA出 kr)打、A2h(klr))ε料 kz)1 
L I '-'， J r=R 

主同RIo間十 A2klR~仇Rげ
となる。右逗も同様に

18'I/J 
叫r=R- 一子妄

r=R 

主回RKo(kR)十 B2式μ k

となる G ここで、 Io(kr)、Ko(kけはそれぞれ修正された 0次の第 1種、第2種 Bessel関数

ι (kr)2m 
Io(kr) = ) ，つっと。 22m(m!)2

1_ ，_ ， f _ kr ¥ よ?._ h7n  ，_ ，，，_1 
Ko(か)= ~ 110ル)( ln "'~ +κ)-~つ m :)(kr)2mI l-V ，. _. / ¥ ---2 ，. -;件。22m(m!)2\'~' J J 

であり、五(kR)+ kRI't (kR) = kRIo(kR)、Kl(kR)十 kRK't(kR) = kRKo(kR)を用いたc

したがって、次のようになる9

AlkRIo(kR) + A2klRIo(klR) = BlkRKo(kR)十 B2klRKo(klR) (40) 

q
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Antibubbleの生或過程モデル

く境界条件3>

接隷応力はμ(δT切十δzu)と書ける D これに流れの関数ψを代入すると、境界条件は次のように

書くことができる D

μ(俳 -107ψ-03ψ) =μ(術 1δふ-δ?什
¥ ' ノ r=R ¥ I ノr=R

ψ=γ(A1h(kγ)十A2h(k'r) )ei(nt+kz)三 r(仇1十仇2)ei(nt+kz)を用いて、左辺を変形すると、

μ (仇-;桝仙川αa1一 尋の私仇弘如吋αal)，う)，戸J=

二(叫仇1+μ;砧 2Ln
ニ 2μ内 a1十μ守山

となるo krニ k2
十 in/ジより、

μトδf-!δTψ一δ?ψ) =μ[2内 lRh(kR)十 (k2十 kr)A2Rh(k1R)] 
¥毛 Ir=R 

と書けるc 右辺も同様;こすると

μ(母;仰ーが)r~R =μ[2内 RK1附 +(k
2 + kf四 K1(k1R)]

と書ける。

したがって、次のようにきる G

2k2 A1Rh(kR) + (k2十ぜ)A2Rl1(k1R)

= 2k2B1RK1(kR)十〈計十 ki)B2Rkl(hR)

く境界条件4>

Laplace方程式[式 (27)Jの左辺を考える。

N avier-Stokes方程式より、長については次のように書ける。

δz (~) = -8tw一山仰 い( 府十 ;い か)

上式の第四項は、 ψを用いて、

1 I _ ':> ^ _ _') ^ ¥ 

δ2d 十一δ~w+ δ2d= (房長十品δ;-o)+一万房長一 _!_Q8r-o 
γγ¥  /γ~ r~ 

と書くことができるD

-323-
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松田学

長=γ(B1K1(kけ+B2Kl(k'r))ei(nt+kz)三ア(仇1十世b2)ei(nt+kz)として代入すると

-~{母ト(仇1 + 1>b2)ei附 kZ)]+叫 [γ(ゆbl十知)e
i山 Z)]} 

十主δ2!r(Ob1+φ的取以叶 -4δγ|γ(1>bl十ゆるが{ね叫斗
γ~.l J rv L J 

= {[_k3φZ-k?世話+k2(k弘1十 k11>~2)] 

十 ;[-2(叫÷叫)付2(争U 仇2)] 

÷主(k1>~l 十 k1 1>~2) -
"，

13 (1)bl +仇2)いz附お) (叫
ru 1 

となる。よって、

ι(~) ~-ÔtW+V(前十 ;M+ゆ)
-ぞ(仇1 十仇2 十 kr1>~l 十

一方、

§ ν長手ーた2

三=一一」一一=-Br科2十でδ'r(仇1十1>b2)
p ik γκ  

とおくと、その z微分は

ι(ouL2-L2f¥  ~) =一ーム-.~--Ôr山b2ei(nt+kz)) +か吋(知+似ei(nt+kz)
] ρ ik r 

-， -~ 

¥ 
T V~ 

} 

= ぞ(内÷均十同1+ω;ら2ジ2)ei(

÷ ν I (k2ki ψ孔佑;ら2一k ? 争弘佑;らω2ジ)一~(k2 φ b位2一k ? ゆ仇b但2ρ刈)バ|εei(伊
η川 z吟) (4必叫5め) 

l γi  

となる G

式 (44)と式 (45)が近似的に等しいとすると、

fj v k子ーた2

三=一一」一一δT伽十一刻何十知)
ρ ik r 

(46) 

と霞いても良いc

ところで、戸主円柱座標での速度分考を考憲すると、

長=一品T 十2μき。γ

吋 rr 一長十 2μ学
ar 

と在るつしたがって、式 (47)に式 (46)を代入すれば、次のようになる。

Prr =μiki一山知 z δ(中bl十知)1ηρO(ゆるけ知)
=ul一一一一一一一一 +2ik";_ I TU.l ' TV'<' 11一一一I ikr δγ ， - _. -

or ¥ r J I kr or 

(47) 

44 
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Antibubbleの生成過程モデル

Laplaceの式の右辺マ(1/R1十 1/R2)を考える。任意の瞬罷における境界の方程式はら =R十と

である。ここで、摂動音~e は、

δe I 1δψI ik II 
友 u叫叫叫iらルIr=戸'=R- r 吾石司z訂iじLιιιIr=τ戸戸戸戸署円勺℃ττ=R

と定義されるc よって、ごは

ご=会ψ\r~R
となるむ

原点中心の円から少しずれた邑糠の曲率 1/R1は

1 1 1 

R1 R R2"" 

となる G ここで、ご <<Rを用いたむ

それと鉛直な断面の曲率 1/R2は

1 .....δ2c 
一一…---R2 Y'~ dz2 

となる。

よって、

1 1 1 1片 δ2c
一 一 一 一一一一-Rl I R2 R R2、 δZ2

1 k 
二一十一τ(k2R2 -1) (A1h (kR)十 A2h(klR))ei(nt+kz) 

R . nR“ 

となるから、

ヴ(十走)ェマ[ド(kZJ1L(ψ山a2l~R
となるむ

以上より、 Laplaceの式は

7k(k2R2 -1) I ~ 1. I _1. ¥ 1 

Pr斗=R Prrlr=R I'~\'~~~~:_:{ -; (ψα1十 ψα2)1 

η R3lT=R  

となり、書き換えると次のようになる。

μ[日 drtb2_J_ ')，; 0!!_ (ーリ-山1+φb2)
ikr or ，-…θγ¥ r ) Jr=R kr δγ 

=μ[戸日笠也三笠ι~_J_')一内
ikrγ.δγ ， -←ν 一δγ¥ r } Jr、=R kγδγ r=R 

γk(伶k2R2
一 lL1 ， 1 ¥1 一 (ゆα1十仇2)I 

Ir=R 

に
U
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ゆα1、手α2、仇1、科2を元に更すと、

r 0_'1-2 TI /1_ n¥ nρ 7(k
2 
R

2 
- 1) k T (L  nJ 

A112iFI;(kR)--Jo(kRH P2Z771(kR)i 
iμ .n~ nj.l J 

r"'L1_ Tlf7_ n¥ ， ，(k2R2 
-1) k T fL  nJ + A2 l2ikkl1~ (k1R) + っ_."h(k1R)1 I よ R"2 nμj  

IO'12T.T!11 7O¥ nρi  
-Bl L 2ik"2 K~ (kR) -'; Ko(kR) J -B22ikklK~ (k1R) = 0 (48) 

となる。

式 (39)(40) (41) (48)を改めて記すと、次のようになる。

A1h(kR) + A2h(k1R) -BIKl(kR) -B2K1(k1R) = 0 

A1kR1o(kR) + A2k1R1o(klR) 

-B1kRKo(kR) -B2klRKo(k1R) = 0 

A12k
2h(kR) + A2(k

2 +将)h(k1R) 

-B12k
2K1(kR) -B2(が÷呼)Kl(k1R)= 0 

AIFl十 A2九 -BIF3 -B2九 =0

2 rl {1_ n ¥  nρ マ(k2R2 
- 1) k 

F1ニ 2ik"21~ (ほ)-2_1o(kR) + っ ~h(kR)
μR三 nμ

γ(k2 R2 - 1) k 
ら =2ikkl1~ (k1R) + っ _::_h(k1R)R"2 rるμ

乃 =2ik2K~同一デん(明

日 =2ikklK~ (k1R) 

A1、A2、B1、B2~こ関する連立方程式が G 以外の解を持つために誌、その語数の行事IJ式が G となる

必要がある。したがって、

11 (kR) h (k1R) K1 (kR) K1 (k1R) 

kRん(kR) klRIo(klR) kRKo(kR) k1RKo(k1R) 
1=0 

2k2h(kR) (k2十吋)h(k1R) 2k2 K1(kR) (計十ぜ)K1(k1R)

九 九月九

となる G

簡単のため、 ρ<<1とした後、初について展開し、整理すると次のようになるc

η=ユー (1-k2 R2)争(kR)=JL(1-Z2)争(x) (49) 
2Rμ 2Rμ 

ここで、 kR二 Lむとした。

争(x)は

N(x) 
争(x)=一一

D(x) 

po 
つわ】つd



Antibubbleの生成過程モデル

でよ子えられるo N(討、 D(x)はそれぞれ

N(x) = h(叫ム1- x [xIo(x) -h(x)Jム2

D(x) = [xIo(x) -h (x))ム1一 [(X2+ l)h(x) -xIo(x)Jム2

-[xKo(x) + Kl(X)]ム3- [(X2十 l)Kl(X)十 xK(x)Jム4

であり、

xIo(x)一五(x) Kl(X) -xKo(x) -Kl(X) 

ム1= IIo(x) + xh(x) -Ko(x) -Ko(x) + xK1(吟

xIo(x) Kl(X) -xKo(x) 

h(x) Kl(X) -xKo(x) -Kl(X) 

ム2= IIo(x) -Ko(吋 -Ko(x)+ XKl(X) 
h(x) Kl(X) -xKo伊)

h(x) xIo(x) -h(x) -xKo(x) -Kl(X) 

ム3= IIo(叫ん(x)+XIl(X) -Ko糾 +XKl(X) 

h(x) xIo(x) -xKo(x) 

h(x) xIo伊)-h(x) Kl(X) 

ム4= IIo(x) Io(x)十 xh(x) -Ko(り
h (x) xIo(x) Kl (x) I 

で島るむこの式 (49)を解き、仰の実部が最大になる kRを求める。波長は入=守より、最大の

不安定波長入恐慌がわかる。 Tomo七ikaはこの方法で、最大の不安定波長を 11.56x Rと導き出し

た[針。

具枠的2こR= 2.5 X 10-3[m]とすると、 λmax= 2.79 X 10-2 [m]となる。

Antibubble生成におけるjetの安定性解析は、結果的に Tomotikaの理論に集約され、その理論

を用いることでjetの不安定波長を得ることができた5 しかし、 Tomotikaの理論は、内部流体と

外部読体の粘性係数の比が 0.2<外部/内部<100では、実験とあまり一致しない。 Antibubble

の場合誌、粘性保数は内部と外部で一致するために比は 1となることから、その範留でより実験

と一致する理論を用いるお要がある。

3.3.3 Kinoshitaの線形安定性理論と Antibubbleの不安定波長

Kinoshitaらは独邑の線形安定性理論を用いて、事占性{系数の比が0.2<外部/内部<100の範圏

で、より実験と一致した理論を構築した問。この Kinoshitaの理論は、 Tomotikaの理論より実諜

の現象に近いということだけでなく、不安定波長を導出する際、式の中にパラメータの項が揚に

入っているため、パラメータの値によって不安定波長がどう変化するかを考えやすいという利点

もあるG この項では Kinoshitaの理論を紹介し、それを Antibubbleのモデル式を導入することで

不安定波長の導出を試みるc

ウ
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松田学

Kinoshitaの諌形安定性理論

まず、 jet内部のエネルギー保存を考える。エネルギー保存の式辻、

tδ (~pur) dV + 1 志計{一ρ d引仰iμdV十 j 匂明叩ξ向匂fijdV行j
υι\~ J Jγ J  

と書ける。ここで、 V:体積、 s:表面積、 t:時問、 ρ:液体の密度、同:i番自の速度、 g:重力

加速度、 z: jetの進有方向の産標、 Tij.応力テンソル、匂:歪みテンソル、 ηj .法線成分であるc

jet内部にエネルギー保存を用いることで、 Navier-Stokes方程式は外部のみに遺応することに

なる。そのため、未定語数が少まくなり、より笥単に導出することができる。

jet周りの液捧の Navier-Stokes方程式は

δ企 1_^ 兵ョ
ー一=一τマP+てて7L;U+g
δt T ~ T 

(51) 

となる。これ以後、 付きはjetJ司りの涜体のパラメータ老表すとする。また、 Kinoshitaは右辺

の重力項老考えていないが、今は重力項も考える。

連続の式は

V'Uニ o ， 究7.u= 0 (52) 

となる。

境界で速度が連続より

U"， I = U"， I 
. Ir=rs ・lr=rs

Uゥ|二 U"， I
~Ir二=rs ~ Ir=rs 

(53) 

ときり、境界でのつりあいは

叫にちん=rs- r (土寸)戸r.= [一員十24-7G寸)Lr
Tι 

(54) 

(55) 

となる。ここで、九はjetの翻面表面を表すc

くjet内部の速度:Uz、偽>

jetの観面表面をむ =R + o:(t) cos kzとするむここで、 kは波数である。

流量の保存から

ハυ一一

守
企

S
一

γ
一

π
一z

h
一δ

円。一十
つ
e
s
一

T
一
'
す
む

介
ス
O

円。一 (56) 

となるc ここで、第一項は断面護の変化、第二項は流入量と流出量の差である。この涜量の保存

を用いることで、表面での読れのみで内部の速度を導出することができる。

上式を整理すると、

2a cos kz -1l•z kαsinkz 2acoskz 
δz包z 一一(品九十包zδz九)二一

R+αcoskz R 

Q
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Antibubbleの生成過程モデル

であるかろ、匂zは

2 
Uウ一一←一一…一一 K:Z

ん kR一一一一一 (57) 

となる口ここで、企=舎である凸

また、連続の式より

:山r)十仇 =0

2ocoskz 
FOT(T包r)二 -Ozuz=R

T匂T-dcoskzγ2 
-

R 

であるから、

匂T二台ωz (58) 

となる。

次にエネルギー保在の式 (50)を考える。

く式 (50)第 1項 >

式 (57)(58)を用いると、第 1項辻次のようになる。

か( が)dV= ρp !vCurur + 叩叫叫z)d

= ρLμ[(位主←←白釘C凶O
十Lμ(古叫zう)(五山

=P~~ fr吋 21T吋平山zdz

+埠f吋2Vot九山dz

=キh8÷山側

ここで、 a=岳、 zの範囲は O→ 2子とした。また、 kR=可とおいた。

く式 (50)第 2項>

応力テンソル旬、歪みテンソル匂はそれぞれ

2δ包T
む

δUr 2δUγ 。 δUr 。γ
2 

1Lr 
δz 1 

δγ 
2 
14γ 

8z 

'ij μl 9 。
ξ2)・ー-ー- 。 。

8ur 

γ 

2δUz 
2 

δ'Ur 

γ 

2δUz 。 む
δz 8z 。z 。z

Q
d
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松田学

である。よって、第2項誌次のように急る 5

[ TijtijdV = ~JL [ (去十27)2dV
=iμ[[仰 T

1 r陪81π了2mR つ 81f2mR っ 321f2mR 弓 21f2mR0 _ 01 
=ず α斗 2"， 6;'"十 2η 6;'"+ 2"， η"'a"'J 

=キ丘町2げ 附

く式 (50)第 3項>

第 3項を展開すると、次のようになる。

fs TijUinjdS = 一fsTUr台科料u偽凶T

j心♂(仕仔tシ十3シu必んキ寸fsIt(8川 rU色いZ汁÷什8弘Z

式 (61)の右辺を考える。

[式 (61)右辺第 3項]

右辺第3項の被積分関数を考えると、次のように書ける。

γ(と寸)=マ(ミ+v.n)
境界rs= R十 αcoskzを代入すると、

1 1 1 (_α ー¥ 1α  
一r-...;一一 I1 --=-cos ~ Z I二一一一一一 COSkz
九 R十 αcoskz-R ¥- R 山 ) R R2 ~~~山M

となる G また、 n=一[1十 (θIzrs)2]ーさ (1，0ぅδ!zrs)より、

可7・n=
δ?γs 

il÷(OzTs)2ji 

となり、境界の式を代入すると、

となる。

て7・n= αk
2
COS kz αポcoskz

32αK2coekz=R2 
[1十 α2k2sin2 kzJ玉

以上より、式 (61)右辺第3項は次のようになる。

-fs i (土寸)ω=-fs i (トマ n)衿

=一主礼Lω+手(1ー η刈coskz (トoskz)dS 

-330-
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[式 (61)右辺第 1項]

(63) 

(64) 

jet周りの液体の Navier-Stokes方程式を成分表示は、次のように書けるむ

Q
d
 

十

1
1
i
1
1」
可

Illa--」

Z

T

 

〈

M
U

〈
肘
帥

っ
“
z
っ
-
z

n
o
n
o
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+

÷
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/
、
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，
，
，
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T
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〈
例

u

a
ι
 

T
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/
4
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、

〆

2
3
¥

a
n叫

-一
T

1

-

T

F
i
i
i
3
4
2
i」

F
2
2
2
2
2
2
2
2
2』

〈μ
一〈
ρAμ
一Aρ

ム
ー
÷

A
P

〈

P

R
4
4
 

-
一
長
'
1
一β
'

一

一

一
一
一
一

Z

T

 

〈

匂

〈

u

a

a

 式 (63)において、幸子の現地と比べて小さいため、無視できる。また、 γ→∞のとき一様流

であることから、幸子→ 0とすることができる。したがって、式 (63)の右辺第 2項は 0となり、

次のように書くことができる。

8色'7 1 8 ， 

一一子=一一工て浄一旬z)
ar paz 

速度ポテンシャルvを用いて、 Ur= δV?/δr， Uz δψ/δzとおく。 これを上式に代入すると、

δδcp 1δ 
一一二一一;:(t -pgz) 
δtδz pδz 

81p 1 
今一二一世一戸gz)。t ρ

(65) 

これが、連続の式V ・u=Oを満たすとすると、

ハ
υ

ハ
υ

一
一
一
一

z

p

h

V

 

4

2

 

、人右

noj

十

十
T

r

w

，
 

A

U

3

ャ

1
一
γ

ー一
γ

十

十

〈

羽

町

川

γ

T

っ“

r

a

δ

 ベ↓

となる。

となるGψ=φ(γ)cos kzとして、式 (66)~こ代入すると、ゃについての Bessel 方程式となり、ゆ=

AKo(kけと書くことができる。ここで、 Ko(kr)は修正された 0次の第2種 Bessel関数

附 )~ ~ [愉)(ヰκ)-主よ!)2(制2m]

仙)二主2jhG2

m~{叶÷+i [m=Oのときi
[m=sチ9のとき]

CEulerの定数〕

であるc この第2種 Bessel関数は γ→ ocで有界である。

よって、 ψは次のようになるc

(66) 子=AKo(か)cos kz 
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松田学

γ=九のとき

z12d.  
r~rs 一五五 Sln X;z 

となる。また、 Ko(krs)::::: Ko(kR)より

企Z¥r=rs-討 竺一川o(開制Z
~.~ Ir=rs 

となるo Uz Ir=rs土 台zlr=rsであるから、

一竺sinkz = -kAKo(kR)釘 kz
kR 

A = 2o '"" o -

kkRKo(kR) -kKl (kR) 

となる。ここで、 Kl(kけは修正された 1次の第 2種 Bessel関数

I T I 1 ¥ (， kr ¥ 1ぶ hm 十 hmA ワム1 1 I 
K 1 (kr) = -=-I h (制 (ln'~ +κ!一一、、 十 ，(kr)Lm+l十一ir.L¥'V- ) ¥--- 2 ''"} 2 ~ 22m+lm!(m十月!"" J ' kr I 

去三 (kr)2m+l 
h(kγ) = ) : 

である。また、 Ko(か)/Kl(kr)竺 2/kr老用いた。

したがって、

ψoKo(kr) _ ~ _ L 

-・一一
kK1(kR) ~-~ー

となり、可 =kRとおくと式 (65)より、

A 8ψ 片品Ko(kγ) ~~. 1. 

p-ρgz= -ρ一一= _ _ _ " cos x; 。t kK1(η) 一
(67) 

となる。

以上より、式 (61)右辺第 1項は次のようになる。

r ~_. JCI r戸aKo(たγ ) γ f-I turdS = I r:-~~v>-~) cos kz・:_ocoskzdS十内 I-;. cos kzdS 
Jsr~/ ~- Js kK式的 R ~ ~~~ 'V_~~ ， t-'ZJ J s 

J21jdoh)cω2 kzdS 
K1(η) Js 

27r
2msR3 Ko(的.日

(68) 
η2 K1(η) 

[式 (61)右辺第2項、第4項]

式 (67)より、

Ko砕け ηδ( 2osinkz ¥ Ko(kr) 
芯(長-sgZ) = asinkz一一=一一卜 )一一

K1(η) 28t ¥ η ) K1(η) 

ηKo(kr)δuzl 

2 K1(η) 8t Ir=r 

つ山
内

4
d
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Antibubbleの生或過程モデル

とえ主るむこれを式 (63)に代入すると、

δ企zηKo(kr)δuzl 兵1δ/δ^¥ 
δt 2 K1(η}δt!TZT fAγδγ¥. 8r山 Z)

となる。ここで、式 (63)の右辺第3項は地項に比べ小さいので、無担した。

上式の各項の次数を比較すると

ま(守)=0 

とおくことt/iできる。したがって

1
1
i
i
i
J
 

、‘ー，ノ
i
z
u
 z

 

'''・
z

・弘、、ヲ“C
 

÷
 

¥
1
1
/
 

R
一ma--，

/
J
s
i
t
¥
 

1
4
 

噌

E
A

1
a
i
 

r
B
i
l
i
-
-』

、1
2ノιι z

 

〆'号、、気ームC
 

一一Z
 

A
M
M
 

とおけるむ γが十分大きいところでは、

δ<p ， Ko(kγ) 
Uz n. α一一~sinkz ~一的Ko(kr)sin kz δz -K

1
(η) -~~~ ."~ -

となる。ここで、 R<<Z (η< 1)で;K1(η)2jを用いた。

また、境界γ=らで

uzlγ=rs ~ C1C2二 uzlr=rs 竺sinkz
η 

となるむ

これら二つの条件を講たすように、係数C1、C2を決めると、

C1= 一企ηsinkz

2 
し 2二日E

とおくことができ、

可
2
2
2
2
2
2
2
3
J

2

一ポ
十

¥
1
1
2
1
/
 

R
一
γ

/
j
z
i
¥、

n
 

電

t
i

「
I
l
l
i
-
-
t
L

z
 

'
k
 

nu s
 

7
2
 

命

2・α一一Z
 

A
M
U
 

(69) 

となる。

上式より

δUzl 白TJsin kz~dTJ sin kz 

8r Ir=rs rs r~ R 

とおくことができるむ

したがって、式 (61)右辺第 2項、第4項は次のようになるc

[1特別476÷j山 z+ 8zur )uzdS I O"-O"_  ~ 1長(8ruz)Uzlr=rQdS 
S J S J r=r s J S I r=r s 

= fs p(!_γ~(叩nkz主) dS 

47r
2mRpo2 

(70) 
η 
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松田学

以上より、式 (62)(68)(70)を式 (61)に代入すると、

L明町dS=ーかrdS+ ls訪問r=川 S

-fs i (士十土)山十Lか兵似+ιω叫dι刈r)r=rs 
2πポ2mtR3Ko(付ωη引).日 41f2mR[1o:2=主竺1(1ーポ)ぬ十 一一αα-.. "--T-- (71) 

η2 Kl(可) η

と者る。

くエネルギー保害式>

式 (59)(60)(71)より、エネルギー保存式[式 (50)]は、次のようになる 0

8二キ2M必+平山)企2

2¥ . ~ 21f
2mtR3}G以前... 41f

2mR[1o:2 
-一一一 (1ーのαα 一 2 一一切十

2 Kl(η)η  

一般に、 Antibubbleは内部と外部は需種の液体であるから、 ρ=ムμ=兵となるc また、今の

場合Ko(η)!Kl(η)~ 0となるので、上式を αについて整理すると、

十 μη2 1;<">¥1+長l+ / 4 ~ ， 1 o: -_，η2 1ーポ
一一一!辺、 /十 ~ ， Iα 一一一一一 α=0 
4R2ρl ~- (1十事)， (1 +害)J ~ 2pR3 (1 + ~2) 

となるむ近似すると、

&+4吟 -EF2(1ーかとむ

となり、さらに α=αoeω人 s2= 2pR3w2/γ、χ=μ1(2pRi)lj2として整理すると、次のように

なる。

s2十8χη2β=η2(1ーポ)
これは9についての二次方程式となっているので、グについて解くと、

s=  -4Xη2十 η[(16X2-1)η2十 1]i

(72) 

(73) 

となる D

βcx:wより、波長の不安定が最も大きいのは、 βが極大にまるときである。このときのη=ηmax

とすると、

η辺部二 (2十 §χ)一三 (74) 

となる [9Jo

したがって、 ηmax= 2πR/Amaxより、最大の不安定波長入祖国は次のようになるG

21f 
Amax = 1 R三 YR

(2十 8X)一五
(75) 

44 
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Antibubbleの生成過程モデル

3.4 Antibubbleの半径と時定数

時定数

式 (73)を用いると、時定数(不安定が増大する碍闇)ァは、次のようになる。

1 1 f2ρR31ーさ μR 
アニー-I一一一一 i

ω s L i J iX { -4X7]~ax 十7]max [(誌が-1)ηふ +ll~} 
2R(年十J戸高)

7 

(77)λmax 

2 

λ恐慌

Antibubbleの最大半径

函 6のように、 An七ibubbleが生成されるとする30 図中の体積町、

見、乃はそれぞれ、

1 4 ，__，') 16_') 
Vl =一・一π(2R).5二一7τRJ

2 3 

巧 =t'担入ヘγ

=fmaxT(-RcosまZ+R)2dz 

=dfma11-2cosι叶~ (1 +ω守十z

フ i λax. 27了 入国aェ 41f 1ヨ入国間
= 1fR~ I ~Z 一一一-sm 一一:_z+~sin~zl

i πλmax  8介入max-J 0 

=;d」 同

(76) 

2 

図 6:Antibubbleの体積

(一掴の場合〉

ち二t'卦入ん沼ヘ&町X)π貯γ

二 12豆入泊

~1(R 2π ~r ¥ -2cOS Amご+2)

πR2 i3 入max. 2π 入車ax. 4π 1 ~入max
二一一一一一 I-Z-一一一一-Sln-=-一一一-Z十一一一一-Sln-一一一-ZI

4 12 π 入max 8π 一
入滋ax-Jo

二三πR2入rn ，，~
16 

山山A

となるむ

(79) 

3本研究で詰寄単のため、振幅を 2Rとしたが、実際は体積保存と語界体積を考麗して決める必要がある。ただし、
実際の現象の振幅泣く 2Rより、線形近イ誌の範罰では妥当といえる。
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松田学

Antibubbleの最大体積は

16 っ 3 _C)  

V12 = ¥;]_十九二百πR0十fR勺泊以

_C) f 16 3__¥ 
=1τrc 1-一 一 十 -r I 

¥ 3 4 } 

より、 Antibubbleの最大半径TABは次のようになる。

トァ1B=πR3(136 +~Y) 

rAB = ~ (32 十 ~Y) 互 (80) 

最大の Antibubble生成に必要な濠体の量

最大半窪のAntibubbleを一個生成するために最抵限必要な液体の体積Vは、

。f16 15_ _ ¥ v=間十ち÷日 =7tRJi-+-Y l 
¥ 3 16 } 

で忘る。したがって、最大半径のAntibubbleの生成に最低額必要なjetの高さ hは、次のように

なる。

π2hニ 7rR
3

(子十手)
h=R(三十手)

複数個できる場合のAntibubbleの半径

Antibubbleが護数恒生成される場合[図司、 jetの初期の高さを

lf(主主)、くびれの数を m とすると、小さいほうの Antibubbleの半径

Tめは次のようになるむ

[m=lのときi

アαる=0 (82) 

[1 < ifものとき]

;Tib=己 [πR
2
lf-7rR

3 
(子十字))

TαbJtz(主-(32十字)))3 (83) 

6
 

q
u
 

つd

λ設3蹴

2 

λ絡協

2 

(81) 

図 7:Antibubbleの体積

〔二倍の場合)



Antibubbleの生或過程モデル

また、 jetの初期の高さりが

日(子÷ヰ竺Y)三 lm [1 <m] 

のとき、 7・abは最大信

-一
3¥

I
I
I
-ノ

紅
一

4

，/，
1
2
1
1
¥
 

R
一2

一一位m
 

'
O
 

G
 

γ
 

を取るとする D

3.5 割体近似と Ar主主ibubbleの生成時語

この節では、 je七の痘面が液面から高さ h離れた場所から (2R十入国ax)三 η まで沈み込む過程

を「円柱剛体の沈み込みの過程」に近期して、 je主底面が濯面に達するまでの時間とそのときの速

度、およびかtが液面表面からある深さまで潜り込むのに要する時間を導出するむそして、最後に

Antibubbleが生或するまでの時間を導出するむ

なお、この節の第 3.5 項は生成過程モデル[図 4) の①~@に対応している。

3ふ 1臨体近鋭

Uとthの導出

jetの底面が液面に到達するまでの語泣エネルギー保存が或り立っとすると、 jetの底詰が高さ

hか§液酉に歪j達するまでの時間九、およびそのときの速度 Uは、次のようになる司

12h ~ 
th = V -g~ ぅ U= y2gh (84) 

tsの導出

N avier-Stokes方軽式

空竺十 (u.マ)u= _-=-Vp+竺V2匂十g
1 u 

δ tρρ  

と連続の式[式 (15)J、壌界条件[式 (16)Jにおいて、まず表面粒子の影響を内部粒子も受けると

すると、

2.十(u.V)u =ー仇十三V2u+g
1 

ρ 

2γs(ムt)γ 9 ([Z__2f_ ~\_L\ 
_~~ e 一一一 (Iγ;(が )dz1 

ρR2lj ~Z R2lj ¥ん/

となるむここで、液酉を原点 z=O、jetの底面が液面に到達した時間をt=Oとおく o ljはjetの

初期の高さ、 rsは棋面表面を表しているc また右辺第4項は儲面にはたらく表面張力老、第 5項

は浮力を示している G

円

iつ
、
u

q
J
 



去る
--r-松田

さらに、表面は円柱 [TS(Z，t)三国、 Stokes近{政治V2uc::::-σ叫、期体 [u(ιt)=匂 (t)→

普=害、 δIrP= 0]として両追を体種積分すれば、 je七の運動方程式は次の間体円柱の運動方程

式に帰着される。

(85) 

σは形状抵抗係数である。また、このとき、空気膜による浮力も考えられるが、第2.3章より膜の

厚さは 0(10-6)[m]であるから、[農の浮力]竺 0(10-6)<< 1より、無視したc

mz = mg-σ土-21τR.2，-ρ7τR2gz 

式 (85)泣 l1とzの関係によって二つの方程式に分かれるD つまち、次のようになる。

(lf > z) mz =mg-σ2;-2πR.2，一 ρ1rR2gz

(lf < z) ?孔Z 二二一σZ

今の場合は、 lf> Zの範囲のみを考えれば長い。

(86) 

ρ7?R21fE=ρ1rR2lf9 -σ2;-2πR.2，-ρπR2gz 

σ a 4'Y 
三+-2十ニZ=(}一一」ー

m -'l1 JρRlf 

この右辺は([重力] - [表面張力]) / [質量]老表している。

さて、方程式 (86)の特解 Zo，ま
(87) Zo = lf _ 4， 

JρRg 

込十三ぷ1十!'Zl二品十 2Cil+ DZ1 = 0 
m lf 

また、

について九二 BεAtとすると、

A2
十 2CA+D=0

キ A=-C土 vcf2士五

一

D
一

D

一
一
一
一

一
つ
ゐ
一
q
A

一

C
一

C

十

一c
c
 

ー
ょ
っ
ム

A

A

 

となる。

とおくと、

(88) Zl = Ble
A1t

十 B2e
A2t

したがって、 zの一般解は定数Bl"B2を用いて次のように書けるcとなるD

(89) 

Z = Zo十九

=B1eAzt+B2eA2t÷fff工
I pRg 

-338-



Antibubbleの生成過程モデル

ここで、 C2-D  = (品d一号の正負によって、 zが振動するかどうかが決まる。そこで、

σに呉体的な値を代入する。

今、形状抵抗語数σを平板のものに近似すると、

σ=  16μR 

とおける仁よって、

g
一心

J

¥
E
E
-
-
/
 

匂
一
川

/
i
t
a
-
-
¥
 

一一
9
一LJ

¥
1
1
1
1
/
 

σ
一同

/
I
t
i
¥
 

となる G

具体的に、 μ=8.3 x 10-3[kgj(m. s)]、ρ=9.982 x 102[kgjm号、 lf二 h= 3.51 X 10-2[m]、そ

して R= 2.5 X 10-3[m]を代入すると、

(が-f<O
となる。

したがって、 A=-C土ゾC2て万 =-C士iVDて否豆 =-C土ωとおけるので、

z=lf-1+〆t(B1eiwt十 B2e-M)
w ρ.tfg 、，

こりと干+e-Gt [(B1十 B2)c叫村(B1-B2) sinwt] w ρ五g
、，p'
/

A
V
 

Q
d
 

/
f
a
¥
 

となる。

初期条件t=Oでz=Oより、

4， 
0= lf-一一 +(Bl十 B2)

ρRg 

となり、また、 t=Oで土 =uであるから、

U = -C(B1 + B2)十 iw(Bl-B2) 

(91) 

(92) 

となるむ

これらより、

f 斗ぺ! ¥ 

Bl + B2 = - I 1 f -ー云-)三 -L
¥ -ρ.tfgノ

仏 -B2)=:(U-CL)

となり、 zの一般解は次のようになる。

z = L + e-α[-L…t十;(U一山nwt]

二 L[1 
-e-Gt (…t + ~ sinwt)]十子一Gtsinwt (93) 

4実際は円柱の形状誼抗係数を罰いる必要がある。しかし、その場合の帯状抵抗保数は zの罷数となっており、許算

が謹雑になるため、本朝究では平板の影状抵抗係数を用いた。

Q
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松田学

jetの底面が、ある深さ z=sまで沈みこむのとき時間をt=ちとすると、

s = L -Le-Cts Icosω九十三舵JJtsI +乙-C九 siωts
W I 以J

f C ¥ 
0= Le-Cts ( coswts十 一sinwts)-(L -s)一一ε-Ctssinwts 

¥ W I W 
(94) 

となる。

ここで、 ts<<1として、 e-Cts::::: 1 -Cts + ~C2t;、 coswts ::::: 1 -~w2培、 sinwts :::::ωtsと近似

すると、式 (94)は、

f 1 _" 'l ¥ f 1" 'l _ ¥ ，_  U f 1 _" C) ¥ 

0::::: L ( 1 -Cts十一C2Pii1--Jti+Ctsi-(L-s)--il-Cら十 -CTids\~ -~ð' 2- ~sJ \~ 2-~s' -~"'J ω\ 
~ -~ð • 

2 -
~s 

} 

::::: L (1十 Ctsー ;ω2t;-Cts -C2什 c吋-(L-s)-Lい ucti

=(子十叶ぜ-Uい

となる G

したがって、 jetの麗酉が表面表面から z=sまで沈み込むのに要する時間らは、次のように

なる。

tQ二

-U十、/U2十 2s(LD-2UC) 
。

LD-2UC

-U+ {U2十 2s[(g- 走)一緒]}~
(g一品)一掃t

-p7iRlfU十、/(ρπRlf)2(U2十 2sg)-8pπRslf(πγ 十 8μU)

ρ7iRlfg -47τマ-32μU
(95) 

この式 (95)において、

sを (2R+入max)=η とすれば、 je土の底面が譲面からねまで沈み込む時間九

sをlmとすれば、 jetの底菌が液面から lrnまで沈み込む時間 tlrn

が、導出される D

3.5.2 Antibubbleの生成時間

Ar主主ibubbleが生成されるまでの時摺Tは、次のようになる司

T=九十 tn十 T (96) 

ハV
A
4
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Antibubbleの生成過程モデル

3.6 各パラメータの理論値

具体的に、不安這が最大となる位相 ηmax、最大の不安定波長 λmax、Antibubbleの最大半荏

TAB、Antibubble生成に必要なjetの高さ h、jetの底面が高さ hから波面に到達するまでの時間

九、液酉に到達したときの速度E人時定数民 jetのま冨が液面から (2Rート λ田 沼 } 三 η まで沈み込

む時間丸、 Antibubbleが生成されるまでの時間Tを導出するG

3.6.1具体的な理論億

粘性係数、密度、表面張力係数はそれぞれ

<粘性係数>μ=8.3 x 10-3 [kgj(m . s)J 

<密度>ρ=9.982 x 102[kgjm3] 

く表面張力係数>γ=2.6 X 10-2[kgjs2] 

とするo jetの半径RをR= 2.5 X 10-3[mJとしたD また、拐期のjetの高さりは lf= hと1f= l2 

の二つを考えるo h泣最大手径の Antibubbleの生成に最低限必要なjetの高さ、 12誌 Antibubble

の生成において、くびれの数 (Antibubbleの偶数)が 2でγめが最大となるときのjetの高さであ
る50

入max，TABラTab(臨 ax)，Tの理論謹

上記の値を代入すると、以下のようになるc

支ニTι芸=2.30 X 10-2 
v乙ρゥ1i.

η恐慌二 [2十 8xJ-i=6.77×10-1 

入血拡二三竺-R= YR = 9.29R = 2.32 X 10-2[m) 
ηmax 

2R(4μ十y2pR，) ，....，...，..， ;r.-? 
= 7.57 X 10-L[s] 

7 

Rf__ 9__¥三 q

rAB = -~- (32十一Y) = 5.24 X 1却0一よ;)[m
¥ 2 J 

旬開)=?(3Y)i=3恥同盟]

η =2R+入maxニ 2β2X 10-2[m] 

←R(ト3Y)=351×1内 i

l2 = R (手十主Y)= 4.38 X 10刊誌]
¥ 3 16 J 

5本モテ、ル泣くびれの数が 3以上でも成り立つが、実際にそうなることは少ないため、 2までで考えることLこする。
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松田学

上記以外のパラメータ (U，thぅtn1T) は、液面から jet 痘面までの初期の高さ h~こ依存するD そこ

で、 hを

1. h = 8.0 x 10-3[m] 

2. h = O[m] 

として、それぞれについて理論植を導出する。

h = 8 X 10-3[m]の場合

まず、高さ hの金量から jetを落下させた場合を考える。

[th' Uの理論鐘i

式 (84)より、次のようになる口

U = 3.96 x 10-2[m/8J 

th = 4.04 X 10-2 [8] 

[Rニ 2.5X 10-3 [m]でのバラメ一歩の理論笛j

理論僅を導出すると次のようになるむ

tn(lf = h) = 4.76 X 10-2[8] 

T(lf = h) =九十九(lf= h)十ア=1.64 X 10-1 [8] 

tn(lf = l2) = 4.72 x 10-2[8] 

T(lf = b)二九十九(lf=ら〉十ア=1.63 X 10-1 [s] 

[数値計算]

式 (94)を計葬するにあたり、 ts<<1より、 e-Gtヘsinwts、coswtsをちの 2次の項まで取るよ

うに近叙した。しかし、実際誌はs 九/ァ rv1より、 8inωち、 coswts~こ関して ωちを微小とする

ような近似を行うことは適切でない9 したがって、式 (94)を数植計算する必要がある。

tn(Zf = h)、tl1、 T(lf= h)、tn(lf=l2)、tZ2、T(lf= l2)を数誼計賓から導出すると次のよう

になる。

ら(lf二二 h) = 5.71 X 10-2[s] 

tl1 = 6.99 X 10-2[s] 

T(lf=h)=九十九(lf= h)十T= 1.73 X 10-1[8] 

tn(l f = 12) = 5.31 X 10-2 [s] 

tZ2 = 8.00 X 10-2 [8] 

T(lf = b) = t九十九(lf= b)十ア=1.69 X 10-1 [8] 

以下の議論では、この数値計算の結果を用いること;こする。
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Antibubbleの生成過程モデル

h = O[m]の場合

次に、 j夜面表面から jetを落下させる状涜を考える60

[th' Uの理論僅]

h=Oより、 UニG、九 =0である。

[R = 2.5 X 10-3[m]でのパラメータの理論鍾}

理論値を導出すると次のようになる。

tn(lfニ ll)= 8.09 x 10-2[8J 

T(lf = h) =九十九(lf= h)ナアニ1.57X 10-1 [SJ 

tn(lf =ら)= 7.98 X 10-2[8] 

T(lf = l2) =九十九(lf= h)十アニ1.55x 10← 1 [s] 

{数値計算i

前述と同様の理由から数量計算を行う G

tバlfニ11)、tll、T(lf=心、 tn(lf= 12)、tl2、T(lfニ訟を数イ直計算から導出すると次のよう

になる。

tn(lf = h) = 1.148 X 10-1[8] 

tl1ニ1.327X 10-1 [8] 

T(lf = h)二九十九(lf= h) +ァ=1.90 X 10-1 [8] 

tn(lf = b) = 9.82 X 10-2[8] 

tl2二1.296X 10-1 [8] 

T(lf = 12) =九+tn(lf二ら)十ア二1.74X 10-1[8] 

以下の議論では、この数値計算の結果を用いることにするむ

モデルの特徴

まず、 hを固定して与を変化させる。その場合、変イヒするのは tnのみであり、それは lf= h ~こ
比べて 1f= l2の方が小さくなっていることがわかる。

次に、与を固定して hを変化させるo hをo~こ近づけると、 th 辻 O~こ近づき、仏法大きくなる。

また、 Antibubbleの生成時間は hが小さい方が長くなることがわかる。

6この状況辻、現実に詰起こちにくい。
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松田学

3.6.2 Antibubbleの舘数

ここで、 2R+rnλmaxと、 jetを離体円柱としたときにら十ァの時間で沈み込んだ深さ z(九+ァ)
を比較する。その比較によって、

• z(九十ァ)三 2R+mλmaxならば、

jetが沈み込んでくびれる前に、 jetがm恒のくびれをもつためにお要主深さまで詑む

=今 jetがm梧のくびれをもち帯る

=二?-m錨の Antibubbleが生成し得る

• z(九十ァ)< 2R+m入maxならば、

jet が m~匡のくびれをもつために必要な深さまで沈む前に、 Antibubble が生成される

キ jetがm-1留のくびれをもち得る

工中間 1 {!屈の Antibubbleが生成し得る

ということがわかるむ

特に m = 1のときに関しては、 2R十入maxとz(九十ア)

を比較することで、

• z(九十ァ)三 2R十入血認ならば、

jetが沈み込んでくびれる前に、 jetが一つのくびれを

もつために必要な深さまで沈ぢ

=?- Antibubbleは生虚される

• z(九十ァ)< 2R十λmaxならば、

jetが一つのくびれをもつために品要な深さまで沈ま

きい

キ Antibubbleが生成されない

といえる〔図 8】。

まず、 2R+mλ抽出を m=1，2ぅ3について導出すると次

のようになる。

2R+λmax二 η=2.82 X 10-2 [mJ 

2R+2λmax = 4.89 X 10-2 [隠]

2R+3λm認 =7.21 x 10-2[m] 

U 

U 

J 

f「、
¥問ノ r 

十ア}

¥/  '¥. /'. ， 

国 8:m=  1のとき

次に 8x 10-3[m]、h=O[m]のそれぞれについて z老許算すると、次のようになる5

[h = 8 X 10-3[m]のときi

z(tn(lf = h)十 T)= 6.27 x 10-2[mJ 

z(九(lf= l2) + T) = 7.17 X 10-2[m] 

[h = O[m]のとき]

z(九(lJ= h) + T) = 5.31 X 10-2[mJ 

z(九(lJ=ら)十T)= 6.33 X 10-2 [m] 

A
斗
44

 

つd



Antibubbleの生成過程モデル

z(tn(l f = l2) +ァ)に関しては、 h= 8 x 10-3[m]， h = O[m)のどちらについても 2R十 2入maxよ

り大きし 2R十 3λmaxより小さいむしたがって、この状況では、 Antibubbleの生成の過程で二つ

のくびれが生じる可能性があることが示された。

z(tn(l f二 h)+ァ)に関しても同様で、 h= 8 x 10-3[m]、h=O[臨 jのどちらについても 2R+2λ回 ax

より大きく、 2R+3入maxより小さいという結果が得ちれた。しかし、この場合、最大手窪をもっ

Antibubbleが一倍できるために最低担感要な量を考えているため、くびれはひとつであると考え

られる。

3.6.3モデルの妥当性

tn{lf = h)と時定数ァの和と tl1の比較を行う。その比較によって、

・九(lfこら)十 T 三tl1ならば、

jetが沈み込んでくびれる前に、 Antibubble生成に必要なjet量が沈む

二今 Antibubbleは生成される〔モデルとして妥当〉

• tη(l f = h) + T < tl1ならば、

An七ibubble生成に必要なjet量が沈む前に、 jetがくびれる

二今 Antibubbleが生成されない(モデルとして不適当〉

ということがわかる臼

[hニ O[m]のとき!

数値計算の結果から s= lf = h = 3.51 X 10-2[m]のとき、

tl1 = 1.33 X 10-1 [8] 

となる。

tn(lf = h) = 1.15 X 10-1[8]、ア=7.57 X 10-2[8)より九(lf= h) +ア > tl1であるから、モデ〉レ

として妥当である。

[h = 8 X 10-3[m]のとき!

数値計算の結果から sニ lf= h = 3.51 X 10-2[m)のとき、

tl1 = 6.99 X 10-2[8] 

となる。

tn(lf = h) = 5.71 X 10-2民、ァ =7.57 X 10-2[8]よりら(lf = h) + T > tl1であるから、モデル

として妥当である。
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3.6.4 Antibubbleの半窪と各パラメータとの関係

Antibubbleの半径は各パラメータを用いて次のように書くことができる。

日B=?(324Y)三?(324Z2

=~{… [2九

。三2ρR'l

ここで、 Antibubbleの半径に対する各パラメータの依存性をみるため、
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として、 δRr"δ戸、 δγγ、δμγ 老計算すると、それぞれ次のように者る G

R→大で γAB→大
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ρ→大で γAB→小二〉

-0~R1297τ1  I 1 ¥ 
')r AB = ー ~0-3. ~p一三卜~) 2R叫 -2< 0 
I " >~ 2 3 -2 ¥ 2 J 

7→大で rAB→小

μ→大で γAB→大

二〉

二〉
R 1 _ 2 91f 

-δμrAB =ー・ -=-0-3. ~p 三・ 7> 。
2 3 - 2 

それぞれの結果について考えてみるc

まず、 je土の半径が大きくなると、 Antibubble(J)半窪が大きくなることは現象観察でも明らか

なので妥当で6sる。

また、表面張力が大きくなれば、表面積を小さくする力が大きくなるため Antibubbleの半径

が小さくなると考えられるc

しかし、粘性係数が大きくなると Antibubbleの半窪が大きくなるという結果は、定性的に考

えることは難しい己実験の結果から考察する必要があるG
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Antibubbleの生成過程モデル

4 実験との比較と議論

第 3.6館で粘性捺数μ=8.3 x 10-3[kgj(m . s)]、密震ρ二 9.982x 102[kgjm号、表面張力係数

r = 2.6 x 10-2 [kgj司、 jetの半径Rニ 2.5X 10-3 [m]として導出した理論値をまとめると、次の

ようになるむ

入max= 9.29R = 2.32 x 10-2[m) 

2R(4μ十 J声ヲ) 安

= 7.57 x 10一三[8)
7 

R / _ 9__¥百 丹

γAB二 2¥ 32十三Y) = 5.24 X 10-6[mJ 

T品同)二 ?(3Y)i二 3.79X 10-3[m] 

η =2R十入max= 2.82 X 10-2[m] 

h =R(翌十 ~~Y) = 3.51 X 10-2[m] 
¥ 3 . 16 J 

l2 = R (子+子)= 4.38 X 同盟!

[h = 8 X 10-3[m]のとき]

U = 3.96 X 10-2 [mjs] 

th = 4.04 X 10-2 [s] 

tn(lf = h) = 5.71 X 10-2[8) 

T(lf = h) = th十九(lf= h) +ァ=1.73 X 10-1[s] 

tn(lf = l2) = 5.31 X 10-2[s] 

T(lf = l2) = th + tn(lf =ら)+アニ1.69X 10-1(s] 

[h = O[m}のときi

U = 0[mj8] 

th = O[s] 

tη(lf = h) = 1.148 X 10-1 [s1 

T(lf = h) = th十 tn(lf= h)十 T= 1.90 X 10-1 [8] 

九(lf= [2) = 9.82 X 10-2[8J 

T(lfニ l2)=九十九(lf=ら)+ T = 1.74 X 10-1[8] 

本章では、これらの理論値と実験との比較を行う。
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松田学

4.1 理論檀と実験値の比較

高速度カメラ (CASIOEXILIlVl EX-F1)を用いて、実験を行った60

h = 8 X 10-3[m]、lf= l2 = 4.38 X 10-2[m]の場合

[図 9]~こ示すサンプ;l; tこ対しては、次のような結果を得たc

九=44.2[ms] 

九=67.5[ms] 

T = 64.2[rns] 

T 二 175.8[ms]

Antibubbleの直径は約 lcmであった。

t = 0 t二 44.2ms t二 11l.7ms tニ 175.81'113 tニ 20を.2m3

図 9:実験結果 l

f告のサンプルでも同議の領向が確認でき6、誤差を含めると、この拐期条件に対する実験誼は次

のようになるむ

九二 42.1士3.7fm百

九二 66.6土 3.9!ms1

T = 66.8土 3.2[msJ

T = 175.4土 4判ms]

一方、これに対応した理論誼は次のようになる G

九二 40.4[ms]

九二 53.1[ms]

T = 75.7[ms] 

T = 169.2[ms] 

6実験の内容、および地のサンプルについて辻、付録 A参照
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比較すると、九;まかなり近い誼になっているc しかし、九については理論値よりも大きく、ア

について理論値よりも小さくなっていることがわかる o Antibubbleの半径は理論で予測した値

5.24 x 10-3mに近くなっているc

また、この初期状態ではどのサンプルもくびれが二つになり、二信のAntibubbleが生成された。

これは、第 3.6節の議論で予想したことと一致している。

h = O[m].. lf = l2 = 4.38 X 10-2[m]の場合

【図 10】に示すサンプルに対しては、次のような結果を得た70

九二 98.3[ms]

ァ=68.3[ms] 

T = 166.7[ms] 

Antibubbleの直径は約 1cmであった己

t=O t=98.3ms t=166.7悶 s t = 179.2ms 

図 10:実験結果2

他のサンプルでも同様の額、向が確認でき、誤差を含めると、この初期条件に対する実験植は次

のようになる。

t凡=96.4土 3.7[ms]

T = 72.2土 6.5[ms]

T = 168.5土 5.4[ms]

一方、これに対臨した理論績は次のようになるc

る。

九二 98.2[ms]

T = 75.7[ms] 

T = 173.9[ms] 

7実験の場金、 h=Oとするの註困難のため、極力j夜酉に近い高さから落としたものを he:::Oとして考えることにす
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松田学

比較すると、理論信法実験誼の誤差の範囲に入っており、かなり近い値になっていることがわ

かるむ Antibubbleの半径は理論で予測した値 5.24x 10-3mに近くなっているc

また、この初期状態ではどのサンプルもくびれが二つになり、三倍のAntibubbleが生成されたq

これは、第3.6蔀の議論で予想、したことと一致しているむ

h = 8 X 10-3[m]、lf= h = 3.51 X 10-2[m)の場合

【図 11】に示すサンプルに対しては、次のような結果を得たc

Antibubbleの直径は約 1cmで、あった。

九=51.7[ms] 

tn = 60.8[msJ 

ア二 77.5[ms]

T = 190.0[ms] 

1 = 0 l = 51.7ms t = 112.5ms i = 190.0rns t = 235.0ms 

図 11:実験結果3

他のサンプルでも同様の頬向が確認でき、誤差を含めると、この初期条件に対する実験笹法次

のようになる。

th = 52.4土 3.0[ms]

tn = 61.3土 2.0[ms]

ア=70.4土 4.7(ms]

T = 184.1土 5.6[ms]

一方、これに対応した理論語泣次のように詰るつ

九二羽生[ms]

九土 57.1[msJ

アェ 75.7[msJ

T = 173.2[ms] 
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Antibubbleの生或過程モデル

比較すると、ァについてはかなり一致しているが、九、 tnについては実験値の方が理論値よりも

大きくなっていることがわかる。 Antibubbleの半径は理論で予測した鐘5.24x 10~3m に近くなっ

ているG

また、この初期状惑では多くのサンプルでくびれが二つになり、二倍の Antibubbleが生成さ

れた。

h = O[m]、lf= h二 3.51X 10-2[m]の場合

【図 12】に示すサンフ。ルに対して誌、次のような結果を得た。

1
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Antibubbleの直径泣約 1cmで、まろった。

t = 0 t = 94.2ms t = 175.8ms t = 199.2ms 

図 12:実験結果4

{也のサンプルでも同様の傾向が謹認でき、誤差を含めると、この初期条件;こ対する実験誼は次

のようになる。

九二 99.6土 7.6[msJ

T = 78.8土 8.0[ms}

T = 178.3土 6.9[釦 s]

一方、これに対応した理論値は次のようになる。

九二 114.8[ms]

ナ二 75.7[ms]

T = 190.4[ms] 

比較すると、実験誼辻どれも理論債より小さくなっていることがわかるo Antibubbleの芋窪は

理論で予減した植5.24x 10~3m に近くなっている。

また、この初期状態ではどのサンプルもくびれが二つになり、二倍のAntibubbleが生成された。
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4.2 譲論

理論値と実験植のずれの原因として、 jetの底面を平面としたこと、形状粘性老円板としたこと

の二つが大きいと考えられるつ

また、 lf= h、つまり一個の Antibubbleを生成するのに最抵器必要な量のjetのときでも二つ

のくびれが多く韓滅されたむしたがって、 Antibubbleの生成に最低限必要な量は、実際は理論信

よりも少ないことが予想され、そのこともずれの原因のーっと考えられる凸

とはいえ、本研究で導出した理論値と今回行った実験の結果は、線形近似の範囲ではかなり一

致しており、その振る舞いの持徴(くびれの数や hおよびかによる振る舞いの違いなど)も理論と

実験で、合っていることから、本研究で構築したモデルは妥当なものであるといえる。このように

簡単なモデルで、比較的長い近旬、で現象を再現できたことは特筆すべきことで主うろうむ

5 まとめ

本研究では、.Antibubbleという現象を「開体Jと「流体」の二つの過程に分け、剛体部では f間

体円柱の運動方程式」を、涜体部ではなetの安定性解析jを行うことで、 Antibubbleの生成過程

在鰻形fとした語単主モデルを講築した。そして、そのモデルを用いて、 jetの半窪と初期高度から、

生成される Antibubbleの最大の半径とその生成時間を導出することに成功したc

さらに、そのモデルを用いて導出された詩留に関する理論値と実験値との比較を行い、モデル

の妥当性老考えた司その結果、生成時間や半笹などは全体的にオーダーが一緒であり、線形近似

の範囲ではかなり一致していることが不された9 また、理論的にくびれの数を予潤したが、それ

が実験的に示された。線形近叡で導出した理論誼と実験誼がこれだけ一致することは驚くべきこ

とであり、本研究で構築したモデル誌.Antibubbleの生成過程をうまく表していると考えられるG

しかし、この理論語と実験値の一致は、あくまで糠影近似の範囲でるる。例えば、 jetの底面が

液屈に到達してから沈み込むまでの諜子において、モデルでは「円柱形のjetがある深さまで潜り

込んでからくびれる」としているが、実際はそうではないむしたがって、底面を半球;こする、形

状抵抗係数は円板ではなく円註のものを用いる、体損保存と臨界捧積を考慮するなど、実際の現

象により近い状態でモデルの構築を行う必要がある G また、本研究で構築したモデルには Stokes

近{哀そ用いたが、実擦の現象に近いモデルを構築するには韓形近似ではなしより複雑な非線形

方程式を解くことが品要であろうs

本研究の生成過程モデル辻、.Antibubbleを対象として構築した。しかし、このモデルは、粘性

比、密度比を変えることで、内部と外部が異主る液体の沈み込みにも用いることができる O その

モデルが実際の現象をどこまであらわすことができるかにも非常に興味がある口
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ただきました。お二人の指導と助言があったからこそ、ここまで研究することができたと患って

いますG
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松田学

A 実験

ここでは、本研究で、行った実験の内容、およびその結果老示す。

実験内容

水(水道水)400ml に、台所用洗剤 2.5ml~溶解させた溶液を黒

いる。半径(内径)2.5mmのストローを用いて、被彊上方8mm、

または Ommから lf= l2 = 4.38 x 10-2m、および lf=ら=

3.51 x 10-2mのjetを滴下し、 Antibubbleを生成させるむその

生成の様子を高速度カメラ (CASIOEXILIM EX四 F1)を用いて、

1200frame/sで撮影し、 Antibubbleの生成時間〈九、仏、 7、T)
の解析を行う口【図 13)

実験結果 図 13:実験装霊

h = 8[mm].. lf = h = 4.38 X 10-2[m]のとき

(1) th = 50.0[ms]、tn= 59.2[ms]、ア=67.5[ms]、T= 176.7[ms] 

(2)九二 43.3[ms]、九二 64.2[ms]、T = 65.8[ms]、T= 173.3[ms] 

(3) th = 39.2[ms]、九二 70.8[ms]、T = 64.2[ms]、T= 174.2[ms] 

(4)九=40.0[ms]、九二 69.2(ms]、ナ=66.7[ms]、T= 175.8(ms] 

(5)九=39.2[ms]、九二 64.2[ms]、T ニ65.0[ms]、T= 168.3[ms] 

(6)九二 44.2[ms]、tn= 67判ms]、ナ=64.2[ms]、T= 175.8[ms] 

(7)九=40.8[ms]、tn= 67.5[ms]、ナ=66.7[ms]、T= 175.0[隠 s1

(8) th = 40.0[ms]、ら=70.0[ms]、ア=74.2[ms]、T= 184.2[ms] 

th = 42.1土3.7[ms]、九二 66.6土3.9[ms]、T = 66.8土3.2[ms]、T= 175.4土4.4[ms]

本論文中では、 (6)の結果を記してあるn

h = O[mm]、lf= l2 = 4.38 X 10-2[m]のとき

(めら=95.0[ms]、ア=70.8[n判、 T= 165.8[ms] 

(2) tn = 93.3[ms]、ア=70.8[ms]、T= 164.2[ms) 

(3)九=lOO.8[盟 s]、ア=66.7[ms]、T= 167.5{ms] 

(4)九=100.0[ms]、ア=63.3[ms]、T= 163.3[ms] 

(5)九=99.2[ms]、アニ 80.8[ms]、T= 180.0[ms] 

(6)九=90.8[rns]、ア=81.7[ms]、T= 172.5[rns] 

(7)九=98.3[ms]、ア=68.3[ms]、T= 166.7[祖母
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Antibubbleの生成過程モデル

(8)九=93.3[ms]、ァ=75.0[ms]、T= 168.3[ms] 

九=96.4土 3.7[ms]、ア=72.2土6.5[ms]、T= 168.5土 5.4[ms]

本論文中では、 (7)の結果を記してあるG

h = 8[mm]、lf= h = 3.51 X 10-2[m]のとき

(1)九=50.8[ms]、九二 63再ms]、7= 74.2[ms]、T= 188.3[ms] 

(2)九二 51.7[ms]、tn= 61.7[ms]、ァェ 74.2[ms]、T= 187.5[ms] 

(3)九二 54.2[ms]、九二 63.3[ms]、ア=71.7(ms]、T= 189.2[ms] 

(4)九=53.3[m司、 tn= 59.2[ms]、ア=65.0[ms]、T= 177.5[ms] 

(5)九二 46.7[ms]、tn= 62.5[ms]、ア=65.8[ms]、T= 175.0[ms] 

(6)九=56.7[ms]、九二 57.5[ms]、ァ=69.2[ms]、T= 183.3[ms] 

(7)九=51.7[ms]、tn= 60.8[ms]、ナ二 77.5[ms]、T= 190.0[ms1 

(8)九=54.2[ms]、九二 61.7 [ms]、ア=65.8[ms]、T= 181.7[ms] 

th = 52.4土3.0[ms]、九二 61.3::f::2.0[ms]、ァ=70.4士4.7[ms]、T= 184.1土5.6[ms]

本論文中で辻、 (7)の結果を記してある。

h = 8[mm]、lf=hニ 3.51X 10-2[m]のとき

(1)九=90.0[ms]、ァ=81.2[ms]、T= 171.2[ms] 

(2)九=94.2[ms]、アニ 81.7[ms]、T= 175.8[ms] 

(3)九=94.2[ms]、ァ=83.3[ms]、T= 177.5[ms] 

(4) tn = 94.2[ms]、アニ 89.2[ms]、T= 183.3[ms] 

(5) tn = 101. 7[ms]、7 = 65.0[ms]、T= 166.7[ms] 

(約九=103.3[ms]、T 二 80.8[ms]、T= 184.2[ms] 

(7)九=107.5[ms]、ア=80.0[ms]、T= 187.5[ms] 

(8) tn = 111. 7 [ms]、ア=68.3[ms]、T= 180.0[ms] 

九=99.6土 7.6[ms]、T 二 78.8土8.0[ms]、T= 178.3土6.9(ms]

本論文中では、 (2)の結果を記しであるa
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松居学

B 記号

第 2.3節 第 3章

B 浮力 Im 修正された m次の第 1種 Bessel関数

E 運動エネルギー Km 修正された m次の第2撞 Bessel関数

F 抵抗力 R jetの半径

R 定常半径 S 表面積

S 面積 T Antibubbleの生成時間

U 定常速慶 v 体積

V 体穣 h 譲面ーから jet底面までの初期の高さ

g 重力定数 g 重力定数

n 法線成分 k 波数

p 圧力 lf jetの初期の高さ

Tぅ。 極座標の或分 lm 半径 γABの Antibubbleを一倍、半程アab0) Antibubbleを

土 時間 m-l恒生成するために必要なj伎の高さ

u 速度 n 法線成分

x z表y面zg張E標力での z成分 p 圧力

I 係数 γ‘Z 円柱座標の成卦

ξ 空気膜の厚さ γAB Antibubbleの最大半窪

μ 粘性孫数 rab 語数値できる場合の Antibubbleの半径

ミ 微小摂動 γs 側面表面

ρ 密度 t 時間

φ 速度ポテンシヤff，; u‘w 円柱座標での速度成分

Re レイノルズ数 I 表面張力採数
ξ 空気膜の厚さ

Cij 歪みテンソル

κ Eulerの定数

λ 波長

μ 粘性係数
Zノ 動粘性係数

ご 教小摂動

ρ 密度

σ 形:医抵抗係数

ア 時定数

Tij Jit力テンソル
φ 速震ポテンシャル

1jJ 流れの関数

Re レイノルズ数
外部の涜体の変数
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