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Realized Volatility Distribution in Superstatistics 

1 . Introduction 
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株{匝や為替などの収益率の変動性を表す量としてボ、ラティリティと呼ばれる指標があ号、これは金融

資産のりスク管理やオプション価格計算などに利用される重要なものである。ボラティリティは宜接測

定できるものではないので、推定する必要がある。ボラティリティを推定する手法の 1っとして、ボラ

ティリティ変動の性質を取り入れたモデルからボラティリティを推定する手法がある。ボラティリティ

には、ボラティヲティが上昇するとボラティリティの高い期間がしばらく続く“ボ、ラティリテイクラス

タリング"という性質が現れる。その性震もつモデノレとしては、 AutoregressiveConditional 

Heteroskedasticity (ARCH)モデ、/レ[lJや GeneralizedARCH (GARCH)モデノレ[2Jが知られている。

また、設益率に対するボラティリティの非対称性も取り入れたモデルとして ExponentialGA豆CHモデ

ル[3]や GJRモデ、ノレ[4]、QuadraticGA耳CHモデ、/レ[5，6]等の非対称GARCHモデルが提唱されている。

モデルによるボラティリティ推定の問題点は、手当用するモデルによって推定置が異なってしまうこと

である。モデノレによらないボラティリティの推定法として、高頻度データを利用した Realized

Volatility(RV)による推定法がある[710高頻震データを利用すると日中の縮かい収益率の変化が計算で

き、 RVによって日次ボラティリティが精麦よく推定できる。最近は高頻度データが利毘しやすくなっ

ているので、 RVによる推定がよく行われるようになっている。本研究では、日本市場におけるいくつ

かの株舗に対して豆Vを計算し、その RVの分布を求め、日次収益率が超統計的な晃方で表されるかど

うかを調べる。

2. Realized volatility 

時刻(日次) tにおける金融資産の値格をPtとすると、収益率号は

rt = logpt -logpト 1

で定義される。そして、収益率は

yt=σtε"t 

( 1 ) 

(2 ) 

と表されるとする。ボラティヲティはσtまた辻σfで定義される。ここで、 εf辻標準正規分布に従う変

数とする。日次 t における R~ は、日中収益率の 2 乗和を使って以下のように計算される。

R~ =ヱ乙1+ ( 3 ) 
i=1 

ここでのηは高頻度データから計算した日中の n留の収益率である。

日中の対数舘棒が時間 sの関数lnp(s)として、以下の拡散過程に従っているとする。

dlnp(s) =μ(s)ds +σ(s)dW(s) (4) 
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ここで、 μ(s)は瞬間的なドヲフト、 σ(s)は瞬間的な示、ラティリティと呼ばれるものである。そして、

t日における真の日次ボラティリティσfは

イ=Jσ2 (s)ds ( 5 ) 

によって与えられる。 (3)式のR~ は n を大きくすると (5 )式のσfに近づくので、 nが十分大きけ

れば、 RV{I土真のボラティリティの精度の良い推定笹となる。しかし、 nが大きくなり時間間隔が紹か

くなりすぎると、市場のマイクロストラクチャーによるノイズが大きくなることが知られており、よく

用いられるのは5分間隔の価格である。そこで、本研究でも 5分ごとの缶格を利用した。

日本の市場では、昼休みと夜間は取引が無いので、昼休みと夜間の聞の収益率の 2乗をそのまま利用

するのは良くない。また、昼休みと夜間の収益率を徐いた場合は、ボラティリティを過小評価してしま

う。そこで、本研究ではHansenとLundeらの方法[8]に従って、昼休みと夜間の収益率の 2乗を除い

て R~ を計算し、日次収益率の分散と一致するように修正ファクターをかけることにする。 T 倍の日次

収益率をえ，R2，...，RTとすると諺王ファクター cは以下のように計算される。

c=工(Rf-R)2 IヱR~ ( 6) 

~I ~I 

ここで、 Rは日次段益率の平均植である。
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図 1: S立の株{面の修正されたRV時系列。

本研究では、 2006年3月 1から 2008年2月28Sまでの2年間のデータを利用した。解析し

た株倍は、東京証券取引所の比較的取引の多い7銘柄を利用したc 7銘柄の内訳i士、(1)みずほフィナン

シヤノレグループ、 (2)トヨタ自動車、 (3)ソニー、 (4)野村ホールデ、イングス、 (5)S立製作所、 (6)大和証券

グルーフ。、(7)新日本製鎮である。図 1は自立の株価に対して求めたRVに修正ファクターcをかけたcRV

の時系列である。

( 2)式から、ボ、ラティリティで、i反益率を嵩ったf富士号/σt-εfであるから、 RVがボ、ラティリテイ

の良い推定f直になっているなら収益率をCRVl!2で
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れると期持される。

図 2 は円 /(cR~ )112 の分亮を表している。図中の実線は王規分布を表しており、 η /(cR~)112は正規分

布でよく表される、
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圏 2 : 7 銘柄の収益率を科吊して求めた耳 /(CR~)1/2 の分布。

3. Su persta tistical Analysis 

SupeI討 atistics(超統計)はBeckとCohen[9]によって導入された。ここでは、株価収益率の統計性

が超統計的に表せるかどうかを調べる。ボラティヲティが時間的にゆっくり変北しているとし、 1日の

中ではボラティヲティが変わらないとするcそして、収益率rが平衡状態のガウス分布exp(-r2/(2σ;))

に従っているとする。ボラティリティはゆっくり変化するので、長い時間スケールで、のボ、ラティリティ

の分布をP(σうとすれば、超統計的見方では、収益率の分布P(けは以下のように表せる。

P(r) = Ip(σ2 )(2JZ"0" 2 r1/2 exp(一子-::;-)dσ2
:Lσ  

( 7 ) 

P(σ2)は予め、どのような関数であるかわかっている訳ではない。本研究では、 P(σ2)を RVから求

め、どのような関数が一番良くボ、ラティリティの分布を表すのかを調べる。国4は司立の株極に対して

求めた cR尺 (~σ(2)の分布である。 P(σ2)の関数形として、ここではガンマ分布、逆ガンマ分布、対数

正規分布の3つを仮定して、どの分布がP(σ2)の分布を良く表しているのかを調べた。函3中の 3つの

破線は3つの分布に対するフィッティングの結果を表している。フィッテイングの結果からは逆ガンマ

-643-



研究会報告

分布がもっとも良く示、ラティリティの分亮を表しているという結果がでた。 E立以外の飽の株価に対し

ても同様の結果であった。
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図3: S立の株価の RVから求めたP(σうの分布。

4. Conclusions 

本研究では、東京証券取出所の 7銘柄の株値に対して呈Vを求めた。 RVによって環準化した収益率の

分布は正規分布に近いことがわかった。これは、以前に Andersenらによって調べられている結果[10J

と同じである。ボラティジティの分布の関数形は、ガンマ分布、逆ガンマ分布、対数正規分布のうち、

逆ガンマ分布が一番良くボラティリティの分布を表すことがわかった。

参考文献

[1]亘.F.Engle， Econometrica 60 (1982) 987・1007.

[2] T.Bollerslev， Journal of Econornetrics 31 (1986) 307-327. 

[3] D.B.Nelson， Econornetrica 59 (1991) 347・370.

[4] L.R.Glston， R.Jaganathan and D.E.Runkle， Journal of Finance 48 (1993) 1779・1801.

[5] R.F.Engle and V.Ng， Journal of Finance 48 (1993) 1749-1778. 

[6] E.Sentana， Review of Econornic Studies 62 (1995) 639・661.

[7]T.G.Andersen， T.Bollerslev， F.X.Diebold and P.Labys， Journal of the Arnerican Statistical 

Association 96 (2001) 42・55.

[8] P.R.Hansen and A.LundeヲJournalof Financial Econornetrics 3 (2005) 525-554. 

[9JC.Beck and E.G.D.Cohen， Physica A 322 (2003) 267. 

[10] T.G.Andersen， T.Bollerslev， F.X.Diebold and H.Ebens， Journal of Financial Econornics 61 (2001) 

43・76.

-644-


