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水の電気分解はどこまで、分かつたか?

第一原理計算で見えてくる物理

産業技術総合研究所大谷実

~1.はじめに

水の電気分解は理科の授業で、行われる代表的な化学実験の一つで、ある.反応

式は

2H20→2H2+02 (1) 

と表され非常に単純で、ある.この反応は電子の授受を伴う酸化還元反応であり，

電気化学反応の一つで、ある.水の電気分解は基礎的な電気化学反応であるが，

見方を変えると非常に重要な反応である.なぜならば この反応は将来的なエ

ネルギー源として期待される水素の製造方法の一つで、あり，また，この逆反応

が燃料電池で利用される反応だからである.つまり 近年の環境・エネルギー

問題への関心の高まりを背景として，基本的な電気化学反応という側面以外に

我々の生活にも重要な反応といえる.効率よく電気エネノレギーを取り出すには

反応の素過程を王しく理解し，反応を促進・抑制している要素を見出す必要が

ある.これは電極の高性能化や新たな電極触媒の物質探索にもつながるために，

理論と実験の両面で現在精力的に研究が行われている.

電気化学反応は電子の授受を伴うために、本質的に量子力学的な取り扱いが

必要であるが，自体と液体の界面をまるごとそのような扱いをすることは困難

で、あった.なぜなら，反応式の見た目の単純さとは逆に，反応の場に登場する

“もの"(水，イオン，金属電極，電場，電子)が多く，それらが複雑に絡み合っ

て反応が起こっているために，反応そのものを計算で追うことが難しし、からで

ある.我々はこのような状況を打破するべく新たな計算手法(Effective

screening medium method: ES話法)を開発し[1]，電気化学反応系のシミュレー

ションを可能にした[2・4].本サブゼ、ミでは、密度汎関数(DFT)法を基にした第一

原理分子動力学法の解説を行し、[5]， ESM法及びシミュレーションの詳細を紹介

する. ESM法は一言でいうと“鏡橡電荷"を使う方法であり，学部学生でも簡

単に理解できる方法である.このような簡単な方法であっても，固液界面にお

ける電気化学反応という未開拓分野に切り込んで行けるということを感じて頂

き，物性若手の方々がそれぞれの分野で新たなチャレンジをするきっかけにな

れば幸いである.

~ 2.電気化学反応

水の電気分解の実験では，硫酸などの水溶液に電極を入れて電流を流すと，

陰極と陽極からそれぞれ水素と酸素が発生するのを観察するが，電極上ではど
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のような反応が起こっているであろうか.教科書的には，陰極ではとドロニウ

ムイオン(H30+)が電極から電子を受け取り，還元されて水素分子が発生する.ま

た，揚極で、は水分子が電子を電撞に渡し，酸化されて酸素分子が発生する. し

かし、それ以上の反応の詳細は原子・分子レベルできちんと理解されていると

は言い難い状況である.

では、反応が起こる電極付近の様子はどのようになっているであろうか.電気

化学の教科書[6]によると，電撞と溶液の界面に電圧を印加するとまず電気二重

層が形成される(図 l(a)参塑ふ電気化学的な電気二重層は，溶液側に生じる電荷

分布の不均一な領域の事である.この層の厚みは電気化学反応を行う環境下で

は通営 l~数 nm 程度である.電気二重層はグイ・チャップマンモデル[7，8] を用

いて定性的には次のように理解できる.電気二重層はヘルムホルツ層と拡散層

で構成される(図 l(b)参照).へルムホルツ層とは，電極表面に吸着した反応種や

電解質イオンの層で，この層には図 1(めのように急峻な電位勾配ができる.拡散

層とは，へノレムホノレツ層で完全に遮蔽されなかった電場によってイオンが電極

に近づこうとする(あるいは離れようとする)力ι熱運動による拡散で電解質イ

オンが均一に広がろうとする力が釣り合っている領域である.この電気二重層

によって電極と溶液のバルク領域開の電位差(図 1(b)中の九)が固液界面に集中

し，前述の大きな電位勾配を生み出す.これが駆動力となり電極反応が進行す

る.このようにグイ・チャップマンモテ、ルを使って電圧が印加された胃液界面

の様子は説明されるが，肝心の界面で、起こる電極反応のミクロスコピックな反

応機構に立ち入っていない.

~ 3.モデヲング

上述のような反応場を記述し，電極反応の素過程を明らかにするためにはど
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図 2:水/Pt(111)界冨モデル.鏡面

付近の大きな玉を含む分子がヒド

ロニウムイオンを表す.水分子需

の点線は水素結合を示す.右図は

計算セノレと ESMの概略国.

ESM(metal) 

vacuum 

。=1 1+-ESM(vacuum} 

のような計算モデルが必要で、あろうか.もう一度，水の電気分解に戻って考え

てみよう.ここでは簡単のために陰極による水素発生過程を考える.反応種で

ある H30+は周りを水で、屈まれた水和講造で、存在するために十分な数の水分子を

用意する必要がある.また，プロトンはグロタス機構[9]で水の水素結合ネット

ワーク中を拡散する.グロタス機構とは水中のプロトン伝導機構であり，プロ

トンは H30+の形で、水中を拡散せずに H30++H20→HS02+→H20+H30+のように，

中間状態として二つの水分子で、共有される形で、隣の水分子に移動する.従って，

水分子関の水素結合を正しく記述しなければなちない.さらに，電極上で電子

の授受を伴う反応をシミュレートするためには，水と金属そしてその界面の電

子状態を同時に同等に扱う必要がある.現時点で，これらの問題を現実的な計

算量で扱える方法は， DFTを基にした電子状態計算と分子動力学を組み合わせ

た第一原理分子動力学法である.

電極反応のシミュレーションにおける重要な問題は界面に誘起される電場勾

配をし、かにシミュレーションに取り込むかである.系に一定電場を与える方法

はこれまでにも存在するが[1即日，外部電池より与えられた電極表面の過剰電荷

を記述することはできない.この過剰分を相殺する背景一様電荷あるいは対電

荷を罰詩に系に導入する方法[12]も提案されたが，背景一様電荷と溶液の相互作

用の解釈や分子動力学シミュレーションを行う際の計算コストの開題がある.

我々はモデ、ルの物理的意味付けが容易で，電子状態計算への負荷を極力抑えた

ESM法の開発を行い，電極反応のシミュレーションに対する一つのモデ、ノレを提

案した.
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今回注目する電極反応は Volmer反応といまコれる水素吸着反応で、ある.これは

陰極で起こる水素発生反応の第一段階の反応で、あり，後述の反応式(2)で表され

る.関 2(a)にシミュレーションで用いた計算セルを示す.金員電極として 3x2F

3の Pt(111)を 3層 36原子用いた.最下層の Ptのみを結晶の格子定数に固定し，

それ以外の層はフリーにしてある.Pt層の上に溶液として 32個の水分子の層を

載せた.この水層には H30+が含まれており，ここでは反応種であり電解質イオ

ンである.図 2(a)を見ると分かるように，水分子は水素結合ネットワークを形成

し， H30+'ま水和されている.

図 2(めに(a)に対する ESM法のセッテイングを示す.ESM法の説明はAppendix

で行うが， ESM法で、は図の様に計算セノレの上下に仮想的な金員(ESM(metal))や真

空(ESM(vacuum))を置くことができることが特徴である(Appendix中の境界条件

(iii)参照).このような配置で Pt電極に電子を nex個入れると，電子は Ptの一番

上の層に蓄積される.この追加された電子の鏡像電荷が ESM(metal)内に誘起さ

れる.これはちょうど図 2に描いたように，仮想的な電池が PtとESM(metal)を

つないでいることと等価である.つまり，このモデノレは電気二重層をキャパシ

ターモデルで、表したことになる. ESM法が地の手法より優れている点は計算セ

ノレの中で必ずしも電荷中性条件が満たされる必要がない点である.このおかげ

で、計算セノレの境界にダイポール層を導入する必要はないし，一様背景電荷を導

入する必要もない.電荷中性条件は計算セルのタトの ESMまで含めて考えると溝

たされているために，全エネノレギーが発散するという困難も呂避されている.

シミュレーションは第一原理分子動力学計算が行える計算ノ£ッケージ

STATE[13]に ESM法を組み込んで行われた.系の温度は燃料電池の動作環境に

相当する 350Kに設定した.分子動力学計算の時間ステップは水素を重水素に

置換することにより l.2fsと大きく取った.電子状態言計十算は平面波を用いた標準

的な方法で

/ルレを導入している.

~ 4.水の応答と界面構造の変化

まず，界面に電圧を印加すると水はどのように外場に応答するかを見ていこ

う.図 3(a)に σexと<cose>のシミュレーション時間依存性をプロットした.

σぷ=-nex/l2)は表面 Pt原子あたりの追加された電荷量であり， <cose>は水のダイ

ポールモーメントの表面垂直方向への射影を取った量を水層全体で平均した値

である.中性状態で数psのアニーリングを行った後に， aex=-0.02から徐々に電

子を増やしていき-0.08まで増加させた.σex=-0.02の時， Pt表面は負に帯電して

いるために，電極表面の水分子はその二個の水素原子の内一つの水素原子が Pt

表面方向に平均的に向いた H-down構造を取っている.しかし，電場が弱し、ため
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図 3: (a)電極に加えた電

子数(実線)，系内の水分

子のダイポールの向き

の平均(点線〉の時間変

化.角度。は電極表面の

垂亘方向と水のダイポ

ールのなす角. (b) Pt表

面の電荷量(ppop)，(c)反

応する水素原子の Ppopの

待問変化. Pt表吾の Ppop

は表面 Pt原子あたりの

平均笹である.

に水層の真ん中あたりの水分子はまだランダムな配向をしている. H30+は負に

帯電した Pt表面に引き寄せられ表面第一層(接触層)に収容されるが，巧Y方向へ

はグロタス機構で自由に移動できる.

最初の 2psの開， <cos9>の値はゆっくりしか変化せず，電子もゆっくりしか追

加できない.この段階で無理矢理電子を注入すると Pt表面に電子が収容され

ず，真空中に漏れ出し電子状態計算が収束しない.しかし， 2psを過ぎたあたり

から急激に<cos9>が減少し，電子も急激に追加できるようになるのが分かる.

この様に，水分子の外場に対する応答が遅れるのほ，水素結合ネットワークを

グローバルに組み替える必要があるためである.今屈のモデ、ノレで、は約 2予sでこの

組み替えが起こり，その後外場を遮蔽するように水分子が向きを変え始めたと

考えられる.水分子が電場を遮蔽する方向へ向きを変えると，水層の実効的な

誘電率が大きくなる.するとさらに Pt表面へ電荷を注入することが可能になり，

印加される電場も増大する.その電場を遮蔽するようにさらに水分子が囲転す

る.というように水分子の応答と電荷の注入が連鎖していることが分かる.本

シミュレーションでは電荷一定の計算のもとで電荷を徐々に増やしているが，

実擦の実験は電位一定のもとで行われる.従って圏 3の時間スケーノレは現実の

ものとは厳密には対応しないが 電気二重層のミクロスコピックな充電過程は

このシミュレーションで再現できている.

次に電圧昂加による接触層の講造変化を見てみよう.図 4に低電位(σex=-O.02)

および水素吸着反応直前の高電位(σex=-O.08)における接触層のスナップショッ

トを示す.低電位の時には接触層の水は水素結合を形成しているが，所々水素

結合が切れており完全にはネットワークを形成していない.一方，高電位では

全ての水分子が水素結合で結ばれ， Pt表面を 2次元的な水素結合ネットワーク
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図 4:接触層の構造変

化.電極に注入する電

荷量はそれぞれ， (a) 

σex-・0.02，(b)σex-・0.08

である.

で、覆っている.この層は， H-down構造の水分子と，それら 2つの水分子を水素

結合で、つなぐように少し上の方に配置した水分子で講成されており， bilayer構

造になっている.プロトンはこのネットワークに沿って容易に吸着サイトへ移

動することが可能で、あり， bilayer構造の形成が反芯の促進につながっていると

考えられる.接触層に収容されている水分子の数から密度を見積もると，抵電

位では1.3g/cm3，高電位では1.7g/cm3となり，電圧を印加することにより接触層

の水の密度が増大することが分かった.このような現象は表面 X線回折の実験

でも実際に観演されており ，Ag表面において1.4g/cm3[14]，Cu表面において

1. 7 g/ cm 3 
[ 15]と報告されている.

~ 5.電気化学反応 (Volmer反応)

電荷量を σex=-O.08まで増やし， MDシミュレーションを続けることにより約

5.3psのところで，プロトンに電荷が移動して水素原子として Pt表面iこ吸着する

Volmer反応

H
3
0+ + e-→ H

2
0 + H(ad.) (2) 

を起こすことに成功した.実際の反応の様子は医 5のようになっている.図 5(a)

では二次元的な水素結合ネットワークに取り込まれた反応亘前の H30+がある.

つぎにゆ)では OH結合が伸びて Pt-Hの結合ができている様子が分かる.最後に

(c)で、は，水素原子が Pt涼子の真上に吸着して反応が完了している.

次に， Pt表面から H30+への電荷移動の過程を詳しく見てみよう.図 3(も)， (c) 

に表面 Ptおよび、反応(吸着)する水素原子の電荷量(ppop)[16]をそれぞ、れ示す.値は

中性状態の原子からの電荷の増減を表し， (b)では表面 Pt原子あたりの平均檀が

示されている.水素吸着反応が起こる直前まで， Pt表面では Ppopが徐々に減少

していることが分かる.これは図 3(a)に示したように，電極に電子を徐々に注入

しているからであり，電極が充電される様子が見て取れる.一方，水素原子の Ppop

は O.30~O.35 で王電荷を帯びている.これは分子内でフk素原子かち酸素原子へ

電荷が移動しているためであり，水素が水分子または H30十内に存在することを

示している.反応が起きる 5.3ps付近では Pt表面の Ppopが急激にプラスの方向へ
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変化し，逆に水素原子の Ppopはマイナス方向に変化して中性状態、になる.この Ppop

の連動した動きがまさに反応の瞬間であり，電極から反応種へと電子移動が起

きている.これは 図 5のスナップショットとも対応しており 電子移動と原

子移動がほぼ同時に起きていることが分かる.

最後にこの電子移動反応を分子軌道の立場から眺めてみよう. H30+の最低非

占有軌道(LUMO)のエネノレギ一分布を見るためにGrosspopulation解析[17]を行っ

た.この解析方法は分子系で行われるマリケン電荷による解析を，金属表面と

吸着した分子から成る系に拡張した方法で LUMOに射影した状態密度を計算

することができる.図 6にそのエネルギ一分和を示す.縦軸のエネルギーの原

点は Ptのフェルミレベルで、ある.赤い領域が LUMOの状態密度が存在する位置

であり，反応前にはフェルミレベルの上約 10eV付近に存在している.この段階

では圏 5(a)に対応した状態である.反応が進むと LUMOの位賓がフェルミレベ

ノレに近づいていき，図 5(b)のように H30+の OH結合が伸びて， Pt-H結合ができ

始める.さらに， 5.3psあたりからフェルミレベルよりも下に状態を持ち始める.

LUMOはPtのd軌道と混成するためにエネルギー的にはブロードな分布となる

が， -2eVあたりに顕著なピークを持つ. 5.32予sには図 5(c)のように，水素は Pt

表面iこ吸著して反応は終了する. Volmer反応の反応式は単純だが，その詳細は

非常に複雑である.まず，電圧印加によって生じる電場を水分子(や溶質イオン)

が遮蔽し電気二重層が形成される.同時に接触層の密度が増し，電極表面を二

図 6:反応中の H30+

の LUMO軌道に射

影された状態密度

の時間変化.縦軸の

原点は Ptのフェノレ

ミレベルを表す.自

色矢印はそれぞれ，

図 5のスナップシ

ョットの点である.
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次元的な水素結合ネットワークが覆う.さらに， H30+のLじMOが Ptのd軌道と

混成しながら， Ptから電子を受け取り表面に吸着する.これら反応の詳細は第

一原理分子動力学シミュレーションで初めて明らかになったものである.

~ 6.今後の展開

ESM法を用いることにより，初めて第一原理分子動力学シミュレーションを

現実の電極反志の問題に適用できるようになった.このことの意義は大きく，

今後多くの現実の化学工業，電気化学などで，今まで明らかにされていなかっ

たミクロスコピックな反応機構の解明に重要な貢献をすると期待される.

しかしながら，まだ課題も多く残されている.剖えば，本研究では電極に与

える電荷量を一定にしてシミュレーションを行った. しかし，実際の実験環境

では電位一定の元で種々の反応が起こる.従って，反応のダイナミクスを追う

ためには“電位一定"の計算手法を適用したシミュレーションがより適切であ

る.現在，様々な研究グ、ノレーフ。と議論を重ねながら， ESM法を用いた電位一定

のシミュレーションに挑戦しているところである.さらに，反応自由エネルギ

ーや活性化エネノレギーを計算するために，ブルームーンアンサンプノレ法[18]を用

いた計算も共同研究者によって始められており，今後は定量的に実験結果との

比較が可能になってくる.今後も活発な研究が行われることにより，燃料電池，

太陽電池やヲチウム電池などの電極表面でどのような反応が起こるかを第一原

理シミュレーションから理解し，電極触媒の開発や高機能・高効率化への道第

が付けられることを期待する.
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Appendix: Effective screening medium (ESM)法

1 はじめに

通常，第一原理計算を行うときは，系;こ 3次元の周期境界条件を課す.表面や界面を扱う場合には 2次元

方向 (xy方向)にそれらが無限に広がったスラブモデルを使うのが一般的である.この場合，スラブの表面

垂直方向 (z方向)には真空を挟んで周期境界条件を課す. しかし，電圧を印加した国液界面系のスラプモ

デルは z方舟の周期境界条件と語性が悪い.なぜなら，菌 l(b)のように電極側と溶液割に電位差が存在す

るために z方向のポテンシャんは周期的にはなっていないからである. ESM法はシンプルで計算負荷の軽

い方法でありながら，この菌難を克脹し，電極系をうまくシミュレートできる方法である.

第一原理計算で、は静電ポテンシャルと電荷密度を関係付ける Poisson方程式は，あらかじめ 3次元毘期

境界条件の下で解かれている.そこで，我々は Poisson方程式を3次元屑期境界条件では主く，モデルに適

した境界条件を課して解くという方法を考えた.異f本的には，表面水平方向には従来通り居期境界条件を課

し，表面垂産方向へはモデ、ルに依存した境界条件を課す方法である z方向の計算セルの外側に Effective

screening medium(ESM)を置くことにより(菌 A.2参照)，境界条件を任意に取れる自由度を与えている.

ES討は誘電率のみで特徴付けられる有効媒質である.xy方向にラウエ表示を用いると，z方向への 1次元

開題に帰着できるために，任意の境界条件に対して解析的にグリーン関数を求めることができる.このグ

リーン関数があちかじめ解けるところがESM法のポイントであるー z方向;こ任意の境界条件を課したにも

関わらず，結果的に通需の第一原理計算の場合と変わらない計算手顕が適用できる.しかも，従来と同等の

計算量で、静電ポテンシャルを計算することができるので， ESM法を用いることによる計算負荷は非常に小

さい.また， ESM法は基底関数によらない方法なので，既存のどのような計算プログラムに対しでも容揚

記導入することができる.

実際のプログラムへの実装はどのように行われるかを説明する.図 A.1に計算の流れを示す.原子番号

Zμ，原子{立量Reμを入力すると，イオン同士の相互作用エネルギー Eion-ion，原子のローカルポテンシャJJ.;

ltíoc が決まり九初期電子配置 p~n を決めてやると，静電ポテンシャル泊を含む有効ポテンシャル九百が計

算でき， Kohn-Sham(KS)方程式が完成する. KS方程式を解いて得られた波動関数仇から出力電子密度

ρ2utが得られる.AZIとρ2utを比較して収束しているかどうかを判定する.坂東していなければ，自己無撞

着ループを継続し，収束していれば，全エネルギーと電子密室を得る.計買の流れを見ると， Eion-ion， ltioc 

とVH にグリーン関数が登場しているのが分かる.通常の周期境界条件を用いた電子状態計算ではグリーン

関数は 1fr型のものをフーリエ変換したものを用いる. ESM法ではこのグリーン関数をモデルによって得

られたグリーン関数でそれぞれ置き換える.置き換え自体は龍単であり，既存のプログラムへの変更泣僅か

である.また，電子状態計葬で最も時間がかかるのは KS方程式を解くところであり， ES悶法に置き換え

た事による計算時間の増加は実質的にはない.

テキストで紹介したプログラムの中で TAPP，STATE， PWSCFは，図 A.1で示した 3カ所を変更す

る.これらのプログラムでは，静電棺互作用の項を正電荷と電子に分けて計算する伝統的な手法を採用し

ているからである.これに対して， OpenMX， QMAS， SIESTAでは正電荷と電子を向時に扱い，クーロ

1提ポテンシャル法または PAW法ではローカルポテンシャル以外のパートも計算される.
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{Z，μ}， {Riμ} 

旦ぬ二iffmj)白川

Vioc(r) = J ~I州〆
自己無撞着ループ 4 

ρご(r)

十附=回附)dr

[が-f+恥 (r)]的)=川)

ρ:前 (r)

No idut(T〉一 ρ~n(r)1 <ε 

G(r， r') = model dependent 
Green's functions 

Yes. 

ρe(r)， B凶 {Ril'}

Figure A.l:第一原理計賓の涜れ.

ン相互作用の長距離牲があらわに現れない手法を採用しているために，プログラムの変更箇所は VH'こ関す

るところのみであり，さらに ESM法の通用が容易である.

以下の節では，全エネルギーの定義から Poisson方程式を導き，いくつかのモデル系に対する境界条件

を設定して，それぞれのグリーン関数を導出する.

2 全エネルギー

ESM法では以下のように全エネルギーを定義する.

f_]_rε( r ) 1 r7T T { _ ¥ 12 ， ( _ ¥ T T! _ ¥ 1 
Eω[ρe，V] =K[ρe] + Exc[pel + I dr 1-~~'_J IvrV(r)l~ +ρtot(r)Vケ)1 (A-l) 

I I 8 π i  

ここでt Ptotケ)=ρe(r)+ρI(刊で島り， ρeとρzはそれぞれ，電子とイオンの電荷密裏を表す.式 (A-りを

Vで変分をとると， Poisson方程式

マド(r)vr]Vケ)=-4πPtot (r) (A-2) 

が得られる. Poisson方程式の解を与えるグリーン関数を

マ[ε(r)V)Gケラr')= -41rd(r -r') (A-3) 
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Figure A.2:模式的な計算セル. (i)真空に孤立したスラブ. (ii)キャパシタに挟まれたナノ構造体. (iii)電

極モデル.

より求める.グリーン関数が得られると式 (A-1)は

Etot[ρe， V] = K[Pe]→-Exc [Pe] + ~ /f drdr'ρtot(r)G(r今r')ptot(r')，
211 

(A-4) 

と変形できる.これは通雪のトータルエネルギーの式と等価である.式(A-4)をんで変分すると Kohn-Sham

方程式が得られる.変分原理が成り立っているので¥原子座標で微分すると Hellman-Feynman力が得られ

る.通常の第一原理計算の定式化と違うところは.Poisson方程式があらかじめ周期境界条件の下で解かれ

ていない点である.つまり. ESM誌ではモデルによってグリーン関数を適当に選択できる.

3 境界条件

物理的に興味のあるいくつかの境界条件を紹介する. ESM法では xy方向には居期境界条件を課すので式

(A-2)にLaue表示が適用できる.

[8Z{E(Z)δ'z} -E(Z)イ]列島I'Z)=-4πρ叫 gll'z)う

ここでフーリエ変換は以下の様に定義している.

V町均陶沼惜匂gljい川!りリ，Z←jρμμμd企九drll町11川州什IV川什州V引内汁川(ケ恥川叫即川r巴町叫い!Iトρ川|い川川ち，z)斗)e-一→均i

V引(ruい、 zけ)二 」τI d勾勾g"V(岡g，酌"うz斗)ε 碕 .r引「
r引円11 | 

(27f)2 ) 

図A2に今回考えるモデルの模式図を示した.これらりモデルの境界条件は次の 3つである.

(A-5) 

(A-6) 

(i) Bare coulomb type (bc1) 

。'zV(rll，z)lz=土∞二 Oぅ E(Z)= 1， (A-7) 

この境界条件は通常の repeatedslabの計算と基本的に法同等であるが，分極した表面を補正無しで

扱えるというメリットがある.また，無限遠をエネルギーの原点に取れるので，仕事関数などが簡単

に求められる.
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(ii) Capacitor type (bc2) 

r 1 if Izl三Z1

V(rll'土zI)= 0，ξ(z) = { 
{∞ if Izlさむ

(A-8) 

これは z=土むに金属電極をおいたキャパシターモデ、ルに対応している.

かけて一定電場を発生させた場合は，

このキャパシターに電圧を

中)= { 
(内11' Z1) = 0 I 1 i江f I斗

V(ケ川r町町11卜|い今 一Z勾1)= Vo ∞ i百f I凶z斗i三三 zむ1 

(A-9) 

となる.従って式 (A-8)は式 (A-9)で Vo= 0の時に対応する.

。ii)Electrode type (bc3) 

(川=0 r 1 if Izl::; Z1 

ε(z) = < 
δ'z V (r 11 ' z) I z=一∞ニ o l∞ if Izl三Zl

(A-I0) 

これは z=むの粛に金属電極を置いたモデルに対応している.

4 Poisson方程式を解く(一般論)

3節で与えられた境界条件の下でPoisson方程式を解く為仁一般的な微分方程式の解法を復習する.ここ

での記述は， G. B. Arfken， H. J. Weber著，権平健一部，小山直人，神原武志訳，基礎物理学〈第 4板〉

「関数論と微分方程式Jp347，講談社に従っている.

次のような非同次シュツルム・リウピル{自己髄f半型)方程式を考える.

(ドじにrにj今~斗山ル以作似叶(いω仲山川…z吟れ山川)μ川川÷吋叫f汽(
df"d¥  二-;f p(z) ::_ )十ばり
dz ，，-' -/ dz / 

(A-ll) 

£は昌己髄伴型微分演算子である.式 (A-ll)を解くために用いるグリーン関数 Gの定義培以下の通りで

ある.

(a)α 三z三bをパラメータどで分割する.そして α三z<どに対して Gヤ)=G1(z)，ど<z::;bに対

しては Gい)= G2(z)とする.

(b)それらの関数 G1(z)とG2(z)はそれぞれ，向次シュツルム・リウピル方程式を満たす，すなわち

{ ~… LG2(z) = 0ヲ

(α 三z< z') 

(ど <z三b).

(c) z =αまたは z=bにおいて以坊に課せられた境界条件を G1(z)およびG2(z)は満たす.

-856-

(A-12) 
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(d) G(z)は連続であること

Z
 

っaG
 

mJ九z
 

一一z
 

G
 

mイ一Z
 

を要求する.

(e) G' (z)は不連続であること

三ら(z)1 - ~~ G1(イ 1I z' dz ~ q-_ J I z' p(ど)

を要求する.

この要求を講たす Gは2変数関数 Gやうど)となる.式 (A-ll)の解はこの Gを使って

ポz)= lb 

G(z， z')f(ど)dz' (A-13) 

と書ける.

次に実際にグリーン関数 Gを作る.ψL/R(Z)を z=α，bでそれぞれ (b)を満たす関数とする.そこで

I Cl仇 (z) (α三z< Z') 
G(ムz')= < 

l C2ψR(Z) (z' < z三b)
(A-14) 

と置く. (d)を濡たすように

C2ψR(Z') -ClψL(ど)=0 (A-15) 

を要求する.次;こ， (e)を溝たすように

C2治的 -Cl吐い')=-L
p(z') 

(A-16) 

とする.ψL/R(Z)を独立とするとロンスキー行列式は

W(z) =ψL(Z)ψk(z) - ψ~(z)ψR(Z) 手。 (A-17) 

であり，

vV(z) =れい)ψ主(z)ーは(z)山 (z)=J1-
p(zつ

である (Aは定数).これを式 (A-16)と比べると

ClψR(ど) ~-ψL(z') 
1一一一一一一一一ーラ 勺一一一一一一一一A ，~.. A 

(A-18) 

(A-19) 

である.これを式 (A-14)に代入すると

( -:ψL(Z)ψR(ど) (α 三z< z') 
G(z， z')二 < r; 

l -~ψL(Z')山(Z) (z' < Z三め

となる.この方法を用いれば，任意の境界条件に対してグリーン関数を求めることができる.

(Aー20)
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5 Poisson方程式を解く(各境界条件)

3節で定義した各境界条件を 4却の一般的な解法に従って解く.グリーン関数が求まると，静電ポテンシャ

ル泣 Laue表示の下で

V(gll' z) = J C(gll' z， z')P(gll' z' (A-21) 

と表せる.

5.1 bare colomb (bc1) 

境界条件 (i)を gll空間で表すと，

( 山山山11斗札z)lz=::l::=之一土ね∞

E吋(いωz斗)= 1， 

となる.この境界条件の下でグリーン関数老求める. (A-22)より式 (A-5)は

去(巧吟一gイnV(檎g色民11川;い，

となる.これは次のように見れば式 (A-ll)と等価な微分方程式である.

p(z)→去 q(り→-S制→ρ(gll'z) 

(A-22) 

(A事 23)

(A-24) 

ψL/ R(Z)は

{ ~巧 -gO)い )=0

ψL(z=一∞)= 0， ψR(Z =∞) = O. 

を満たす.この微分方程式は簡単に解ける.

(的)= ae
911 

ψR(Z) = be-g11z 

(A-25) 

(A-26) 

定数A辻式 (A-18)より，

A= 寺かtい刷ψ牝似凶L以白(い肋(Z) 1þ~斗)

となる.以上よりグリーン関数は

(A-27) 

CbC1(gllヂ:O，Z、zf)=2Ze-91|izz'l 
2gl1 

(A-28) 

と詰る.この境界条件では電荷をスクリーンする物なないので，gll = 0の時は発散するので注意が必要で

ある.
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5.2 Capacitor (bc2) 

まず，キャパシターに霊圧がかかつてない時の式 (A-8)を考える.境界条件を gl!空間で表すと，

I 1 if Izl三Zl

V(gllぅ土Zl)= 0う ξ(z) = < 
i∞ if Izl三Zl

(A-29) 

となる.この境界条件の下でグワーン関数老求める.式 (A-23)うは-24)は境界条件 (i)と同様である.この

境界条件では ψL/R(Z)は

(付イ)ψL/R(Z)二 O

ψL(z = -Zl) = 0， ψR(Z二 Zl)= O. 

を満たす.この微分方程式も笥単に解ける.

(A-30) 
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(A-31) 

定数 Aは式 (A-18)より，

t r_ I {_ ¥ _;J {_ ¥ _1-' {_ ¥ _1_ {_ ¥ 1 aogll 
A=zh{ψL(Z)山(z)-7þ~(桝R(Z)} = ---~;" sinh(2gl1叫 (A-32) 

となる.以上よりグリーン関数は

CbC2(gllぅムど)= i-竺e-g"lz-z'l十 41fe-2gl
!Zl∞sh(gl1(z -Z')) -cosh(gll(Z +ど)2 (A-33) 

2911 ' 2911 sinh(2gliと1)

となる.

次に，電圧をかけた時の式 (A司 9)を考える.式 (A-8)の時と法違い， gll空間での境界条件には注意が必要

である.式 (A-6)より，
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(A-34) 

となる. gll =0の時には

I V(O宅九)=0
8;V(0ぅz)=-4叩 tot(0， z)ヲ{

l V(O， -Zl) =日

を解けばよい.これは γゅうz)二九(0ぅz)十日(0ぅz)と分けて重ね合わせで解くと良い.それぞれの微分方

程式と満たすべき境界条件培次の様になる.

(A-35) 

δ;V1(0，z) =-4πρω(O，Z)ぅ lミ(0，土九)=0

1九(0今zI)= 0 
δ?九(0，z) = 0， < 

l ~さ (0 ， -Zl)二%

(A-36) 

(A-37) 
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式 (A-34)のgll手0の部分と式 (A-37)を合わせると

δI;V1 (gll， z) = -4πρtot (gllぅz)ラV1(gllラ士Zl)= 0 (A-38) 

を解けば良い.これは電圧をかけていない碍と同じなので，式 (A-33)がそのまま使える.式 (A-37)は簡単

に解けて

ら(OJ)=-Ji(z-zd
"""'1 

となる.以上より，キャパシターに電圧がかかっている時のの静電ポテンシャルは

V(gll'z) =γbC2(gll' z)一;芸与(μトzト一九ω桝)8(切g民的i日!
~41 

となる.

5.3 Electrode (bc3) 

ここでは境界条件 (iii)

(列島I，z日 I 1 if Izl::; Zl 
ぅ ξ(z)= < 

δ'z V(gll' z) Izニー∞ =0 l ∞ if Izl三Zl

(A-39) 

(A-40) 

(A-41) 

を考えてグリーン関数を求める.式(A-23)，(A-24)は境界条件 (i)と時様である.この境界条件で誌ψLjR(Z)

は い-g")ψLIR(Z) = 0 

δzψL(z)lz=一∞ =0， ψR(Z= Zl) = O. 

を満たす.この微分方程式も覇単に解ける.

定数Aは式 (A-18)より，

(仇(z)= aegll 

ψR(Z) = bsinh(gll(z -Zl)). 

2abgll ngll Zl 

A二五 {ψL(z)ψら(z)-1tUz)伯作)}二ゴE一ε

となる.以上よりグリーン関数は

Cbc3 (gll ' z，ど)=fze-h|z-zFi-fzegρ+z'-2zl)

291l- 2911 

となる.

-860-

(A-42) 

(A-43) 

(A-44) 

(A司 45)
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6 グリーン関数の実空間表示

bc1ほ真空中のクーロン相互作用を表しているだけなので，実空間で表現すると 1/γ 型になるはずである.

bc2とbc3のグリーン関数を見ると bc1のグリーン関数に余分な項がよ記されていることに気がつく.これら

の項がまさに Esrvf中の鏡像電荷によるポテンシャルの項である.この事情老理解しやすいように，それぞ

れのグリーン関数の実空間表示を計算する.

bcl: 

Gbcl(rl| -r(|うれ')= (C)~ ¥2 f G(gll' z， Z')εigll.(rll-ril) dgll 11 ' '_， _ J (2π)2J 

二三LfL9|1iz どzlleiνeigu
(2 π )2 ) 牛柑矧y訓11| 

= 1=拍 Illrll-rill)e
一叶Z'ld911

y'lrll ザ+い-z')2 

(A-46) 

bc2:金罵電極が z=土Zlにあるので，合わせ鏡の様になり，鏡f象電荷は ESM領域に無限に生成される.

G凶作||-r;|ふ z') 二 {C)~\2 f G(gll，z，z')eig!1付 11一向gllII'~' 
_ 

J (2π)2J 
41r r 1 _ 

I 
_ 

.11 : 
_ 

1_ 、
- {C)~'\2 I .，: e-911Iz-z 'e1gll'¥rll 叩 dgll(2π)2J仔11

+4π r j_ ~ 2911 Zl cosh(911 (zーど)) ∞sh(911 (z +均七
両'2) 2911 sinh(2911九)

u~11 

JJE[1  

+ゾIrll-ril1

2 + (z-z'+れ ÷ 川2

ゾIrll-ril1
2 + (z -z' -2(2叶恥)2

(A-47) 

となる.
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bc3:金属電極が Z= Zlにあるだけなので，鏡像電荷は lつだけである.

G門 rii r(iAZf)=-LjG(gi!?い')月 (rll一向gll
I -11'-'-f (2π)2J 

=三乙/ム叫z-z'leigl/.(r詩-ri')dgll
(2π)2 J 2g11 

41τ r 1 ・ r
一一一 I<l: e-2gllz1月 (rll-ril)dg

ll (2π)2 J 2g11 

+ 
Jlrll -ril1

2 +ヤ -z')2 Jlrll -ril1
2 + (2z1 - Zーり

(A-48) 

以上のように、確かに bc1は 1/γ の通堂の Coulomポテンシャルになり， bc2とbc3で培 bc1，こ鏡像電荷

から来るポテンシャルの項が付け加わっただけであることが分かる.このようにして最終的には特に驚くこ

とのない結果が導かれた.今回は示さなかったが， ESMとして水の領域を表したければε=78 ~こして計算

すればよい.その場合もやはり実空間のポテンシャルは鏡橡ポテンシャルで理解で、きる形式になる.これら

の結果は，グリーン関数法を用いなくても静電磁気学の護業で、習った幾何学的な鏡橡ポテンシャルの求め方

を護っても同じ結果が得られる.ESM法のポイントはこれら非常にシンプルな結果を (gll、Z)空調で効率よ

く計算出来ることと，シンプルが設に適用範冨が広いことである.
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