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1 はじめに

本稿では波動関数における幾何学的位梧が中心的な役割をはたす輸送現象について解

説する.主にE体中電子の量子力学的波動関数を想定して「量子j輸送現象について話
を進めるが，コヒーレントな巨視的電磁波が関係する問題についても考える.したがっ

て「量子Jと言う言葉には あまり厳密な意味をもたせず、に干渉性を保っている波動が
関わる輪送現象についての話だと考えていただきたい.前手では幾何学的位相に関する

基本事項について必要最低限と思われるものを取り上げ，できるだけ飛擢が蕪いように

説明を心がけた.また全体を通じて， Schrodinger方程式や角運動量演算子の代数などの

量子力学の基礎，周期系における Blochの定理と Bloch関数 一様磁場中 2次元電子系

のLandau量子化 電磁気学における Maxwell方程式についての知識があれば十分理解

可能な内容となっている.残念ながら幾何学的位相に関する話題に限らずゲージ理論一

般の背後にある数理との関連については触れられなかったが 最近では幾何学的金椙に

関する数理や関連した物理現象について解説している優れた教科書が何冊も出版されて

いる.ここで辻筆者にとって特に参考になった文献[1ぅ2ぅ3ぅ4]をあげておく.より深く学

びたい読者はぜひご一読をお勧めする.また，幾何学的位相に関する初期の重要な仕事

を集めた論文集の定番として文献[5]をあげておく.

幾何学的な位相に関するさまざまな解釈のうちで，もっともわかりやすいのは Berry

による断熱近畝に基づいた解釈 (Berry位相)[5，6]であろう.それゆえ幾何学的泣栢と

Berry 位相がほぼ同義に用いられることが多いのではないかと思われる.したがって頼番

からいけばまずこの断熱近似における幾何学的位相について説明し，その後，より一般

的な AharonovとAnandan[5ラ7]らの議論を紹介すべきだと思われるが，前半部の基本事

項の解説ではこの順番を逆にした.紙面の節約という意味もあるが加えて断熱近叡の

意味するところがわかりやすいように思えたからである.I幾何学的j位相という名前の
つかみどころのなさからも窺えるが この概念は非常に一般性が高いものである.数学・

物理・化学やそれらを横断する領域において古くから研究されており [5]，量子清報との

関連性も指捕されている [8].また国体物理の範圏内だけでも，実に多くの物理現象が関
わっている.後半では巨体中電子の Bloch波や電磁波の輸送現象に見られる幾何学的位

相が関係した様々な効果について解説する.これらは〈位相)幾何学的Hall効果とでも

呼べるものであるが よく知られた量子Hall効果はその典型例あるいはひな形であると

言える.その地にも異常Hall効果 [9，10]，スピン Hall効果 [10，11ラ12，13]，売のHall効

果 [14，15]について触れる.(参考文献はこれらの効果の幾荷学的側面に触れている邦文解

説記事である.) 

以下では特に断らない摂りた=c二 1の自然、単位系をとるものとする.
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2 幾何学的位椙とは?

2.1 回転磁場中のスピン模型

まず辻古典とも言える「回転磁場中のスピン模型J[16]をもと iこ，そもそも幾何学的位
相とは何かについて解説し，その後の予備知識導入の準備としたい.はじめに述べたよ

うに幾何学的位相が広く認識されるようになったのは 断熱近似を用いた Berryによる

議論告ぅ 6]に負うところが大きいのであるが，このことは必ずしもこの近似が幾何学的位

相に必須のものであることを意味するものではない.断熱近似とは，系を制御する外部

パラメータ(到:外部磁場の向き)の時間変化が，系に国有の時間スケール(例:Lamor 

議差運動の毘期)に比べて十分に遅いとする近似である.当然、実際の物理過程ではこ

のような近似は必ずしも成り立たない.そこでもう少し一般的に，系が錆環的に時間発

展をする場合について導入された考え方 (Aharonov-Anandan位相)[5ぅ7]をはじめに紹

介したい.ただしここではより具体的な議論をしている文献[17]に基づいて説明する.

さて，惑気モーメント μ =，Sをもっ量子に強さ Bが一定でその向き eB(t)が毘期的
に変化する磁場B(t)= BeB(t)をかけた場合を考えよう.ただし Sは角運動量演算子で

[丸5j]二 iL:k Eijk5kの交換関係を満たすものとする.説明の便宜上Sのことをスピン
と呼ぶことにする.このとき磁気モーメントの状態変化は次のハミルトニアンで記述さ

れる.

定(t) = -B(t).μ-ωLeB(t) . S 、、も』，ノ

宅

g
i

，，ea
E

・E・-‘‘、、

ただし ωLこうB とおいた.想定している状況は上記のようなものであるが，ここでは物

理的背景を一旦忘れることにする.特にスピンの状態変化が物理的な外部磁場によって

引き起こされる云々は忘れることにして，座標変換を行うときも ωLeB(t)は単なる外部

パラメータであると考える.ただし以後も便宜上この模型を「回転磁場中のスピン模型J
と呼ぶ.ここではつぎのような回転磁場を考える.

I sin 00 cosωt ¥ 
eB(t) e(Oo，ωt) = I sin 00 sin wt I 

¥ cos 00 J 
(2) 

ただしe(Oうめは極角。ぅ方位角ゅの方向を向いた単位ベクトルである.以下では0=0‘。=
8の方向を z軸(正の)方向と呼ぶことにして，適宜，ez二 e(Oラ0)の記号も使うことと

する.

2.2 1価固有状態と固有値の量子化

まずは準舗として演算子e(Oーや).sに対する固有{直m をもっ固有状態のうち 1舗のも
のを 1m;丘ゆ)N(0ヂ吋で表し，特に 5zに対する国有状態を単に 1m)と書くことにする.

円
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次に 1m;0， 4>)Nを1m)を元に講成するために，量子化軸ezを量子化軸針。うや)(0ヂπ)に
移す回転操作を導入する.もっとも簡単な操作としては 以下の式で定義される匝転軸

n(ゆ)のまわりの角度。の回転を考えればよい.

z 酬。) (-ω} 
n(ψ)二=I COS 4> I 

lez x e(o， 4>)1 ¥ ~~~'r ) 

毘転操作の、演算子は次のようになる.

(3) 

R(o，ゆ) = ε一向{φ)-8= e-iφSZe-iθSYeiφSz (4) 

ただし最後の表式に書き換えるときに以下の関係式を用いた.

I COS 4> sin 4> 0 ¥ I cos 0 0 
e-iφSzSeiφS z = I -sin 4> cos 4> 0 I S， e -iOらs♂θら=I 0 1 

¥ 0 0 1 I ¥ sin 0 0 
;:)s 
(5) 

状態 Im;oぅ争)Nは1m)とR(o，ゆ)を思いて以下のように講成できる.

Im;o，ゆ)N = R(oヲゆ)Im)= e-iφsze-iOSYeiφSzlm) = e一件(Sz-m)e紛ら1m) (6) 

定義より明らかにR(oラ中十2π)= R(oうゆ)なので， Im;o，ゆ)Nは確かに1価(Im;oうゆ十2π)N= 

Im;oぅ争)N)であることが分かる.
富有状態1m;0， 4>)Nの構成のところで単位球面の南彊(0=π)に相当する点をその定義
から除外したが，次に示すようにこの場合は 1倍にならないためである.

m;πぅφ)N = ε一時(Sz-m)e-iπら1m)= eーはら♂φ(Sz+m)lm)=♂2mφε 付Sy1m) (7) 

南握において 1髄にならない原因は♂2mφ の医子であることがわかるので， Im;o，ゆ)Nに

次のゲージ変換をほどこした状態 Im;8うや)Sを考えてみる.

Im;oぅφ)S = ε i2mφIm;oうゆ)N= e 材 ze-iOSYeiφ(Sz-2m)1m) =e-iφSze-iOSYe-utsz 1m) 

= ε一併zε-i(θーπ)S百εωzε-iπお1m)二二 R(o一九ゆ)Rケタ)Im) (8) 

右辺の3番目の式より，この状態は北極(0= 0)で辻 1錨ではない. しかし右辺4番目の

式よりそれ以外では 1価となっている.

北極と南援以外では Im;oうゆ)NとIm;oうや)Sはともに l値であるので，式(8)の右辺最初
の表式より，ei4nm _ 1でなければならないことがわかる.したがって，ある領域でlf1ffiで

あるような状態をゲージ変換により張り合わせて単位球面全体(0S 8 S 7r，0 S rtくお〉
を覆うためには，固有値mは整数または半整数でなければならない.以下ではこの条件

が満たされる場合を考えることにする.また，状態ベクトルの変化の過程でスピンが南

橿を指すような状態は現れないと仮定して，富有状態Im;o，ゆ)Nを単に Im;o，争)と表すこ
とにする.

。。
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2.3 循環的解における幾何学的位相

それでは式(1)のハミルトニアンで時開発展する状態を求めることにしよう.状態ベク

トルを片付))と表すことにすると，以下の方程式が成り立つ.

tillψ(t)) = ωL針。。ヲωt).81ψ(t)) (9) 
dt 

この方程式が簡単には解けない原因は何か考えてみると，単位ベクト)ve( Boラwt)の時間
変化に他ならない.そこでe(Bぅwt)が静止して見えるような回転座標系に座標変換して，
問題をながめ草してみることにする.静止堅標系における状態ベクトルiψ(t))に対正、する
回転窪標系における状態ベクトルは iψ(t))RFニ εiwtSz片付))と表すことができる. 1ψ(t)) 
に対する方程式より， 1ψ(t)) RFの満たすべき方程式は次のようになる.

十(収t吟t))RF
一 一[いWω'工Le(伊Boう0的).8+中ω15z]リlψ(作例t吟)片)RF

一ωeffe(Be仔:0)・81ψ(t))RF (10) 

ただし最後の表式では次の記号を導入した.

…2 
州 =ωLd1+2ニωsBo +こす

WL (λ)L 
、、saノ
t
z
A
 

4
2・A
J
l
t
 

cos Beff =ごと iωBo+二三}う sin Beff =どとsinBo 
い)eff¥斗)L/ 仏)e釘

(12) 

方程式 (10)の解は iψ(t))RF  =♂ωeffte(θeff‘0)-81ψ(0))となるので， 1ψ(t)) = ε一山tSz17t( t)) RF  

の関係式より静止座標系における解が求められる.

iψ(t)) = [J(t) 1ψ(0) )ラ [J(t) = e-iωtSzei叩制Oeff，O)-8_εiWeffte(θeff，wt)-Sε-iwtSz (13) 

次に幾向学的位棺を定義するために，ある一定の思期Tで(詑棺の不定性を詮いて)初

期状態、に戻って来るような解について考えることにする.注意すべき点として，同じ状態

変化を毘期的に繰り返す解だけでなく，周期Tごとに初期状態に戻りさえすれば各間期

ごとの状態変化は異なる解も含むという点である.このような解を循環的な解と呼ぶこ

とにする.式 (13)により，循環的な解の初期状態は演算子 [J(T)=ε-iwTSz eiweffTe(Oめ O)-S

の国有状態になっている必要がある.このような固有状態の可能性も数多くあるわけで

あるが，ここではT=2π/1ω!とT=2π/1ωefflの場合をそれぞれ見ていくことにする.な
ぜこの様な周期に特定するのかといえば，以下の理由により解を構成するための見通し

が長いためである.

.T=2π/1ω|または Tニ 2π/1ωefflのとき，e ωTSzまたは eωeffTε(θ品。)-Sのいずれか
はz軸またはε(Beι0)方向を軸とする 2πの回転となる.

Q
J
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-上記の演算子のうち， 2π毘転でないほうの演算子の屈有状態を見つければ，U(T) 

の固有状態となっており，求めるべき初期状態としての条件を満たす.

ここで後の計算のために確認して置きたいこととして， 2πの自転に関しては自転演算子

が自転軸の方向に依存しないことが上げられる.到えばお互いに平行でない回転軸 eA

およびeBのまわりの囲転を考える.このとき eAをeBに移すような囲転の軸の方向を

す1..AB=εA X eB/leA x eBIとしう eAおよび、eBのなす角度を ()ABと書くことにすると，次

の関係式が得られる.

e一伽ewS _ e-iθABnAB.Se一迎賓eA.SeiBABnAB-S = e一伽eA.S (14) 

最後の式変形ではおの回転演算子が任意の自転演算子と交換することを穫った.

循環的な解が見つかったとしよう.このとき，周期Tの関に得る位相手Tをiψ(T))= 
ε-isT 17t (0) )と定義することにする.また後の便宜上，t = Tにおいてこの結果を与える
ような泣相因子e-ziFtを抜き出し，{立桔まで含めて循環的な部分Ium(t))を次式により定
義しておく.

|ψ(t)) 二 e-i午tlum(t))ぅ lum(T))= lum(O))・

次に動力学的な位桔むを次式で定義する.

dd l
T 

dt (ψ附

(15) 

(16) 

この量の計算には各時刻におけるエネルギ一期待値を知る必要があるが，特にいま扱っ

ている模型の場合は，回転座標系への変換のときに用いた以下の関係式を使って容易に

計算できる.

討。) =ωLe( ()o，ωt). S =一ωeffe持品wt)・S+ωSz (17) 

最後に，幾何学的位相ちを {}Tとむの差として定義する.1ψ(t))に対する方程式，lum(t)) 
およびむの定義より，ちは次のように表すことができる.

I'T _1 

{}g 'l9T - {}d = -i Jo dt(um(t)1主lum(t)) (18) 

題期T=2π/1ωiの場合

先の議論より循環的解の初期状態は演算子 U(T)の富有状態でなければならないが，

T=お/同のとき次が成り立つ.

U(T) = e-t吋

-720-
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したがってε((} eff， 0) . Sの酉有状態を見つけてやればよく，これは 1m;(}eι0)にf也ならな
い.したがって周期T=2π/1叫の間に得る位相 {}rは次式で与えられる.

{}r - 27rm品(1-守) (20) 

一般の時刻tの解をあらためて書き下すと以下のようになる.

iψ(t)) 二 ε-iwtSzeωeffte(θeff，O).S1m; (}eι0) = e-im(ω一ωeff)tIum( t))ぅ (21)

Ium(t)) = 1m; (}(のうゆ(t))= 1m; (}eιωt) (22) 

この状惑に対するエネルギ一期待植は次式で与えられる.

(ψ(t片手l(t)1ψ(t)) 二 (Um(t)1 [-ωeffe( (}eff，は).S+ωSz] Ium(t)) 

二 -m(ωeff-W COS (}eff) (23) 

上記の結果は時間によらないので，動力学的位相内は単に毘期Tニ 2π/1ω|を掛ければ

得られ，幾何学的世相ちまで含めて以下の結果が得られる.

I !wl 7. I i /.¥.1.....，， '/.¥1 /.¥¥  .<""It. W (いJe狂¥
む = 1" dt (ゃい)1的 )1ψ(t))ニ -27rm一(一-COS(}eff) (24) 
ん IWI¥ω/  

斗j

{}g {}r -{}dニ 27rmG(1 -COS(}eff) (25) 
ド!

周期T=2π/1ωeff1の場合

先はどと同様に循環的な解はU(T)の国有状態である必要があるが，思期がTニ 2π/1ωeffl

のときは次式が成り立つ.

U(T) ニ f2π市 sf

したがって条件を満たす初期状態として Szの囲存状態 1m)が考えられ，このとき周期

T=2π/1ωefflの関に得る位棺 {}rは次式で与えられる.

。T 二 2mztit-1) (27) 

時刻t=Tでこの位相を与える国子を括りだすと，一般の時刻tの解を次のように書くこ

とカfできる.

!ψ(t)) = ε ωtSzeωd制θeff，Q)-Slm)二 e-im(ω一時古河Ium(t)) (28) 

IUm(t)) = 1m;引のうや(t))=eiwefft[e(θeff，wt).S-mllm) (29) 

つムヴ
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ここで針。および針t)は次式を満たす関数である.

e(()(t)，qy(t)). S = eiωeffte(θeff，wt)B Sze-ωeffte( Deff ，wt).S (30) 

後ほど再び触れるが，e(()(t)，ゆ(t))はスピン期待値の向きと一致する.この状態に対する
エネルギ一期待値は次のようになる.

(ψ(t)1討。)1ψ(t))
= (um(t)1 [-ωeffe( Beffぅωt). S + wSz] Ium(t)) 
= (ml [一ωeffe(Beιωt). S +ωeωeff附 eff，wt)-SSZeωeffte(8e古川)B]1m) 

= -m  [ω'eff COS ()eff -W { cos
2 
()eff +悶2()eff cos(ωefft)}] (31) 

この結果を 1扇期分積分することにより動力学的位相むと幾何学的位相f}gが得られる.

I ω込苛| ωπ I 1 W ^ ¥ 
む = I ~.. dt (ψ(t)1即日ψ(t))= -2πm一一 COS()effい--=-COS ()eff ) (32) ん iωeff1 '-'<JU ven ¥ ωe狂/

ち f}r -f}d = -2πmど主(1-COS () eff) 11 -~ (1 + cos () eff) 1 . (33) iωeff I ¥ ----~ e11 / Lωeff ¥ -， ---~ e11 / J 

2.4 幾何学的位相の意味

さて次に，幾何学的{立桔が果たしてその名前にふさわしい意味を持っているのかを確

認してみよう.先に答えを言うと，これまで見てきたいずれの場合にも，スピンの期待

値 (ψ(t)ISI'lt(t))が周期Tの簡に描く軌跡によって酉まれる曲面の立体角を Qとして，幾
何学的位相ちは厳密にち=mnとなっている.(ただし涼点から見て右ねじ方向にまわ
る軌跡の立体角を正とし，逆は負となる符号付きの立体角を考える.)以下ではこのこと

を具体的に確認して行くことにする.

まず，注意すべき点として時刻fにおけるスピンの期待鐘はtの関数であると同時に()eff

の関数にもなっている.そこで件。)ISI'lt(t))の方向の単位ベクトルをn(Beffぅt)と表すこ
とにし， Beffを0で置き換えたベクトル関数n(Bぅt)を考える.ただしOは単なるパラメー
タであり，必ずしも n(B，のの方向の極角に一致するわけではない.符号付きの立体角は
次の表式により計算することができる.

合=fef4TMぅt). [寄附×寄伊ぅt)] (34) 

周期T=2π/レiの場合

罵期がT=2π/1ωiの場合のスピンの期待値は次のようになる.

f sin () eff COS (ωt) ¥ 
(ψ(t)ISIψ(t)) = mn(()eιt) = m 1 sin ()eff sin(ωt) I 

¥ cosBeπ/  

(35) 
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これはz軸に対して一定の角度Oeffの額きを保ちながら角速変ωで一様に居転する正期最

差運動である.この場合は立体角の計算式 (34)を用いずとも， n =2π治(1-cos 0 eff )と
なることは明らかであろう. したがって {}g二 mnが確かめられた.

馬期T=2π/IWefflの場合

周期がTニ 2π/)ωefflの場合は少々計算が面倒であるが，回転演算子を地道に計算する

ことで，スピンの期待値に対して以下の表式を得る.

(ψ(t)ISI7t(t)) = mn(Oeffうのう

( sin 0 [2 cos 0 cos(wt) sin2 (乎)-sin似)sin( Wefft)] ¥ 
n ( 0， t) = I sin 0 [2 cos 0 sin ( wt) sin 2 (ザ)+ COS(wt) sin(ωぷ)] I 

¥ COS20十sin20 COs(ωefft) J 
この表式だけからではイメージが据みにくいが，状態ベクトルの表式

(36) 

(37) 

|ψ(t)) = eωtSz eiωeffte(eefflO)Blm) = e-imωt eiweff詑(θefflWt)'Slm) (38) 

を参考にすると，z軸に対して一定の角度。e狂の傾きを保ちながら角速麦ωで最差運動す

るe(Oe札 ωt)に付き従いながら，この軸のまわりを角速度 (-1)xωdで司っていると言
うことになる.つまり章動(首振り)を伴ったコマ運動となる.

さて立体角を計算するためには議(0，t)と讐(0、討を計算する必要があるが，表式が填
雑なのでここでは省略する.ただし式 (34)の非積分関数は次のように簡単な表式にまと

まる.

ion δn ，~ ，1 ~，.. f Wofft ¥ 
n(O， t) . I一 (0，t) xー (O，t)1 = -2(尚一 2wcos 0) sin 0 sin2円引I oO δt \~， -/ I -¥--"'H --- -~~ ~ / ----- ~--- ¥ 2 J 

これを式 (34)に代入して積分を実行すると，立体角が次のように求められる.

n =ーおと主(1-cos 0 eff) 11 -~ (1 + cos 0 eff) 1 iωeff I ¥ ~ ~~~ verr J Lωd  I 

先に求めた幾何学的{立桔ちの結果 (33)と比べると，199 二 mnが確認できる.

(39) 

(40) 

2.5 断熱近似と Berry位相

ここで断熱近似に基づいたBerryの議論についてもう一度融れておこう.これまで見て

きた到のうち，T二 2π/1ωiの周期的な解においてレ1<<IωLIとした場合がそれに椙当す

る.このとき Oeffrv 00より，各時刻のスピン期待値の向きは(Oeι合(t))rv (00ぅωt)となり
自転磁場の向きと一致する.また，幾何学的位椙はち rv27rmsgn(ω)(1 -cos 00)となり，

その絶対植は動力学的なパラメータ ωに依存せず，純粋に幾何学的な量となることが見

て取れる.つまり，状態が状態空間の中をどのような速さで歩いてきたのかは重要でな

くなり，どの道を通ったのかと言う幾何学的な情報だけを通じてちを解釈することが可

能となる.
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2.6 Berry接続と Berry曲率

この節の最後に， I回転磁場中のスピン模型Jに見た幾何学的位相の概念をより多くの
系に適用するための準備として， Berry接続およびBerry曲率と呼ばれるものを導入する.

まず，あるパラメータ k= (k1， k2γ・・〉に依存し，そのパラメータ空間のある領域におい
て1錨である状態ベクトル IUmk)を考える.ただし mはこの状態を特徴付ける適当な離

散的量子数である.スピン模型の場合には縮退はないとして話を進めてきたが，ここで

はもう少し一般化していくつかの状態が縮退している場合を考え，これらの状態を区別

するための量子数を入としよう.つまり 1植の状態ベクトルのグループ IUmk入)を考える

[18]. この状態ベクトルに対する Berry接続および、Berry曲率をそれぞれ以下の式で定義

する [19].

[Amk，JL]λ入f=-t(MλiJLIMY)ぅ
入λδん

Fmk，JLv = -仇Dふ Dμ=£十九
(41) 

(42) 

持にパラメータが3成分の場合に辻， ni = fijkFjk/2を定義すると 3次元ベクトルの外讃
を使って次のように書くことができる.

nmk Vk X Amk十iA鳩 xAr蜘 (43)

ヂ /δδδ ¥T
Vk ニ(九九九y= (一一一) (44) 

1δk1
う

δk2
う

θk3J

縮退がない場合は Amkとnmkを通常の3次元ベクトルとみなすことができて，電磁気学
におけるベクトルポテンシャル磁束密度との関の関係と再様の式nmk= Vk X Amkが或
り立つことがわかる.これまで見てきたスピン模型の慨において，IUmk)に相当するの辻

1m; 0，めである.パラメータを 3つにするためにダミーのパラメータ kを追加して，次の
パラメータ空間を考えてみることにする.

k1二 ksin 0 cos o， k2 = k sin 0 sinゅう k3 = k cos 0 ( 45) 

パラメータ空間における動径方向，極角方向，方{立角方向の単位ベクトルをそれぞれek，
e(}ぅ%と書くことにすると，結果を次のように表すことができる.

m(1 -cosB) 
φぅ nmk=-;τekラ (46)k sIn θ'+" --".'" z，..2 

南極 (0=π)において Berry接続が特異的になりうまく定義できていないが，これは
Im;Oうゆ)(=1m; 0ぅ争)N)が薦握で 1悟になっていないことと関係している.この状態ベク

トルとゲージ変換で結ばれ，北極(0= 0)以外で 1髄となる状態ベクトル Im;O，争)sを用
いて計算したBerry接続は，ゲージ変換の分だけ上記の結果とは異なったものとなる.(南

極が特異点、ではなくなる代わりに北極が特異点となる.)しかし，いずれの状態、ベクトル

必せっ山
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を用いても Berry曲率のiまう i土問じ結果となる.つまり状態が離散的で縮退がないとして

いる場合には Berry曲率はゲージ不変な量となる.先に電磁気学におけるベクトルポテ

ンシャルと磁束密度との類似について述べたが ゲージ変換に対する事i育も類似した状
況になっていわけである.また，上記の結果は Diracの磁気単極子[20ぅ21]におけるベク

トルポテンシャルと磁束密度と同様のものである.Dirac磁気単極子が電磁場(可換ゲー

ジ場)の持殊解であったように 非可換ゲージ場の特殊解にも様々なものが見つかってお

り，幾何学的な観点からの理解が与えられている [21，22]. したがって縮退状態のグルー

プに対する Berry位相・曲率に表れる特異性は，これちの特殊解やそれらを低次元に射影

したものと関係することになる.

さて，自転磁場中のスピン模型の場合，時間に依存するパラメータとしてすぐに思い

つくの辻外部自転磁場の向き (8ex(t)うやex(t))ニ (80ぅwt)であろう. しかし，解の循環的な
部分IUm(t))= 1m; 8(t)， <t(t))におけるスピン量子化軸の方向(8(t)ぅ争(t)) (スピン期待
笹の方向と一致)は自転磁場の方向とは異なることに注意されたい.仮に(8(t)うや(t))が
( 8ex(t)ぅ仇x(t))の微分可能な関数として表せる場合であっても， (8ex(t)ぅ<Tex(t))のパラメー
タ空間で考えたBerry接続・曲率は，上記の結果とは異なり，一般には複雑な様相を呈す

る.(京理的には変数変換行列を用いて式(46)の結果を変換することにより計算すること

ができる.)また，そもそも上記のような状況は必ずしも保証されず，T=2π/1ωefflの解

における ω=0の場合などがわかりやすい反例になっている.(固定された磁場の周りを

ωeff =ωLで正期歳差運動する.)ここで;まそのような計算を具体的にすることはせずに，

幾伺学的位相ちと Berry接続・曲率との間に成り立つ関係について形式的に見ておくこ

とにする.時刻t=Oから t= Tまでの経路を C，経略Cによって固まれる曲面を Sと
して，式(18)の最後の表式から幾何学的位相を直接評価してみると次のようになる.

dちg二イTd(M
r _ dk .， • _.， .， • _ . ，. r 

ー -1， 手dt-';;(t).(m;8(t)，<t(t)IVk(t)lm;8(t)，<t(t))二千 dk.Ak
JC  Uι JC  

I 7 rt  ......，. I 7 rY  ek 
= I dS. nk 二 mI dS. ~~ ( 4 7) } s -- --'" .. ~ } s -- k2 

ただしdSは面素ベクトル.最後の表式より，f) 9が畠面Sの立体角にmを掛けたものと

なることが再び示される.これまで幾何学的位相を解の循環的な部分Ium(めが周期Tの
関に得る位相として見てきたが，これはパラメータ空間における Berry接続・曲率の報積

分・面積分として号えられるということである.ここにも幾何学的位相の幾何学的たる

所以が垣間見えるであろう.(パラメータの数が3以上の場合には上記の 3次元ベクトル

空間の議論はそのままでは適用できないが 多次元空間における幾何学を通じて理解す

ることができる.)以上のことは，幾何学的位相ひいてはその効果を考える上でBerry接

続・畠率がより基本的なものであることを意味している.次第以降ではこれらを通じて

幾何学的位相の効果を見ていくことにする.
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3 電子輪送現象の半古典論と幾何学的位相の効果

3.1 量子波束の半古典的運動方程式

ここでは量子輸送現象にみられる幾荷学的位相の効果を理解するための準備として，そ

の直観的な理解を助けてくれる半古典論を紹介する.これはSchrるdinger方程式にしたが

う波束の運動を半古典的に記述するため形式であり もともとは電子の Bloch波からつ

くった波束の運動に対するものとして導入された [23ぅ24うおう 26，27J. ここでは若干の拡

張性を持たせるために，いくつかの仮定のもとでもう少し一般的な観点から説明するこ

とにする.実のところ波束の運動を解析することはそれ誌どたやすいことではない.京

理的には無i衷自由度の波動方程式を解かなければならないからだ.そこで波束の中心産
標や中心速度などの援となる変数を通してその運動を理解することを考える.量子力学

によれば?解析力学における作吊とは波動関数の泣桔と対応しており 7古典的粒子の運動

はこの作用が停留植をとる軌跡として導かれる.量子波がスピンなどの内部邑由度をもっ

ている場合には，前節でみてきたように幾何学的危相が現れる.したがって波束を粒子

描像から捉えた運動方程式には，この位椙の効果も考慮しなければいけない.話を進め

る前に，まずは表記上の注意をしておこう.以下では様々な引数をもっ関数が出てくる

のだが，スペースを節約するために，次のような表記を用いることにする.例えば実空

間の位置 γ と時間tを引数とする関数fケラt)を次のように書くことにする.

f(rぅt)→ fr，t. (48) 

ただしある引数へのあらわな依存性(例えば時間依存性〉が明らかな場合に辻対託子する

添え字は適宜省略する.

さて以下の Schrodinger型の波動方程式にしたがう波束を考えてみよう.

iiiψ) =完|ψ) (49) 

量子力学の場合ヲ iψ)は量子力学的波動関数ぅ千五はハミルトニアンでありう Schrるdinger方
程式そのものである.電磁波に対しては?誘電率テンソルεおよび透磁率テンソルμが産

標のみの関数として近似できる場合はう次の対応関係により Maxwell方程式の書き変えに

なっている.
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ただし SはEijkを完全反対称テンソルとして [Si]jk= -iEijkoである.また光渡束の全エ

ネルギーを EEMとして，以下では規格化した波動関数を考える.実は，巨視的な電磁波

を想定したこの形式には，運動方程式の導出において若干の問題があるのだが，とりあ
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つ臼
門

i



「第54回物性若手夏の学校 (2009年度)J 

えず電磁波の場合も電子の場合と大体同じように取り扱えるものだと納得いただきたい.

こういった事'詰により文献(28う29]では第2量子化の形式を用いて光子の運動方程式を導

出している.

波動方程式(49)が解ければ波束の運動も詳細に分ることになるがラ問題を置き換えて

次式を時間積分したものの惇留値問題を考えてみる [30].

乙=(ψitil-矧ψ) (51) 
dt 

この量は波動関数iψ)が厳密なものであればう ζ 二 Oでなければならない.ここでは中心
産標と中心運動量に対応する変数民と kcを用いて試行関数を構成しう Jdt乙の停留笹問
題を考えることによりラ波束の運動を理解しようというわけである [31]. これらの変数は

時間tに依存するものとし 以下ではその時間変化を支配する運動方程式を変分原理から

導くという手続きをとる.また{扇撞状態などの内部自由度に縮退がある場合は 7その自由

度に対応した変数の組{Zk入}(入:縮退状態の指標ヲ乞入IZk入12= 1)を導入する.この変数
も時開放存性をもつものとする.摂動がなく系が周期的である場合の解とその国有エネ

ルギー ε味付:ノfンド指標)は分っているものとしてう動的位相国子♂たr-iEnktを除いた部

分を (rlUnk入)と表すことにする.次にう IUnk入)を参考にしてう摂動のもとで γ 二 rc近傍

において良い近似解となりヲエネjんしギ一期待f葡童の近i叡E以l値ειn沈Z泌k;汐れ7
を講或する.fJOえば電子系において摂動として弱磁場Br Vr X Arを考えた場合ラ

ケIUnk入れ)= eieArc-r (rl似た入)のような関数を考えることを意味する.
一般的には摂動によ均縮退が解ける可能性があるが‘簡単のために縮退の分裂が蕪視で

きるとして宅以下の試行関数を考えてみよう.

(川)二 /iLkkezkT-tdkthMihk入;rJ
んz(2π)3 守 C ケ (52) 

積分範囲の添え字BZは積分範囲を第1Brillouinゾーンに制限することを表す.(ただし周
期系でない場合や運動量空間における局所的な有効模型などに対しては，適宜解釈しなお

すこととする.)ここでIWk，kclはkrv kc近傍にピークをもちぅ κ程度の拡がりをもってる

関数である. (したがって実空間における拡がりは 1/κ程度.)またんz赤 IWk，kcl2= 1 
および、んz蒜 IWk，kcl2k= kcを満たすものとする.
波束の窪標期待値は次式のように評伍することができる.

rc rv Vkr:九c，t-(zkclAnkclzkJ + i(Zkc IV kclzkJ， (53) 

[Ank]入入F 二 -i(Unk入IVklunkA') (54) 

ここで IZkc)は{Zkc入}をベクトル表示したものでありう IUnk入)は(似た入IUnkA')= O.xA'と規
格fとされているとした.式(54)で定義される Ankは運動量空間における Berry接続と呼
ばれ，IUnk入)の幾何学的位相を反映して第2項の補整をもたらす.この関係式をつかってう

式 (51)の|ψ)を IW)で置き換えたものを計算すると次式が得られる.

dr" dk" ， _ d 
乙主主 (kc十eATc)---4--4・(zkclAnkcIZkJ + i(Zkcl :_._IZkJ -εnkc民 (55) dt dt \-~CI--'""'CI-"'C/ -'-"'C'dt 
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ただし摂動の微分jkcおよび κjkcの2次以上を無視しラ時間に関する全微分項を省略し

た.したがってうこの結果が良い評価式であるためにはラ摂動の空間変化は波長(2π/kc)に

比べて十分に緩やかであり?また波束の拡がりも波長に比べて十分に大きい必要がある.

前者の条件は波束が波長程度進む関の状態変化が十分遅い状況を考えていることにな号，

ある種の断熱近似に相当する.最後に式 (55)の変分をとることにより?百的とする運動

方程式が得られる.以下では表示を簡素にするために，Tcやkcを単に γやkと表した.

dk 
-，-. = VkE.如十一 X (zkIOnklzk)， dt -"'-""'，' < dt 

dk 
一一=-V".Enk.". +一 XeB..， dt -. -""'，' < dt --， ] 

d. ， dk 
一 |ω=~;: . Anklzk). dt 1-"'1 dt 

(56) 

(57) 

(58) 

ここでBr= Vr X Arは外部磁場ヲ Onk= Vk X Ank +iAnk X Ankは運動量空間のBerry
曲率である.式(56)と式(57)を対ょとしてみるとう Berry曲率が運動量空間における磁場と

しての楊きをしていることが見て取れる.また，エネルギ一保存尉dEねた;r/dt= 0も確認

できるであろう.

式 (56)の第2項はエネルギ一分散から決まる群速度と区別して?異常速震と呼ばれる

[32].後ほど見るように異常速度はう電子系における量子Hall効果，異常Hall効果，スピ

ンHall効果に対する幾何学的な解釈を与えてくれる.また電子系に授らず界面における

光の全反射の際に見られる Imbert-Fedorov効果 [33，34，35ぅ36]もこの効果の一形態，つ

まり光のスピン Hall効果として理解することができる.

3.2 量子Hall効果の半古典論

ここでは半古典的運動方程式の具体的な例として，周期ポテンシャル九中の2次元電

子系に一様な磁場Bをかけた場合[23，24]について見ていくことにする.ただし欝単の

ために電子スピンは無視して話を進める.外部電場 Erの効果も考憲するが，これは十分

に小さいとして摂動的に扱う.外部磁場に関しては次のように2つの部分に分けて，第2

項に関しては摂動的に扱うことにする.

B=宅Eez+6B
α~q 

(59) 

ただしゅ。 は磁束量子， αは周期ポテンシャルの慈子定数，pおよびqは互いに素な整数.

このような分離は必ずしも一意的ではないが，ここでは半古典的な描橡を通した理解の

ための 1つの方梗だと考えてもらいたい.いま第1項だけを考えると， Landau準位の分

裂に比べて周期ポテンシャルが十分弱い場合には，各 Landau準位がp本のサブバンド

に分裂するという搭像が成り立ち，一方，間期ポテンシャルが非常に強い場合には，題

期ポテンシャルによる Blochバンドが q本のサブバンドに分裂するという描像が成り立
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つ.両者の物理的な状況はまったく異なるわけだが，いずれも罵期性をうまく利用して見

通しを良くしている点が重要で、あり，同じようにして取り扱うことが出来る [37，38].以

下で使うバンドの指標 η は，このようにして分裂したサブバンドを表す.簡単のためサ

ブバンドには結退がないものとして話を進める.この場合，パラメータいた)は組対鐘が

1の単純な 1成分複素変数となり幾何学的位相シフトを記述することになるが，以下の議

論には亘接関係しないので以後省略する.周期ポテンシャルと整合する磁場を与えるベ

クトルポテンシヤルを Aorと表すことにすると， Bloch関数(rl1tnk)= eik.r (rlunk) ，ま次
の方程式を満たす.

同 (rl似た)二討or(rlψねた)ぅ 千五Or二」一(-iVr -eAor)2 +九 (60) 
2mε 

次に周期ポテンシャルと整合的な磁束密度からのずれを与える 5Arと弱電場を与える静

電ポテンシャル科の摂動が入った場合を考える.

払=去:(-訊 -eAーはr)2十いctr (61) 

前者の摂動5Arの効果を考慮するために試行関数の構成要素に次の近似を導入する.

(rIUnk;rJ ニ et (62) 

ベクトルポテンシャルに対して対称ゲージAr= ~B xγ をとるとエネルギ一期待値が次

のように評価される.

e 
Enkc;rc = εnk一一_-5B・Snkc十eCTrcう

じ c 2me 

Snk -ime(VkUnkl (tnk一討。)X IVkunk) 

(63) 

(64) 

ただし摂動5Bが弱く，磁気長l/vedBが波束の広がりに比べて十分大きく， e5B/me'ま
とηたなどのエネルギースケールに比べて十分小さいとして摂動の2次以上は無視した.こ

こでSnkcは以下の評価から出てきたもので，波束の中心rcの司りの司転を特徴付ける量

になっており宣観的には内部軌道角運動量と同等のものと考えられる.

j叩附一山 (-iVr -eAOr)州}三九 納

興味深いことに，左辺は波束に対するものであるにも関わらず，式 (64)のSnk'土Bloch

関数さえわかれば評舘できる表式になっている.Bloch状態、は広がった状態なので，素朴

な意味での内部角運動量というものを定義することはできないが，Snたがそのような広

がった状態の内部自転というものに対する巨安だと考えることもできるであろう.

さて以上の結果およびVrCTr= -Erを用いて運動方程式を書き下して見ょう.再び表

示の簡素化のために rcおよびkcを単;こ Tおよびkと書くことにする.

dk 
--マふた[5B]十一×。ηbdt . '" -，.'" l - j . dt 

dk 
一一 =εE".+ ~ x e5B. dt --，. dt 

日 [5B]= tnkーヰプB.Snk， (66) 
(67) 
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上記の方程式の意味するところを理解するために， 2つの特徴的な状況を考えてみる. 1 

つは磁場が非常に弱く B=oBである場合，もう 1つは磁場は強いがoB=Oの場合で
ある.読者の場合は， J言期ポテンシャルによる通常の Blochバンドに対して摂動を考え

ることになるので，f!nk = 0かつ Snk= 0であり，磁場の効果は2番目の方程式の右辺
に Lorentz力として現れる.一方，後者の場合は Lorentz力が現れないかわりに，一般

には f!nkヂ0となり，磁場の効果は l番目の方程式の右辺第2項の異常速度項として現

れる.ところで，Snkc は波束の内部軌道角運動量に相当するものだと述べたが，この量

辻Berry曲率 f!nkとも非常に似た形をしている.つまり運動方程式に現れる Berry1:立相

の効果とは Bloch波がもっ内部軌道角運動量に由来しているという見方もでき，それは

スピンなどのもともと持っている内部角運動量に隈らないということができる.この内

部自転の起源は何かを正確に答えることは難しいが，直観的には波束の広がり程度まで

縮んだサイクロトロン運動だと考えられる.

文献[23ぅ24ラ25]では上記の運動方程式と Boltzmann方程式を組み合わせた輪送現象の

半吉典的な記述法についても議論されている.この節の最後にこの話題を詔介する.以

下の議論では系の次元は当面問題にならないので，しばらく一般的に d次元系を想定し

ているとして話を進める.まずBloch波から構成した波束を古典的な粒子だと見なし，n

バンド電子の分布関数 fnk，r，tを考える.ただし一様平衡状態における分布には Fermi統

計性を考意して， Fermi分布 fF(ε)を仮定する.

州 1+よい-μ) (68) 

ここでけまエネルギー， μは化学ポテンシャル， β=kBT (kB : Boltzmann定数， T:温
震)である.特に定常状態 (fnk，r，t→fnk，r) を考え，さらに散乱などによる緩和の効果
を援和時需 Tnk.rで近似することにすると， Boltzmann方程式を次のように表わすことが

できる.

dk _ _ 1 
-VJT治 r+ -~~ . Vkfnk，r =一一一 [fnk，r- fF(εk)] (69) dt .. rJn~ ，r I dt .. ~Jn~ ，r - Tnk.r lJn~ ，r Jl' ¥'--n 

一様な場合 (fnk，r→fnkヲTnk，r→九k) には，線形花、答の範囲で次の近畝解が得られる.

dk 
fnk fF( Enk) - Tnk ~;・ VkfF(Enk) (70) 

特にoB=Oの場合を考えると，上記の結果と運動方程式より電流密度Jの電場Etこ対
する隷形応答が得られる.

J = 三~1品μ4

-e2Uz恭[{一千吋
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第1項はFermi面近務からの寄与を表しており，幾荷学的な位相の有無にかかわらず通常

の金屡であれば有限の伝導率を与える.第2項は Fermi面以下の状患の Berry曲率を積

分したものとなってお 1)，この表式をもとにすればFermi語以下のすべての状態が寄与し

ている効果だと解釈することができる.(ただし，部分積分をすればわかるように，これ

らの解釈はあくまで上記の表式に基づくものであることに注意されたい.)また，第2項

の寄号を Jgeoと書くことにすると，Jgeo・E=Oであることより，この寄与がエネルギ一
散逸のない Hall電流であることが見て取れる.

話を一様磁場中2次元系の話に戻し， Fermi準位がサブバンド間のギャップにある場合

を考えてみよう.この場合は第 1項からの寄与は消えることになるが，第2項は必ずし

も消えるとは限らない.前に Berry曲率と磁束密度の類似性を述べたが，第2項の伝導

率への寄与は 2次元運動量空間における占有領域を貫く仮想磁東数を数えていることに

なる.いまの場合，運動量空間の積分範酉は第 1Brillouinゾーン全体にわたるので，運動

量空間の関曲面をつらぬく全仮想磁束数となる.この仮想磁束は 1値波動関数IUnk)を用

いて定義されているが，この 1倍関数は必ずしも第 1Brillouinゾーン全体にわたち定義

すること誌できず，一般には各領域において定義された 1価関数をゲージ変換によち張

り合わせることにより，第1Brillouinゾーン全体にわたる関数として定義されるものであ

る.このような事情により， Hall伝導率がゼロで、ない場合は(五=1の単位系では)長

を単位として量子化することが結論される [37ぅ38].(Planck定数をあらわにに書くと，芸

を単位として量子化されるJ簡単のために 2つの領域DIおよびDrrを考えれば十分で
ある場合を例に量子化の仕組みを見てみよう .DI において定義される 1 価関数 jU~k) と

Dn において定義される 1 錨関数 IU~k) を考え，それらがD1nDn において，ゲージ変換
IU~k) = eidnk IU~k) により関係づけられているとしよう.このとき ， npをFermi準位以下
のバンドの指標の最大龍として， Hall伝導率を次のように書くことができる.

2 ~ r dk... _2 ~ r ) ~ I (;:~-\') Onk，z = e~ 、 /一一τ[(-i)V k X (unklV klunk) L 一向Fj(2π)2"'''ntl:，z 内Fj山

ε2 Y手 dk. (ーの [(u~kIVklu~k) -(らIVklu~k)] 
(2π)2三zJとεD戸Drr

品zidPDEdkwnk (72) 

ただしCはD1n Drr に含まれる任意の関曲線である.波動関数 IU~k) および IU~k)，まとも
に1倍であるので，上記の様積分は必ず2πの整数倍でなければならない.したがって，

Hall伝導率が長を単位として量子化されることになる.

以上の議論では不純物散乱や電子間相互作用などの効果を考憲していないが，不純物

散乱を考憲した場合でも位相幾荷学的な理由により量子化が起こり，それ故にこの効果が

堅牢であることが示されている [39ラ 40ぅ41]. またこれに先立ちゲージ対称性に基づいた

かなり一般的な観点から量子化を説明する ILaughlinの思考実験Jが知られている [42].
ただし霊史的には，位相幾何学的な観点からの理解に先行して，線形応答理論に基づいた

ミリウ
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量子化の理論的示唆があり [43]，実験的にHall抵抗率の量子化が確認されている [44，45].

この効果は応、用上も重要で電気抵抗標準や微細構造定数の決定に使われている.

これまで暗黙に蕪限系を仮定して議論してきたが，現実の試料は有摂サイズであり必

ず試料端が存在する.またFermi準位がバルクのLandau準位の中間にある場合でも試料

の南端につないだ電極関には電流が流れる.どうしてこのようなことが起こり得るので

あろうか.この問題に対する一つの解答として，カイラル・エッジ状態と呼ばれる特殊

な端状態の存在による説明がある [46].カイラル・エッジ状態とは，試料端垂亘方向には
局在しているが試料端に沿った方向には広がっている状態で，しかもそのエネルギ一分

散がバルクのLandau準位関のエネルギーギャップを跨ぐような形になっているため，少

なくともギ、ヤツプ中のあるエネルギー領域においては特定の方向にしか伝搬できないよ

うな状態である.このような状態をいったん仮定すると， Hall 伝導率が自動的に量子化

することが示される [47]. さて，バルク状態に対する久保公式から導いた量子化百all伝

導率とカイラル・エッジ状態による量子化Hall伝導率の関係はどうなっているのでろう

か.先にバルクのHall伝導率が量子化するのは，位相幾何学的な理由によるものだと述

べたが，実はe2/hを単位としたバルクのHall伝導率はChern数と呼;まれる位相不変量に
なっている [37，38]. また，ある特定の試粍端上のカイラル・エッジ状態の本数(正確に

はwinding数と呼ばれる量〉も位相不変量になっているおり，これら 2種類の位相不変量

の対応関係をもとにバルクのHall伝導率とエッジのHall伝導率の等錨性が数学的に示

されている [48].正確ではないが，もう少し素朴な言い方をすると， Fermi準f立がバルク
のギャップ中にあってHall伝導率が量子化していると，量子化の整数値に応じた数のカ

イラ jレ・エッジ状態がFermi準位に必ず存在することになる.

3.3 幾何学的異常Hall効果

前箭の結果より幾{可学的位相の効果が顕著になるのは十分大きな一様磁場がある場合

であるが，スピンや原子軌道などによる自由度を考慮すると，実は必ずしもそのような

制援はないことが強磁性体における異常Hall効果の例に見ることができる.(このような

多自由度への拡張としては副格子系なども含まれる.)異常Hall効果とは， Hall抵抗率が

磁場に依存する部分に加え磁化にも依存する部分をもっという効果である.多くの場合

これらの荻存性は隷形で現れるため，現象論的には次の式で表わされる.

Pxy = RoHz十RsMz・ (73) 

ただしHzおよび}_¥;fzはそれぞれ磁場および磁化のz方向成分である.異常Hall効果の起

源としては様々な提案があるが，よく知られたものとして多ノミンド効果による機構[49ぅ50]

や不純物散乱による機構[51ぅ52]が挙げられる.いずれもスピン軌道相互作用などにより，

スピンと軌道運動の自由度が独立ではなく，一方の変化が必然的にもう一方の変化を引

き起こすような結合がその援となっている.後者の機構には散乱角がスピンに依存する

スキュー散乱による機構[51]と不純物ポテンシャんによる横シフトがスどンに依存する
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というサイドジャンプによる機構 [52]がある.幾何学的位相の効果として解釈すること

ができるのは，多ノfンド効果による機構とサイドジャンプによる機構である.ここでは

前節の議論との対花、を考えて，多バンド効果による機構を紹介する.

第単のため各バンドは縮退していないものとし，また不純物効果は無視できるもとの

仮定すると，前部の議論より Hall伝導率を次のように表すことができる.(当面d次元系

を考える.)

~rdk ，_  C} ~rdk 
σxy ε2乞/一一jF(εk)Onk，z =ε2 L I I;~~d 2jF(Enk)Im [(マkxUnkl九州]ケ)(2π)d Jl' ¥Ln ケ)(2π)d 

2二fdk f'F(Enk) -jF(切)i一一ー ヮ Im[似たjJk，x jU171k) (U171k j Jk，y ju沈)]時mj(2π)d/rIn ，zm

ただし HkをHklunk)二九討似た)を満たす演算子，つまり !Unk)に対するハミルトニアン

として，jUnk)に対する電流演算子Jk= εVkHkを導入した.最後の表式は扇期系に対す

る久保公式に地ならず，文献[50]によりマスター方程式から導かれた結果とも一致する.

この表式より一議外部磁場がなくとも，多バンド系において電流演算子みが非対角要素

をもっ場合には， Hall伝導率が存限になりえることが分かる.ただし電流演算子の z方

向成分と y方向成分の非対角要素の積が虚数部分をもっ必要があり，ハミルトニアンが

実行列であらわされるような場合にはゼロになってしまう.したがって複素構造が入って

くるような効果が必要になる.実際，複素構造が入ったハミルトニアンで表わされる系

に対しては，時関反転対称性がある場合でも Berry曲率Or泌が有限となる.ただし時間

反転対称性が保たれている場合は，時間反転操作により関係づけられる状態同士の寄与

が相殺して， Hall伝導率自体はゼロになってしまう.(例えば副搭子聞にポテンシャル差

がある蜂の巣格子模型 [53].) したがって，多バンド効果により Hall伝導率が宥限になる

ためのポイントとしては以下のものが必須だと言える.

(74) 

1.スピン軌道相互作用などによるスピンと軌道運動の結合.

2.自発磁化や自発的渦電流パターンなどによる時間反転の破れ.

このような状況を再現している模型としては，結晶講造と同じ罰期性の交替磁場が入っ

た蜂の巣搭子模型 [54]がある.(周期的な交替磁場は湯電流の周期的パターンだとも見な

せる.)状況設定としては少々現実離れしているが，一様磁場がない場合でも系が本来もっ

ている特性によって自発的にHall効果が起こり得ることを示す好例となっている.(しか

もフェルミ準位がギャップ中にある場合は自発的量子Hall効果が起こる.)この模型では

スピンは考憲されていないが，蜂の巣搭子は2つの副搭子からなるので，これら副慈子の

自由度を擬スピンと見なすことができる.もともとが格子構造からくる内部自由度であ

るため，必然的に擬スピンと軌道運動は結合しており，そこに交替磁場(あるいは渦電

流パターン)が生じることで時間反転対称性が破れHall伝導率が有限となるわけである.

より現実的な模型としては，後述のスピン・カイラル秩序による異常Hall効果 [9ラ 10]

の説明に用いられたカゴメ搭子模型 [55]があげられる.この模型はパイロクロア結晶構
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造をもっ酸化物Nd2Mo207における異常Hall効果[56]を解明するために提案されたもの

である.Nd2Mo207は金属強磁性体であるが，スピンの秩序が単純に一方向を向いた配

置ではなく，スピン同士がある一定の角度をもって配列し，しかも隣り合った3つのスピ

ンが作る立体角が存限となるような配置をとる.この立体角(の半分〉はスピン・カイ

ラリティと呼ばれ，スピン・カイラリテイが有限となるようなスピン配置をカイラル秩

序と呼ぶ.さて，このような非自明なスピン秩序の上の伝導電子は，サイトごとに異な

る方向のスピン異方性を感じ，スピンの頭を振りながら走り抜けることになる.つまり，

スピンと軌道運動が結合しており，実効的なスピン軌道相互作用が生じているわけであ

る.もっとも，カイラル秩序の出現自体が微視的なスピン軌道相互作吊の動きによるも

のであるので，階雇的にスピン軌道相互作用が現れていることになり，この点も興味深

い.この機講による異常Hall効果はスピン・カイラリティ機講による異営Hall効果と呼

ばれている.以上のシナリオは内密的な機講であるが，スピン・カイラリティをもった局

在スピンによる散乱効果から説明するシナワオも提案されている [57]. この点は，多バン

ド効果による機構とサイドジャンプによる機構が，内図的か外国的かの違いはあれ，い

ずれも幾何学的位相の効果の現れであることと類似している.

さて，それでは多バンド効果による機構の提案において当初想定されていた平行配置

のスピン秩序の場合にはどうなのであろうか.このような状況に対しても，強磁性金属

に対する匂バンド模型[58]や強磁性半導体に対する Luttinger模型[59]~こ基づいた計算

から，幾何学的位椙の効果による寄与が有限になることが確かめられている.(Luttinger 

模型に関しては後述のスピン Hall効果のところで詳しく述べる.)その後，第一原理計算

と実験との比較も行われ， SrRu03[60]やbccFe[61]など多くの強磁性金属の異営Hall効

果において，幾何学的位桔の効果が主要な寄与をすることが示されている.

ところでHall伝導率の表式(74)は久保公式からも導出されることから，幾何学的位相

の効果は線形応答理論に織り込み済みのものであると言える.では幾何学的位桔の効果

という観点から眺めることで，何がうれしいのであろうか.これまで見てきた中でもっ

とも顕著だったのは，量子Hall効果に見られる Hall伝導率の量子化の厳密性とその堅牢

性を裏付けてくれるということであろう [37ヲ38，39， 41].それでは強磁性金屠における異

常Hall効果の場合にはどうであろうか.式(74)より， Hall伝導率に寄与するのはFermi

準位以下の状態のBerry曲率であるので， Berry曲率の分布が劇的に変化すればHall伝

導率にもその影響が現れるはずである.実はこのような変化がどのような場合に起こり

えるのかについては，量子Hall系における位相幾何学的相転移の議論[62，63，64ぅ65]が

重要な知見を与えてくれるのである.この節の最後にこの議論[58]について紹介しよう.

鍵となるのはバンド関の交差と反発である.

バンド交差近傍の2つの隣接バンドの有効模型として次のものを考える.

チik ~主 +Tk.u. (75) 

ただし同およびTkはkを変数とする関数， σはPauli行列で為る.Berry曲率はバンド
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吐
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の指標を n=lう2として次のようになる.

( -l)nや
0.nk，J-t ーす一)~ EJ-tv入nk. (¥7 kv 1'.匂 x¥7kAnk)ぅ

Tk 
nk = ITkl (76) 

量子Hall系との対応を見るために，まずは2次元における次の例を考えてみる.バンド

交差の起こる格子運動量koにおけるバンド開請を21ム1，またぬ =k -koとしたとき，
典型的な到としてTk= (dkx， dkyヲム)Tを考えよう.このとき， Berry曲率は次のような分
布になる.

0.~L?' (-1γ ム-
nk ，z τ一夜寸ム2)~ (77) 

磁化やスピン軌道棺互作用の強さなど，系を特徴づけるパラメータが変化すると，ムも

それらの変化に依存して変化し，koでのバンド間隔21ム|が小さくなり，バンド交差がお
こる前後では Berry曲率の分布がん近傍に鋭いピークとなって現れることがわかる.ま

たバンド交差の前後でムの符号が変わる場合には，上下バンドの Berry曲率分布が入れ

替わり，それぞれのバンドにおける分脊が激しく変化することになる.このとき ηバン

ドのko近傍からのホール伝導率への寄与は次のようなる.

r dk r f _ ¥ n rv (-1 )η e2 n 
= J i-ーす fF(Enk)0.nk，zrv ¥ ;/  sgn(ム)~_ f( EnkO)・
J (21r) 

(78) 

ただし Enk二 Vk+ (-1)勺Tklはそれぞれのバンドのエネルギーである.この有効模型は
バンド交差近傍にのみ適吊できるものであるが，仮に隣接バンドにギャップが開いており

量子Hall効果が起きている場合，バンド交差の前後でHalI伝導率にε2/討を単位とした
飛びが生じ，異なる量子Hall状態へと転移することになる [62ぅ63ぅ64ぅ65].金義の場合

は，このような顕著な効果は望めないが，バンド交差自体はむしろ頻繁に起こることが

予想される.このようなバンド交差・反発がFermi準位の近傍にあるときに，磁化の単

調な変化に対してムが符号を変えたり， Fermi準位がバンド交差・反発を横切ったりす

ると， Hall 伝導率にピーク構造が現れたり符号反転をすることになる.

3次元系についてはバンド交差点koが磁化などの関数として動く模型が考えられる.例

えば，もっとも簡単な宝k= dkの場合には， Berry臨率がんを中心とした典型的な磁気
単極子型のものになる.Fermi準位の近くにこの単撞子があり，磁化などの変化に正、じて

この単極子がFermi面の中に入ったり出たりすることでHaU伝導率に持徴的な講造が生

じるものと予想される.もちろん実際の物質のバンド交差近傍の Berry曲率は非常に複

雑な形をしているためう具体的にどのような構造がHall伝導率に現れるのかを知るため

には，第一環理計算などのシリアスな取扱が必要になる [60，61]. しかし逆に，上記の単

純な模型に対応、するような実験系が実現できれば，単橿子を系統的に制御することがで

きてたいそう論快な事になりそうである.この点については周期構造中の電磁波に関す

る話のところでもう一度触れる.

戸

h
d
q
J
 

ウ
4



講義ノート

幾何学的スピンHall効果

量子豆all効果や異常Hall効果では磁場や自発磁化などによ力，時間反転対称、性が破れ

ている必要があった. しかし時間反転対称性の破れは幾何学的位相の発現にとって必須

のものではない.このことはスピン Hall効果の例に見ることができる.スゼン Hall効果

とは外部電場に垂直な方向にスピン流が誘起される現象であり，不純物によるスピン夜

存散乱による外国的な機構 [66ぅ67，68]が古くから知られていた.しかし近年，バンド自

体の特性に基づく内図的な機構[69ぅ70]の重要性も指請され，双方の機構が実験的に検証

[71ぅ72]されるにいたり，スとントロニクスをはじめとする多くの分野で注目を集めてい

る.ここでは幾何学的位桔が関係する現象として， p型GaAsなどの半導体における値電

子バンドが起こす内図的スピン Hall効果についての議論を紹介する [69].錨電子バンド

は2つの2重縮退バンド(重い正孔バンドと軽い正孔バンド)からなり，その有効模型と

して Iλlttinger模型が知られている [73].

3.4 

(79) 会[("11 + ~"I2) k2 - 2"12 (k . 8)2] 守ik

ここで ')'1および、%は物質に抜存するパラメータ， 8は[SiぅSj]= iEijkSkを溝たす jスピ
ン演算子で為り，開えば次の4x4の行列として表現することができる.

0 

0 

0 
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2 
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各バンドはk方向のスピン成分ek.8の毘有植(ヘリシティ)入によって分類され，それ

ぞれの状態ベクトルをいた入)と表すと，式(4)において(()，ゆ)をたの極角と方位角と解釈

すれば， 4 x 4行列の各列ベクトルが左からJII真に !Uk，+UぅIUk，+主)ぅ IUk主)ぅ !Uk，-*)に対応
する.これらのうち入=士jの状態が重い正孔バンド但H)，入ニ士iめ状態が軽い正孔
バンド (LH)となる.

'
h
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εγ1  _ 2')'21-2 
HHk=~ιk ラ

Lm干
(81) 

定義式(43)に従ってそれぞFれのバンドに対する Berry曲率を求めると次の結果が得られる.
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(82) 

それぞれのバンドに射影したヘリシティ演算子ただし σ3はPauli行列第3成分であり，

が次のように表せる表現をとった.

(83) [ek SjLH=jσ3う

ro 
qδ 
門

i

lek SIREI=;σ3， 
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電場Eによる摂動を考えると，力に対する運動方程式(57)から dk/dt= eEの関係が得
られる.速度に対する運動方程式(56)にこの式と Berry曲率を入れると，入=+jぅ-iの
状態と入=÷iぅ-jの状態が，電場に対して垂直で逆向きにシフトしていくことがわか
る.それぞれの状態のスピン期待値(旬以SIUk>.)=入引を考慮すると，Sμ或分のスピン
流に対するそれぞれの状態の寄与を以下のように見積ることができる.

品 = 一ゾJc恭芸与5沙凶b削(ヤMε
円 rdk 
品 = J (;~~)3 f山

(84) 

(85) 

ただしβはμ軸方向の単位ベクトル， kFおよび昨日は重い正孔と軽い正孔のフェルミ
波数である.スピン j演算子Sがスざンi演算子 Sと軌道角運動量演算子の合成による
ものであることを考慮すると， sの各成分に対するスピン流は上記のiとなるためちに
対するスピン Hall伝導率は次式で与えられる.

σSz 二 lJZ 二三三(3k~H -k~H) ・
xy 3 ~ xy 1ムハ (86) 

半古典論に基づいたこの評植はスピン軌道相互作用がない場合 (f2二 0)にも有摂になっ

てしまうが，一つにはスピン流の定義においてスピンの量子性を十分に考憲していない

ということと，量子性を考慮しでもスピン軌道相互作用のもとでは素朴な定義のスどン

流が連続の方程式を満たさないことに起因している [74].文献[74]では，この開題を克寂
するために各バンドへの射影演算子を用いて保存スピン流を定義し，久保公式に基づい

た計算を行うことにより，f2 = 0において正しくゼロとなる次の結果を得ている.

σSz 二 ldz= 三一(k~H _ k~H) ・
xy 3 ~ xy 6π2\'~ 1' ー

(87) 

上記の開題を除けば，半古典論に基づく計算はその簡便さにも関わらず，半定量的に十

分な評語を与えてくれることが見て取れる.

ところで，量子Hall効果のところで述べたように，系がChern数と呼ばれる位相不変
量を持つような場合には，試粍端に沿って 1方向に{云識するカイラル・エッジ状態と呼ば

れる状態がバルクのエネルギー・ギャップを跨いで現れる.司じようなことが2次元スゼ

ンHall系でも起こりえることが予言された [75ラ76ぅ77].つまり量子スピン Hall状惑であ
る.この場合の位相不変量は22位相不変量と呼ばれ，ヘリカル・エッジ状慈とよばれる

状態の対の鵠奇と対応、している.(時間反転対呑性によりエッジ状態は必ず 1対となって

現れる.)それぞれ対になっているエッジ状態、は，試科端に沿って互いに逆向きに 1方向

に伝搬する.実験的にも HgTeの量子井戸中の2次元電子系において観測されている [78]. 

しかもこの位椙不変量は 3次元系に対しでも拡張できるため，位相幾何学的に安定な表

面状態をもった3次元量子スピン Hall絶縁体の存在も予言され [79，80ぅ81]， Bh-xSbxの

光電子分光において観測されている [82].
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4 光子系との比較対応から見えてくるもの

4.1 内部角運動量と幾何学的位椙

異常Hall効果やスピン Hall効果などの輸送現象においてはスとン軌道相互作用が幾何

学的位棺の発現に一役買うことを見てきた.Iスピン軌道相互作用は相対論的効果である」
との説を耳にすることがあると思うが， Berryの議論の後まもなく，相対論的粒子の幾何

学的位相の効果についても議論されている [83，84， 85]. これまでは電子系を中心に見て

来たが，スピンの自由度は必ずしも電子に限った話ではなく光子もスピンをもっており

編光の自畠度と対定、している.さらに光子は質量を持たないため究極の相対論的粒子で

もある.実際，竪史的には偏光に付随した幾何学的位相に関する研究が先行して発展し

ていた [5ぅ86ぅ87ぅ88，89]. ここでは電子と光子の類似点と相異点を見るために， I相対論
的電子型の分散をもっ2バンド模型jと[局所的に等方な媒質中の光jに対するものを

対よじさせながら それぞれの場合の幾何学的位相の効果を概観してみる.

「相対論的電子型の分散をもっ2バンド模型jとは例えば次のような模型のことである.

(88) 

ただしσ。は2x2単位行列，りおよびムはそれぞれ速度とギャップを詩徴づける定数であ

る.2重に結退した 2つのバンドのエネルギ一国有鑑は士、Iv2k2+ム2となる.上部バン
ド(句=、/v2k2+ム2)についてのみ考える事にして，IUnk入)を改めて IUkA)などと表すこ
とにすると縮退したそれぞれの解が次式で与えられる.

( VEk + sχh土¥ ( e-i~ cos皇、
|恥)二子宮(土伝-sXk土)， Xk十=いき吋2)ラ XK--M2XL÷

(89) 

ただし((}，めはk方向の極堅標であり，以下では [eoヲeφぅek]をk-空間橿座主票系の基底ベク

トルとする.この解は 1価関数になっていないが，次のゲージ変換を考えればek= kjk 
が単位球面の南極また辻北極以外で 1倍となる解 Uk土)Nまたは IUk土)8が得られる.

|ぬ土)N= e士42iuk土)ぅ IUk士)8=ε干42iuk土) (90) 

しかし式 (89)の解を用いたほうが， Berry接続や曲率などについて簡素な表式が得られ

るため，以下ではこの解に対する結果を示す.1舗の解に対する結果はゲージ変換により

容易に得られる.例えばIUk土)N~こ対する結果は次の変換から得られる.

A~ = M~AkMk -íM~Vk!vfk ぅ n~ =M~nkMk ぅ (91)

|山 = Al~lzk) ， Mk二位plJσ31 (叫1-2 -..， 1 

oo 
q
J
 

門

i



「第54司物性若手夏の学校 (2009年度)J 

それぞれの状態の意味を理解するためにヲスピン演算子を S= ~diag(σι) としてう波束
のスピン期待f直(WlsIW)を計算してみよう.(包kはrxk+sと交換することよ乃，rxk 
を軌道角運動量演算子として，sをスピン演算子とするのが自然であろう.)以下では持

に断らない限り rcおよびkcを単に γおよびkと表す.

1 r s ， 1 
(WlsIW)主同ISk/Zk)ぅ Skニ;;I _ (σle(} +σ2eφ)+σ向!ぅ (93) 

L. Iξk I 

(1匂'k土)Nに対してはsf=Mishλfk)したがって IZk)= (1， O)Tと(0ぅl)Tは土k方向に儒

極した状態を表している.先に示した IUkλ)に対する Berry接続は

Ak 土|ム、制。|
-2klU-仇+仇)一石市φ|うー .事. (94) 

となりう Berry岳率に対して次の結果を得る.

f!k 副会内向十叫十σ3ekl=jsk (95) 

この結果より幾何学的位相の効果と内部角運動量が密接に関係していることが理解でき

るであろう.スピン Hall効果のとろこで見たLuttinger模型の場合にも同様の関係が或り

立つ.

f!HHk二七S恥 f!LHk =-主SLHk 、‘.a
，，〆
に
ひAY
 

J
S
Z
Z

宅、

ただし SHHkおよび SLHkは重い正孔バンドおよび、軽い正孔バンドに射影したスピン演

算子.

さて摂動が加わりヲ例えば[，k:r=匂十凡などとなった場合を考えてみよう.編謹率

(zklσ3lzk)およびスピンの変化は以下のようになる.

ム dk
;_，_ (zkl a3I zk) 一一~;: • (zkl[σleθ十σ2eollzk)ラ (97) 

2kεk dt 
む2k ""  r ( dk ¥ 1 

友(ゐISklzk) = ーマek. (zkl叫 Zk)1 ek x ¥ ek x ~; ) 1 I -~ ¥ -<o dt J I 

1 dElo 
-E~ -~; [(zklsk同)-ek . (zklsklzk)ek] (98) 

相対論的極限に対応、するム =0の場合はエネルギ一分散が線形になるが，このとき編趣

率が保存することがわかる.逆に非相対論的極限に相当する|ム1>>伐の場合はどうであ
ろうか.Iムi→ 00の極限をとってみると，d(zlsklz)/dtョ1/ム2→0のようにスピン軌道
相互作用が小さくなっていく.国体電子論的に解釈するとう iムi→∞はギャップが大きく
なりバンド関の相関が稀薄になることを意味するのでーこの効果が多バンド効果であり‘

上部バンドへの射影という手続が幾向学的効果の背景にあることがわかる.
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軌道角運動量とスピンをあわせて?全角運動量を

j 二 rx k + (zklsklzk)， (99) 

と定義すると，右辺のそれぞれの変化は複雑なものとなるが，全体の変化に対しては次

式の簡単な結果が得られる.

dj dk 
一 一-
dt dt 

(100) 

右辺はトルクでありう中心力 (dkjdtoc r)に対してはjが保存することが確かめられる.

さて今度は光の場合を見てみよう.少し一般化して内部軌道角運動をもった波束を考

えてみる.まず内部軌道角運動量が無い場合の無摂動系の解はういた入}を任意の亘交する

笥光ベクトルの組として， I加)=方(eたんekx ek入)T，と表される.内部軌道角運動量を
もった状態の構成法は一通りではないが[90，91]，らを任意の整数として以下のものを考

えよう.

ilλ'Pk:k Uk入ーイト e--Ar"'，"'cUk入?
ed. .k 

<Pk;九 =arctaII」 L7ぅ
e()c • IC 

ここでは再びkとたの記号を区別した点に注意されたい.

(101) 

ある適当な編光状態入に対してら =lとし，それと直交する状態Yに対してら1=l'と

してそれらの重ね合わせを考えるとう Berry接続と Berry曲率は円編光を基震とする表示

において以下のように表される.

Ak =一三竺f-(loA話 +σ3)eφ nk=一(lOAM+σ3)ek， (102) 
1 

k sin () ¥ VV.t¥.lVl I ~ v/~q;' --n k2 

ただしlOAMは整数国有値の組(l下めをもっ 2x2エルミート行列である.
したがって波束がdkjdtの力を受けて畠げられると運動方程式(56)に異常速度が現れ，

嬬光状態に依存して波束がシフトしていく.特lこ内部軌道角運動量がゼロ (lコ l'= 0)の

場合は，光のスピン Hall効果となる [28ラ29].同様の結果は偏光ベクトルの運動方在式を

用いた理論形式[92]やrv1axwell方程式に対する特性方程式を光子の有効ハミルトニアン

だと見なした理論形式 [93]においても導かれている.界面における全反射の擦に見られ

る光殺の横シフトである Imbert-Fedorov効果 [33ヲ34，35，36]もこの効果の一形態だと考

えらる [28ヲ29，92]. ただし，この場合は界面の屈折率変化が急峻であることから断熱近

叡が破れ，界面近携の異方性により偏光状態が変化する.このため宇古典的運動方程式

(56)ー(58)だけからでは正しいシフト量を見積もることはできない.しかし運動方程式か

ら導出される角運動量の保存期と反射率に対する Fresnelの公式とを組み合わせることで，

正確な結果が得られる [28う29].

さらに部分反射における透過光・反射光に対しでも同様のシフトが起こることが，波

動光学に基づいて古くから指捕されていた [94ぅ95].やはり正確なシフト量の評価には編

光状態の変化を考慮する必要がある.この点を考慮すると，透過光・反射光のそれぞれ

-740-
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に対して角運動量の界面に垂直な或分が保存することが示される [28，29].(一般の偏光に

対してはその定義によって補正が必要となるが，円偏光入射に関しては入射角によらず

正確に成り立つ [15].) これは Maxwell方程式という古典波動理論の中に光子という粒子

描像が揺されていることを意味しており大変興味深い. しかし部分反射によるシフトは

大きくてもせいぜ、い技長の数分の l程度で為るため，長い間実験的な研究は進震してい

なかった.しかし昨年の春，量子澱定理論の分野で知られている弱測定と呼ばれる方法

を用いた実験により，驚くべき精度で検証されるに至っている [96].また内部軌道角運動

量に荻存した効果 [91，97]に関しても，興味深い実験結果が報告されている [98，99]. 

最後に一般の内部角運動量をもった光子の角運動量保存期について，もう少し具体的

に見てみよう.緩やかに変化する屈折率分布nrを考えると，摂動を受けたエネルギーは

らc;rc= vrk (vr = 1/ηr)と表される.この結果を運動方程式(56)ー(58)に代入すると次の
ことが見て取れる.円偏光の基底において IOAMが対角形になっている場合 [97]を除きう

一般に lチfのときは編極率 (Zklσ31Zk)は保存しない. しかし興味深いことにうこの場合
も一般化した編極率をいたI[loAM +σ3]lzk)とすると，こちらは保存していることが確かめ
られる.先ほどの電子系の例との類推からヲ nkの表式よりう次式のベクトんを内部角運動
量と見なしてみる.

jint = (zkl[loAM +σ3]lzk)ek， (103) 

さらに全角運動量を次式で定義するとう式(100)が成り立つことがわかる.

j r x k + jintラ (104) 

したがって平坦な界面のように~が特定の方向にのみ変化する場合は，その方向の全角

運動量の或分が保存することになる.

以上より，幾何学的位相の効果は電子または光子によらず，それぞれの波束の半古典的

動力学は同様の理論形式で理解できることが分かる.加えて，スピンに限らずの内部角

運動量と Berry畠率が，かなり一般的に対応関係を持っていることが理解できたであろ

う.ところで電子系では上部バンドへの射影という手続きが重要な要素であったが，光子

の例では特定のバンドへの射影と言う手続なしに幾何学的位相の効果が出て来た.これ

は物理的状態への射影を暗黙のうちにとっていたためである.ただしフォトニック結晶

中の電磁波は国体中の電子と再様にバンドをつくるのでーこれらのバンドへの射影によっ

ても幾河学的効果が現れる [28ヲ29].

4.2 断熱近似の破れと編光状態の変化

前節で断熱近訟の破れによる鵠光状態の変化について触れたが，この点に関する興味

深い理論・実験[100]があるので紹介したい.実験では円柱ガラスの患面から光線を入射

し，円柱表面における全反射を使ってらせん状に光線を走らせ，上酉からの出射光様を観

可

tムAA
 

ウ
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挺してImbert-Fedorov効果によるシフト量と入射光線からの編光状態の変化を測定して

いる.また理論もこの実験で得られた結果を定量的なレベルで非営によく説明している.

まず入射光嫌と円柱の中心軸との成す角度として円柱ガラス裏面への入射角。を定義

しよう.入射した光線の軌跡が半径九の円柱ガラス側面に沿ってらせん状になっており，

その軌跡に沿った長さを Eとして測ることにすると，軌道の曲率半径Rと援率Tが次の

ように定義される.ただし [eθぅ匂，ek]はekを光線の進行方向とする擾産標系(光殺に貼
り付けた局所座標系)の基底ベクトルである.

dek sin2 0 1 deo sin (J cos(J 1 
一=一一匂=-=-eφ ー= 匂=-= eφ， (105) df Ro ~(/J R ~(/J' df Ro ~(/J T 

ここで匂は実空間の円筒産標系方位角方向の基底ベクトルφとは異なることに注意され
たいベ実空間の円需産標系動径方向の基底ベクトルβの逆方向匂 =-pになっている.) 

また，光線上の点の方位角をゆとしてdfsin (J = Rodゆを用いた.速度の運動方程式を時
間の代わりにtを用いて書き査すと次のようになる.

dk ，. / ~. I ~ I ~ ¥ _，  ( z Iσ31z) 
一 ek+一 x(z岡山)=eけ一一一向 (106) df -'" 'df ' ~ 1--'" 1 . I -"" kR 

したがって Imbert-Fedorovシフトの量を次のように評価することができる.

f 入sin20r 
ニ L-n I 刷物Iz)=一一;-:I df (zla3Iz) (107) kR J ~.. ，. 1 - v 1 . / 2πRo J 

ただし全反射の場合は偏光状態を表わす変数IZk)のk荻存性は重要でなくなるので，こ

の依存性はないものとして単にい)と表した [15].上記の結果より，らせん状の光隷の長

さfの関数としての需光状態 Iz)が分かれぱシフト量ムIFが評髄できることになる.

鱒面での全反射は連続的なものであるが，考察の便宜上，有限の入射角fh=π/2-0α 
(0 くぬ~ 1)の全反射の繰り返しとして考え，00:'→0の極援として連続な状況に対1;(5さ
せる事にするベ注意:(Jlは側面に対する入射角であり，先の底冨に対する入射角。とは

異なる.)若干の注意で「空気中の円柱ガラスjの問題をその也の媒質の組み合わせにも

拡張できるので，以下ではしばらくそのような形式で話を進める.まずp偏光と s信光に

対する反射率はFresnelの公式より次のように表わすことができる.

Zl cos 01 -Z2 COS O2 Z11 cos (Jl -Z:;l cos O2 
- . r~ 二

Zl COSOl十 Z2C0802T S ZJ1cose1十 ZEICOS82T 

/n2¥i11H2  

COS02 =い-これin201) ヲ 問 =εjdう Zi=立与.
¥ n2 } 弓

(108) 

(109) 

特に側匿に対して非常に浅い角度ぬ<<1で入射する場合を考えると それぞれの位相変

化は次のようになる.(ただし n1> n2とした.)

2Zl sinoα 2Z2 sinoα 
I{Jp = arg rp竺 π十，、よ?ψs= argrsさ π十 ，~‘主 (110)

ゐ{号-1) 2 Zl (号-1 ) 

円
ノ
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この過程でp偏光と s偏光を基底としたときのい)の各要素は Zp→♂'PPZpおよびら→

eZ'Ps Zsとなる.したがって幾何学的位相の効果まで含めた変化は円偏光を基底とした場合，

次のように表すことができる.

/叩P+ e'Ps eL'Pp - e'PS ¥ .:A'_ ... 

Iz) →(~ 十 σ1 ) e一批判ε)
¥ 2 2 ~ / 

、、‘
a
，，，
t
eム
ーE
よ

1
2
4
 

J
'
'
t

‘、

運動方程式(58)より幾何学的位相の効果によっても位相変化が起こるが，こちらの寄与

辻次のようになる.

dk. Ak二 (ks凶 ω(-:詰eo(3) = -sin必読σ3 (112) 

らせん状の光隷の軌跡を各辺dR= 2Rsindαの微小な直線からできていると考え，dRを
使って書き亘すと次のようにまとめることができる.

1 I Zl Z2 ¥ .--.. dR 
d<p = <pp - <Ps = de - 1 (一一一二)， dk.Ak二一一円

f ~2 ¥ ~ ¥ z? Z， J RI考-1)一，-~リ

ところで光学分野では信光状態を特定するのに Stokesベクトルヤ!σ同を使うと捷利で

あることが知られている.この単泣ベクトルが動く単位球面を考えると，北(南〉極は

右(左)月偏光に対J;Gもする.上記の結果を用いると各反射ごとのStokesベクトルの変化

量は次のようになる.

(113) 

めi σ Iz) = 科ωωM以州e(市以川(い例仰川z斗羽i防σ

(114) 

最後にdeぜ→Gの極限をとると，光線の長さに対する Stokesベクトルの微分方程式が得ら

れる.この方程式に辻p偏光と s偏光の反射率の違いを考憲しているので，界面による局

所的異方性の効果が入っていることになる.

JL(ziσIz) = Bs x (zlulz)ぅ Bs=de 

J を(宏一会)
(ミー1)

2
-
T
 

(115) 。

これは磁場Bs中のスピンの運動方程式にほかならず，回転磁場中のスピン模型のところ

で見たように，厳密に解くことができる.磁場Bsの方向は止まっているので，(zlσIz) 

の運動は正則蔑差運動となる.この胃期的な変化を受けてシフト量ムIFにもぎの関数と

して振動成分が現れることが予測できるが，実験においても確かにこの振動が観測され

ている [100]. 
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4.3 居期構造中の電磁波にみる幾何学的位梧の効果

異常Hall効果のところで述べたように 幾何学的位相はある種の特徴的なバンド講造

(典型的にほDiracフェルミオン型のバンド構造〉により発現し バンド講造の変化に対

して敏感に反応する傾向がある.また，いくつかの簡単な模型を通じてスピンをはじめ

とする内部角運動量と Berry曲率とが密接に関係していることを見てきたが，この点は

電子系あるいは光子系に限らないことであった.これらの知見から，誘電率や透磁率の

毘期構造であるフォトニック結晶 [101ぅ102]中の電磁波についても同様のことが予想され

る.ここでは上記の点について詳しく見てみることにする.後の費宜上，電場および磁

場に対する Bloch 関数をそれぞれ IU~k入)および IU込入)と表して区別し，次のように規格
化したものを考える.

(ufkλiε|包fL入)= dnn，d)..入" (u込入如何ZEλ)= dnn，d)..A' (116) 

これらの関数は Maxwell方程式と同等の次の固有方程式の解であるとする.

ε切入jufLλi= i九 .SJU込λi，μεnkλIuネλi= -iPk . SIU~kλ) ラ (117) 

[Si]jk( G， G')ニ -iEijkd(GラGうう 九(GヲG')= (k十G)d(GぅG') (118) 

ここでGは逆格子ベクトルである.

それではフォトニック結品中の光波束に対する内部角運動量について考えてみるが，以

下では第2量子化の表記法を用いることにする.つまり波東状態 IW)は上記の酉有方程

式の解の各モードに対する生成演算子を用いて構成され，電場Erおよび議場Hrはそれ

らの生成演算子と消滅演算子を使って展開できる場の演算子であると考える.(形式論の

詳細については文献[29]を参照しミただきたい.)角運動量Jは電束密度Dr=らErおよ

び磁束密度Br=件 Hrを用いて，次式により定義される.

J J drrx伽 Br) (問

しかしフォトニック結品中の電磁波を考える場合，この量は必ずしも取り扱いやすい量

ではない.そこで代わりに次式のエネルギ一流の回転ゴを梗宜上の角運動量と見なすこ

とにする.

ゴニJdrr x (ι ×民) (120) 

特に波束を考えると角運動量は，中心自身の運動にともなう角運動量と中心!寄りの自転

に相当する内部角運動量に分離することができる.

ゴ=乙+8，乙=J drrc x (瓦 xHr)，s= J命ト同 x(瓦×民)
(121) 
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内部角運動量の波束に対する期待f直を計算してみると次の結果が得られる.

(WISIW) さ (ZkISηklzk) (122) 

[SnkhN ~ [i(VU~k入 I X (Pk. Sμl九 Sーペ川U~kN)+ (u~kÀIパIU~kN)
+i(VU;;kAI X (Pk . Sε-1九 Sーパ川U;;kN)十作品入If旬 4ρ]

(123) 

一見すると第1項および第3項は内部軌道角運動量とでも呼ぶべき寄与であり，第2項お

よび第4項はスピン角運動量の寄与だと解釈したくなるところであるが，この解釈は必

ずしも妥当ではない.題期構造が無く一様なま某質中(光速りの光を考え， Bloch関数を

編光ベクトんで量き換えると，式(123)の4つの項はまったく同じ寄与をして，全体とし

て (WISI~V) ニポ(Zk!σ3I zk)ek> となり ， v2xスピン角運動量の結果を再現する.これは
電磁場がゲージ対称性をもつことと，物理量がゲージ不変であることの要請から，厳密

には軌道角運動量とスピン角運動量を分離できないことに由来している.つまり波束を

考えることにより分離できたのは，軌道角運動量とスピン角運動量ではなく，外部角運

動量(中心自身の自転)と内部角運動量(中心周りの回転)であることを注意しておく

べきであろう.

ここで周期講造に上乗せして媛やかな変調%を考えてみよう.関えばl/fr→す/εTの
ように上乗せした状況を考え，加について摂動的に取り扱うことにすると，次の運動方

程式が導かれる.(その他にもいくつかの補正項 [29]があるのだが，煩雑になるので省略

した.)

dk 
7. = ir V kfnk + ~ X同Innklzk)，dt l' - '" -..'" • dt 

dk 
一二一[Vri.永nkぅ
dt 
d. ， dk 
.一九)= ~;; . Ank!Zk)， 

dt 

[Ankh"， = -~ [州εIVkU~kN) + 作品入|川1L~k"')] 

(124) 

(125) 

(126) 

(127) 

ただし Berry曲率nnkは以前と同様に，nnkニマkX Ank十 iAnkx Ankと定義される.
以上より，界面による反射・屈折の例と同様，フォトニック結晶中の電磁波に対しても，

変調%と垂直方向に光線がシフトすることが予想される.さらに， Berry曲率は Bloch

関数により与えられるので，結晶構造を変えることで，その大きさを制御することがで

きる.また Qηたの表式を具体的に計算してみれば分かるのだが，量子Hall効果の半古典

論のところで見たのと再様に波束の内部角運動量 (W!SI~V) との類似性が見て取れる.

内部角運動量にはスピン以外iこも結晶構造に由来する内部軌道角運動量も含まれること

から，当然， nnたにもその効果が表れているものと考えられる.また，内部角運動量はそ
もそも有摂の大きさの波束を想定して定義したものであるが，最終的な表式は Bloch関

F
h
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数のみで書けている.一方， Berry曲率ははじめから Bloch状態ごとに定義できるもので

ある.したがって，広がった状態である Bloch波に対しても内部角運動量と Berry曲率の

関には荷らかの関係があるものと予想される.それでは Berry曲率を持つ Bloch状態と

は，実空間においていったいどのような様相を示しているのであろうか.次第ではこの

点について触れる.

4.4 対称性の破れと幾何学的位棺

前節までフォトニック結晶中の電磁波に関して一般的に縮退したバンドまで含めて議

論してきたが，多くの場合，結品構造により縮退は解けてしまう.このような場合は，異

常 Hall効果のところで議論したように.Berry曲率をもった状態、ができるためには系の

対称性に対して条件がでてくる.例えば，誘電率関数と透磁率関数がともに空間反転対

称性と時間反転対称、性を持つと，国存方程式(117)辻実数方程式とすることができるので

Berry曲率をもった状態は現れない.この点はBerry曲率を運動量空間の磁束密度だと見

なせば，その対称性からも結論される.したがって空間反転対称性または時間反転対称

性の破れたフォトニック結品を考える必要がある.文献[29]では空間反転の破れた蜂の

巣格子型2次元フォトニック結晶に関して Berry曲率および内部角運動量の対応関係を諒

べたが，両者には明らかな類似が見られ互いに関係していることを窺わせる.また，異

常Hall効果のところでバンド交差・反発近傍のバンド開請と Berry曲率の関孫について

述べたように，バンド反発が起きている Brillouinゾーンのコーナー近傍で南者は大きく

なる額向がある.最近我々は大きな Berry畠率をもったBloch波が実空間でどのような状

態になっているのか数値計算により調べ，このような状態は実空間においては渦構造の

周期的パターンとして現れることを確認した [103].考察した結晶講造は 2種類のロッド

からなる韓の巣格子構造であり， 2種類のロッドの違い(到えば誘電率の差)を変えるこ

とで空間反転対称性の破れの程度，ひいてはバンド反発によるバンド関揮の制御が簡単

に行えるようになっている.また文献[103]では，このような濡講造がナノ粒子に与える

轄射圧に対しても考察し，応用例として周期構造による光撹存機を提案している.

空間反転対称性ではなく時間反転対称性の破れも興味深い効果を引き起こす.量子Hall

効果のところで述べたように，非自明な位相不変量をもっている系では，その試料端に

沿って 1方向にのみ伝搬するカイラル・エッジ状態が現れる.関期構造中の電磁波につ

いても同様のこと，つまりこのようなエッジ状態(正確には表面状態)を利用した「一

方通行導波路jの可能性が指摘され [104]，様々な模型やデモンストレーションが提示さ

れている [105う106，107， 108].最近我々は，磁気光学効果を示す媒質から成るロッドを蜂

の巣格子構造に並べた模型における光カイラル・エッジ、状態について調べた [109]. この

模型の特徴として，蜂の巣搭子構造を反映して 2種類の試料端が存在することがあげら

れる. 1つはzigzagエッジと呼ばれ，もう 1つは armchairエッジと呼ばれる.興味深い

事に zigzagエッジ上のカイラル・エッジ状態はフォトニック結晶外の自岳空間のモード

とは結合しない.つまり特別な工夫をしなくても安定な「一方通行導波路Jと成るので

F
O
 

A
せ
ウ
4



「第54回物性若手夏の学校 (2009年度)J 

ある.一方， armchairエッジ上のカイラル・エッジ状態は自由空間のモードと結合して

おり，正確には共鳴モードとなっている.したがってカイラル・エッジ状態を励起でき

たとしても結晶の外慨に漏れてしまうのである.この状況を電子系の場合と比べたとき，

光子系の不利な点と見る見方もあるだろうが，ものは考えようである.例えぜいま考え

ているフォトニック結晶では試料端の形状を適当ζ工夫してやるだけで，簡単にカイラ

ル・エッジ状態を励起し，それを安定に伝搬させ，また自由空間に取りだすことができ

る.具体的にはarmchairエッジにレーザ光を照射してカイラル・エッジ共鳴モードを励

起し，それをそのまま zlgzagエッジ上の安定な「一方通行導波蕗jに導いてやればよい

のである.文献[109]では実空間のシミュレーションにより，このようなことが可能であ
ることを確認している.

また最近話題になっているマルチフエロイックス物質 [110]では，電気分極Pと磁化
M が同時に発生し空間反転対有J性と時間反転対肴J性が両方とも破れている.このような

物質における幾何学的位相の効果についても研究されておち， トロイダル・モーメント

T=PxMと呼ばれる量が光子にとってのベクトルポテンシャルとして動くため，光

子に対するローレンツ力が生じ得るという興味深い提案がなされている [111]. 

5 おわりに

まずは拙文に長々とお付き合いいただいたことをお札申し上げる.何がしかご参考に

なることがあれば幸いである.最後にとりとめのない話で申し訳ないが，輸送現象におけ

る幾何学的位椙の効果の直観的イメージについて触れておきたい.電子系において各種

のHall効果を考えるとき，伝導率を中心にした線形応答理論的な立場では，外部電場と

亘交する方向の電流あるいはスピン淀の生成としてとらえることが多いように思う.し

かし光子系のスとン Hall効果やフォトニック結晶中の Hall効果で見えてくるのは，摂動

の異方性に産交する方向への波動の歪みといったイメージである.これは電子系の異常

Hall効果におけるサイドジャンプのイメージと同じものだと考えられる.このイメージ

が常に正しいものなのかいまひとつ確信が持てないのだが，少なくとも本稿で触れた幾

何学的Hall効果のいずれにおいても波動の主たる回転軸方向と摂動による異方性の双方

に直交する方向に波が歪んでいる.半古典的運動方程式の異常速度項から解釈している

故のトートロジーなのだろうか。また，こういったイメージは回転流体を想録すると全

てが当たり前のことのように思えてくるのであるが，いざ具体的にそのイメージと笹々

の開題の対応、を考えるとどうも暖昧なつながりしか見えて来ない.すっきりとした説明

または例などをご存じの方がいたらぜひご教示願いたい。
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