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1 はじめに

超伝導研究の新しい潮流の 1つとして、「トポロジカ jレ超缶導棒jが話題になっている [1，2，3ラ

4， 5， 6]0この小論では、「トポロジカル超f云導棒jとは何か、具体的な例をもとに紹介したいむ

本論に入る前に、[トポロジカル超伝導体jの名称について構単に説明しておこう。皆さんが「ト

ポロジカル超伝導体jという名前から想録するイメージは何であろうか。もしかしたら、それ泣

メピウスの輪のようごと複雑な形状やトポロジーを持つ超伝導体であるかもしれない。残念ながら、

ここで扱う「トポロジカル超伝導体jとは、そのような特殊な形状をした超伝導体のことではな

い。 Iトポロジカル超伝導体」という名前は、準粒子の読動関数が非自暁なトポロジーを持つこと

に由来しており、その形状吉体球連営のものと同じである。

「トポロジカル超伝導体jの持援の 1つは、「バルク・エッジ対応jとよばれる関係より、表面

や渦の中のギャップレスモードが予言できることである。これらのギャップレスモードは、「トポ

ロジカルな理岳jによりその存在が保証されているため、ハミルトニアンのパラメータの変化に

対して安定であり、近訟の詳細にも〈ほどんど)依存しをし」また、このギャップレスモードは特

有の畦エネルギ}現象を示し、実験で観灘可能である。更に、ある種の「トポロジカル超伝導体j

では、ギャップレスモードの存在により、ボゾンでもフェルミオンでもエニオンでもない、「非可

換統計jとよばれる本質的に新しい統計性に従う励起子が予言される。

以下で辻、このようなトポロジカル超伝導体の性質を紹介する c まず、前学では、アンドレーフ

束蒋状態とトポ2ジカル不変量の関係を中心に、話を進めることにしよう。また、後半では、ト

ポロジカル超長導非の重要な性賓として、マヨラナ条件を説明し、その結果、スピンレス超伝導

体中の超伝導過が非可換統計に詫うことを示す。

2 アンドレーフ束縛状態

まず、トポロジカル超伝導体の見方を説明する前に、後の話丹準需として異方的超伝導状態の表

面に現れるアンドレーフ束縛状態について、ごく簡単に復習しておこうに(ミッドギャップ〉アン

lE四mail:msato@issp.ゃtokyo.ac.jp
2アンドレーフ束縛状惑の詳掘については、百本語のを憂れた解説 [7ぅ8，9ラ 10ぅ 11]:があるので、もっと詳しい事に興
味のある方はそちらを参考にしてもらいたい。
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ドレーフ束縛状態とは、超{云導棒・超流動体の表面や接合面に現れるギャップレス束縛状態{ミッ

ドギャップ状慈)である。その存在はトンネル電流など超{云導表面を介する低エネルギー現象に大

きな影響を及ぼし、たとえば、高誼超缶導体やヘワウム 3超流動体の表面に現れるアンドレーフ

束縛状態が実験で確認されている。

このような束縛状態が超伝導体・絶禄棒界面に作られる仕組みを、おおざっぱに理解するには、

超伝導体・掛柔体界富近くの電子の握る舞いを考えてみればよい。まず¥電子が超伝導捧から絶縁

体へ向かった場合を考えると、電子は超伝導棒・絶縁体界面で全反射され、組縁体中に出ていけな

い。また、逆に、電子が超長導体表面から超伝導体中心に向かった場合を考えると、超伝導ギャッ

プのため、フェルミエネルギー近接の電子の状態密度はゼロであるため、電子は超伝導体内蔀奥

深くにも入り込めない。結馬、電子は絶縁棒の方向にも、超伝導体内部にも進むことができず、界

面近くに関じ込められることになる。こηため、界面近くでの束縛状態の形成が可能となる。

実際に束縛状態が得られるか、また得られた束棒状態がギャップレスになるかは、超長導体の種

類に依存する。ギャップ関数が実数1或分η(k)で号えられる場合には、 BdG方程式の解析から、
ゼロエネルギー束縛状態、の存在条件が蕎単奇形にまとめられている (7]0つまり、図 1のように、

z軸に垂重な界面を考えた場合、

η(kxラky)η(-kX1ky)く O 、、電
B

，J
守
2
4

/
，

a
も、、

を溝たす時には、ゼロエネルギ一束縛状態が存在するが、

η(kX) ky)可(-kX1ky) > 0 (2) 

の時には、ゼロエネルギー束縛状態誌存在しまい。表1に、いくつかの異方的超{云導装態の倒と

アンドレーフ東縛状態の有蕪をまとめておく [7]。
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図工:超{云導表面付近の電子の謙子O 超伝導中(左髄)の電子は超縁体(右棚)との境界冨では全反

射され、超伝導体内部では、アンドレーフ反射によりホールとなって反射される G

超伝導の種類 11 s波

ギャップ関数 ¥1η(k) = const. 

アンドレーフ束縛状繋 11 x X 

dxy I Px 1 py 

η(k) =kxky η(k) = kx Iη(k) = ky 。101 x 
表 1:いろいろなギャップ関数と、その詩のアンドレーフ束霧状態
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3 超伝導状態と量子ホール系の類似性

トポロジカル超伝導体という考え方の出発点は、超伝導状態と整数量子ホール状態の類鋲性で

忘る。そこで、超伝導状態と整数量子ホール状惑の比較から、トポロジカル超伝導体の話をはじ

めることにしよう。

整数量子ホール効果とはホール{云導震が量子化される現象であ与、超伝導とはゼロ抵抗が実現

される現象でおるので、両者の簡に辻、明確な違いがある。ところが、表2に挙げたように、そ

の励起スベクトルに注目すると、再者には類~性もあることに気づかされる。つまり、整数量子

ホール系にはランダウレベルの生成に伴うエネルギーギャップが、超f云導棒にはクーパ一対の生成

に伴うエネJレギーギャップが存在しており、その生成メカニズムに辻大きな違いがあるが、どちら

も励起状態を作り出すのに有援のエネルギーが必要である。また端(エッジ)を作ると、整数量

子ホーjレ効果の場合にはカイラjレエッジ状態が、また超伝導体の場合にはアンドレーフ束縛状態

が生じ、バルクの状惑に志じて、端に局在したギャップレス状態が作られる点、も共通している。

整数量子ホール状態

ギャップ有(ランダウ準位)

カイラルエッジ状態

超伝導状態

ギャップ有(超伝導ギャップ)

アンドレーフ束蒋状態

表 2:整数量子ホール状態と超缶導状態の類叡点

ところで、境界のない系の整数量子ホール状態に対して辻、バルクの波動関数を使って、トポ

ロジカjレ不変量(いわゆる Thouless-Kohm抗争Nightingale-denN単(TKNN)数、あるいは数学で

いう Chern数)が定義できることが知られてお札ホール伝導度σ却の量子化

σzu=tnh(叫整数) (3) 

は、整数ncがこのトポロジカル不変量と一致することにより説明されている [12ラ13]0その一方

で、境界のある系の整数量子ホール状態では、境界に生じたカイラルエッジ状態が電流を運ぶ現

象として、ホール伝導震が理解されている [14]0この措像では、ホール伝導度の量子化は、引が

カイラルエッジ状態の額数と一致することにより説明される c したがって、これら二つの搭像に

矛盾がなく同じ量子北を与えるに辻、境界のをい系のバルクの波動関数のトポロジカル不変量と

境界がある場合のギャップレスエッジ状態の個数は、等しくなくてはならない。実際に、この一致

が成母立つことも、格子模型で証明されている [15]0言い換えると、この一致は、バルクの波動関

数のトポロジカJレ不変量から、ギャップレスエッジ状態の偶数が予言できることを意味している。

ここで、量子ホール状態と超缶導状撃の類叡性に着自すると、閉じような一致が超伝導体の場

合にも成り立つのではないかと期持できる。実際、後で説明するように、トポロジカル不変量を

定義するには、ホールイ系数のような量子ホール系特有の概念は必要でなく、系の安定性を保証する

エネルギーギャップの亭主があれば十分である。また、先の議論で辻、トポロジカル不変量とエッ

ジ状態の関係を、量子ホーjレ採数σ却を穫って議論したが、下で説明する fバルク・エッジ対定、j

つは令d
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をつかうと、ホール採数を経由しなくても、トポロジカ jレ不変量とエッジ状援の関係が成り立っ

と考えることができる。したがって、超伝導状態に対しでも、トポ百ジカル不変量を導入すれば、

題伝導状患のエッジ状態であるアンドレーフ束縛状態の有無がトポロジカル不変量を使って議論

できると期待することも、それほど不吉然ではないだろう。

以下では、超伝導状態に対して、トポロジカjレ不変量を導入し、それを使って、実際に、アン

ドレーフ束縛状態の有蕪が期待どおりに記述できることを示そう。

こわように、トポロジカル不変量を使って超伝導体の性賞を議議する場合、トポロジカJレ不変

量がゼロでごとい超伝導体のことを、「トポロジカル超缶導体jと呼ぶ。

4 バルク・エッジ対応

これから先の議論で辻、 fバルク・エッジ対J;tJと呼ばれる、バルクで定義されるトポロジカル

不変量とエッジiこ現れるギャップレス状態との対応関係が重要とをる。ここでは、トポロジカjレ不

変量がどりようにして定義されるか説明し、その後、なるべく直感、的に分かりやすい形で、 fバル

ク・エッジ対応jを説明することにしよう。

4.1 トポロジカル不変量

まず、バルクの波動関数に対してトポロジカル不変量を定義しよう。後でいくつかの剖を使って、

トポロジカル不変量の具体的な定義を与えるが、ここではまず産惑的なアイデアを説明しよう。

今、考えたい系(量子ホール系や超伝導体会ど)には境界がなく、バルクの波動関数が運動量空

揮で与えることが可能であると仮定する。このとき、国2のようにあるバンドまではきっちりと占

有されていて、そこから上のバンド辻完全ζ空になっている、ある意味 fバンド絶縁体Jに系が

なっているとする。言い換えると、系は、励起状態をつくるのに有醍のエネルギ一定沼、要なギャッ

プのある状態で為るとする。このとき、占有されたバンドの波動関数を使って、トポロジカ Jレ不

変量を定義することができる。

k 

図2:バンドスペクトラムの議子。フェルミエネルギーはバンドギャップ内に為ると仮定する口勾

より下のエネルギーバンド詰電子あるいは準粒子によヮて完全に占宥されている。

今、バンドの波動関数を Iun(k))とおくと、 Iun(k))辻、プリルアンゾーンの一点kから、波動

関数が定義されている空顕であるとjレベルト空間上の一点、同n(k))への写像となっている。 した
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がって、波動関数Iun(k))として占有された設動関数をf吏うと、占有されているブワルアンゾーン

(BZ)全体が、ヒjレベルト空間へどのように写録されるかを考えることが可龍となる。(国3)
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国 3:ブワルアンゾーンからとんべんト空間への写像。簡単のため、ヒ jレベルト空需を球面で表

す。 2次元ブリルアンゾーンが、球菌でまうるヒjレベルト空関上に写議されている。

このとき、波動関数の種類によっては、ヒjレベルト空間内に写壊されたブワルアンゾーンが、ヒ

jレベルト空関全捧に会んらかの意味で「巻きついている」場合がある。このような場合に、ブリ

ルアンゾーンの橡がとjレベルト空間全隼に何回[巻きついているかJ数えあげると、その「巻き

っき数jが、トポロジカル不変量となる。実際、この「巻きっき数jは、もともとの定義から、整

数に量子北された蓋しかとることができないから、理論に含まれるパラメータ{たとえば、化学ポ

テンシャルなど)を連続的に変化させても、持別会ことが起きて巻きっき数が不連続に変イヒしない

限り、その笹を変えることができない。

では、どういう特別なことが起きれ司、この f巻きっき数jが不連続に変化するだろうか。そ

れは、系のギャップが閉じてしまい、「巻きっき数jがうまく定義できなくなる時である。たとえ

託、国4にあるように、占害されているバンドと占有されていないバンドの聞のギャップが関じて

しまった場合を考えてみよう。このとき、ギャップが閉じている運動量k=kpでは、占存できる

状態が2つあり一意にとjレベjレト空間内の点への写橡を定義することができなくなっている。こ

のため、「巻きっき数jもうまく定義できなく会る。したがって、占有されているバンドと占存さ

れていないバンドの簡に再びギャップが罷き、トポロジカjレ不変量が定義できるようにまった時、

「巻きっき数jはギャップが構じる前の檀から、不連続に変わることが可能となる。以下では、ト

ポロジカル不変量のもっこの著しい性責を罷って、「バルク・エッジ対志、jを導こう30

kp 

図 4:ギャップが閉とた場合。点、Pでは占有できる状態が一意でなくなっている。

3ある種の「巻きっき数jに対しては、それがうまく定義できなくまる場合として、ここで挙げたエネルギーギャッ

プが閉じる場合以外も考えられる。たとえば、「巻きっき数jには、時陪反転対称性など系のもつ特到な対称性を集っ

てヒJレベルト空間を制限することで、うまく定義されているものもある。この場合、これらの対称性を競ると、ヒルベ

ルト空摺の制課がまくなり、途端に「巻きっき数jが定義できなくなる。しかし、このような場合でも、仮定している

持者マ珪を壊さずにエッジを作ることが可龍な場合に辻、関様の議論より「バルク・エッジ対志jが成り立つ。
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4.2 バルク・エッジ対応

バルク・エッジ対志と辻、トポロジカル不変量とエッジ状態の間に成り立つ呼ばれる次の性質

である。

女今、バルクの波動関数を使って、トポロジカル不変量νが定義でき、その億がゼロでなかっ

たとする。このとき、その系に靖を作るとその端に局在したギャップレスな状患が現れる。

この対j之、を理解するために、図5に書いたようにトポロジカル不変量νがゼ、ロでない物質をトポロ

ジカル不変量νがゼロの単なる絶義体に接合した系を考えてみよう c このとき、図5a)の左端から

始めて位置zの正の方向に移動していくと、トポロジカル不変量は、接合TInx=xεでν手。から

ν=0に不連続に変わるc したがって、 4.1章で述べたトポロジカル不変量わ性糞を思い出すと、 ν

が不連続に変イとしている接合冨では、一度系のギャップが関じないといけまいことになる。特に、

単なる絶縁体として真空を考えると、これは、 νヂ0の物質丹端に、かならず局在したギャップレ

スモードが存在することを意味しているc つま号、上で述べたバルク・エッジ対花、が成り立つ。

a) 
V手企。 v=o 

b)AEト¥jf-h

図 5:a)トポロジカル不変量νがゼロでない物質とゼロで為る物責の譲合系。 b)系のギャップムE

の様子。

ここで、与えたバルク・エッジ対応の議論辻、いくぶん抽象的かっ室観的であったが、いくつ

かの模型では、もっと厳密にこの対応は証明されている [15]0本稿で辻、最密な証明を与える代わ

ちに、以下の章において、色々な超伝導体に対して、バルク・エッジ対応が成ち立つことを具体

的に確認していくことにしよう。

5 1バンド超伝導体

この章では、超{云導ギャップが1成分で与えられる比較的第単な超伝導状態を考え、そこでバル

ク・エッジ対応がどのように実現されるかみていくことにする。

まず、単ーのバンドで記述できる超長導状態を考えると、そのハミルトニアンは

H = LE(k)clん+;三二[ム(k)σペムゲーム(-k);aIC-kaCka'] (4) 
kσ -kσσF 

po 
つd
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で与えられる。ここで、 E(k)は常伝導状態での電子のエネルギー、 c1o.(Ckσ)は運欝量kスピン σ
の電子の生成漬算子(清滅漢葬子)、ム(k)辻ギ、ヤツプ関数であるc このハミルトニアンは

t ¥ TT f '-¥ f cka' ¥ TT I L ¥ {ε(k)dσσr ム(k)σσI ¥ 

= ~ _L. (cla，日σ)品川)lfト Hば k)=( ) ιzF1 / い-kσI ) 7 --~ ~ ~ ，，--/ ¥ム官)均一ε(-k )daa' ) 
のように書き直すことができ、準設子の波動関数は H4x4(k)の圏宥状態で与えられる。

持に、ム(k)としてスピン一重項超缶導状態

(5) 

ム(た)=妙(k)σu (6) 

あるいは、 dベクトルがz方向を向いているスピン三重項超{云導状慧

ム(k)= idz(k)σzσ炉 ι=dy=0 (7) 

を考えると

H=戸川-kl)H(k) (と)+吋ヲ時)=(;JC*立)) (8) 
の形にまとめることができる。ここで、 η(的は

jψ(k)ラ スピン一重項超伝導の場合
'I](k) = < l dz(k)， スピン三重項超伝導でdx=dν=0わ場合

(9) 

である。この場合には、準粒子の波動関数は、 2x2行列 H(k)の固有状惑になる。

また、電子が完全に嬬橿してしまい、アップスピンをもっ電子しかない場合(あるいはダウンス

ピンをもっ電子しかない場合〉の超伝導状態も準粒子の波動関数は2x2行列の国宥状態となる。

なぜなら、この場合にも、ハミルトニアンは

H=iz(cLM-k?)時)(と)十co紙時)=(J2)fZ)
となり、全体にかかった 1/2の因子を除くと (8)と同じ形にまとまるからである。 (10)式では、アッ

、、sp
r

Qυ 

噌
s
i

J
'
a
a
¥
 

プスピンをもっ電子しか会い場合を仮定してお号、

η(k) =ム↑i(k) (11) 

で為る。このとき、電子のフェルミ統計性よ号、 η(-k)=一η(院がなりたつ。このような超伝導

状態はスゼンレス超長導状態、と呼iまれる c

以下では、とくにことわらない限り、準粒子のハミルトニアンが2x2行列となるこれらの場合

を考えることにしよう。

ウ
t
Q
d
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5.1 時間反転対韓を保つ場合

初めに、通常の s波超指導体や、高誼超伝導体のように時間反転対称性が保たれていて、 η(k)

が実数になっている場合を考えよう。

まず、準粒子の波難関数を調べてみよう。今の場合、 H(k)は2x2の実行列

/ε(k) η(k) '¥ 
H(k)=i i (12〉
1可(k) -E(k) ) 

であるから、その富有ベクトルである準粒子の設動関数持(k))は、 2列実ベクトルで与えらすしる c

/α(k) ¥ 
lu(k)) = ( ~~:~~ 1， α{軒、町民は実数 (13) 

¥ b(k) ) 

したがって、披露関数を 1に規籍化しておくと、 α(k)2十b(k)2= 1より、

(α(k) 1 = ( c叫)
b(k)) ¥ sinα(k) 

(14) 

のように、準粒子の波動関数を角変数α(k)で表すことができる。ここで、一般に、富有ベクトル

には位桔分だけ在意性があるため、 lu(k))を実ベクトルに制限しでも、

|包(k))→ -Iu(k)) (15) 

つまち、

α(k)→ α(k) +π (16) 

の自由度が残る。したがって、状態「α決)Jと状態「α(k)+りは詞ーの状態を表しており、準
粒子の状態を指定するには、 0三α(k)<πの範囲の α(k)だけを考えれ迂十分であるc この範囲

のα(k)辻、 1次元円上のJ点(cos2α(k)，sin 2α(k))と1対 1対応しているので、結局のところ、こ

の系の準粒子の波動関数の全体の空需(=ヒJレベルト空間)は 1次元円と等億となるc

N2 

図 6:PX起伝導体のギャップの様子o N1およびN2にノードがあり、ブリルアンゾーン全体で辻、

ギャップフルでiまないが、 ky= k8の穏上に制限すると、ギャップフルである。

さて、トポロジカル不変量を導入しよう。その準嶺として、 H(k)を対角化して、準栓子のスペ

クトルを求めると、

E(k) =士十(k)2+η(k)2 (17) 

。。つd
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となる。これからわかるように、 ε(k)= 0および、ポk)= 0の2式が溝たされると空のバンド

(E(k)三0のバンド)と占有されたバンド (E(k)~ 0のバンド〉聞のエネルギーギャッブがゼロ

になってしまう。一段に、 3次元や 2次元のブリルアンゾーン全体を考えると、 ε(k)= 0および

η(k) = 0の2つの条件を同時iこ満たすことは容易であり、たとえば、図6に示すようなPX波超長

導では、 NlおよびN2の2つのラインノード上で、この条件が或り立ち、ギャップが関じること

になる。先に述べたように、トポロジカル不変量がうまく定義できるのは、空のバンドと占有さ

れたバンドの関に、エネルギーギ、ヤツプがある状況だけなわで、これ辻、ブリルアンゾーン全体で

は、うまくトポヨジカル不変量を定義できごといことを意味している。

ところが、ブリルアンゾーンを特定の運動量を国定した部分空間に制限すると、ギャップが関

じない状況を作り出すことが可能である。たとえば、 Px渡超伝導体で、 y方向の運動量kyをパラ

メータの一種として扱い、図§のがに冨定すると、 z方向に伸び、た「ギャップのある 1次元系jとu 

考えることができる。そこで、この 1次元系に対して、トポロジカル不変量を定義してみよう c

この「ギャップのある 1次元系Jのブリルアンゾーンはーπ三九く πで、ん=-1rとん =π と

が同一視されることに注意すると、本費的に 1次元円である。また、上に示したように、今の場

合、ヒjレベルト空間も 1次元円である。よって、準粒子の諜動関数によって、 1次元円であるブリ

ルアンゾーン辻 1次元円であるとルベルト空間に写像されることになる。したがって、プリルア

ンゾーンの像がヒJレベルト空間の 1次元円を何回巻いているか、巻きっき数を数えると、それが

求めるトポロジカル不変量となる。

イ守誌A.1，こ与えるように、この巻きっき数は数式で表すと、次のようになる。

1 F7f 

ジぱk;)=去Idkxε訪問δん向 (18)
.tC，'/! Jーす Ik官=k2

ここで、 ma(副作=1，2)は

ε(k) η(k) 
ml=j  .'~、円 /曹、円，m2=j  r官、可 /宮いけ (19) 

である。また、この式を評価するには、陣じく対録A.lで証明した以下の公式を捷うと梗利である。

内崎=-; z sgn[仇め1.sgn[，九仇ゆ] (20) 

ーんをブエjレミ面

まず、 (20)の公式とパルク・エッジ対応を使って、 2章で説明したアンドレーフ束霧状態の公式

を再現できることを示そう。そのため、図7のように、フェルミ酉が1つしかブワルアンゾーン内

になし単純な円で近鉱できる場合を特に考えることにする c このとき、フェルミ面と交わるん

の値は図 7中のん =α とん -αの2点、しかなく、そこではδι叫んうん)の符号辻互いに異なっ

ている。したがって、 (20)より

内Vld(ゆ= 一; [トS培叩g伊州n

が成り立つC この式よ号、叫ん，ky)η(ーんぅky)> 0が或り立つ時には、式(21)のん =aからの寄与

と、ん -αからの寄与が打ち請しあって、 νld(k~) = 0となる。逆に、 η(九九)η(-kx，ky)< 0が

Q
d
 

可

iqd
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んjυ!
図 7:単純な円で近訟できるフェルミ面。

成り立つ持には、 νld!まゼロでをくをつて、内d(時)= 1あるいはνld(時)=-1となる。したがって、
バルク・エッジ対応を使うと、 Vld(呼}がそロでない、つまり η(kx，ky)η(-kx) ky)く Oが成り立つ時

には、かならず、ギャップレスエッジ状態が端に現れることがわかる。また、 η(kx，ky)守(-kxぅky)> 0 

が成り立つ時には、ギャップレスエッジ状態が存在する理由がないこともわかる。これは、まさに

2章で紹介したアンドレーフ束縛状態の存在条件を再現しているむ

実際のエッジ状態の謙子を

ε(k) = -2tx coskx -2らcosky-μ，η(k) = dz(k) = dsin kx (22) 

の場合を例にもっと詳しく見てみよう。そのために、まず、このハミ jレトニアンを再現する正方

格子上の格子模型を作ろう c いま、

~t 1 て町、 ~iki~t----w ーゾFtfuuhσ

の関保式を使うと、運動量空罰のハミルトニアン (8)は実空間上のハミルトニアン

H=乞(C!i'ciょ)Eu(?トHtj=(? 匂)
ij ~ I - ¥ Cjl / - ¥ 17]も 一句i/ 

に書きなおすことができるG ここで、 (22)のε(刻、 η(k)を再現するには、

としておけばよい。

匂 =-tx(8j，i十念十8i，j+討-tgls長十念十8i針金)一凶裕

福j= -id(8i，j十念ーらちも十品/2

i支=0 i玄=L

図 8:x方向には端があり、 u方向には拡がっている超伝導体

(23) 

(24) 

(25) 

ここで、国8にあるように、超伝導棒が吉方向には無謀に拡がっているが、 z方向にはらニ O

とら =Lに端があるような場合を考えよう。この持、立方向の運動量匂は保存しているので、準

-320-



トポロジカル超長導体入門

鞍子スベクトルを求めるに辻、ぎ方向だけ再び運動量空間に戻したハミ jレトニアン

( Eix，jx (ky) ηix，jx(ky) ¥ 
Hiz，jz(ku)=li  
Jx ¥--/11 ¥ η'fc品 (ky) -εjx，ix (-kx) ) 

九 ，jx(ky) ニーら(Ojx，iけ 1十九，jx+I)-2ty COS kyOix，jx -μOix，jx' 

rJix，jx(ky) = -id(8ix，jx十1-8jx，ix十1)， (26) 

を対角化すれ;まよい。ここで、 0三ら，jx:::;Lであるo Lを十分大きくとると、端同士の相互作用

や有限サイズ彰響は無視できるので、この場合の準設子スベクトルで、端のない場合と異なって

いる部分は、端の部分に局在したエッジ状態に対応することになる。

国9に、九、らを色々な龍にとった場合のエネルギースベクトルを示すむトポロジカjレ不変量

Vld(ky)がゼ、ロでないんのところだけに、 E=Oのエッジ状態があ号、バルク，エッジ対応、が成り

立っていることが確認できる。

-G世
ky 主ヲ 主ヂ

E E 

留 9:(22)式のε(k)と可(k)で記述される系のエッジ状態の様子。上国は、フェルミ面とその上で

の超{云導ギ、ヤツプの様子、下図は、 (22)を対角fヒして得られる準粒子スベクトルである。ハミルト

ニアンのパラメータは、 a)tx = 0.2， ty = 1、b)tx =ら=1、けら =1うら=0.2である。また、
μとd'ますべての場合で共通で、 μ=-1， d = 0.5である。

ここまでは、バルク・エッジ対応を使って、以前から知られているアンドレーフ束縛状態の生

成条件が再現されることを克てきた。実は、バルク・エッジ対応は、もっと多くの'情報を含んで

いる。これを示すために、次のε(料、 η(k)をもっ系を考えてみよう c

a)ε(k) = -2t沼coskx -2ty cos ky -2t~ cos 2kx一 μぅ η(k)= dsin kx， (27) 

b)ε(k) = -2tx cos kx -2らcosky -2t~ cos 2kx一 μ?η(k)= dsin2kx・ (28)

図10に示すように、ハミルトニアンのパラメータをら =t~ = 0.7， ty = 1，μ=  -1ヲd=0.5に

選ぶと、上の司、 b)どちらの場合においても、ブリルアンゾーン内にフェルミ面が2つ現れる c

また、 a)、めいづれの場合も叫んラち)η(-kx.ky)く Oが満たされている。したがって、 2章で紹介

した従来のアンドレーフ束縛状態の判定法を単績に適用すると、どちらの場合においても、同じ

ようにギャップロレスアンドレーフ束縛状態が存在するはずである。ところが、実際には、国10か

q
'
'
U
 
つd
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a) も，) kx 

E E 

ky 主接

図10:ブエjレミ面会ヰ夏数ある場合のアンドレーフ束蒋状態の様子。 ε(k)、例制はa)の場合が(2号、 b)
の場合が(28)。ハミルトニアンのパラメータは、どちらの場合にも、九 =t~ = 0.7，ら=1，μ=  -1ラ

d = 0.50 ky = 0付近のゼ、ロエネルギー状撃の様子が違うことに注意。

らわかるように ky= 0近遣のギャップレスアンドレーフ状慧に違いが生じる。つまり、 a)の場合

には、 ky=0近i互にギ、ヤツプレス状惑が春在していないのに対して、 b)の場合にほky= 0の近逗

にE=Oの状態、が存在している。この違い辻、従来のアンドレーフ束樽状態の判定法では説明つ

かない現象である。

一方、バルク・エッジ対定、をつかうと、この違いは明快に理解できる。今a)、b)それぞれの場

合に、 ky=0の近辺の νld(ky)を計算してみよう oky = 0の近辺では、 ky= const.の産総は 2つ

のフェルミ面とそれぞれ2点で交わっているc このとき、各フェルミ冨ごとのVldの寄与は、 lつ

しかフェルミ冨がない場合と同様に計算できて、それぞれ大きさの等しいゼロでない値をとる。と

ころが、 2つのフェルミ酉からの寄与を足し上げると、 a)の場合には、それぞれのフェルミ冨から

の寄与の符号が反対であるため、打ち消しが起こって、 Vld(ky)= 0になるのに対して、めの場合

には、それぞれのフェルミ面からの寄年の持号が同じため、足し上げが起こって、 νld(ky)= -2 

となる。このため、 a)の場合には ky= 0の近辺に、ギャップレスエッジ状態がなくなり、 b)の場

合にはギャップレス状惑が現れることになるのである。

最後に、 s設超伝導捧に対しては、 Vld(ky)= 0がいつでも成り立つことを見ておこう。この性

質は付録A.lに与えた (148)式から理解できる。まず、 s波超伝導状態でほ、 1](k)は定数で島るか

ら、 (19)式中の m2の持号はんの笹によって変化しない。したがって、汁録A.1の(143)式と (19)

式より、 sinB(k)の符号も変化できず、結島、 (148)式から、巻きっき数がゼ口、つまりジld= 0が

成り立つことがわかる。言い換えると、 s波超伝導体はトポロジカjレ超{云導体では去しギャップ

レスエッジ状態も現れをいむ

つ臼つ臼qu
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5.2 時間度転対称性が破れた場合

つぎに、 η(k)が複素数になっていて、時間反転対君、性が破れている場合を考えてみよう。この

場合のH(k)は

/ぞ(k) η(k) ¥ 
H〈k)=1 1 99)  1η*(k) -ε(k) } 

である。このようごと超伝導体の偶としては、 p波カイラル超伝導体が考えられる。この場合には、

η(k) = kx十 ikyである。

まず、 (29)で記述される超伝導体の準粒子スペクトルをしらべてみよう。 (29)で与えられる準

粒子動起スベクトルは

E(k) =十(k)2+ 11J(k)12 (30) 

となるので、

ε(k) = 0ヲ Reη(k)= 0ラ 1mポk)= 0 (31) 

の3つの条弁が講たされれば、エネルギーギャップが閉じることになる。 3次元ブリルアンゾーン

の場合、この3つの条件は、各条件があたえる 3つの曲面の交立で容易に溝たすことができる。い

いかえると、持到なこと(ブエルミ冨が2次元的であるなど)がまい隈~， 3次元ブ1))レアンゾーン

内に辻超{云導ギャップが関じる点{ポイントノード)が現れる。たとえば、 p波カイラJレ超流動体

で為る 3HeA揺の場合iこ辻、図 11のように、フェルミ酉の北極と南極に超伝導ギャップの爵じた

ポイントノードが現れる c しかし、この場合でも、図 11に示すようにιの値をパラメータと患
い一定植に酉定して IXY方向に広がった 2次元理論jをかんがえてみると、ギャップが関じない

状況を作り出すことができる。これは、 kx-ky空間という 2次元空間では、特関な場合を除くと、

3つの条件 (31)を同時に満たすことが不可龍であるからである。以下では、このようにして作っ

た2次元理論で、トポロジカル不変量を定義してみよう。

図 11:カイラJレp波超長導のギャップの様子。球奮のフェルミ冨(内部の或富)を仮定し、そこで

のギャップの大きさを示しである。北麓N1と南極N2では超伝導ギャップが閉じている。一方、圏

中の kz=一定の 2次元ブ1))レアンゾーン冨内では、超伝導ギャップは閉じていない。

5.1章と同様に、トポロジカjレ不変量を定義するため、準粒子の波動関数全体の空障を調べてみ

よう。ハミルトニアン H(耐は2x2複素行列であるから、準粒子の波動関数lu(k))は2列の援素

円

JqL
 

円

J
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ベクトルで与えられる。ノルムを 1に規諮fじすると、 lu(k))は

( cosα(k)ε-iβ決)'¥ 
lu(k)) = I ~---~~-~-_i"'(b' I 

¥ sina(k)ε一打(た) ) 

の形に取ることができる。 (a(k)ヲ β(k)ラ ')'(k)~えそれぞれう。三 α(k) <π/2ぅ。三沢k)くお7

0:::; ')'(k)く 2π を講たす。)さちに毘有ベクトJvは一意でなく、任意の e(k)に対して

(32) 

尚治))→ei(}(k)lu(k)) (33) 

の変換を行う自岳度があるので、 ')'(k)= 0とできて

( cosα(k)e-iβ{た) '¥ 
lu(k)) = ( ~-- -"'-J~7\ ) 

¥ sinα(k) } 

となる。この lu(k))をつかって、 (u(k)1σilu(k))を計算すると

(34) 

((u(k万円lu(k))，作(k)1σ2Iu(k))ラ(u(k)1σ3Iu([k])))

= (sin2α(k) cos s (k ) ， sin 2α(k) sinβ(k)， cos2α(k)) (35) 

と会るので、準粒子の波動関数lu(k))は、 2次元球面上の点

(sin2α(k) cosβ(k)うsin2α(k)sins(k)， cos2α(k)) (36) 

に1対 1対応している。したがって、準粒子の波動関数全体のつくるとルベjレト空間は 2次元議

菌82である。

ヒルベJレト空間が2次元球面で若うることがわかると、 トポロジカル不変量は次のようにして定

義できる。 xy方向に拡がった 2次元理議のプリルアンゾーンは長=ーπとki=π(i =民百)を同

一視した領境{(kxヲky)1ーπ三kx<丸一π:::;ky <π}であり、 2次元トーラスと等錨であるc した

がって、|包(k))は、 2次元トーラスであるブリルアンゾーンから 2次元球菌であるピjレベルト空間

上への写像となっている。このとき、 2次完球菌に写像された2次元トーラスの諜が2次元球曹を

荷回覆っているかという巻きっき数を勘定すると、これがトポヨジカル不変量となる。

付録A.2に与えたように、この巻きっき数辻、 数式では

d =-去lJ;ιd同山川a(k仰 b(断 jmC向 (37) 

の形で与えられる。ここでう ma(k)(α= 1，2ラ3)は

Re1](k) ~_ (L¥ Im'f}(k) ε(k) 
ml(k) = ヲ m2(k)= ぅ m3(k)= I /.. ¥:"，-'1 /.. ¥'11' (38) ゾε(k)2+ ]1](k)21) --"，--， vε(k)2十 |η(k)21 、/ε(k)2+ Iη(k)21 
で定義される関数である。更に、この複分は、付議A.2に示した次の去式

均d=-;zsgniε(kO)]s伊 [detδ時 (kO)]
一η(kO)=O

(3号)

A
せっωつd
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を使うと構単iこ評植できる。(ここで、rJl(k) = Re77(刻、可2(k)= 1mη(針。)

ここで、この巻きっき数ν2dがゼロでない場合に、ギャップレスエッジ状態が現れることを具体

関で確認しておこう。模型として辻、 ε(k)と可(k)が

ε(k) = -2tx cosん-2ty cosky一μラポk)= dz(k) = d(sinkx十isin ky) (40) 

で与えられる 2次元p波カイラJレ超伝導体を考えよう。模型のパラメーターを

a) tx = 0.2うら =1ぅ μ=-1ヲ d=0.5，

b) tx = 1，ら=1， μ= -1う d=0.5， 

c) tx = 1，ら=0.2ラ μ=-1， d = 0.5ぅ

(41) 

(42) 

(43) 

に選んだ時に得られるフェルミ面とエッジ状態の様子を菌 12~こ示す。公式 (39) を使うと、 V2d の

値は、それぞれ、 a)均d=Oラb)V2d = 1， c)ν2d = 0である o a)および、 b)の場合には、パjレク・

ん田一bb 
b-E E 

左手ミ

E 

長るF ky 

図12:(40)式で定義されるカイラルp波超伝導体のエッジ状態の様子。(上段)ブエルミ面の様子。(申

段)端のある形状での準粒子のスベクトル。ギャップレスモードはエッジに局在している。(下段)エッ

ジ状態の様子。矢印の付いた繰辻、そのエッジ;こ馬在したギャップレスモードとその詳速度の方向を

表す。パラメータは、めら =0えら=1，μニ-1，dニ0.5、b)tx = 1ヲらニ 1ヲμ=-1ぅd=0.5、
c)ら=1うら=0.2うμ=-1， d = 0.50 

エッジ対応どおりに、 a)の場合にはギャップレスエッジ状態が会く、 b)の場合に辻ギャップレス

エッジ状態が存在している。 c)の場合には、ジ'2d= 0にも関わらず、ギ、ヤツプレス状態があるため、
バルク・エッジ対応が一見成り立っていないように思われるが、このギャップレス状態は菌に導入

したジld(ky)によってその存在が説明できる o ky = 0，πのときには、この模型のギャップ関数は

η(k) = dsinkx 

戸

h
dっ“つd

(44) 
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と実数となるため、 5.1章で導入したVld(ky)が定義できるからである o c)の場合にこの笹を計算

すると、 ky= 0、ky=πいづれの場合も、 Vld(ky)= -1とごとり、その結果、 ky= 0とku=π の

ところにギャップレスエッジ状態があることが理解できる己

5.3 幾偲学的f立梧、量子ホール効果との類1tt性

今までは、巻きっき数としてトポロジカル不変量を定義してきた。しかし、通常、量子ホール

系においては、幾何学的位相{いわゆる Berry栓桔)をつかいトポロジカル不変量が定義される。

ここで辻、幾何学的往相をつかってトポロジカル不変量を定義する方法を結介し、先に定義した

巻きっき数としてのトポロジカル不変量との関連を明らかにしよう。

まず準舗として、幾何学的位相について復習しておこう。幾儒学的世桔を導入するに辻、占有

されているバンド状態、 Iun(k))に対して以下の「ゲージ場JAi(院を定義するのが痩利である。。
(Ai(k))nm = i(un(k)1 n~_ Ium(k)) (45) 

δki 

ここで、 Iun(k))のノルムは 1に規諮化しておく。 Iun(k))の位梧は一意に決まらず、

Iun(k))→ eiθn(k) lun(k)) (46) 

という自由震が残っているが、これ;まん(k)のゲージ変換{の一部)

Ai(k)→ ut (k)Ai(k)U(k)十iU(k)takiU(k)，U(k) = diag(・・・ヲeiOn(k)γ・・) (47) 

であるc また、もっと一般にバンド閣の混合

k
 

n
M
 m
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，お
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uu 

ヤ
午
前
↓
 

ιh n
 

M
U
 

(48) 

を考えると、一般のユニタワー行列によるゲージ変換を得ることも可能である。

一般に、 lun(k))に対して、適当なユニタリ一変換(48)を行うと、閉じた経路C上に lun(k))ゃ

ん(k)の特異点が現れないようにできる。このとき、経路C上の線積分として、幾何学的位相?
を導入できる。

マ=fc dki訂以ト L . lfcdkii(Un(k)lå~ilun(k)) 
n Eoccupied 

(49) 

ここで、寸の植には不定性があることに注意しよう。つまり、 C上で特異で会い luη(k))や Ai(k)
は一意でなく、更にC上で特異でないゲージ変換ureg(k)を行うことが可能である G この時、 (47)

と次の会式

tr [ure句 iUr句 ]= aki ln [detU時] (50) 

を使うと、 γの値試

7→?十i手dkiakiln [detU詑g]
JC 

(51) 
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と変更される。 deturegの一意性から N を適当な整数として

t手dki8kiln [detUreg] = 2πN 
JC 

(52) 

が成り立つので、結局、?には、 2πの整数告の不定性が為る。この不定性を覆うと、 7の檀辻角

変数と同乙ように、 0:::;/<2πの範盟にすることがいつでも可能である。

5.3.1 H(k)が実対称行列の場合

H(k)が実対布、行列の場合には、幾南学的{立相γをつかってトポロジカル不変量を定義すること

が耳龍である。

H(k)が実行列の場合、 Iun(k))が国有ベクトルであればその複素共役|包η(k))*もH(k)の再じ

富有イ直を持つ富者ベクト jレになる。したがって、国有鐘に縮退がなければ、占有されているバン

ド|包η(民)とその護素共役 lu~(k)) は適当な位相私的)をイ吏って

lun(k)) = eiφ託料 lu~(k))

で関係づけられる。また、縮退がある場合も、遥当なユニタ 1)一行列 V(k)を使って

同(k))= L lu:rJk))九m(k)

(53) 

(54) 
m 

の関係がなりたつ。 (53)辻、 (54)の特別な場合であるので、以下では(54)の場合のみを考えるこ

とにしよう。

今、 C上で幾何学位相を定義するために、ユニタワー変換 (48)を作用させ、 C上で特異でない

lu~(k)) 

lu~(k)) = L lum(k))Umn(k) (55) 
m 

が得られたとする。この持、 (54)の関捺よち

lu以前) = LI吋(k))巧m(k)[石川k)
lm 

= Lluγ(k))ぬ (k同m(k)Umη(k) (56) 
たlr九

が虞り立つ。 c 上で lu~(k)) が持異でないとすると、その複素共役!叫ホ(k)) も特異でなく、した

がって、 UTVU も持異でない。この時、 lu~(k)) をつかって?を計算すると

マ =zjdkti(U中U*(仙(u~*(k)18kí (Iu~ *(k))(UTVU(k) )kn) 

一 zjdkt〈uC〈吋九lu~*(k)) + f dい [U中 U*九 (UTVU)]
ー γ+f dka8ki ln [detUTVU] 
一 -/+2πM (M~ま整数) (57) 

円

iっ“つd
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となる。(ここで、 uTvuがC上で一意であることより、適当な整数M を使って

f dkii8ki時的uTvu]=お (58) 

が成り立つことを使った。)したがって、マ =7rMが或り立つことがわかる。更に、先に述べた討

の整数倍の不定性をつかうと、今の場合、結罵'i'まγ=0またはマ =πのいづれかの値にするこ
とができる。

このすはトポロジカル不変量である G なぜなら離散的金鍾しか哀れないために、理論に含まれ

るパラメータを連続的に変形させてもハミルトニアンが実行列である康弘容易にはその値を変

えないからで島る。また、量が変わるの辻、 C上のどこかで、占存しているバンドと空のバンド

の間の縮退が生じて、 Ai(k)がうまく定義できまくなる場合だけである。

この?と 5.1章で定義したトポロジカル不変量的dの関係を諜べよう。 5.1章で考えたハミルト

ニアン(12)は実対称、行列であるので、 7を使って、トポロジカル不変量を定義することも可能で

為る。比較のために、関乙た経路Cとして、図13に書いたブリルアンゾーンを横切る ky=持の

直線をとることにする。この経路は、んによってパラメータ化されてお号、ん=ーπとん =π

は、ブリルアンゾーンの同じ点であるので、関じた経路となっている。

kヲ

一冗

時
kx 
11: 

思 13:関じた経路C

ハミルトニアン(12)で記述される超伝導状懇の占有バンドの波動関数い(k))辻、付録A.1に示

したように、

1
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1
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品 (59) 

とかける。ここで、 e(k)は

ε(k) η(k) 
cose(k) = J けい} I /..  '¥+p 託ne(k)= J /.、 q (60) 

で定義される量である。ところが、この lu(制)は8=0と8=2π という、閉じハミルトニアンに

対応するパラメータに対して異なる檀をとる特異な国宥ベクトルであるので、マを言f算するのに

遣さない。そこで、ゲージ変換でこの持異性を取り除いた

(61) 

。。つUHつd
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を考えることにする。この持、ゲージ場Ai(k)は

Ai(k) =仰 )iaziu(k))=j師向

となる。したがって、 γは先に説明した 2π の整数告の不定性を考毒すると

i=  ~ {九kx8kxO(k)I + 2叫 (N ~土整数)
L. JO Iky=可

となる。ここで、 f寸議A.1の(148)よ母、 νldは

νld(同)=ι(27rdkx8kxO(k)I 
V L/lr JO Iky=kg 

と書き直せることをつかうと、結馬

(62) 

(63) 

(64) 

ゥ=7rVld(k~) + 2πN (65) 

が成り立つ。つまり、 γは新しいトポロジカル不変量ではなく、 Vldから計算される量である。

ここで、 νld手0であっても、マ =0の場合があることに注意しよう。つまり、ジldが偶数であ

れば、いつでも寸は不定性を使いゼロにできる、そのため、たとえば、内d=Oとなちギャップレ

スエッジ状態が現れない場合と、ジld= 2となりギャップレスエッジ状患が現れる場合を、マでは

区間できない。したがって、?は、ハミルトニアンが2x2行列でまくても実行列であればいつで

も定義できるという意味で覆利なトポロジカル不変量であるが、 2x2行列のハミルトニアン (12)

に限って言えば、エッジ状態などを記述するのに十分なトポEジカル不変量ではない。

5.3.2 H(叫が複棄エルミート行列の場合

次に、 H(k)が複素エルミート行列の場合を考えてみよう。この場合には、 (45)式の Ai(k)に対

して、次の式で定義される Thouless-Kohmoto-Nightinga品 denN当s(TK詩民)数、あるいはチャー

ン数と呼ばれる量がトポロジカル不変量に之とることが知られている [12]0

問問=LidM》 j8kthA州
Lヲて J

3章でも触れたように、整数量子ホール系で辻、 TKNN数 VTKNNはホール伝導度σxyと

(66) 

N
 
N
 
K
 
T
 
ν
 

2ε

一h一一
引
82
 
σ
 

(67) 

の関係があり、ホーJレ係数の量子化はTKNN数の量子化によヮて説明される40

ここでは、 5.2章で導入した巻きっき数均dとTKNN数 νTKNNの関揺を讃べてみよう。 5.2章

では、 2x2の複素エルミート行列 (29)をハミルトニアン H(k)として考えた。このとき、占宥さ

れているバンドは 1つであり、その波動関数辻

H(k)lu(k))=-YIε(k)2 + Iη(k)12Iu(k)) 
4チャーン数の説明や、ホール長数と νTKNNの関係に関しては、 [13}を見て廷しい。

(68) 

Q
U
 
つ中つd
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を溝たす lu待))である。ノルムが1に規格化された作(k))を使って、 (45)式のゲージ場Ai(k)辻

Ai(k) = í(u(k)l-::.~_ I税制) (69) 
δki 

と書け、 TKNN数町KNNは

門邸=去訂Jd2kf.i. (初)

となる O 一方、 5.2章に示したように、この系で辻、次の巻きっき数ジ2d

U均2話2d=戸=一Jι一Id品kxdktんf匂ε戸Jf.ε
tδう7r.1 曹 d

(71) 

もトポロジカん不変量である。ここで、 ma(k)は(38)式で定義される量である。

この2つのトポロジカル不変量を関係づけるために、まず、 (35)、(38)、(158)、および(161)式

から導かれる

作(k)1σalu(k))= (-ml(k)， m2(k)ぅ-m3(k)) (72) 

を使って、 (71)の中の ma(k)を占有されている披動関数lu(k))で重き換える。更に、 lu(k))を

lu(k)) = (f(k)，g(k))Tと或分表示し、規格化条許より f(kγf(k)十g(k)*g(k)= 1が成り立つこ
とをつかうと、非常に頚雑会計算ののち

拘 iAj 伶向)=一iシd戸んf.ijf.aε♂内α
を証明することがでで、きる c したがって、

V2d = vTKNN 

(73) 

(74) 

が成与立ち、 5.2章で導入したトポロジカル数は、量子ホール系で導入されている TKNN数その

もので為ることがわかる。また、 5.2章で示したバルク・エッジ対応、は、整数量子ホール状態での

バルク・エッジ対志、と再じある c

6 マヨラナ条件と渦の非可換統計性

ここまで辻、量子ホール系との類鉱性を覆い、超缶導状態のアンドレーフ束蒋状態〈エッジ状

態)を調べてきたc この章では、超伝導状態特有の'性費を説明しよう。超伝導状態の大きな特徴の

1つは、ギャップ関数によって電子と正孔が現じりあうことであるc このために、エッジ状態はマ

ヨラナフェルミオンとな旬、また渦の非可換統計という興味深い現象が現れる。以下で、マヨラ

ナフェルミオンについて説明し、またどのようにして満が非可換統計に従うようになるか、見て

いくことにしよう。
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6.1 マヨラナ条件と電子・正孔対称性

まず、電子と正干しの議ざち合いがもたらす性費を一般の超伝導状態に対して調べてみよう。産

課空間における電子の生成演算子をct(ぉ)(σ と書くと、超長導状態で辻、ギャップ関数によって電

子と正孔が翠じり合うため、そのハミルトニアンは、電子と正孔を混合した基哀
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雪 (75) 

をつかって

E=ij刺草刈:)H(a，y)均 1
の形で与えられる。このとき、守(a)は

(76) 

世(a)= rw*(a)， r= (ム γ) (77) 

を溝たすので、雷同日の基底上の波動関数)で記述される準粒子は、 w*(a)で記述される反準粒子

と本葉的に同じとなる。このように、粒子と京粒子の交換のもとで、自己共役となっているフェ

ルミオン辻、素註子物理学で辻マヨラナフェルミオンと呼ばれている。また、実際に付録Bで不

すように、適当者ユニタワー変換を行うと、 (77)式辻素粒子論で出てくるマヨラナ条件と完全に

一致する。そこで、ここでも (77)の条件をマヨラナ条件と呼ぶことにしよう。このマヨラナ条件

のため、超伝導状態、の準粒子爵起に辻、量子示ール系にない特援が現れることになる。

ここでは、授の議論に便利まように、マヨラナ条許をつかって、ハミルトニアンの電子・正孔

対称性を導いておこう。今、 (77)式を使うと、ハミルトニアン (76)は

H = ~J叫雷ザ的内Tη乍(伊阿忽

一~J 似刊叫叫!(拘附♂
と書きなおすことができる O 更に、ここで得たハミルトニアンを元のハミルトニアンに足して 2

で割ると、

H=~Jdæ併!(同 [Hij(日) -(rt H(y， a)r)ji] Wj(Y) + const. (間

となるので、

i[H4j(日)一 (rtH(引用ji]

を改めて、 H(a，y)と置きなおすと

rtH(弘吉)r= -H(広告)キ

(80) 

(81) 

ーょっdつd
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がなりたち、ハミルトニアン H(おラy)とハミルトニアンの複素共役H(a，到来にマイナス特号をか

けたものがユニタリ荷鐘になることがわかる c この (81)の関長は、電子・王子L対称性とよiまれて

いる。

この電子・正孔対称性をつかうと、正エネルギ~E= E.η>0 の準粒子状態と負エネルギ­

E=-Eη<0 の準粒子状態が必ず対をなしていることが分かる。~ぜ、ごとら、 E=En で為る準栓

子状態 Iun(a))があって

J dyH(a，y)lun(y)) =ιlun(叫)
を溝たしているとすると、 rjun(a))*に対して

f勾H(a，y)川 y)γ=-Enr!un(a))* 
が成。立ち、 rjun(同)*はE=-Enく Oの準粒子状態となるからである。

ここで興味深いの辻、ゼロエネルギー状態、作。(a))は、必ずしも対をなさなくてよいことであ

る。実際、 rjuo(a))*がい。(a))によと到している場合に辻、上の操作を行っても新しい状態は作れ

ない。したがって、ゼロエネゐギー状態が奇数倍ある場合もおこりうるのである。

そこで、ゼロエネルギー状態の個数を No倍とし、その儒奇で決まる指数(_l)Noを考えてみよ

う。このとき、この指数は超伝導状態を断熱的に変化させても変わらない。これ辻、超伝導状態を

断熱的に変化させた時に、あるゼ、ロエネルギー状態、が、例えば互のエネルギー状態になったとす

ると、上に述べた電子・王子以守稔性の帰結より、必ず別のゼロエネルギー状態が対となる負エネル

(82) 

(83) 

ギー状態にをらをいとならず、 Noは2彊単{立でしか減らないからである。また、逆に、有限のエ

ネルギーをもつものがゼロエネルギーとなる場合には、必ず対になる状態もゼロエネルギー状態

にならないとならず、 Noは2橿単往でしか増えないからである。したがって、 Noが奇数儒の場合

には、断熱的変化の下で、ゼロエネルギー状態がゼロ留になることは起こりえない。いいかえる

と、超伝導状態においては、電子・正干し対君、性のおかげで、ゼロエネルギ}状態が安定住を獲得

する。この性質は、後で超告導講中のぞロモードの個数を議論する擦にも捷うので覚えておこうむ

6.2 マヨラナエッジ状態

実際にマヨラナ条件(77)によって、どのようにマヨラナブエルミオンが現れるかを 1バンド模

型を傍に諜べてみよう。持に、待問反転対称性の破れた2次元超伝導体を考えることにし、図8の

ようにu方向に拡がっているが、 z方向には端がある、そういう形状をしていると設定する。この

時、 トポロジカjレ不変量1I2dがゼヨでない場合には、図 12b)のように親形金分散

E=cky (84) 

をもっ状態が、ギャップレスエッジ状慧として現れる。以下では、マヨラナ条件 (77)を課すこと

で、このギャップレスエッジ状態がマヨラナフェルミオンとなることを示そう。また、超伝導状態

の違いによって、許されるマヨラナフェルミオンの数が変わることも見ておこう。

っ，“つdqd
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6.2.1 スピン一重項超伝導

最初に、スピン一重項超伝導状態の場合を考えよう o X方向に藩がある場合を考えるには、 (26)

式のように、 z方向は座標で表しておき、 u方向は運動量kyで表したハミルトニアンを集うのが

梗利である。ここでは、搭子模型ではごとい場合も考慮して、 z方向の産課を ι またはどで表し

ておこう c いま、

い)=去乞eikZ241 山方向の長引 (85) 

とおくと、ハミルトニアンは

r L _1' (十 ¥ TTI__ _J L ¥ ( Ckui(X') ¥ 
H = L I dxdx' (clyj(x)， C一知的)Rzj-k)l Ei j 
Bj¥/ う y)¥ C~k型 1(x') ) 

となる c ここで、 H(xうど;ky)は

巾ラ的

(86) 

をつかって

/ε(x， x'; ky) TJ(xぅx';ky) ¥ 
H(おうど;Ku)=i i 

YJ ¥ η*(21J;kν) -ε(x'， x;-k智)J 
(88) 

と表される 2x2行列である。

スピン一重項超伝導棒の場合

ε(x，x'; ky) =ε(xヘx;-ky)ヲ η(xラピ;ky)=η(どうお;-ky) (89) 

が成り立つので、互い，x;ky)は、次の式を謁たしている。

σ21 H(x， x'; ky)σ2 = -H*(x， x'; -ky) (90) 

したがって、スピン一重項超伝導体の場合、 4x4行列のハミルトニアンで或り立つ (81)式の電

子・正孔対称性の他に、 (90)式で号えられるあたらしい対林性(これも電子・正孔対称性とよばれ

ている)が或り立つことになる。

それでは、電子・正孔対称性(90)を穫って、エッジ状態を調べてみよう。 I匂(x;ky))が(84)式の

分散を持つエッジ状態であるとすると

f山伊ωう，x'ど“f
が成り立つO そこで、新しい電子・正孔対称性(90)を覆うと、

J dx' H(x， x'; ky)t72Iu*(x';-ω) = -J仇 H(x，x';-ky)lu*(x'; -ky)) 
= ckyσ2Iu*(ど;-ky)) (92) 
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となるので、 σ2Iu*(x，;一九))も同じエッジに局在し需己分散を持つエッジ状態であることがわか

る。また、この2つのエッジ状態辻互いに独立である。これを見るには、 lu(x;ky))の或分を

( u(x; ky) ¥ 
lu(x; ky)) = ( ~~W' ~vy~ I (93) 

y/I ¥ v(x;ky) } 

と書き、とくに ky= 0の場合を考えてみれば良い。この時

(u(x;O)1σ2Iu*(x; 0)) = -i(ピ伊;む)v*(x;0)一♂(x;O)♂伊;0)) = 0 

より、この 2つの状態は車交していることがわかるので、

(94) 

lu(x; ky))亡Xσ21ピ(x;ky)) (95) 

という耀形従震の関係を溝たせをいからである。したがって、 (91)式を満たすギャップレスエッジ

状態怜(x;勾))は単独で泣存在できず、かならず対になっていることがわかる。

今、独立なギャップレスエッジ状撃が2個あったとしてマヨラナ条件 (77)を課してみよう。対

になったギャyプレスエッジ状態を

、もSF''
つ血
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(96) 

と書くと、これは (Ckyj(X)， C~k百よ (X))T の基底の解である。そこで、マヨラナ条件 (77) が使えるよ

うに、

( Ckyj(X) ¥ 

I Cんよ(x) I 
(x; ky) = I _t"'Y↓ i 
Y/ I C~kyj(X) I 
¥ C~kyl(x) ) 

(97) 

の基底で解を書き直すと、結局

ua(x; ky) 

u似 (x;-ky) I 
u倣 (x;-ky) l' 

山川
-ivα*(x; -ky) 

一切供(x;-ky) 
(98) 

という 4つの独立なギャップレス状態、を得ることができる。これら辻、すべて、割方向を運動量表

示した場合のマヨラナ条件

{ 0 12x2 ¥ 
雪(x;ky) = rw*(x; -ky)， r = I ~ ~ ~"r.^.o) (99) 

¥ 12x2 0 J 

を満たし、 E=ckyの分散を詩つむここで、 (98)式のギャップレス状態を慎い、守(x;ky)をモード

展開すると、

I 1円x;ky) ¥ I iua(x;ky) ¥ 
ゃ いペx;-ky) I ゃ I -iva*(x; -ky) I 

雪蛤(伊Z吋;浄却kyωUρ〉= G土ふ4心2戸γ穴市加(但偽2勾α4 
¥ v α (x; kyν ) } ¥ i釘初t幻Jα (x; ky) } 

生つ、u
巧ふ



トポロジカル超{云導体入門

とをる。(…・はギャップレスモードの以外の寄与。)このとき、守(x;ky)のマヨラナ条件(77)から

'Y(m) (ky) = 'Ytm) (一匂)， (m=はい)

が導かれる。また、 Ckyσ(x)の交換関捺を使って

(い)(ky)バtml)(k~) } = dm，m'dkyうたらう {'Y桝(k山加刊

(101) 

を得ることができる。更に、曾(x;ky)の運動方程式

i8t曾(Xjky) = [雪(x;ky)ヲH] (103) 

をf吏うと、'Y(m)(ky)は

i8t'Y(m) (ky) = cky'Y(m) (ky) (104) 

をi需たすことがわかる。

ここで得た3つの式、 (101)、(10号、 (104)は、賞量ゼヨの1十1次元マヨラナフェルミオン{厳密

には、マヨラナワイルフエルミオン)が満たす式と全く再じである。そこで、以下では、貨同(ky)

のことを、素粒子論と再様にマヨラナフェルミオンとよぶことにする。

以上の考察をまとめると、時間反転対称性のないスピン一重項超缶導体に対しては、エッジモー

ドにマヨラナフェルミオンが4つずつ組になって現れることになる。

6.2.2 スピン三重項超伝導

次に、 dzヂ0，dx = dy = 0のスピン三重項超{云導の場合を調べてみよう c この場合も、スピン

一重項超長導体の場合と同援にしてハミルトニアンを (88)式の形で表してみることが可能であるむ

このZ寺には、

ε(x， x'; ky) =ε(xヘx;-ky)ラ rJ(x，x'; ky) = -η(x仁x;-ky) 

が成り立つので、 H(民 x;ky) ~立、次の新しい電子・正干し対君、性を持つことがわかる。

(105) 

σflHいうど;ky)σ1 = -H*(おうど;-ky) (106) 

以下では、この式を穫って、ギャップレスエッジ状態を調べてみよう。

lu(x;ち))が(84)式の分散を持つエッジ状態であるとすると

f山(伊れヲ，x'忽d刈f
が成り立つG ここで電子・正孔対君、性(106)を使うと、

f山 (x，X'; ky)巾 *(x';-ky)) = -J的 lH(ザ ;-ky)lu*(ど;-ky)) 
= ckyσ1¥♂(x'; -ky)) (108) 

(107) 
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となり、 σ1Iu*(民 ;-ky))も同じエッジに馬在し同じ分散を持つエッジ状態であることがわかる。と

ころが、スピン一重項超伝導体の場合とは違って、この2つのエッジ状態、は互いに独立とは隈ら

ない。スピン一重項超伝導捧の場合と同議に、同(X;九))の成分を

( u(x; ky) ¥ 
lu(z;ku))=iu! 

IJ/I  ¥ V(X; ky) } 
(109) 

と書き、 ky=0の場合を調べても

(包(x;O)1σ11♂(x;O))= 2ピ(x;O)♂(x;O) (110) 

となり、 2つの状態が亘交するとはいえないからで為る。したがって、この場合に辻、 (107)の解

が単独で存在することが可能であるc 実捺、図 12b)で示したように、ジ2d= 1の場合には、 1つ

しか(107)の解は存在しない。(国 12めには2椙ギャップレスモードがあるようにみえるが、これ

は端がら =0とら =Lの2か所にあるためである。各端iこは 1つずつしかギャップレスモードは

存在していなし玉。)また、レ'2d= -1の場合も、ギャップレスモード辻 1つしかないことが知られて
いる。

ここで、 (107)を満たすギャップレスエッジ状態が1つしかない場合にマヨラナワイルフェルミ

オンがいくつ得られるか数えてみよう。まず、この場合、エッジ状態 lu(xjky))とσ11匂*(Xjky))は

独立でないので、位相因子百φ(ky)を徒って

lu(xラky))= eiφ{勾)σ11ピ(X;-ky)) (111) 

の関係が成り立つ。この時、この式の再選の護素共投をと札 σ1をかけ、 kyを-kyに置き換え

ると

eiφ(-ky)σ11uペx，-ky)) = I匂(X;ky)) (112) 

となるので、これと (111)式とを比較して、φ(ky)=争(一九)を得る。したがって、 e-iφ告書)f2jU(X;ky)) 

を改めて lu(x;ky))と定義しなおすと、

lu(おラky))=σ11ピ(X;-ky)) (113) 

が成り立ち、 lu(x;ky))は
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(114) 

の形にできるむそこで、スゼン一重項超伝導棒の場合と再様に雪(x;ky)の基底での解をつくると、
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とマヨラナ条詳 (77)を講たし、 E= ckyの分散を持つ 2つの独立なギャップレスエッジ状態が得

られる。このギャップレスエッジ状態を使い、骨付;k討を以下のようにモード展開すると、

/包(X;ky) ¥ (iu(Xi ky) ¥ 

I u(x; ky) I I _， (1_ ¥ I -iu(x;九) I 
言(X;ky) = 'Y(1) (ky) I _ ::f\~，' ._~: ¥ I + 'Y(2) (ky) I ! "::I\~' ， v~J ¥ I十・・・

リ i ピ(X;一九) I . '¥"')C/j/ I 一知*(X;-ky) I 
¥ピ(X;-ky) } ¥ iu*(x; -ky) } 

曹(x;ky)のマヨラナ条件と Ck♂ (x)の交換関保から

7同 (ky)=ヴム)(-ky)ラ (m = 1，2)， 

{マ(m)(ky)， 'Ytmf) (k~ 

(116) 

が導かれる。この'Y(m)(ky)もスピン一重環超伝導の場合と同議に、 (104)式を溝たすマヨラナフェ

ルミオンである。したがって、今の場合には、マヨラナワイルフェルミオンが2つエッジに存在

することになる。

(107)の解が複数個ある場合にも、同議の考察ができ、結晃、 dx=dy=Oでかつ時間反転対称、

性が破れたスどン三重項超伝導体に対しては、エッジモードにマヨラナワイルフェルミオンが2つ

ずつ組になって現れることが分かる。

6.2.3 スピンレス超伝導体

最後にスピンレス超缶導体の場合を考えてみよう。この場合のハミルトニアンは上で欝べたス

ピン三重項超伝導捧と同じ (105)式を満たす (88)式である。したがって、この場合も、ギヤプレ

スエッジ状態は (107)式を謁たし、その解は単独で存在できる。そこで、 (107)式を満たすギャッ

プレスエッジ状態が1つしかない場合、つまち ν'2d=土1の場合にマヨラナワイルフェルミオンが

いくつ得られるか数えてみよう c

スピン三重項超伝導体の場合と詞様にして、このギャップレスエッジ状態は

¥
1
1
1
1
/
 

、、、
zz
，，，，，

、l'
N
M
V

、

y
k

k

一

ル

w
h

M
U

丸
!
M
U
 

/
I
t
i
t
-
¥
 

一一、1，f、
、B
，ノ
引

u
'μ恥Z
 

〆
2
をミ‘

M
M
 

(118) 

の形にすることができる。ここまでは、スピン三重項超缶導体の場合と全く同じである。ところ

が、スピン三重項超伝導体の場合には、この 1つの状態から、マヨラナ条件(77)を満たす状態が

2つ作れるのに対して、スピンレス超長導体の場合には、 lu(x;ky)) が (Ck官i(X) ， C~kyl(X)) の基患で
書かれているため、世{ぉ;ky)の基底で書き直しても

(x; ky) 。
(119) 

♂ (x; -ky) 

9 

とlつしかマヨラナ条件を溝たすエッジ状惑が作れないc したがって、ジ却=土1の時には、モー

ヴ
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6.3 講のマヨラナゼロモード

6.3.1 スピンレス超缶導状態中の渦のマヨラナゼEモード

上で見たように、 2次元スピンレス超伝導体で均d=土1の場合には、エッジにマヨラナフェル

ミオンがlつ現れる。このような超伝導状態において、超伝導揖を考えると、そこには、奇数摺

(多くの場合1儒)のマヨラナゼロモードが識の束縛状態として現れる。以下では、このことを示

すことにしよう。

国 14:超缶導謁

エッジ状態と超伝導識を結びイれするために、まず、函 14に示すように、超伝導渦を超伝導体

中に空いた円形の穴とみなすことにする。このとき穴の中毛、に辻、超伝導渦と同様に、単位礎束

争。 =πjeが貫いているとしよう。超伝導揖をこのようを月とみなすことは、非常に荒っぽい近似

で為るが、ゼロエネルギー状態の留数が奇数か領数かを議論するには、これで十分である。 6.1章

で説明したように、電子・正孔対者、性かち、ゼロエネルギー状慈の偶数の偶奇は、超伝導状態の

変形に対して安定である。そのため、実際の超伝導渦の超伝導ギャップを連続変形させて円形の穴

を得たと考えると、ゼロエネルギー状惑の調数の璃奇は本物の超伝導渦の場合と同じになるから

である。また、以下で見るように、非可換統計牲の議論には、ゼロエネルギー状態の債数の偶奇

だけがわかれば十分である。

最拐に、欝単のため、 2次元スピンレスp波カイラJレ超f云導非を考えることにする。先に述べた

ように、 V2d=土1である場合には、各エッジにギャップレスエッジモードが1つあり、その分散

関係は、ゼロエネルギー近寄で辻

E=  cky (120) 

と麓形になっている。したがって、エッジが半径Rの円形の場合に辻、 kyはz方向の角運動量lz

を使って書き換えられ、エッジモードの分散関孫は

ι一MC 一一E 
(121) 

となると期待できる。ところが、いまの場合には、超伝導ギャップ及び丹内に閉じ込められている

磁束が角運動量を持っているため、角運動量自捧は良い量子数になってい会い。したがって、も

う少し注意深い考察が必要である。

口むつdつd



トポロジカル超伝導体入門

j晶震が土1である渦を考えた場合、スピンレスカイラルp波超缶導体の超伝導ギャップは

η(x)=TJ(け日銀(kx十iky)，(B Iま霞 14の角変数) (122) 

で与えられる。 棋を円形の穴として取り扱う場合、 η(ァ)は国 15のような形をしているむこの時

η(司

塁
r 

図 15:超伝導渦

kx = kcos{)ヲky= ksin{}と主くと、

{η(r)ei2θえ謁震1の場合
η(z)={(123)  
iη〈γ)kラ 渦度-1の場合

となるので、議束の持つ角運動量も合わせて、超伝導ギャップ辻 lz= 2また辻 lz= 0の角運動量

を持つ。援者の場合は、角運動量は良い量子数であ号、 (121)の表式はそのまま或乃立つ。一方、

前者の場合には、持異ゲージ変換

ct(x)→ e叫(x)三 c'f(x) (124) 

を行うと、 η(x)はη(x)→ η{γ)kとなり、後者の場合に場着させることができる c したがって、

(山)の表式問削成り立つが、この場合のんは、元の場に対する角運動量でなく c'f(k)に対
する角運動量となるcいず主にせよ、元の場Ct(x)が0→ B+2πに対して一意性をもつことから、

lzは整数檀lz= nに量子fヒされ、

ね
一
日
C
 

一一E
 

(125) 

が成り立つ。この式から、ゼ、ロモードが1つだけn=Oの場合に存在していることが分かる。

以上は、超f云導識を円形の穴で近叡した場合の結果であるが、先に述べたように、近艇なしの

実際の超f云導渦に対しでも、電子・正孔対者、性より、ゼロモードが奇数値存在していることが結

論づけられる。(実際にBdG方程式を解いた結果によると、実際の超伝導講の場合にも lつしか

ゼロモードがないことが知ちれている o ) 

ここで、渦度がゼロでをいことが、ゼロモードの存在にとって不可欠であることに注意しよう c

瀧度がゼロの穴の場合には、超伝導ギャップは

η(x) =η(γ)(ん十iky)

である。このとき、持異ゲージ変換をつかって

ci(x)→ ε弱叫(x)三 C"i(x)

(126) 

(127) 
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とすると、やはり η(叫→仲)kの形にで、きる。したがって、この場合にも、 lzをパ(的の角運

動として、 (121)式の分散をもっ揖の束蒋状態が現れる。ところが、 (127)の特異ゲージ変換から、

元の場ct(x)が8に関して一意であるとすると、♂f(x)は8に対して反罵顛境界条件を満たすこ

とになる。そりため、んは半整数に量子fとされ、結局束霧状態のエネルギーは

η 十 1/2
=c一一一 (128) 
21fR 

となる。したがって、この場合にはゼ、ロエネルギー状態は存在しない。

それでは、渦に束縛されたゼロモードにマヨラナ条件を課すと伺か起こるか見ておこう。今考

えているスピンレス超長導は上向きスピンの電子のみからなっているので、 (122)式の渦に対する

ゼロモードは、守(x)の基底では、

I uo(x) ¥ 

luo(x)) = I *~ ¥ I I uo(x) I 
¥ 0 I 

の形で与えられる。(ここで、電子・正子し対称性を捜って、出。(x))= rjuo(忽)勺を満たすように、

(129) 

ゼロモードの位指を選んだ。)この時、雪(討を

官(ぉ)= 1'01句。(x))十・..， 

とモード展開してみよう。すると、ゼロモード luo(x))の規格直交化条{牛より

加 =J d忽ト~(x)仰)+均(討作)]
が得られる。したがって、 1'0は

(130) 

(131) 

1'b =加

を満たしている。また、Cj(x)とc{(叫の交換関係から、

{1'O， 1'6} = 1 

(132) 

(133) 

を得る。 (133)式は、通常の生成・消滅、演算子の交換関保と需乙であるが、 1'0は、ゼロモードの消

滅漬算子と考えることができないことに気をつけよう o ~ぜ、告ら、 1'0 は (132) 式を満たしている

ので、消滅演算子と考えると、同持に生成譲算子にもなってしまい矛盾するからである。 (132)式

を満たすゼ、ロモードはマヨラナゼロモードと呼ほれている。

ここまでの議論では、ギ、ヤツプ関数はp波であり、 z方向の角運動量が1であることを仮定して

いたO ここで、結晶場の効果について少しコメントしておこう。今、結晶場の鶏果で、ギ、ヤツプ関

数にp波以外の角運動量成分が少し読じった場合を考えてみよう。この場合にも、ゼロエネルギー

状態の偶数の偶奇は変わらない。なぜならば、電子・正孔持者、性のため、バルクのギャップが関乙

ごとい霞り、ゼロエネルギー状患の極数り橋奇は変化しないからである。したがって、結晶場の効

果を取り入れて、ギャップ関数が角運動量の国有状態でなくなっても、超缶導渦に辻、奇数留のゼ

ロエネルギー状態が存在し、上で持た結論は変わらない。
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6.3.2 渦の非可換統計性

2次元スピンレス超伝導体中の講を考える。前章でみたように、ジ2d=土1の場合には、 j品に束

縛されたマヨラナゼロモードが奇数錨存在する。この時、マヨラナゼロモードの影響で、 j晶の交

換の仕方によっては、元の状態と全く異なる状態があらわれるようになる [16ラ17]0この章では、

この性賞を見てみよう。

ここでは、図16に示した次の過在を考える。最初、 a)に示したように、 i品工とj晶2があったと

a) b) c) . ] • • 
-噌.. -噌炉

• 2 G・3 • 

図 16:識を交換する過程

する。そこへ詰3が現れて、 b)に示したように謁2の濁乃を 1周司札そのあと遠くへ去ったと

する。このとき、最接的な配置c)，土、最初の配置a)と見掛け上全く同乙である G ところが、マヨ

ラナゼロモードを考嘉すると、量子論的に辻、司と c)は全く違った状態にまる。以下ではこれを

示そう。

まず、話を欝単にするために、各渦に束縛されたマヨラナゼロモードは 1つである{一般の奇数

値の場合は、後で議論する〉と仮定する。 ii昌iのマヨラナゼロモードを 72)と書くと、前章と陣様

の言f算により、

di}=73)??{イ)?72)?}=Szj (134) 

が成り立つ。

前章でも説明したように、ず↑はす)=72)Tを満たしているので、これを生成演算子と考える

と、同時に消滅演算子にもなってしまい、矛盾してしまう。この矛震を解請するに辻、 2つのマヨ

ラナゼロモード、たとえば、 41)と伊を組み合わせて、千=(1'61)れず))/..;2をつくれiまよいc
このとき、チは

i'tヲ£ γラ {ヴラi't}= 1 (135) 

を満たし、通常の生成漬算子となっているからである。ここで、矛盾なく生成富算子を定義する

ために、異なる渦のマヨラナゼロモードを穫わなければなら会かったことに注意しよう。このた

め、系は必然的に、非局所性を持つことになる。

それでは、図16の過程に、掲1とj品2のマヨラナゼロモードイ)とず)の影響を取り入れてみ

よう。最初、図16a)の時には、状態'il' = (ì'~l) - iì'~勾)/ゾ立で消去される状態、{これを 10) と書こ

1
i
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う)で

γ10) = 0 (136) 

を満たしていると板定するc このとき、謁3が渦2の廃りを 1属医る過程(函16)b))を考えると、

これは、揖3からみると、謁2が謁3の層ちを 1周したことと同じである。したがって、この過

謹より、議2のマヨラナゼロモードは、アハラノフ・ポーム在相を得ることになる。渦3の磁束ほ

争。 =πjeなので、この周りを電子(ホール)が1罵すると、アハラノフーボーム効果によって

eie
φ。=-1， (e-ieφ。=-1) (137) 

の{立棺が生じるむしたがって、電子とホールの重ね合わせであるマヨラナゼロモードも -1の位相

を得て、

(2) . _，(2) 
io → -io 

と変換される。面自いことに、これ辻沼滅i実算子γが図 16b)の過程で

i = (id1) -iid2))j花→，t= (，~1) +叫1'2))jv'2

(138) 

(139) 

と生成漬算子千へ変化することを意味している。その結果、図 16c)の最終的な状態は、?でなく

γ?で清去される状態(これを向と書く)

，tj1) = 0 (140) 

となる。 (140)式から、 11)はitlO)に比例することがわかるので、結局、最接的な状態 11)は最初

の状態 10)と車交する、完全に異なる状態になっていることがわかる。

ここまでは、掃に束縛されたマヨラナゼロモードが1つである場合を考えてきたが、同様の考

察が渦に束蒋されたマヨラナゼロモードが奇数留の場合にも可龍である。この場合にも、矛盾な

く生成漢算子を作るためには、異なる渦のマヨラナゼEモードを組み合わせる必要があるからで

ある。その結果、上と再じ過程によって、元の状態と全く異なる状態が得られることになる。{他

方、仮にj晶に束縛されたマヨラナゼ、立モードが璃数留の場合には、同己満に束縛されたマヨラナ

ゼ、ロモードを使って、生成譲算子を定義することが可詣である。したがって、上に見たような環

象は生じない。)

このように、粒子を交換しただけで、元の状態と完全に異なる状態が得られることは、通常の

ポソンやフェルミオン、あるい辻エニオンのように詮子の交換で状態の位椙のみが変わる粒子で

は考えられない性質であるc このように、粒子の交換によち新しい状態が得られる統計性は、非

可換統計性とよばれている 5

6.3.3 半量子混

6.2.1章で示したように、時間反転対林性の破れた2次元スピン一重項超伝導体の靖には、マヨ

ラナフェJレミオンが4つずつ組になって現れる。また、 6.2.2章で見たように、 dx= dy = 0の2次

-342ー
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元スピン三重項超缶導体の場合には、マヨラナフェルミオンが2つずつ組になって現れる。した

がって、スピンレス起缶導体と同様の議論をつかって、超伝導j員に束縛されたマヨラナゼロモー

ドの橿数を数えると、どちらの場合も、偶数悟(またはぜロ留)であることがわかるc したがって、

各講ごとに、ゼロモードの生成・消滅譲算子を定義することが可龍であり、渦を交換させても、生

成演算子が泊、減漬算子に変わるようなことは起きず、 j品は非可換統計性を訴さない。

ところが、スぜン三重項超伝導捧には、通常の掲の能に、半量子謁というものが存在してお札

この半量子揖辻、非可換統計性に従うことが知られている [17]0ここでは、これを説明しよう。

半量子謁とは、超f云導ギャップの dベクトルが次のような形をした描であるc

d(k，r) =η(kiγ)♂θ/2 (cos () /2， sin () /2ヲ0) (141) 

この時、ギャップ関委主は

/ーポkiγ) 0 ¥ 
ム(k，r) = id(k， r) .σσγ=i i 

¥ 0η(ki r)εiO ) 

となる。この形をみると、上向きスピンの電子と下向きスピンの電子が結合しておらず、上向きス

ピン、下向きスピンそれぞれの電子からなる 2つのスピンレス超伝導体と、この系をみなすこと

ができる。また、上向きスピンの電子に結合した渦と下向きスピンの電子に結合した講とは、揖

度が異なってお札下向きスピンの部分のi晶のみ渦度 1になっている。したがって、 6.3.1章の考

察から、下向きスピンの部分にのみ、渦に束縛されたゼロモードが奇数掴存在することがわかるc

こわことから、 6.3.2章と再じ考察をすると、半量子謁は非可換統言十に従うことをが示される。こ

のようを半量子語は、 Sr2Ru04や3HeA椙などで実現可詑であると考えられている。

(142) 

7 おわりに

本語で辻、トポロジカル超伝導体入門として、前半蔀分では、その基本的性質をエッジ状態とト

ポロジカル数の関孫を中心に説明した。また、トポロジカル数を計算する擦に覆利な公式(式(20)

や式(39)など)を与えた。後半部分では、超{云導捧で辻準粒子にマヨラナ条件が課され、そのた

めに揖の非可換統計性という著しい性賓が現れることを示したG

今回l立、簡単のため、超伝導ギャップが1成分で与えられる場合に話を限ったが、複数の超長導

ギャップが存在する場合には、もっと面白いことが現れる。特に、時間反転対称性がある場合に

は、量子スピンホール状態 [18]と類訟の状態、が現れる。たとえば、 Rashba型の空間反転対称性の

破れた超長導体に辻、 Z2トポロジカル数によって保護されたエッジモードが現れる [4，5]0また、

3He超流動体B程の表面のアンドレーフ束蒋状態 [19ラ20]も、トポロジカル数によって保護され

た2十1次元ギ、ヤツプレスマヨラナフェルミオンとして理解されている。

その憶に、本稿で紹介できなかった話題(のごく一部)を、筆者の気がつく範冨内で挙げておく G

1.ランダム行列理請を用いたトポロジカ jレ超伝導体の分類の話問、

令、
U

M
品
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2. トポロジカル絶藤体や磁性半導体と超伝導の接合系の話題 (21]、

3.冷却京子の超流動状態のトポロジカルな性費 [22，23]、

4.超伝導ギャップのノード講造とトポロジカル数の関孫 [24，2号、

5.スピン 3重項超伝導体とフェルミ匿のトポロジーの関孫 [26，27]、

これらの話題については、題々の参考文献にあたってほしい。

A 巻きっき数について

A.l 時間反転対称性のある場合

この付誌では、巻きっき数の表式 (18)を求めるc まず、

ε(k) η(k) 
cosB(k) = I /.. ，~，，\， vJ ，.. ，，， 1 sinB(k) = 

ゾε(た

とおくと、ハミルトニアン (12)は

/うつfcosB(k) 問。(k) ¥ 
H(k) = ，/ε(k)2÷4k)21i  

V -¥'-， "1¥'-' ¥田nB(k) -cosB(k) ) 

と書きなおされる。この時、

f sin(B(k)/2) ¥ (∞s(B(k)/2 -π/2) ¥ 
1u(k))=11=1i  l-∞s(町民/2)} ¥ sin(B(k)/2-π/2) } 

と置くと、これが、 E=一、/ε(k)2+項削2の富有状態であることを容易に確認することができる。

(143) 

(144) 

(145) 

したがって、

6(k) -π 
α(k)=2 (146) 

と量くと、確かに準粒子の波動関数は、 (14)の形をとっている。この時、-7r三ん <πの作る 1

次元円から、準粒子の波動関数全非の作る空関への写像は

(cos2α(k)， sin2α(k)) (147) 

によって与えられるから、プ1)}レアンゾーンの橡がf可冨ヒルベjレト空間に巻きついているかを数

えるには、

Vld =土rrdkx&'ι(2a(k)) =土(1rdkxakx B( k ) J_π27r J_π 

を計算すればよい。一方、 (19)で定義される ma(k)(α= 1，2)に対して

(148) 

ml(k)δikxm2(k) -m2(k)δk忽ml(k)= akxB(k) (149) 
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が成り立つから、結罵

νld =去ιdkxtab~a(k)ðkx~b向 (150) 

が成り立つことになる。

この式を評f面するに辻、以下のように考えるとよい。まず、 Vldの値は整数殖しかとれないので、

~a を連続変彰させても特異性が現れない醍り、その値は変化しないc したがって、 7J (k) → a7J (k)

(α> 0)と量き換えて、 mα(k)を

ε(k) αη(k) 
m1(k)=2，m2(k)= 、/ε(k)2十α2η(的、/ε(k)'2十α2η(k)γ

と変形させても Vldの値は変わらない。このとき、 αを十分小さい数にとると、

ε(kx， ky) = 0を講たすkxの近傍以外では、 mα(k)~ま

~l(k) 白土1う ~2(k) 向。

(151) 

フェルミ面上

(152) 

と一定の値をとり変化しない。したがって、この部分は巻きっき数に寄与せず、フェルミ面上の

んの近慢だけが Vldに寄与することがわかるc 今、フェルミ面上のんを時とおくと、 kiの近傍
では

と展開でき、

ε(k) = ðkxt(k~ ， ky)(kx -k~) 十・・・ぅ η(k) = η(k~ ， ky) 

δIkxt(k~ ， ky)(kx -k~) 
~l(k) = I 

¥/[dkxE(札 ky)(ん-k~) ]2 +α2η(kιky)2 
αη(k~ ， ky) 

問 2(k)= I 
，/[δIkxt(k~ ， ky)(kx一時)]2十a2η(見九)2

(153) 

(154) 

となるc このとき、んを認の近葬でん<K3からん=K3を経由してん〉時へと変化させる
と、 ~a(k) は、

~l(k) = -sgn[ðkxE(k~ ぅ ky)] → 0 → sgn[δんと(k~ ヲ ky)] ，

~2(k) = 0 → sgn7J (k~ ラ ky) → O (155) 

と変fとしていき、(~ 1 ( k)， ~2 ( k ) )はちょうど半円を描くことになる。したがって、半円を描く向

きも考産すると、的dへの寄与辻

-i明(仇)sgn[akx E(仇)]ぅ (156) 

となる。結局、フェルミ面上の碍からの寄与をすべてを足し上げると

ν門1はld= 一; 乞 sg例 (k~μヲAゐky)周S培昭g伊州n (157) 

k時Eε ブヱ jルレミ面

を得る。
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A.2 時間反転対称性が、破れている場合

この場合辻、

C回。(k)= ε(k) ラ 岳nO(k)e仰向= η(k) ? (158) 、/ε(k?+η(k)2 、/ε(k)2十η(k)2
と置くと便利であるc この時、ハミルトニアン (29)辻

I_I'-¥') ， u/J_¥'} (∞sO(k) 泊。(k)許 (k)¥ 
H(k) = Jε(k)2十η(k〉21 1 V "-¥''' } I '1¥'" } ¥ sin O(k )e-i以前 -cos O(k) } 

(159) 

と書きなおすことができうE=-Vε(k戸十iη(k)12の国有状態は

( sin(O(k)/2)e勾(ゐ)¥ (cos(O(k)/2ー π/2)伊 (k)¥ 
iu(k))=i i i i 

¥ -COs( O(k) /2) J ¥ sin( O(k) /2 -π/2) J 

で与えられる。したがって、

(160) 

。(k)一π
α(k)=2 ぅ β(k)=-ψ(k) (161) 

とおくと、確かに準粒子の設動関数は (34)の形をとることがわかる。このとき、 5.2章で説暁した

ように、準粒子の波動関数全体の作る空間誌座標

(sin2α(k) cosβ(k)ぅsin2α(k)sins(k)ラcos2α(k)) (162) 

で表される 2次元珠面となる c

巻きっき数を勘定するに辻、上の座震で表される 2次元球芭の面積要素が

sin(2α)d(2α)dβ (163) 

になることに注意して、

均d -去{7r{7r dkxdkyej sin時)九2α(耐久β(k)
'":1:" J -11" J-1I" 

ー -il f dkgdkJ38in倒的δポ(k)δk/p(k)
47了J-7rJ一π

を計算すればよい。一方、

(164) 

Eij♂bCma(k)δkimb(k)δkjmc(k) = 2Eij sinO(k)δ'kiO(針。'k/p(k) (165) 

で為るので、結局

ジ2d=-去にJ~d同Eíjんa8ki mb8kj mc (166) 

を得る。
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この μ2dを先と詞じよう会方法で評錯してみよう c まず、 ε(k)をε(k)→αE(k)(α> 0)と変形

し、 ma(k)(α= 1，2)を

Re可(k) ___ { J_ ¥ 1mη(k) αε(k) 
mdk)=2?m2(k)=2?m3(k)=  
ゾポε(k)2+ Iη(k)12' "，-/ y'a2ε(k)2十 iη(k)1

とする。先にも述べたように、 ν2dfまトポロジカル不変量なので、この変形を行ってもその憧は変

わらない。このとき、 aを十分小さくとると、 η(k)= 0の近傍以外の領域ではm3(k)記 Oが成り

立ち、 (ml(k)ぅm2(k)，m3(k))は2次元諌面上の泰道に制限されてしまう。したがって、これらの

領域は巻きっき数に寄与しないc 一方、 η(kO)= 0を溝たすがの近傍では

(δ'kiRe[η(kO)])(ki一昨)m1(k) = / 
Jα2ε(kO)2 + [(δIkjRe[1](kO)J)2十 (δ'kiIm[η(kO)])2](kiーたわ2

(δ'kiIm[η(kO)])(ki -k?) 
m2(k) = / 
Jα2e(kO)2十 [(akjRe[η(kO)])2十 (θk)m[η(kO)])2](ki-k?)2 

αε(kO) 
m3(k) = / う (167)
Jα2E(k0)2十 [(akjRe[η(kO)])2+ (διIm[1](kO)])2](ki - k?)2 

となるので、 (ml(k)，m2(k)ぅm3(k))の写像によって、この近寄は2次元球琶の北半球または高半

球にうつされる。したがって向きも考嘉すると、 ν2dに対する寄与は

-jsgI1ε昨 g判。時州う

となる。ここで ηi(刻字=1，2)は

(168) 

ηl(k) = Reη(k)，守2(k)= 1mη(k)う (169) 

である。結局、ポkO)= 0を満たす点の近傍からの寄与をすべて足し上げると

ジ2d=-;εsgnε(kO)s凶 e帆ぁ(k
O)]，

ーη(kO)=O

(170) 

が得られる。

B マヨラナ条件について

ここでは、素粒子物理学のマヨラナ条件が(77)式とと同じであることを示す。素教子論で辻、

マヨラナ条件は、帯電共投変換行列Cを使って定義される [28]。今、

{ヴぺマν}= 2g
μ
ぺ
gμジ=diag(l，-lぅ-1，-1) (171) 

を満たす4次元ガンマ行列を考えると、そ苛電共投変換行列 Cは

c-1，..，(μc =-7μ〈 ccf=1ラ cT=-c (172) 

ヴ
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を講たすCで定義される。この持、マヨラナフェルミオンは

雪 =O"(OT雷* (173) 

を溝たすフェルミオンとして定義される c 今、特にずの表示として、

子 =(;1)?71=(113) ラザ =(27) うヂ=(二~ )， 
¥
i』
/

円，
G-wo 

q
G
 

O

σ

 

・4
b

，，
I
l
-
-
¥
 

一一
Q
d
 

~r 
ワム副

~d 
苛ム

~e'e 
nu ヴ

・
命
令

一一
v
h
リヴ (174) 

を選ぶと、 Cはc= i"(2"(Oで与えられる。この持、 (173)式辻哲=C"(OT守本=r雷*となり、 (77)
式と一致する。
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