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広島大学大学読先端物質科学研究科 井村{建一郎 1

(2010年 7月 2日受理)

グラフェンを舞台にしてトポロジカル絶縁体を議論する。近年グラブェンが盛んに議論されて

いるが、その面白さはどこにあるのだろうか。グラフェン系の物理辻、本賞的に一部詞題で議論

されているにも関わらず豊富な物理を含んでいる。例[えば、 Dirac型分散関イ系の帰結として至る所

に顔を出す Berry位相や、 (2+ 1)次元Dirac粒子の量子Hall効果くあるいは量子化されたスピン

Hal1効果)におけるパワティ異常などなど。量子力学における対格牲が至る所に顔を出すのも興

味深い20
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1 はじめに

最初にタイトルについてひと言述べておこう(国 1も参黒)。グラフェン中の伝導電子は蜂の巣

壊子(より純粋幾何学的に言えば六角格子)という 2次元的な慈子講造の中で、特有のバンド構造

を持ち、 Dirac点がちょうどブエルミ準位の重上に現れるような対称性のいい Diracconeの構造

を示すc ここまでを (Dir祝電子系が実現したことによる様々な帰結 [lJまで含めて)一階部分と

しよう c

次に、格子模型に関しては Nielsen-=-富の定理があって、 Dirac的なギャップの閉じは必ずペア

で起こるという官約がある [3J。ちなみに、これは中二暗。この制約のために、例えばDirac点に

おけるパリティ異常は K 点、と K'点で互いにキャンセルし、観測量として表に顔を出すことは通

例ない。しかし、内図的なスピン軌道椙互作罵の存在下で、あるいはスピンの自由度を考塵に入

れることにより、このキャンセル つまり「引き算j が実効的に「足し算」に変わるような状

況 この状況を (A) としょう がある。このような状況で起こるのが、本解説記事でも中心的に

議論したい「量子化されたスピン HaU効果 (quantizedspin Hall e長 ctう QSHE)Jである(以上、

二階部分)問。

スピン軌道相互作用としては、上記の QSHEを引き題こすもの以外に、外国的な(例えばグラ

フェンの 2次元面と垂直方向に電場をかけることで発生する)Rashba嬰のものもある [5Jo一般

にスピン軌道相互作用は時間反転対称であり、 Rashba型のものも当然その範鴎にある。しかし

Rぉ hba聖のスピン軌道相互作用は、二賠部分で量子化されたスピンの軸 (sz軸にとる)に関し

て弄対角の仔列要素を持つため、 QSHEは破綻する。開題辻、 2つのタイプのスピン軌道梧互作

用 すなわち QS豆Eを起こす内図的なものと Rashba型の外国的なものーの寄在下で伺が起こる

か? つま弘前者の帰結としての状況 (A) は依然として有効であるが、 QSHEは壊れている、

そんな状況をどうやって特徴づけるか。それに答えてくれるのが三密部分で導入される時間反転

対称性;こ付諾したんトポロジカル秩浮である問。

以下、記法に関しては、文献 [4ぅ各ぅ 7J等の詣で最良の妥読点を見いだすよう努力する。

2 (Dirac電子系としての)グラフェン一一階部分

本節の記述は三暗建て橿造の一階部分に楕当する。従って、グラブエンにおける Dirac的なバ

ンド構造の導出がその中Jむ的な部分を占めることになる。しかし、あとで上部に追加される二指、

三轄部分への導入も境野に入れ、後半部分で辻 Berry泣桔について簡単な導入を行う。

2.1 六角福子の記述

グラブエン (graphenりとは、炭素が l枚のシートヒに並んで、六角格子を組んだ 2炭素の同素体

の一つ七グラファイトのー暑と言った方が分かりやすいかもしれない。ここではまず、記号の統

主グラフェンと似た物質で、 Cの代わりに B とおが六角格子上に交互に並んだ物責 BNもあるc 薦者は費量のない

(masslessな)Dirac粒子を与え、後者泊費量のある (massi切な)Dirac粒子を与える c 詳しく詰 2.3節を参類。
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図 1:Z2トポロジカル絶縁体の 3階建て理論の概念図 [2]0

ーの意味も込めて六角格子の記述の仕方を述べよう。六角格子は Bravais格子ではない。 Bravais

格子とは、全ての搭子点かち見た景色が同じ格子でるる。 2次元格子の場合、基本並進ベクトル

をdL品として、整数の係数れ1うれ2を使って全ての格子点がR二 n1a1十 η2a2と表現できるのが

Bravais格子である。しかし六角格子においては A麗格子と B副格子は同等ではない。副蕗子A

とちを留2(吋のようにとると、それぞれの菌慈子は三角格子を形成しているが、副格子Aの轄子

点、は副格子Bの格子点を逆三角形型に囲んで、いるのに対し、副格子Bの慈子点は副轄子Aの福子

点、を上向き三角の形iこ囲んでいる。

六角権子の基本並進ベクトルは轄の取り方によるが、ここでは国 2(b)のようにとる:
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ここでαは三角格子の格子定数である。この 2つのベクトんで、作ちれる平行四辺形がユニット・セ

ルで、その中に副格子Aの搭子点が 1っと副播子Bの格子点が iつ入っている。

逆格子は、全てのユニット，セルR=n}互1十 η2a2からの平面波が強め合う条件eik.R= 1かち

求められる c 逆格子ベクトルをιb2とすると、任意の五 =mlbl +m2b2に対して e(k.R= 1が成

り立つためには、 L・5ら=21foりとなるようにえを決めればよい。これは、 b1がa2と直交するよ

うに、そしてらがa1と直交するようにとることを意味するので、

l' 2π1 { V3 ¥ l' 2π1 (ーゾ三 1
。1τ万~ '1 )うち=τマ3~ ~ ~ ) (2) 

となる(図 3(a))。

ユニット・セル内iこ格子点が2つ入っていることを反映して、逆格子空間(波数空間〉ではエ

ネルギー・バンドが2つある。 Brillouinzone包Z)は逆格子空間で¥iVigner-Seitzcellをとればよ

いので、国 3(b)のようになる。次節で見るように、 BZの六角形の頂点にあたる点、において上下

のエネルギー・バンドが接してギャップレスになっている。(図 4(b)を見よ。〉
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図 2:(a)六角格子のえ副嵩子と B副格子それぞれが作る三角格子。
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国 3:(a)基本並進ベクトノレと逆格子ベクトノレ。 (b)逆格子空間での vVigner-Seitzcell，すなわち

Brillouin zone (灰色に塗ちつぶされた領域)。

(a) 

6つの]真点のうちで独立なのは 2点である。ここでは図 3(b)のと方の 2つを独立な 2点にとり、

それぞれ K 点、 K'点と呼ぶ。 (K点、と、その対角に栓置する -K点を独立にとる方法もるる。〉

K点と K'点は、 IKI=IK'Iニ Ibl/兵二 4π/3α から

(3) LZ(ユ)1
3
 とまる。電子がユニット・セルに I個ずつ{スピン自由更も考憲すれば各格子点に lつずつ)存

在するような乞学ポテンシャルの場合、絶対零度で、誌下のバンドが埋まり、上のバンドが空になっ

したがって、低温では K 点と K'点、付近の励起のみを考えれば良い。ている。

六角福子上の電子命運動

以下では、六角格子上の各原子に電子が局在するという atomiclimitで、強束縛模型 (tight-

binding model) をi更って電子の運動を考える。六角格子の前に、まず l次元格子{格子定数 α)
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上の強束縛摸型で Blochの定理を復習しておこう [8]0ハミルトニアンとして

H = Ho+Hlぅ

Ho = Eo L In)(nl (つまり Holn)ニ Eolη))
n 

H1 = t12二(In+ l)(nl + In)(η 十 11) ( 4) 
n 

をとる。ここで Eoは各格子点のポテンシヤル、むはネッピングの強さを表す採数である。ハミル

トニアン Hの富有状態を

Ik) = 2ン門的 (5) 
n 

の形に仮定すると

Hlk) = (Eo + 2tl cos kα) Ik) 、、、t
s
gノ

A
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、、

となり、確かに酉有状態になっている。

ハミルトニアン;こ z→ z十αという並進対称性があると、波動関数ψk(X)が九(X)= eikx匂 (X)

の形に書けて、 Uk(X)が tるた(X十α)= Uk(めを満たすというのがBlochの定理である。これを言い

査すと、 j変動関数が

ψた(X+α)= eika1tk(X) (7) 

を溝たすということである。実際に、並進演算子TをTln)ニ In-1)で定義すると、状態 (5)に

対して

Tlk) = Le内 (8) 
n n 

と会る。左測かち (XIをかけて、(ヱ+α1=伊ITであることを寵えば式 (7)になるので、状態 (5)

が Blocho定理を講たしていることがわかる。

グラフェンの六角啓子に対しても同じことをしよう。まず、需単のため副格子 Aだけを取っ出

して、それが作る三角格子を考える。固有状態を

Ik)二三二 (einlk.al十円五ゐ)1山 2) (9) 

の形に叙定する。 α1方自の並道移動演算子を T1ぅ句方向の並道移動譲算子をむとする:

T11nlJη2) = Inl -1，n2)う T21nlぅn2)= Inlぅ均一 1). 、、，，
F
/

Q
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これらを状態 (9)に演算すると、

T11 k) = eik.ai 1五)ゥ T21k) =〆列島 (11) 
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国 4:(a)ユニット・セんの位置を丘二れ1a1+n2a2で表し、ユニット・セル内の冨IJ格子A とBを

新しい指標 E で区揺する。 (b) グラブエンのエネルギ~ .バンド。六角格子の第 1BZよりも大き

な領域 -2π <kx; ky < 2π の範屈を表示している。そのため、関 3(b)の六角彰の BZのゾーン壇

界に位置する 6つの Diracconeを全て見ることができる。

となる。また、次のような周期的境界条件を課す:

これ誌

T/Yllnl; rω= T2
N2

1nl， n2)ニ|れ1ぅη2)ー (12) 

九T1k・ai= 21τ7iL1 

N2k益必=21τm2 

(ml二 OうIう2... 宅入T1)う

(m2 = 0、1うえ.. うN2) (13) 

意味するから、波数ベクトルEは、逆格子ベクトル (2)を喪って

五二お(和十思) (14) 

と表されることがわかる。この波数ベクトルは醤 3(a)の空間に存在するが、毘 3(b)のBrillouin

zoneと等錨である。

以上では副棲子Aの作る三角格子のみを考えた。実際;こは、ユニットーセル内に麗格子A と副

搭子宮の 2格子点が芽在する。そこで、部格子Aと語格子Bでも各ユニット・セルはこれまで通

り互これ1a1十n2a2で表し、そこに副格子AとBを区別するインデックス t=A、Bを追加する

ことによって全権子点を表現することにする〈匿 4)。居者状態 (9)は、新しいインデックスを追

加して

Ik， R)ニ工作たいゆ52in112J)=2ンk'RIR，t) (15) 
nlぅn2 R 

と拡張される。

これまでの議論を第2量子化しておこう。ユニット・セル長内の説格子t(t =んB) における

生成消滅演章子をc;互と匂と書くこと;こすると、ハミルトニアン H=Ho十H1のホツピング項

Hlは

Hlニエ[(c~4RcB長十勺+邑CB互十 ci互-'-ã2C B互)+ h.c.] ¥、
a
p
p
'

P
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(18) (e = A，B) 

と書ける5。生成浩滅演算子をフーリエ変換して

ct→ 1 ヤ ~ik 互J
段一♂;烹? ER 

ホッピング項 (16)の各項が

J→C →ー→1x ct→C → 
AR~BR '~ " ~ Ak~Bk' 

J→ ik・al" ~t 
4 一一一+ε ょ xc →C AR+al VBR c'__ " V Ak""Bk' 

ct ~ cr> r; ---+eik.a2 X ct 
4 一一→ε .. x c →C → AR+a2 '""BR ''-' " '-' Ak~Bk 

を定義すると、
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thethz)(:;) 。

のように変換されるので、全体として
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ここで行列 h1(めは、パウリ行列 σおう勺を便って

h1(k)=tl [σ巧x(1 +山÷村C吋互1十叫ゐ吋)一叫
=tl[σx (1十 2cosxcosy)-σy x 2 cos x sin y 1 

のようになる。

(21) 

これをと表せる。文献 [6]では、

(22) h1(k) = d1(k)σz十 d12(k)σu

と表記している。ただし、

(23) d12(k) = -2tl cosxsIn 、も‘，，，ノUυ q
u
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五・a1二 1dz+三時三叶払
2 ~ 2 11 

→→2=-ldz十三αk'!J== -x +y， 
2" ~. 

2 11 

また、変数ιyをである。

(24) 

のように定義した。式 (20)，式 (21)において、各波数Zの部分空間でハミルトニアンが2x2行列

になったことカまポイントである。

5文書主 [4]の式 (6)では、右辺第 1項がこれに椙当するな =tl) : 

H1二 tl2:二C!aCja (17) 

ここでくi，j)に関する和辻、六角格子上の全ての最近接格子点文言;こ対してとるものと解釈する。また、 αは実スピンを

表す添字で、このホッピングが実スピンによら会い{を変えない)ことを示している。文献指lの式 (1)で辻実スピン

の添字を省略している。
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2.3 Dirac八ミんトニアンと援スピン

六角格子上の電子の運動を記述する tight-bindingハミルトニアン (16)や (2旬、より正確には

式 (21)が2x2行列になったのは、六角格子に 2つの副格子があったからである九一方、国4(め

にも示したように、グラフェンのバンド構造は、ゾーン境界;こ位置する 6角形の頭点でギャップ

が関じるユニークな形をしている。ギャップが罰じる K 点、 K'点それぞれの近接で、式 (21)に

「五.p近旬、J [9]を適用し、缶エネルギー励起を記述する有効ハミ lレトニアンを求めると、これが実

は (K点、 K'点それぞれで)(2+1)次元の Diracハミルトニアンと形式的に同一視できる。これ

を示すのが本蔀の最大の目的である。 Dirac粒子の最大の特教はスピン 1/2を持つことである。い

まの場合、この大役を演じるの辻車格子の自由震 すなわち擬スピン (pseudospin) である。

Diracハミルトニアンについて少し復習しておこう。 Dirac粒子の「椙対論的な」ダイナミクス

を記述するこのハミルトニアンは、しばしば次の形に書かれる:

H= a・p十 sAf=αμPμ・ (25) 

ここでFは運動量演算子、 M は質量、また 5とグは、この段摺でほとりあえず行列かも知れな

いーあとで行列であるとわかる 侍らかの係数としておく。運動量5は原理的に詰何成分あって

も構わないが、いずれにせよそれによって最缶限必要な 5の要素の数が決まる。式 (25)の在辺で

はβ=α0ぅ jV[= poとしている。

努数αμ は、ハミ yレトニアンの 2乗H2が Dirac粒子に期待される分散関f系E2
ニ j)2+ 1¥112を満

たすように決める。そこで、実際に式 (25)を2乗すると、

H2
ニ叫叩=iιαジ}仙 (26) 

となる。ここで{'，・}は反交換関係である。式 (26)が H2= p2十1¥112= Pp，Pfj，
となるためには

{α炉 αv}= 25μν でなければならない。

(3十1)次元の持空の場合はpは3成分あるから、百の要素も最低限3つないと百三る。この場合、

αμ の「ミニマル会J 表現法生 x4行列になる。それに対して、六脅格子上を運動する電子にとっ

てこの宇宙は (2十日次元である。この場合、 αμ のミニマんな表現は 2x2行列、具体的にはパウ

ワ行列で表される:

H=σμP科司
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(27) 

以下、 K点、 K'点それぞれの近告で式 (21)が実効的に式 (27)と同じ形になることを見ていく c

まず K点においては

→ 4if 
K ・a1=τう

三→ 2π
五 α2=τ- (28) 

6 3次元の結晶において、抵エネルギー勤起を記述する有効ハミルトニアンが3次元Diracハミルトニアン (4x 4 

行莞)の形になることはあるだろうか? 実スピンの自由度は効かないとすると、副格子が4つあるような結晶格子で

な訪ればならない…
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なので、

(29) 1十 e土iK.al+ε土iK.a2= 0 

である。誕ってハミルトニアン (21)詰ゼロになる:h1(K)ニO.同議iこK'点においては

二て' → 41f 
J:¥. .α2=τ 

~. 2π 
K' .α1二 τヲ (30) 

なので、やはりん(K')= 0と計算できる。つまりハミルトニアン (21)はK点と K'点で、ギャップ

レスになる。

次;こ、 K点やK'点、それぞれの近傍で分散関孫が録形になることを示そうにまずK点近接かち

考える。 K 点からの散小なずれをFとする:五ニ K+fJ.このとき、

二 (一 iト斗+i~)苧手弓) x ぬiaOpxトp島Zけ斗÷4子争ι叫為サ十νY)ト川十べ(-~ト一4叫)トxiぬ市α
= 手乎α(恥p必rい♂x-'i 一→'ipy)う

(31) 

1 + e -ik.al -ik-az rv手α(Px竹内) (32) 
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となる。従って、

(33) 

こうして、 K 点近接で隷形分散であることがわかる。ここでじF = v3αt1/2は諒形分散

の傾きである。式 (27)において光速c=lの単位系が用いられていることに鑑みると、式。3)は

本質的にこれと同形である。(ただし lvf= 0のmasslessの場合に相当。)また 5のアップとダウ

ンの空間は、量子花軸を fJの向きにとったとき、それぞれ上のパンドの粒子励起と下のバンドの

正孔励起に対応している。このスどン 5は爵格子が2つるることに起冒した「擬スピンj である O

K'点近替でも同援にして

となる。
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¥ -Px十 'tPy
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(34) 二 VF(-Pxσz十Pν句)

となり、やはり線形分散となることがわかる。

7単純な三角格子でも、同撲の計算により K 点で masslesstこなることが示せるが、 K 点の近傍では分散関係が
parabolic になってしまい、いわゆる Dirac型の分散関替は得られない。語格子がないので、そもそも Dirac型の有効

ハミルトニアンが得られるはずはないが…六角格子で誌菌格子が2つあって、しかも eik
.a とε一

τE・5が非対角要素に
分かれて入るために、線形項が生き残るのである。

「
h
doo 
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先に述べたように、電子がユニット・セルに l個ずつ存在するような化学ポテンシャルの場合、

絶対零度では下のバンドが埋ま号、上のバンドが空になっている。従って、低温では K 点、と K'点

付近の線形分散のみを考えれば良い。つまちここまでの計算で、話温のグラフェンは K 点と K'

点付近という 2種類の Diracフェルミオンが存在する系と見なせることがわかった。

ここで「谷 (valleY)Jの邑由度を表すもう一つの擬スピンデを導入して、 K 点と K'点、をまと

めて表そうoK点近慢の励患を valley擬スピン↑の空間、1('近鋳の崩起を valley擬スピン iの空

間で表すことにすると、

E 三 (h1(K十局 ? '=VP(T~(}~V~+(}"'D，， ì i →!ニ υFlTZσxPx十 σypy)¥ 0 h
1
(K'十月J -，l_ ¥"w-..t..r.L ' -yry; 

(35) 

と書くことができる。ハミルトニアン Hが作用する先は、 4成分スピノル
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(36) 

となる。こうして、 2撞類の Diracアェルミオンは 2つの「擬スピン」を持った l魯類のDiracフェ

ルミオンとして記述できる。 σが上のバンドの粒子勃起と下のバンドの正子L励起を区別する擬ス

ピン、ァがKJ立と K'点を区却する擬スピンであるc 現実にはこの他に実スピンの自由震がある。

以上では麗格子A と2が同等の場合を考えてきたが、例えば2つの副格子にそれぞれN原子と

B原子が入った系では、富格子AとBが同等ではなくなる。同等でなくなった効果は、ここまで

議論してきた本ツピングーハミルトニアン H1に、オンサイト部分Hoとして麗格子A-B間で交代

するような (staggeredな〉化学ポテンシャル

Ho = 1v1σz (37) 

を担えることで表現できるえこのとき、全系のハミルトニアンは H=Ho十 Hlになり、従って、

グラフェンではギャップが閉じていた K点や K'点でも、有限のギャップ2mが生とる。その近傍

の励起は辺倒siveなDirac粒子となる。

2.4 Berry位担

さて、ここで Dirac粒子によって生じる Berry位相 [10]について議論しておこう。グラフェン

やナノチュープの輸送特牲において、いわゆる rBerry位相引の役割は本費的である [11]。初め

にこれを定性白に説明しておこう。まず、 Dirac霊子系においては、運動量空間がスピン 1/2の空

間と似た性質を持っている 運動量表示の技動関数に現れる Berry位相はこのことの数学的表現

である ため、調えば運動量 +iJの状態〈スピン?の状態;こ椙当)と Fの状態(スピン iの状

きこの項は、文献 [6]の (1)式でも考慮されている 在辺の最後の項。六角格子ーとで“staggered"で、あることを表現

するため、ふ=土1という持号国子が導入されている。また、1'1/1=んである

cnv 
oo 

po 
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態に担当)が重交する c その結果、後方散乱が起こらない [12J。商えば、グラフェンで伝導電子の

波動関数がきわめて渇在しにくいこと [13Jも「議方散乱の不在」の直接的帰結である。

K点近傍において質量 M を考えると、ハミルトニアン H は

H こ じF(σXPX十 σyPy十 Mσz)三 VFσμPμ (38) 

と書ける。すなわち、ぬこ拐M).これはスピン 1/2の量子力学で見'慣れた形でもるる [8]0実際、

上のハミルトニアン Hはスピンの量子化軸をpμ の向きにとることで直ちに対角北される:

Hlpμ土)ニ ε士(pμ)!Pμ土)う

ら (pμ)= =l:lpMI =土vr+ ]¥;12. (39) 

エネルギー富有状態 Ipi1士)は、 σzの冨宥状態

i←(~)ラ
¥
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ハV
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I
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1
¥
 

一一ー、，/
(40) 

に適当な自転漬算子を作用させることでも得ちれる。ゐ空間に 3次元の極座標(pラ。ヲ伊)を導入す

ると、

(41 ) 

となる。本質的にこれでいいのだが、少しだけ注意が必要である。「スピン」 σのz軸罵りに 2π 自

転させて v→千十おとすると、 Ipl-l土)→♂!Pi1土)となり、位相がπついてしまう。これは、 σ

の二極性のためであるが、この「スゼンj は、実際には上のバンドの粒子爵起と下のバンドの正

孔励起を区加する擬スピンである。 2π 自転させているの辻運動量空間なのだから、位指πがつい

てしまうのは物理的におかしいc そこで、

!Pμ士〉→ eiso/21pμ土) (42) 

のように世相を変更するゲージ変換をしておしこれで一位関数になる9。椀えばli;!= 0の場合、

D=π/2とおけばよいから、
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Ip-片方(ニ) (43) 

9 ei'P/2をかけるゲージ変換は境界条件を変えるよう会 singular会変換である。また、 σをそもそも「スピンJ と考

えず]こハミルトニアン (38)を愚直に対角fとしていれば、当黙一個関数になるので、上のような注意をする必要はない。
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となる。また 1'vI=告で五→ -pとすること培、子→ cp+π とすることに対恋するかち、

1 I 1 ¥ 
ト升)=一三( ~"， ro I 

，;三 ¥ - ε v γ f

明らかに、これと式(壬3)の第 I式 つまり、 Ip-刊と I-p+) は直交している。

同じことを Berryァ位椙の立場から検証してみよう。式 (38)で与えられたハミルトニアンに対

して、運動量空間の中でh をー潤変化〈周菊五で一男)させることを考える。この変化h約

(0三t三九)によって、固有状態 (41)あるいは (42)はBerryt立椙を獲得する。最初に、ほば自

明な例として lVI= 0の場合を考える。固有状態

(壬4)
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をz軸の罵りに一罵したとすると、

長IPM(t)十)=告(ei~(' 
となるので、 Berry位椙10は、

ι叫叫(向恥勾

ニ U OV)、hd説針州tり刷手以(トt (51 ) 

10ある瞬罷 tでの?スナップショヅト j ハミルトニアン H(pμ(t))に対する固有エネルギーを εs(pμ(t丹、富有状態を

H(P(t))jpμ助手s)=εs(pμ(t) )仇(t)，8) 

とする。ただし sニ土である。初期条件を

(45) 

Ipμ(0)ぅ8)ニ iψs(t= 0)) (46) 

とするとき、時刻 tにおける富有状態辻ー殻に

iψs← (47) 

となる。右辺では、時刻 tの瞬障のスナップショットのハミルトニアンに対する固害状態 (47)に二種類の註杷がかかっ

ていることに注意しよう。第一の位棺は時開発展による通常の位栢であち、第二の生相が Berry位相である。 Berry位

相を具体的に許草するため;こ、式 (47)を Schrodinger方程式

坊主;ψs(t))= H(pμ(t))I1f's(t)) (48) 
δt 

iこ代入する o Berry位桓の項に対して

i (かt))Ip j1 (t)， s)十三!山ヲδ)=0

となるので、一層した後の最終的な Berry泣相は、

(49) 
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(.50) 

となるつ
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と計草できる。このB伎町位相は、 2次元(Px，Py)平面の原点に強さ -πのソレノイドがある場合

の桂栢iこ一致する。そのようなソレノイドが点Fにつくるポテンシャルは A<p= -1/2!P1なので、

原点からの距離を一定;こして一周したときの位相は

l'ψ 2す同A4?1脚 =-1ーや -π
D 21訴

となり、確かに式 (51)と一致する 110

次に、 M 予三 Oの場合に Berry泣椙を計算してみよう。状態 (42) (ゲージ変換後)において、 0

(52) 

を一定にして ψを変北させる:
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(56) 

なので、

ヤμ川

(57) 

となる。従って Berry註相は

rTo C) e 1-cose rTo 
α十(九)ニ I dt(-針。)sin: L一二一 j φ(時点。 2 2 Jo 

1-;ω0fd?=-2 
と計算される。ここでnt主pμ(t)の軌跡がなす立体角である120

(58) 

11会お、式 (43)のようなゲージ変換を忘れて計算してしまうと、

手(t)( ε一叩/2¥
Z冨Ip/-L(t)+)= 沼~ ;i~/2 ) (53) 

となるので、

叩 )=-354%占的)xO=u (54) 

となり Berryt立相は出てこないc

12φ が dφ だけ動いたときにル空間で動く距離は sinθdφ であるc 建って、その寵に掃く単色球面上の面積は

fo(} si内 'dφ=(引1一∞ωω吋sO胡θ的)

である。これを φで覆分すれば、九めの軌跡が作る立体角が得られる。

(59) 
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モノポーん
g二二一1T g二三十1T

玄 K' 

Diracストワンヲ、
，
 ト

均
一
A
H
γ

(a) 

図 5:(a) Berry位椙はpμ 空間の原点にあるモノポールの作る磁場という見方。モノポールから見

かけ上 I?~弗き出す」ように見える議束は、ベクトル・ポテンシャルの特異点(諒〉上を走る Dirac

ストリングを伝って無限遠方かち供給されている。本文中の定式北に対JJj}させて、 Diracストリン

グは z轄の負の部分にとったが、これはゲージの選び方に依存する o (b)グラフェンの場合、 K点、

K'点という 2つの Dirac点に逆符号磁荷のモノポールがあり、一方の Dirac点かち他方の Dirac

点に Diracストリングを介して、ちょうど計の磁束が供給される。

この Berrγ位相辻、原点におけるモノポールの寄与と見なすことができる。原点、;こ「磁葎J9を

持ったモノポーyしがある(守-13ニg83(f}) とすると、モノポールの罵冨に
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という磁場が作られる。この磁場を表すベクトル・ポテンシャルを無理に作ると

弓戸(~Y) ¥
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¥
 

となる。本来は豆ニマ×正なちて7-B = 0なので矛虐しているように見えるが、実は Z =-Tの

ところ(すなわち z軸の負の部分)に特異性 (singularity)があるためiこモノポーんが害在で、きて

いる。つまり、図 5(叫に図示したように、議束がこの singularityの上を通って供給されていると

考えれば矛居はない。この「磁束供給チュープ」のことをしばしばDiracストワングと呼ぶ。グラ

ブエンの場合、 K点と K'点は磁荷の符号が反対の (K点、は 9= -2Tt， K' 点は g=~おの)モノ

ポールになっている。つまり、国 5(b)に示したように、一方の Dirac点から曲方の Dirac点lこ磁

束がDiracストリングを介して供給される形になっているわけだが、このとき議束の需要と供給の

バランスがぴったり合っている。グラフェンにおいて、 Dirac立は Nielsen-二宮の定理問が暗

示するように 実擦にペアで現れ、しかもお互いの特異性 あるいは、量子異常 (anomaly)
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図 6: (量子)Hall鶏果:伊)註all効果と百allbar geometry 0 磁場を z轄方向に、電場を -y方向

にかけると、電子泣 -x方向に動き、 z方i誌に電流が流れる o (b) Hall伝導率σxyの量子北。

(a) 

をちょうど打ち消すようになっているため、 Brillouinzone全体を考えると特異性は残らない130

内図的スピン軌道相互作用と量子スピンHall効果一二階部分

本節後半で、この講義ノートの中心的なテーマでもある量子スピン Hall効果(より正確に言う

と量子北されたスピン Hall効果〉を議論する。そのための準備として、本部前半ではまず六角搭

子上の章子に対する通常の(電荷の〉量子 Hall効果を議論しよう。グラブェンの量子 Hall効栗

はそれ自体大変興味深く、今日のグラフェンブームの極めて初期に実験的に観濁されたことから、

ブームの先駆け的存在であると言えるかもしれない向。

3 

(62) 

13なお、式 (42)のゲージ変換を忘れて状態 (41)のまま計算すると以下のようになる。まず

φ(t) (-e一叩(t)cos 0/2， 
i 8t Ip/L(t)+) = -r;v; lεW)mm) 

円)s叩 )(-:IUf)(PM(t) + ji :t IPM(t)十)二一乎(円)叫2
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θ(TO . ，.，.. cos() (2πQ  
叶(お)= ~~;v 10叫t)dt=7L d戸 π

2

となる。 Berry位杷は

(64) 

と計葬され、式 (58)とπだけずれている。実は、ー毅iこゲージ変換 (42)をする前後で結果は πずれる。位棺 πは二
fIlli牲によって出てくるもので、二f菌性をなくすような singularなゲージ変換をしたためiこ、式 (58)ではそれが浩えて
いる。
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3.1 Hall伝導度とその量子化

図6(a)のように、幅 }V、長さ Lの領域に「閉じ込められたJ 2次元電子系 ("Hallbar")を

考える。ぷ方向に磁場 B をかけ、 -y方向に電場 E をかけると、古典論的には、電子は振動数

ωc = eB/(mc)でサイクロトロン運動し会がら、 -x方向に速さ勿 =(E/B)cで「ドリフト j する。

このような霊子のドリフト運動によって z方自に電流が生じる。これがHall電流みである。電

子数を Neうすなわち重荷密度を nε=Ne/(LW)とすると、 Hall電流密度Jx=み/TVは

jg-met7NEEe2Nehc/ε 
一 =ε一一一-c=一一一一一":""ELW B~ h 争

となる。ここで争 =LT号TBは2次元電子系にかかっている全議束である。

量子論では、 Hall系の電子のエネルギ、一準位はLandau量子化される。非椙対論的な場合、 Landaば

準位は

(65) 

¥
K
I
t
fノ

ーi

一つれ】
十円

H

/
i
i
¥
 

C
 

一山
LhH 

一一η
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(n = 0ヲ1，2ラ. . . ) 

、
も
も

E
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P
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£
り

/
r
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E
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、、

のように等間関になる。また、各 Landau準金には多くの状惑が縮退している。 1つの磁束量子

争0=hcJεあたり lつの状態があると考えると、 lつの Landau準位当たりの状態数は

γ 争
'ー

よ "s ::r.: 

""'0 
(67) 

であるは。一方、全電子数は九三だから、縮退している状態のうちで電子に占有されている状態の

割合誌

ジ二 .Ne J.Ve争。 Nehc/e
---

lvs 争争
(71) 

となる。これを充填率(五llingfactor)と呼ぶ。これを用いると、式(65)の電流密度はJx二円ε2/h)E

と書け、従って Hallf.云導率引uは、

2ε

一hu
 

一一引河
VZ

 

ぴ (72) 

14非相対論的な場合、分散関誌が ε(k)=ポポ12mと会っているので、 i史数 k以下の状態の数は

た2 ，2 k2 
r22mε(k) 

N(的=一一一ニ五 二 L 一一一
(2πIL)2 ~ 4π 4r.n2 

(68) 

である。状態密度は、

D(E) =主主主こ L2iL (69) 
dε21τた2

のよう iこ定数になる。 Landau準{立の開高は伝J)cであるが、その障に入っている状態が lつの Landau準f立に縮退する

と考えると、その縮退度は

L22L×ルr - 互主主
2姉 2 ._ .._-~ hc/εφ。 (70) 

となり、式 (67)と一致している。
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と金る。 Hal1伝導率は充填率 uに比椀して隷形に増加する。ジが 1増える毎に、詰まっている

Landau準位が一つ増えるわけだから、一つの Landau準註当たり、 σxyにe
2jhだけの寄与がるる。

ところが、現実の半導捧ヘテロ播造において実現される実効的な 2次元電子系においては、図

6(b)のような σ勾の量子化が観測されている [14]0そのような現実の系で起こっている現象に対

して、上で展開したような不純物や閉じ込めポテンシャルの影響を考えない、過更に理想、先(単

純化〉された議論がどこまで、意味を持っかは難しい問題である。以下、少々の飛擢を恐れずに思

い切った解釈を与えることを試みる。まず、量子起されたエネルギー準位(66)に対してブエルミ・

エネルギー守を少しずつ変えていくことを考えよう。そうすると、守が式 (66)で与えられる

Landau準金をよぎる度に巨視的な数の状態が新たに占有され、充填率 yが 1だけ増加すること

が分かる。つまり、 EFの関数として νの変化辻不連続なものとなり、 σ勾で見れば、式 (69)で

ν=η (η=1ぅ2ぅ3γ.. )としたところにプラトー (plateau)ができる。これが図 6(b)に模式的

に示した Hall伝導率量子北の最も惹っぽい説明である。

Hall詰導率の量子生は、しばしぜ「端状態J (edge state) という観点からも議論される。これ

は、 σxyの量子化が観認されるような実験系が〈当然のことながら)無限に広い 2次元系では会

く、有較の幅の帯(おび〉あるいはリボン-Hal1bar であることに着居した、よち現実的な視

点である。つまり、この系は見ようによっては、 2次元的な系とも l次元的な系ともとれる。先

ほど r1つの Landau準位当たり σxyにe
2jhだけの寄与がある」と述べたが、 e

2jhという量は

Landauer-Buttiker的な輸送現象の記述 [15]においても量子化伝導度の基本単位になっている。実

擦、 Iつの Landau準位当たりちょうど lつの15端状態とよばれるギャップレスの伝導チャンネル

が存在し、これが系の輸送特性を支配する。

Hall缶導率の量子化が起こっている時、バルクで守がLandau量子也によるギャップの中にある

一方、エッジに局在したギャップレスのモードがひとつ存在する。具体的には、電子を Hal1barの

中に関じ込めておくような「閉じ込めポテンシャルJV印)16を導入する。 V(y)は、系のy方自の

並進対称性を譲り、系に端 (edge)を導入する。 Landauゲージを考え [14].， x軸方向の運動量ん

(これは中心座標互の y成分Yに比例する)が良い量子数になるようにとる。このとき、 Landau

状態の波動関数は、 y軸方向に関して(与えられたんに対して一意に決まる)中心座標Yのまわ

りに局在する。つまち、国 6(a)でz軸方向に伸び、た Landau状態が、 u車産方向には列をなす形に

なる。ここに閉じ込めポテンシャル V(引が加わったとしよう。 Landau状態のエネルギ一九は、

九(Y)のように中心座標Yに故害するようになる。このように、先ほどの巨視的な縮退度を持っ

たLandau準金も lつのモードのように見なすことができる170 これが EFを切るところにギャッ

プレスの端状態ができる。このようにして、いわゆる bulkpictureとedgepicture (バルク/エッ

15正確には、「一対(lペア}のJ と言った方がよいかもしれない。つまり、「帯j である限り(半蕪摂系でなければ)

端は 2つ(図 6で言えば上下に)事在し、それぞれの端に撮状態が、 1つの Landau準位あたり(今度は本当に) 1つ
ずつ現れる。一対の端状態は逆向きの運動量を持っているが、空罰的に巨視的な距離を離れているので、再者の間の、波

動関数の重金り辻指数関数的に小さく、輸送現象に致命的な影響を及ぼしうる後方散乱が実質的に存在しない。つまち
端状鍾は完全缶導チャンネルで、ある。

16ここで UはHallbarを横切る座標軸、 z辻エッジに沿った座標軸で、ある。図 6(a)参照。

1γ 中心座標Y 辻エッジに沿った運動量 kxと同一課できるから、 En(Y)を 1次元系のエネルギ一分散開保と晃ること
ができる。
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ジ的な見方18) の龍に一定の嬰祭をつ汁ることができる。

3.2 量子Hall効果:グラフェンの場合

分散関係が非椙対論時金 (parabolicな) 2次元電子系と異なり、 Dirac電子系辻 A1= 0の場合

には緩形分散ε= vFnkを持つので、波数k以下の状態数は

_L2 ~ ~ 

lV(ε) 二 I"~ _~ L2:::_ L2 G~ ~ 
(2πjL)2 釘 4時 2むF2

(73) 

である。したがって、 B=Oのときの状態密震は

N(ε) T 2 Iεi D(ε)ニ一一 =LL.一一一 (74) 
ε2π昆2Vp2

となり、エネルギーに比関して状謹密度が増加する。一方、この場合も Landau準位の縮退度は

式 (70)で与えられる。その結果、非椙対論的な場合と異なり、 Landau準位の間隔が一定でなく

なる。

以下では、より一般的に M 手0として許算を進める [16]: 

H = Vp(アzσXPX十 σypy)十孔fσz. (75) 

まず、 K点まわりをついて考えょうかzニ 1)。磁場によるベクトル・ポテンシャル正を考えて、

正準 (canonical)運動量pを力学的 (mechanical)運動量

九 =pz+EAm
C 

乃二 Py十:Az (76) 

で置き換える o Z ♂十 iyとz= x -iy tこ対自する π士三九士付νも導入しておくと便利であ

る190KJ立まわりのハミルトニアン HKは、

HK=吋 (σ《十σ内)十 Mσz {_M VFτ) 
¥ 'UF'/I+ -1泣/

(78) 

となった。 π土を諜和振動子の昇密演算子仏 α?と関孫づけると、上のハミルトニアンの国有佳と

冨者状態を厳密に言f算できる。そこで、交換子iπ-，7r+1 異体的には、式 (77)のように与えられ

るーの右辺が 1tこなるように、

÷ニ J2e~Batニ4d -d?α (79) 

18 (量子}物理学では、 pictureをしばしば「詰犠{びょうぞう)J と訳す。例えば Schrodinger撞像と Heisenberg

撞偉など。これに散うなら、バルク掻橡/エッジ撞像と言われるべきもの。
19ちなみに 7τ+ と7τーは交換しない:

r e ， e . 1 2ie " .， . " 
2ie n 1"" " .  

¥ 2en 
[仁川;ニ 2i[7r x ， 'iT Y 1 =判Px+ ':::'Ax，p.け -Aujニ ー ([Px，AyJ -[Py， Ax])ニτz(δzおーいz〉=7Bz・

L- C C 
_ 
J C 

(77) 

右辺の符号は Bzの豆急によって異なるが、ここでは Bz= B > 0として議論する。
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とする。ここで、磁気長 Cmagneticle昭 h)l =何万奇を導入した。これは、非椙対論的な場合

と共通の標準的な定義でるる。一方、 Dirac粒子の「サイクロトロン振動数J (cyclotronをequency)

Wcを半古典的に考えると、

ルc=v再 =d? (80) 

となる。以下、この記号Wcを式 (80)の意味で捷うが、この値は非梧文言論的量子論の場合の詰とは

異なっているので詮意されたい。

式 (79)で定義した演葬子仏 α?を使うと、 K 点まわりのハミルトニアン (78)は

HK= ( M ル叶
~ -¥恥caI -M) 

と記述できる。調和振動子の園者状態

(81) 

判的 =0，

α↑iη)ニ rnτTln十 1)ぅ

αiη)=ゾ石In-l) (82) 

を能うと、 HKの固有状態は、後で求める係数αn，bnを使って

(anln -1) ¥ In)) = I ~nTI'VI ¥ ~I I 
¥ bnln) ) 

10))ニ(I~\ ) 

¥ 10) J 

(η 詮1)ヲ (83) 

(η= 0) (84) 

の形に書ける。 η=0に対応する酉脊状態を式 (80)のHKに作用させると

HKIO)) = -1¥11の (85) 

となる。 η 三1の状態 (83)に対するシユレーディンガ一方程式は

/αnM +bn払げ五)1η-1) ¥ _ (αnln-1) ¥ HKln))=i i= ら (~n，I'V ~! I 
¥ (似たwcv1n-bnNI) In) J -，. ¥ bnlη) J 

(86) 

つまり

(ふ hプ)(~:) =εη(~) (87) 

となるので、永年方程式

(M-εn tiwcVn ¥ ハ

ルcVn -M-εn J I - (88) 
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主 怠

k k 

K点

(a) 
r車

(b) 

図 7:(a) K点と (b)K'点における Landau準金(太い模線)0K点ではゼロ・モードがε=-]1，1 

のみに存在し、 K'点では逆に ε二十M のみに存在する。曲隷は Bニ Oの場合の分散関係 ε=

χ/M2+ががを表す。

を解いて、伐と 1のときに

εn 土ν/JI![2十 η(ルc)2ラ (;;)=301) (89) 

となる(図 7(吋)。

ここまで、グラフェンの K点、近傍の有効理詰を念頭に置きつつ、一般に M ヂ0の場合も考え

てDirac電子系の Landau準位を讃べてきた。式 (84)ぅ (85)の 10))はK点まわちのゼロ e モード

(n = 0 ~こ対諒する固有モーめである。式 (84) 辻、このゼロ・モードが爵格子 B のみに局在す

ることを示している。逆に K'点でのゼロ・モードは冨有値十M であり、菌格子Aのみに局在す

る20。このように、一つの Dirac点だけに着目すると、パリティ(るるいは副諸子の)対称性を自

発的に譲るようなぜロ・モードが出てくるというのがこの問題に特徴的な点、である。

massless (M = 0)の場合、 n=Oの準位はいずれも εoニ Oになり、 K点と K'点でゼロ・モー

ドの固有イ震が一致する。 (η チ8の富有値はそもそも等しい0) その結果、(よく知ちれているよう

に〉各状態のエネルギー匡有値は

九=土ルcゾ五 件二 Oぅ1，2，.一) (92) 

20 K' }さまわりの有効理論についても考えておこう。ハミルトニアン詰

(1'.1 -'L'F7r + ¥ (JVI -nwcα↑¥ 
HK' = VF (一九九 +σ内 ) 十 Mι=~ -:~'7f_ ~~~/ ) = ¥ールcα :~f~ ). (附

と書ける c 固有状態辻、式 (89)と同じ{系数を罷って

In叶 、‘e，ノハU一一
守

'u
ゐ
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f
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'
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(91) 

と与えられる o nと1に対する固有値は式 (89)と再じである。一方、 η=0 ~こ対応するゼロ・モードを式 (90) の HK'
;こ作尾させると、今度は HK，IO))=十1'.110))となり、富有値が十M であることがわかる(図 7(b))。磁場 Bが負の場

合には、式 (77)を昇捧j賓算子の交換関保にするために辻、式 (79)で αと。↑を入れ替える必要があ号、従って K点と

K'点の役嵩が入れ琴わることになる。
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O'xy 

2e2/h 
lゾ三ゾ3

とF/長ωα

図 8:グラフエンの量子Hall効果:(的状態密度と Landau準位。蕗場B=Oのときの状態がB手。

でLandau準位に鯖退していく様子。太い縦諜がLandau準位を表し、それを挟む範囲の状態が各

Landau準位に縮退する。 (b)グラフェンの量子記された Hall伝導率。

で与えられるc また η=0のゼ、3 ・モードは、 ε0=0の対称的な位寵にあることをあることを除

けば、地の (η 手0の)準位に比べて特別なことはない。 Landau準栓の縮退度も弛の準位と同じ

で、かつ非椙対論的な場合とも共通な値になる210

実験でも確かめられているように問、グラフェンの Hall缶導率は、

むu=43(ぺ)， n=・・・ぅ -2ぅ ー1う0，1うえ- (97) 

のように量子化される(図 8(b))。最初の因子4は、実スピンと valley擬スピンiこ関する縮重度か

ら来ている。後者に関しては、既に指請したようにゼロ・モードからの寄与について微妙な点が

あったが、結果的には K点と K'点かちの寄与は単純に重なると考えてよい (2話すればよい〉。

なお、爵搭子の自由度は Landau準位の議論で既に考慮されていた。式 (97)を非相対論的な量子

21各 Landau準位の縮退度が全ての η について等しいことは、以下のようにして謹かめることもできる。まず、 B=O
のときの Dirac粒子の状態密度は、式 (74)、あるいは払)cを能って

Isl r2 2eB 
Rε〉ニ L

2
一一一一 =L一一一一iε|
27fn2VF2 - (たωc)2hc

で与えられる。提って、 払<Jc/V三::::;ε 三三五ωc/v互の範囲にある状態数は函 8(a)の三角形の酉積から

2fc/d M 1山 )2BL2
D(ε)位 =2L2一一一一 (/~ }一一

{ルc)2hc" 2 ¥ v2 ) hcjε 

となり、非椙対重量的な場合の式 (70)と一致している。 1弓様にらニたωcを挟む範囲

(93) 

(94) 

jl-2~ε問中cF:三さ壬恥cjn+ ~ = V1+ 2~én (95) 

にある状態数辻、図 8(a)の台形の面積から

L2

ポzxザ (R+R)(RR)~草間)
と金り、やはり同じ植である。
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化の式と出較して顕著なことは、もちろん量子化プラトーの位置が手分だけずれていることでる

る。つまり、先の(擬)スピン藷重度による因子4を除けば、 σxyは、 e
2/hを単位として、 η では

なく η 十 1/2のところに量子イじされているわけで、その意味で、これを整数量子Hall効果ではな

く「半整数」量子Hall効果と呼ぶ入もいる。では、式 (97)になぜ 1/2が出てくるのかを言えば、

それは当然ゼロ・モードの寄与による。さらに選るなら、式 (51)のBerry{針目が起源であると言っ

てもよいかもしれない。

既に強調したように、.A1→ 9の極設で η=0のゼロ e モードは挫の η予三 Oのモードと上七べて、

揺重震など何ら特異なところはない (i)。このことは、 εF=Oにおけるのuのステップ (4e2/たを

単位として、から -1/2から 1/2に変記)が他のステップと何ら変わらまいことに現れている。た

だし非相対論的な場合と違い、 Dirac粒子辻急エネルギー解を持っているので、 εFを正から負ま

で援ることができるのが、今の場合の新しい点である。また、正確に εF=Oとなっている点では、

粒子・正孔対称性からゼロ・モードはちょうど半部だけ占有されているはずである (ii)。式 (97)の

半整数量子化は、上記の条件 (i)ベii)のる然的なd屠結である。

3.3 時間反転対格性

Kane-IVlele模型でスピン軌道椙互作用について議論する持、持開反転対称性が重要となってく

る。これについて少し触れておこ七時間反転諌搾Tの下で、位置と運動量は 5→ X，p→ -pと

いう変換性を持つ。角運動量は両者の覆であるから、必然的iこE二 Xxp→ -iと変換される。

もちろん、これは角運動量の産感的なイメージからも明ちかである。スピンも角運動量のー撞で

あるから、問ヒ変換性 5→ -8を持つ。すなわち、スピン演葬子に対して時間反転演算子Tを作

用させると符号が反転する。

時開反転演算子Tの具体的な表現を求めておこう o Z轄方向にスピンが向いている状態を 1+)と

書く。任意の方向を向いたスピンを作るには、まず 1+)をu軸まわりに Oだけ呂転し、さちに z軸

まわりにくpだけ回転すればよい:

i尋=eisz'Pj1ieisy(j /九!十). (98) 

このスピンを反転するには、まず複素共投をとる演算子 K を作用させる:

KI弓=e-isz'P/neisy(jj九1+)・ (99) 

なお、 ~sν は実数行列であることに詮意する。これによってスピンは μ手話で鏡挟されたc さら

にy軸まわりに π反転すればスピンが反転できる。したがって、

T = em (-isy) K 
、
、
聖
司
a
F
F
'

A
V
 

ハV
1
i
 

〆
J
4
h
¥

と書ける。ここで αは任意の位椙因子で、 exp(is♂/めを -isyと書いている c なお、時間反転を
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2自作用させると

T2 = eiα (-isy) Keiα(-isy) K 

= eio: (一白山一段 (-isy)K
2 = -s; = -1 、、a

，，F

寸

inυ 
噌

z
i

〆
s
r
t
、、

となる。

クラマース縮退 (Kramersdegeneracy)についてもひと言触れておこう。ハミルトニアンHが時

間反転操作iこ対して不変 ([HぅT]= 0)であるとき、任意の富有{直Eを持つ富有状態HIψ)ニ EIψ)

に対して、それを時間反転した状態 iψ')= TIψ)も詞じ酉有桓を持っている :HIψ')二 EIψ乍

これを Kramers縮退という。また、 iψ)とiψ')は互いに Kramerspartnerの関保にあり、両者は

Kramers pairを形成する。 l'lt)と iψ')が異なる状態(緩形独立)であることは、背理法を用いて

示すことができる220

一較に、十kiの状態と -k1の状態が辻、時間反転操作で結ぼれた Kramarsペアである。グ

ラブエンの場合、 K'点は -K点、と等価なので、 K 点の?スピンと K'点、の↓スピンがKramers

partnerということになる。

3.4 Kane-Mele模聖と量子化されたスピン Hall効果

ここまでいろいろと準靖、続線が長かったが、本節でいよいよ K紛争Mele理論の中寺区に位置す

る内罰的 (intrinsic)23スピン軌道椙互非用による「トポロジカルなJ費量項を議論する。後者は、

本講義ノートの導入部分でも述べたような、 Dirac点における量子異常がキャンセルしないような

状況(導入部では状況 (A) と呼んだ)を担う中心的存在である。

第 3.2節では、 Dirac電子系の Landau準位を M ヂ0の場合に調べた。特徴的なことの一つは、

I値の Dirac点一割えば、 K 点ーに着吾すると、パリティ対称牲をいわば「自発的に」破るよう

なゼロ・モードが存在することであった。一殻iこ、 Hall伝導度内Uへは一つの Landau準位から

e2/hの寄与がある o 1vfニ Oで、フェルミ準設が正確に粒子・正子し対称な位置守二 Oにあるとす

ると、 η=0のLandau準位(ゼロ・モード)は手分だけ詰まっていて σ勾ニ Oと金ることが期

待される。しかし、この状読は明らかに不安定である。実際に、 M 手0の状罰で守がギャップ

の中にあるとする (-1M< EFく十M)と、ゼロ・モードは完全に詰まっているか完全に空いて

いるかのどちらかである。つまり、 l 舗の Dirac点に着目すると、この状混でσxyへ有限の寄与

土(1/2)ε2/hがあることがわかる。 σzuの符号は M の持号で決まる。とF をギャップの中に賓いた

22もし仮;こ、 iψ')が |ψ)の定数桂

TIψ) =!ψ') = clψ) (102) 

であるとすると、

一|ψi= T
2
1ψi=♂TIψ) = Icl21ψ) (103) 

でさ Icl2=-1となり最初の振定に矛盾する向。

:<0調えば、 4欝で議論する Rashba翠のスゼン軌道棺互作揮は、電場をかItて拐めて生じるという意味で「外国的J

(extrinsic)である。本節で議論するのは、系に国有の、系の持つ本来の対称'性を破らないよう主主形のスピン軌道棺互
作用である。
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まま、磁場Bを断熱的に切っても状況は変わらない。従って五mm→oσxyの極限誌不定となる。こ

れをしばしば、 Dirac電子系における「パワティ異常」と呼ぶ [21]0もちろん、 K 点と K'点から

の寄与を足し合わせればσxyへの寄与はキャンセルし、どこにも異常は現れない [3Jo

もし仮に K 点と K'点を区到して valleyの自由更をスゼンに昆立て、 "valleycurrent"のような

ものを考えられるとしたら [17]、このゼロ・モードによって運ばれる電流を観測できるかもしれ

ない。 Semenoffはすでにこのことに気づいていたと思われるが、文献 [18]によれば、この電涜を

誘起するような外場 "unphysical"で、らり、車接観測できるような代物ではまいと述べている。数

年後豆aldaneは、式 (16)に第2近援のホッピング項を加えた模型で、荷らかの内部磁場がユニッ

ト・セルの内部で、交代しているような状況(磁束の和はゼロ)を作れれば、実効的に逆符号の費量

項(トポロジカルな費量項)がK 点と K'点に生じ、パリティ異常がキャンセルしないので、 fラ

ンダウ準位なしの量子Hall効果j が実現することを示した [7]。

Haldaneの模型は、実スピンの自由度が諌結した状況を考えているが、交fえする磁束が時間反転

対称牲を破っている o Kane-Mele理論 [4]においては Haldaneの模型を 2枚用意し(それぞれが実

スピン?と↓に対応)、トポ2ジカルな質量項の起源としてスぜン軌道相互作用を考えると、もっ

と簡単に、しかも時間反転対称牲を破ら主い形で、パリティ異常が顕在化する状況を作ち出せる

ことを指揺した点が新しい。もちろん時間長転対称性が探たれているので、顕在化の仕方も通常

の量子 Hall効果ではなく、量子スピン Hall効果 (QSH) となった。以下、その議論を紹介する。

六角格子上の tight-binding模型にどのような形でスピン軌道相互作用を導入するかは工夫のし

どころである。詳掘は文献に譲るが、いくつかの対称性24か与要請される形として、文献 [4Jの式

(6)で、

H2=乞 it内 S2βcjJjβ (104) 

立i，j))

のように書かれている項(右辺第2項)を考えよう。的)j))に関する和は、次近接 (next-nearest 

neighbor、略して民NN)播子点、間についてとることを意味する250 式 (104)のもうひとつの特徴

は、;:]¥ツピングの{複素)振揺がit2ぅつまり、範虚数ホツピングになっていることだ (t2(=入80)

は実数)σ 電子がサイト iから jにホップするときに位相 π/2をつっかけてくるということで、

Haldaneの考えた模型 [7]との類叡性が想起される260 的j はホップする向きに関して反対称な符

号因子町二 -Vji=土1であるが、具体的にどちちの符号を選ぶべきかについては、以下の議論

を参考にしてほしい270

まず、富格子Aでのホッピングを考えよう。ジijの符号を、実スピン↑に対して

H2Al二 it2(C~IÌC正け cLCA? 十 CL匂) +h.c 
= 討仇叫2べ(ChL? C正A1バ十-+a邑日1-一イ6ゐ2? + C}LLlけバ÷刊5ム1 δゐ2↑戸

C正A1汁d十何叫5

24持関反転対称4牲註、 (z軸に関する)反転対意性、 etc.
25NNNホツピングは、 i可と麗格子内のホッピングである(函 9(吟も参予知。従って第2近撞と同じ。
26実欝、 Kane-l¥1ele摸型で入R → 0とした CRashba相互f乍男を切った〉極限は、文献[可の模型で Haldaneが考え

た交代する内部践束の強さを φ=党/2としたもの 正確には、それを 2枚張り合わせたものーと数学的に等舗である。
27もちろん、数学的な定義は文書主 [4Jにも与えられているのだが…
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図9:(a)内図的スピン軌道相互作用を起源とする次近接ホッゼングt20(b) t2がある場合のLandau

準位の構造。トポロジカル質量項によりゼロ・モードの位置が反転する。

(添字は国 9(a)を参顛〉。式 (16)以下における Hlの取り扱いを参考iこし

て式 (105)にフーワエ変換を施し、 cLK?弘前の項の係数を計算すると、

となるように決めよう

h州五)= it2 [〆(al-a2)+〆a2+ eik'a1] + C.C 

=利引 (a1- a2) + sin (五ゐ)-sin (kム)]
= 2t2 [sin 2x + sin ( -x十 y)-sin (x + y)] 

= 2t2 (sin2x -2sinxcosy) (106) 

となる。 2行自から 3行自に進むところで式 (24)で導入した変数町 Uを用い、 k.a1 = X十払

5・a2=-x十yとおいた。これで、文献 [6]のTABLEIとの対応関保が見えてきた。式 (106)は、

表中右の段の上から上2つ目、 d15と書かれている項に対応する。ここでの記号で書くと

(107) 

である。

特別な点における式 (106)の値を調べておこう。その前に、 K 点と K'点;こお汀る旦 U等の誼を

表にしておくと後で、役に立つかもしれ主い。 K点と K'点でx=αん/2=土π/31yニゾ3aky/2=π 

であることに注意すると、表 1のようになる。逆に表 1の植を用いれば、重ちに

dぱk)= t2(2sin2x -4sinxcosy) 

(108) 

となることが分かる。

ここまで辻実スピンが?の場合だけ考えてきたが、実スピンがよの場合はネッピングの詩号が

反転する280従って、前欝の最後のところで離れたように、 K点で実スピン?の状態と K'点で実

h244T(JT)=d15(JZF)=-3J5t2 h2Aj(K) = d15(K) = 3ゾ3t2ぅ

28これは、式 (105)，こ実際に (explicitに)時間長転操作を施して薙かめることもできる。また、式 (104)はむを対

ハV
ウ

i
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表 1:K点と J('点における x=αん/2ぅYニゾヨαky/2等の値。

x cosx Smx Iジ cosy smy 

V3/2 I 7r -1 0 

-V3/2 I π-1  0 

KIπ/3 1/2 

K' I -π/3 1/2 

スゼン 1の状態がKramers縮退していることわかる。このことから、式 (108)の2つをまとめて

式 (35)おこ有効ハミルトニアンの形に書いてみたくなるかもしれない:H2A 二 3V3t2TzSz・

副格子Bにおけるホッピングは、童日格子Aのホッピングを汁/3だけ呂転させて入れればよい:

H2B↑= it2 (ckIi
cB2T十 CLTC53T十 CLT匂 )+h.c 

二鈷均叫2ベ(ck弘L1汀T向一-aゐ2I+ c令t}L2向↑十 C〉Lh1什l+aば 舟5

先程と同様に Fおou訂n訟e位r変換を擁し、

h叫五)二位2[eik'a2十 ε-ik.al+ eik.(al叶 +c.c

= -2t2 (sin 2x -2 sin x cos y) = -dぱ五) 、、‘‘，，，
F

Aυ 
オ

iム
噌

g
i

/
f
t
、

となる。実スピンが↓の項については、先謹と再じように式 (109)の l行昌に時間反転操作を施

してやればよい。式 (106)と式 (110)と、それらに時間反転操作を施したものを全て足し合わせる

と、文献 [6JのTABLE1で d15と書かれている項が完成する:

H2 = d15(k)σzSzこちのSz (2 sin 2x -4 sin x cos y)‘ 、、，
g
/メ

1
i
 

-zムーーム/
r
t
、

ここでのは説格子を区裂する擬スピンである。これが内国的スピン軌道相互作用による次近接

ホッピングのハミルトニアンである。

d15(めの特期な点における値が式 (108)のように与えられることを思い出して、式 (109)を再び

式 (35)流に一つまち Dirac点近傍の有効理論の形に一書いてみよう 29

H2 = 3V3t2σzTzSz三ムσzTzSz. (112) 

ここで、(なぜそう呼ぶかは後で述べるとして) iトポロジカル質量」ムを導入した。式 (112)培、

揚に (explicit，こ)詩開反転対称な形をしている。時間反転操作によって、 K 点と K'点を底思す

るval1ey擬スピンアzと電子の実スピン Sztま符号を変えるが、副格子に起因する擬スピン σzは不

変に保たれる :σz→のう Tz→ーらう Sz→ -Sz300 

角fちする形になっていることにも注意してほしい。一方、式 (105)は式 (104)の一部をピヅクアップしたものにすぎな

い。侠jえばここで考えているように、式 (105)に時詞反転課作を施して実スピンを京転させた項も式 (104)に加わるべ

き項の一つである。

29これ辻、 K 点、あるい泣1('点近傍の有効理議において、 Dirac点近替の点における H2の盤を Dirac点直上の誼で

代表させて(代用して)いることに梧当する。

30式 (37)で導入した「通常の」 あるいは、 BN璽のー費量項も、もちろん持関反転対称性を破ら会い。こうして

改めて晃てみて、量日格子援スピン 3、valley擬スピン子、実スピン 5の3つのスピンの直積空関で、式 (37)と式 (112)
以外に時間反転対称性を破らないような質量項の導入の仕方はあるだろうか? 難しそうだ…
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全ハミルトニアン H=Ho十H1十H2は

H = lvJσz十 nVF(TZJXPX十 σypy)+ムσzアzSz

= nVF(ナzσxPx十円py)+ (lvJ十ムTZSZ)σz (113) 

と書ける。つまり、式 (112)をハミルトニアンに加えた効果は、 Dirac粒子の質量がスピン軌道相

互作用によって M から m土三 M 土ムに「繰り込まれたj と解釈すればよい。 KjとK'lのDirac

粒子は重量m+を、 Klと1('iのDirac粒子は質量mーを持っている。

式 (112)で表された内因的スピン軌道相互作用による「賞量項」は、しばしば「トポロジカル

な」質量項 (topologicalmass term) と言われる。そのこころを以下に少し述べたい。まず最初

に、通常の質量項 Ho= lv!Jzだけがある場合を考えようっこのとき、?スピンに対してはゼロ・

モードがK点で -M、K'点で十M の並置にある(図 7)。逆にトポロジ、カルな重量項 (112)だけ

がある場合、?スピン (Sz=十1)かつK'点{九=-1)では質量の持号が反転するので、ゼロ・

モードがームの位置に移動する。これは K点(ち=+1)のゼロ・モードの控置と縮退している

(国 9(b)の左側のパネfレ)。↓スピンに対してはさらにもう一つ符号反転が全体にかかるため、ゼ

ロ・モードが-(ーム)= +ムの位置に縮退する〈密 9(b)の左側のパネル)。

さて、このようなぜ2 ・モードの反転現象は、グラフェンの缶温における輪送特牲にどのような

帰結をもたちすであろうか? 簡単のため、フェルミ準位q は常にギャップの中にあるとしよう。

さらに、通常の質量項は無視できる (lvJ= 0) とすれば31ーム<守<十ムである。このとき、国

民b)に示したゼロ・モードの漏りのため、 Hal1伝導率に対する K点と K'点からの寄与は単純に

はキャンセルしない(量子異常が顕在化する)。すなわち、実スピン?と実スピン↓の各セクター

は、それぞれ有担の(しかも整数量子化された)Hall伝導率

1 e2 1 e2 e2 
JL. = JI~~) ム σI(K

1

) =一一十一一=ー
勾 ~xy ‘ ~xy 2 h も 2h h、

1 e2 1 e2 ε2 

ポ =σl(K)__j_σ↓(K
1

) 二一一一一一一=一一
切 xy 、 v 均 2h 2 h h (114) 

を示す。もちろん、式 (113)は時間反転対称性を守っているので32、電荷に対する Hall伝導率は

ハ
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とキャンセyしする。一方、スピンに関する Hall伝導率

庁 (s)_ !!_ (rrl _，...1 ¥ _ ~ 
~ xy 2e ¥ ~ xy ~ xY) 21r 

、、E
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，y戸。
噌
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は有限に残り、 ε/(2付を単栓として量子化される。これが量子スピン Hall効果である。

31Mチ0の場合でも、これが -3V3t2< M < 3V3t2の範酉であれば量子スピン HaJl効果が可能である(以下の議

論からほぼ明らか)。なおこの結果は、文献開の FIG.2において、横軸φ=土π/2のところで、 ν=+1あるいは 1 
のゼロ磁場量子 HaJl梧〈サイン・カーブの中)が、縦車産Mlt2に対して -3v'宮から十3y'3まで延びていることに対応
する。

32本物の礎場はないので。スピン軌道椙互作詞は時間反転対称性を稜らない。
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つまりグラフェンは、内耳的スピン軌道相互作用が無視でき会いような低温領域に非自明なト

ポロジカル程を持つ O あるいは、そのような誼度積域においてトポロジカル絶縁体で、あると言え

るc これが、 Kane-1¥1ele理論(=文献 [4]+文献 [6]) の大きな主張のおそらく前半分である。

一般に「トポロジカル絶縁体j というとき、通信の〈整数)量子Hall系も含まれる。そもそも、

トポロジカル秩序 (topologicalorder)なるものをどうやって定義するのかは、本講義ノートの程

度を超えた大問題であるが [1号、ここでは笥単に、バンド絶縁体が穿自明な Chern数 [20Jによっ

て特徴づけられるとき、あるい誌ゼロでないのνの量子化笛を持っとき33、これをトポロジカル

絶縁体と呼ぶことにしよう。また、非自明なトポロジーの起諒を Dirac聖の脊効理論のレベルで

特徴づけようとするとき、椀えばKane-1¥1ele模聖のような QS日系では、これがトポロジカルな

質量項と深く関係していることが分かる。

4 Rashbaスピン軌道担互作用と rヘリカんな』端状態-最上階へ

前節では、内図的スピン軌道棺互f乍用に起因するトポロジカルな質量項ムσz九九により、外部

磁場なしでもグラフェンをゼロギャップ半導体からトポロジカル絶縁体iこ化けさせることができる

ことを見た。同じトポロジカル絶縁体とは言っても、式 (116)で特徴づけられるような量子スピン

Hall絶縁体と、例えば通常の電荷の量子Hall効果を示す量子Hall絶諒捧を比べたとき、イ可が共通

点で何が栢違点なのだろうか? 外部議場を印可することにより、はなつから時間反転対称性を

破ってしまう通常の量子Hall効果と比べ、 Kane-Mele理論の革新的だったところ辻、こむを破っ

ていないことである。では、時間反転対称性を遵守してきたことで、伺か系のトポロジカルな性

質にある種の robustnessが加わったというようなことは主いのであろうか? そのような考察を

加えるにあたって、今まで考えてきた模型 H=Ho十 Hl十 H2 は若干、単純記され過ぎている嫌

いがある。備えば、スピン軌道相互作用泣ー殺に時間反転対称性を援らないが、少し対称性の要

請を弱めれば、言号館で、扱った H2とは異なるタイプのものも出てくる(椀えばRashba型スピン軌

相互作用)。また、系iこ非蕗性の不純物を導入して並進対称牲を破っても時間反転対称性は当然残

る。本節では、普節まで、で、扱った言わば理想的な量子スピン宜all絶縁体に、時間反転対称性を破

らないような弱い摂監が加わったとき、系のトポロジカルな性質がどの程度robustに残るのかを

考察し、その到達点としてる不変量という概念に行き着くことを目指す。

4.1 Rashbaスピン軌道相互作用

Rashba型のスピン軌道相互作用は z軸 (2次元面;こ垂亘な方向)tこ対する反転対和注の破れから

くる項で、具体的には z方向に電場をかけることによって現れる「外国的J (extrinsic)効果である。

支部hba桔互作用項の具体的な形誌 E.(sx却に比倒した形になるが問、ここでは tight-binding 

33σx'U を与える嬢形忠答の久保公式は、バンド絶縁体の場合〈あるいは、磁場中の開題を考える主ら、 EFが Landau

準位のギャップの中にあるとき〉、第 2.4節で議論した Berry曲率の BZ全体にわたる積分の静に書き査すことができ

る[20]0そ的結果、 σxyは Chern数と呼ばれる topologicalnumberの一つで、表され、これが非昌明な(つまりゼロで

ない)植を持っとき、量子(スピン)HaU効果が起こる。
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模型で考えたいので、 pの行殉要素を考える必要がるる。後者辻本ツピング弓jに比傍するから、

第ゼロ近叡ではこれを最近譲啓子点、関で考え、 Rashba相互作用の影響として

(117) HR  = iAR I::弘前九ルCBj

<t，J> 

を全ハミルトニアン H=Ho十Hl十H2tこ加える。 rijはGjの向きの単位ベクトルである340 虚

数単位iがハミルトニアンに現れるのはエルミート牲の要請による。また、式 (117)はお，Syを含

むことからすぐわかるように、むを保寄しないG

さて、式 (117)をもう少し具体的な形に書いておこう。文献 [6]のTABLEIとの関保も明らか

にしたい。式 (16)を手本にして、式 (117)を

(118) HR = iARLトlECBF×己)z十勺+作互(SXゐ)z十cl互+ゐCBR(SX見込]+ h.c 
R 

のように書き換えるのが見通しよい。ここでelぅゐうらは単位ベクト }vrijの異手本的な表式で、第

2.2節の式(16)以下で H1を扱ったときと同謀、本ツピングの始点iをサイト (B，めに毘定し、終

点jをそれぞれ (Aぅ互)ラ (A，互十互1)，(Aぅ互十 a2)に耳元った場合に相当する。すなわち

(119) 寸(-~) 
¥
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1
f
/
'
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¥

一一↓向

でるる。式 (19)の変換期に詮意し、式 (24)で導入した記法(文献[6]による)を用いると、式 (118)

の前半分で、三角格子上の全ての点互について[...]の和を取っている部分ほ、

(120) (語学)ニ入RL[iSx(-l十 e
iy
cos x) + v'3syeiY sin x]今CB五

と書ける。

tight-binding 型のハミルトニアンを第 2 量子化で書いているので、 HR~ま生成3隠滅演算子に関

する 2次形式になっている。式 (20)のように、この 2次形式の係数を行列の形に書くと、式 (120)

はこの行列の右上、 (1，2)成分を計算したことに会る。式 (120)にはそのエルミート共役が加わっ

てHR全体を形成するわけだが、読者はこの行列の左下、 (2今月或分を与える。明らかなように、

課数行列の左下成分は、式 (120)のトー.Jの中身のエルミート共役をとることによって求まるから、

これは右上成分が決まれば自明に決まる。つまり、右上成分の実数係数35部分は有効ノ¥ミルトニア

ンののに比例する項、虚数部分は η に比例する項となる。ということで、式 (120)の[.• . 1内を

実部と虚部に分けると、

(121 ) 

のように 4つの項が出てくる。ここでつううはのう "-i円は σuを意味することを頭に入れて文庫支 [6]

のTABLEIと比べてみると、式 (121)が表の下半分を占めている 4つの入R に比概する項とびっ

[.. .] = Sx [(ーの(1-cosxcosy) -cosxsiny] + V3sy [sinxcosy -(-i)sinxsiny] 

34文酷 [6]の (1)式では、 dij と表記されているもの。
35実スピン Sおう匂は「外に出した」後の係数という意味。

-705-



講義ノート

たり一致することが分かる。す会わち、文献 [6]の記法を用いて

hR(五)二 d3(五)σνSx+d23(五)σxSx+ d24(五)σxSy十 d4(五〉σySy

と書ける。ただし、式 (20)に骸い、 hR(めを

HR 三ア(んC~2) hR(k) {ιAk 1 
--，、→喜

一、一一' ‘.- -
k ¥ ~Bk / 

のように導入した。 d3(k)，d23(k)ぅd24(k);d4(あの具体形も書いておくと、

d3(k) = λR(l -cos x cos y)， d23(k) = -λR COS x si円，

d24(五) 二YI三入RSlnxcos払 ぬ(五)ニーゾ喜入Rsmxsmy

である O

(122) 

(123) 

(124) 

Rashba型のスピン軌道椙互作用は、トポロジカルな質量項による量子スピン Hall効果にどの

翠境影響を与えるのだろうか36? その聞いに答えるためにも、式 (122)がDirac点近傍において

どんな形になるのか調べておく必要がるる。第 3.4笥で、非った表 1を思い出そう。表中の値を式

(124) tこ代入していくと、

d3(K) 

d3(K') 

=j入R，

=3λRぅ

d23(K) = 0ラ

d23(K') = 0う

d24(22)=-3λR， 

d24(K')こ 3入品

d4(K) = 0う

ム(K')= 0 (125) 

となる。つまり、式 (122)に出てくる 4つの項のうち、 Dirac点近接で有限に残るのは d3(めと

d24(めの 2つだけであることがわかる。ここで、再び式 (122)を式 (35)や (112)のような膏効理

論の形に書いておこう:

h=;入R(σ内 -TzO"xSy) (126) 

ここまで来て、ようやく Kane司lVlele理論の全体操を、有効理論の立場かち議論することができ

る。全膏効ハミルトニアンを H = Ho+Hl十 H2+HRの形に書くとして、 Hoは式 (37)ぅHlは

式 (35)ぅ H2は式 (112)ぅHRは式 (126)に与えられている o HoとH2は(式 (113)以下でもそうし

たように)ひとつにまとめて、 2種類の費量 m土 1¥1土 3vI3t2TzSz を考えるのが分かりやすいo

valley擬スピンヂに関してはちしか出てこないので、 Isingスピン、あるいは単に 2つの valleyを

区別するだけの指標とみなしてよい。以下の京ち設いでもち=1 (K点)とち=-1 (K'立)の

部分空間を独立に考え、特にスピンとしての取り扱いはしない。

K 点に着目しよう (TZ = 1) 0 m土=.111土 3vI3t2Szとなるかち、実スピン?の空間で費量が実

効的に m+，実スピンょの空間で質量が実効的に m に会る。 4x4のハミルトニアンが、 2撞類

の(疑)スピン 5と5の宣穣で張ちれる 4成分りスピノル空間に作用する形になっている。これを

362轄蔀分までで非自明なトぷロジカル桓にある系に対して、入R をゼロから断熱的iこ入れていったとき、 QSHEは

どの程度の robustnessを示すのだろうか? すぐに壊れる? それとも有限の入R まで robustか?
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行列表示するのに、まず最初、外健の 2x2のプロック構造を実スどン三各プロックの中の小さ

な2x2行列を副格子擬スピンぎに対応させてみよう。スピノルの並び、で、言えば、これは (A，↑)ぅ

(B， i)， (Aぅ1)，(Bぅ1)の/1買に並べることを意味する。この表示で、 K点重上における有効ノ、ミルト

ニアンの形はどう会るであろうか? Dirac点の亘上では H1=0である。 Rashba相互作用 HR

は非対角のプロックに入る。右上のブロックを考えると(左下はエルミート性かち自動的に訣ま

る)Sx = 1ぅ匂=-iなので、

HJ)附 (127) 

である。ここで、 HK(O，O)はK点まわりの有効ハミルトニアン HK(px，py)の、 K点産土 (Px= 

Py = 0)における値でるる。上付きの添字 ilは、主上のブロックを指定している。また、

¥
1
t
i
t
-ノ

A
U
A
υ
 

A
V
1
i
 

F
J
t
t
f
i
t
-
-、

¥
1
L
I
t
-
ノ

1
i
A
υ
 

ハ
リ
ハ
U

/
5
1
1
1
¥
 

一一
、
亀
吾
妻
/

円
uuσ

 

・々

b土Z
 

σ
 

〆
''Z宅、、

ーム一
q
A

一一土σ
 

(128) 

である。 f是って、
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-m十
(129) 

と会る。つまり、式 (126)の形の Rashba桔互作用は、 K点近接で(藍上では議密iこ)はう↑)と

(B，l)の電子の閣のみに儀き、 (Aぅ1)および (Bき↑)の電子は全くこの影響を受けないことになる370

そこで¥基痘の並べ方の顕序を変えて、 (A，i)と(Bうけを上2つに、残りの (B，i)と(Aうけが

下2つに来るようにする つまりはラ↑)ぅ (B，↓)うはうよ)ぅ (Bうりの頴iこ並べるーと、式 (129)は

‘
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(130) 

のように書き宣される。これから、 HKのPx= Py = 0 (K点匿上)における富有誼εK(O，O)はほ

ぼ自明に求まり 38、

な(制)= -m+， m札一ラ 3V3伐仇5云弘tら2土ゾ仰M炉2+件号弘入

=一ム一 Mラ一ム十 Mう十ム一ゾ山1112十叫う+ム十ゾM2十9入花主 (臼m則1り) 

と之左=る。ただし、 2行自ではエネルギー準位をム>>1l1，入Rの状況で小さい順に並べた390

37もちろん、時間反転対称性があるので K'点まわちではこの事情が逆転する。

38K立近告の会散関採は、 E= EK(Px，Py)である。ただし、 HK(px，py)I宣言計二 ξK(Px，py)国K}'HK(px，py)には、
H17Pら来る緩形の項も含まれる。 EK(Px，py)の異手本的な形については文献 [23]のFIG.lを参摂。

39簡単のため、 ]1，1，t2，ムラ入R は全て互の量であるとする。
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系のトポロジカルな性質を掌るの辻、トポロジカル賞量項ムσzSz (アz= 1とした)である。そ

こで、 2¥;1= 0う λRニ Oの状況を第ゼ、ロ近色uこ考えると、このとき K 点で
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(132) 

が生じる。トポロジカル質量項が、スピン↑とスピン↓で、逆符号になっているからである。その

結果として、 K豆、で有限のスピン豆allf.云導度

σぽぽ)二ま(σJF-477ニ会 (133) 

が残る400

さて、ここに BN型質量項M とRashba相互得用 λRを入れていくと、どうなるだろう? 士ム

の位置でそれぞれ二重縮退していたバンドの底あるいは頂上は、式 (131)で与えられる 4つの位

置に分裂する。式 (131)から明らかなように、 M あるいは入Rの植がある程度大きくなると、 2

番目の準位と 3番目の準位が逆転する。準位交差が起きる点は、

ーム十 AI=+ム -VN!2十叫 (134) 

となる点である。つまり、この点でギャップが閉じる c

一殻に、トポロジカルな性質は系の断熱的な変化で、不変に保たれる。トポロジカルな相転移点

においては、バンドギャップが一度調じる。いまの場合も実際そうなっていて、ム>>J1i1ヲ|λRIのト

ポヨジカル椙が式 (134)の与える栢境界上で泊失する。この様子を λR/t2を接軸、 AI/ちを縦軸に

とって図示すると、図 10(a)のような椙図を撞くことができる。式 (134)の与える故物諒の下髄

広 1. 1 (λR ¥ 21 
一<3Y3 11 - ~~" I ':n I I (135) 
t2 菅 I 12 ¥ t2) I 

がトポロジカル椙で、ある410

4.2 rヘリ力んな』端状態

内図的スぜン軌道椙互作用によるトポロジカル椙が、式 (134)で与えられる相境界を以て消失

することは、ここまで考えたような無限系ではなく、宥盟幅の「グラフェン・リボンj を拝つでも

晃ることもできる。リボンの場合、低エネルギーでは、空間的にザボンの端iこ渇在した端状態が

系の輸送特性を支配する。その意味で、リボン系は実効的に 1次元の系となる。

一般に、バルク{無限系)のトポロジカルiこ非自明な (Chern数が有眼になるというような)性

質辻、エッジにギャップレスの端状態が現れることと 1対 lに対応しており、これをしばしば、パ

40もちろん、これが K'点からの寄与と足し合わさったときにちゃんと有限に残るかも考えなければいけないが、と

りあえず今はその心配をしない。
41椙境界 (134)の向こう慢がどうなっているかも、もちろん面白い開題である。入R=Oで Jげを入れていった場合、

相境界のところで式 (132)が誠綻し、それ以韓 σJLK)と47〉は再脊号になる。その結果、 σ勾と σ認の両方に対し

て K 点と K'J点の間でキャンセルが生じ、系は「自明な」絶諒体になる。一方、 M=Oで入R を入れていった場合、

今度は椙境界を超えてもギャップは開かず、 2つの裁物嬢が l点で接するようなバンド構造になる [23]0 この状況辻 2

層グラフェンの場合に似ている。

-708-



IZ2トポロジカル経縁体の3階建て理論j

3 

2 

¥v 0 

-2 

(a) λR/ち
0.0 

(む〉
0.5 1.0 

主l1Ca

1.5 2.0 

2 

3 3 

2 

》。 出 。

(c) 

-2 

なき i沿

ki認定事

1.5 之。 0.0 

(d) 
。.5 仁O

khr:a 

1.5 ェ。

3 3 

、， {) 出。

2 

空申

2 

日 2

05 1.0 

kl1Ca 

1.5 2.0 0.5 1.0 

kl1CG 

1.5 2.0 

'(e) 号
/
賓
客
、
、

図 10:(a)量子スピン Hall絶縁体の (.1¥;1/t2ぅλR/ら)平面における相国。式 (135)の与える放物線の

下関がトポロジカル椙で、ある。 1¥11/らく 9の部分はこのパネルを 1¥II/t2= 0で繰対称に折ち返した

ものにまる。 (b-f)有限(リボン〉系のスペクトル。ヘリカル端状態を示す(端の形状はジグザグ

端)0BN型質量項M とRashba招互作用入Rの両方がある場合。 M と入Rの鐘は、 (a)の桔圏中の

点P1ぅ九ヲ fもう Q，Rに対応。 (b)P1: Mjち=1ラ入R/t2= 1.有慢の M と入Rがあるにも関わらず、

上下の端にそれぞれ1ペアのヘリカル端状議が穿在。ただし、入R により両者の縮退が解けている。

(c)九:M/t2 = 4ぅ入R/t2= O. M だけが存在する場合。まだトポロジ、カル椙。 (d)Q: ]¥11/ち=6ぅ

入R/t2= O. 1¥.1/t2ニ 3V3で一度ギャップが閉じた後の様子。上下のバンド間を構渡しするような

gapless edge modeはもはや存在しない。昌明な絶縁体相。 (e)乃:lvI/t2 = 0，λR/t2 = 3.今度は

ぬだけある場合。トポロジカル椙。 ]¥I[がないので 2組のヘワカル・ペアは縮退している。 (f)R: 

livf/t2 = 0ぅ入R/ら =4.入R/ち =2ゾ三で topologicalgapが潰れた後の様子。ギャップは潰れたま

ま。バルクのエネルギー・スペクトんは 2つの放物嬢が接する形で、 2層グラフェンと司様。
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図 11:ひげfすき端状態。 (a)上がジグザグ端、横がarmchair端、下がひげ付き (bearded)端。 (b)

ひげ付き端の分散関係。ヘリカル端状態の交わる位置に注自。一方の端だけにひげを骨けたので、

形状が変化した方の擢に局在するヘリカル対だけ、交差する位置がん=可αから ι=0に変わっ

たっ Mjおおよび入R/t2の誼は国 10(b)と同じ:1¥;f/t2ニLλR/t2ニ1.

1.5 1.0 

主hfa

な5

ルクノエッジ対応と言う [21]。量子スゼン Hall系においても、(電荷の)量子Hall効果の時と再

議、端状態誌パリスティック伝導を担い、(量子記された)伝導度に寄与する42
0 (電荷の)量子

Hall効果の場合、端状態は、特定のエッジに着目すれば一方向に流れていて、後方散乱に対して

robustであるという意味でカイラル (chiral)であると言われる。量子スピン Hall系の場合、時

間反転対称性の要請から、一方のスピンと他方のスピンで流れる蒔き(つまり運動量)が逆の一

対の端状態が現れる。これを Dirac章子系における helicity (h三 5・jJ/間〉との類誰かち「ヘリ

(helical)な」端状態と呼んでいる。カル

ヘリカルな端状態は、 Rashba相互作用や、より一般に、時間反転対称性を鼓らないような弱い

摂動に対しても一定の robustnessを示す。図 10(b-f)は、 Kane-Mele摸型のリボン系におけるエ

ネルギ一分散関係を、トポロジカノレ質量ム =3V3ちに加えて BN型質量項M とRashba相互作用

λRの全てが入った場合に示している。ワボンは z軸方向〈水平方向)に延びているとして、上下

2つの端はいわゆるジグザグ (zigzag)端(図 11参照)とした430 菌凶作宅c)は図 10(a)のPl点

と九点{トポロジ、カル棺の内部)、図 10(d)誌図 10(a)の♀点(トポロジカル相の外、あるいは

トポロジカルに自明な椙)に対応している。

図 10(b)に注自しよう。 ん=土(2/3)π/α の近傍に認められる (massiveな)Dirac的な構造辻、

それぞれK点と K'点をん軸iこ射影した名残りである。もし仮に端がなかったとすれば(バルク

のバンド構造を単に讃かち眺めた場合)、上下2つのバンド関の隔たりがん=土(2/3)π/α のとこ

ろで最小になっていて、それで、おしまいである。ヘワカルな端状態は、例えばK点、の伝導帯の底

f寸近かち K'点、の荷電子帯の]夏上付近に向かつて延びている(あるいはその逆)。ヘワカんな端状

42という言い方は、少し説明を要するだろう c 文献同に従い、 Landauer-Buttiker的なアプローチで、 2端子およ

び4靖子誤!J定で潤ったときの伝導震を考えてみよう。まず、 4端子潤定で
ると、もちろん電荷の輸送はない :G主Y)=O 端状態はスピンの輪送 G主)tにこのみ寄与する O 一方、 2端子灘定で、はチャ

ンネル数のみが問題と念仏 QSH桔でも GFニ 2ε2ihと、ヘリカルな端状態が電荷の輸送採数に直接顔を出す。詳細

は文献 [4]を参照。
43edgeの形状を撰えば armchair型に変更すると、ヘワカル端ペアの生えて来方、交差する控室なども変わる [22]0

armchair端の場合、バルクのスペクトルをエッジに射影するとき、 K 点と K'点、は同じ点に重まってしまうため、ジ

グザグ壊とは事情が異会ってくるc
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露 12:ヘリカル言語状態の robustnesso ( a)イ員数 (Nニ 2)ペアと (b)奇数 (Nニ 3)ぺアの場合。

一対のヘリカル左端状態は TRIMで交差する。この交差は、時間友転対称牲を破らない摂動に対

して robustである。一方、 TRIM以外の点における交差に関しては、一般には喪畿によちギャッ

プが詞しこのとき、 Nが奇数だと ((b)の場合)必ず左上(下)かち右下(下)に抜ける gapless

の端状態がある。

態は 4本あるが、 2つずつがKramersペアを作っている。ん =π/α+5kx1 rの状態を時間反転し

た状態は、 BZの対称性からん =π/α -8kx1↓である。また、リボン系では上下に端があること

もJ思い出すと、ヘリカルな端状態は「言語 Iつあたり 1Kramarsペア」できている。このことは、

対応する波動関数の空間依存性を具体的に見て確かめることができる。一対のヘリカんな端状態

はん =π/αで交差している。これは、 ι=π/αが時間反転対称な運動量空間の点(time-reversal 

invariant momentum， TRIM)だからである。 TRIMにおいては、運動量空間上で時間反転の結

果、吉分自身に移るわけだから、 Kramersぺアを形成する一対の端状態は必熱的;こ交わることにな

る。つま号、この交差は時間反転対称牲により保護されている。 TRIMは、 1次元の BZにん =0

とん =π/α の2点ある。図 10(b)の場合、両方のペアともん =π/αで交差しているが、これは

端の形状に故害した現象で、例えば片方の端に '0げ」を付けただけでも、端のスペクトルは大

局的な変イむを受ける:図 11(b)。

ここで最も重要な点、は、 M=O，入R=Oで QS百E範縁体を特徴づける igaplessなj ヘリカノレ

端状患が、宥摂の M ラ λRの謹でも(函 10(a)の放物隷の下にある摂り〉そのまま robustに残って

いるということである。以上のような点に注意して図 10(d)を見てみよう。もちろん、図 10(b)づ

い〉との決定的な違いは gaplessの端状態がなくなったことである。

以上のように、 Kane-l¥tlele模型 H=Ho十 Hl十 H2十 HR のトポロジカル栢り場合、端 lつあ

たりいつも一対のヘリカル端状態があることが分かった。もう少しモデ〉しを一般化して考えると

き、このようなヘワカル端状態の組が「端 Iつあたり整数組」あってもいいのではないだろうか?

バルクで言えば、これはスピン Hall伝導率が

σ勾=ま(uJy-a~y) = N長 (136) 

のように、整数N=1う2ラ3，".に量子化されることを意味する。 (N=0は自明な場合に相当す

るので、とりあえず除いておく。〉このとき、リボン系のエネルギー分散関保を摸式的に描くと図

行
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講義ノート

12のようになる。つまり、 N個の組のそれぞれ{二 Kramerspartners)同士は TRIMで交差する

が、{告の組の端状態、とは一般に在意の kxのところで交わる。先理強調したように、 TRIJ¥1のとこ

ろにおける edge状態関の準位交差がトぷロジカルに保護されている反面、それ以外の場所での準

位交差は、一般に時間反転対称性を破らないような語い摂動で壊れてしまう(ギャップが空いて

しまう入国 12においては、端状態の経の数Nが (a){I霞数および (b)奇数の場合にこの様子を示

してある。一見して分かるように、 (b)の場合、 gaplessのヘリカル端状態が l経だ、け生き残って、

系は(かろうじてだが) i gaplessのまま」なのに対し、 (a)では、ギャップが開いてしまっている

(つまり、後者の場合、系辻「自明な」相にある)。

以上の考察か与、時間反転対幹牲がJV{I昌数と N奇数の場合を本質的に区別し、前者/後者の場

合、系はトポロジカルに邑明な/非自明な絶議体と連続的につながっていることがわかる。 Z2ト

ポヨジカル絶縁体を特徴づ、ける Z2不変量Iは、実際、この Nの餌奇性に一致する。つまり Nが

偶数/奇数のとき、 1= 0 (自明)/1 =  1 (非自明)である [6]。

5 あとがき

本講義ノートを執筆するにあたって iZ2絶縁体の…理論」などという大それたタイトんをつ

けておきながら、 Z2不変量の姿がおぼろげに見えてきて、それに手を伸ばしかけたところで筆を

聾くことになったc 従って、 Z2不変量の数学的な内容には全く立ち入ることができなかった。後

者に関して辻、より専門的な文献に譲る [6ぅ 24]。

グラフヱン研究から派生した(?)Z2ト示ロジカル絶縁捧の研究は、その後いくつかの方向に

影らみを見せている。まず、 KaneとMeleが考えたのと同じ 2次元のリボン系 しかし、六角格

子ではなく正方格子の系 [25ぅ26] で、ヘリカル端状態の存在が実験的iこ謹認された [27]。その後、

バルクが3次元の Z2トポロジカル絶縁体、およびその表面状態に関する研究が講力的に行われて

いる [28]0Z2トポロジカル絶縁体の研究は関連する諸分野 トポロジカルな超伝導や超流動ーに

おける研究も刺激し、とちわけトポロジカル秩序という新しい切り口から見た分野横断的な研究

がなされるようになった。トポロジカルな絶縁体とそうでない超伝導体(あるい泣その逆〉の境

界面に現れる註ajorぉla粒子が注巨を浴び、非可換な統計i主を詩つ準粒子の制御可能性が議論さ

れている [29]。後者は、トポロジカルに保護された量子計算 [30]を実現する可能性を秘めている。
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