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シリーズ「超伝導・超流動萌究の接点」

超流動流安定性の新たな判定法
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ランダウ、ファインマンらにはじまる超流動の理論は冷却原子気体におけるボース・アインシュ

タイン凝縮(BEC)の実現をきっかけに再び肇んに研究されるようになった。 冷却原子気体実現以

前に行われた数量的研究も、 BEC実現後に改めて据乃下げられ、分岐理論によって超流動の不安

定性が分類された。

超流動に複数の不安定化機講があることは以前から知られていたが、渦やソワトンの生戒をと

もなう超流動の不安定化がサドル・ノード分岐として同一種類と再定されたこと辻、ランダウ不

安定性とサドル・ノード分岐というこつの超流動不安定化機構の統一的記述という自標を生んだ。

その昌諜を達成する試みのひとつを紹介するのが本記事の目的である。

超流動におけるランダウ不安定性(素励起の不安定性)とソワトン生成不安定性(サドル・ノー

ド分岐〉の2種類の不安定性辻、局所密度ゆらぎを記述するスベクトル関数また辻局所密度の自

己相関関数の振る舞いによって暫定される。

1 背景

超流動とは、障害物の存在下におけるエネルギ一散逸のない定常流のことである [1，2， 3]0超流

動現象ほボース・アインシュタイン凝縮やフェルミオンの対凝縮と審接に関係があると考えられ、

実際ヘワウム 4、ヘリウム 3、冷却原子気体などの量子多体系で観測されている。超流動の安定

性あるいは不安定化辻早くから議論されてお与、重要なものにランダウ (Landau)による素励起の

不安定化機構の理論(いわゆるランダウ不安定性の理論)[4トファインマン (Feynman)による渦

生成不安定性の理論[5ラ6]がある。超流動体における臨界速度とは定常的に安定(準安定)な超流

動状態における流速の最大値を意味する。障害物などによって空間不均一性がある場合には流体

の速度は場所の関数に去る。その場合の蕗界速度は、障害物から十分離れた地点における速度を

意味するものとする。超流動ヘワウム 4に関するある実験では臨界速度が渦生成不安定性で決定

されるとする一方開、別の実験で辻ランダウの臨界速度(素励起のスベクトんにより不安定化が

生じる速度)で超流動が展壊するとされている{針。超流動ヘリウム 4の実験からは超流動には少
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なくとも 2種類の不安定性が為ることが示唆され、実際の臨界速度は、より小さい臨界速震を与

える不安定化機構で決まると考えられる。この二つの不安定化機構に共通する性質を応答関数の

異常やゆらぎの増大といった観点から見いだせれば、ニオlが超流動安定化および不安定化に関す

る統一的理解への第一歩になると期待される。

ヘリウム 4は相互作用の強いボース系であり、理論的に訴究することが大変難しい。特に講生

成不安定性辻、障害物が存在する系における超流動の不安定化を記述するものと期待されるが、

相互作用の強いボース系でこのような空間不均一性まで取り入れることは困難であるc そこで大

胆な近似を用いた現象論によるアプローチが必要になる。 1992年、フリッシユ(Frisch)・ポモー

(Pomeau)・リカ (Rica)らは弱く斥力相互作用する希薄ボース系に適用可能なグロス (Gross)・ピ

タエフスキー (Pitaβvskii)方程式 [9，10] (後述)を用いて 2次元系絶対零度における聾害物存在

下での超流動体の性糞を数憧的に調べた。彼らは臨界速度がランダウの臨界速度よりも小さいこ

とと臨界速度より高速の流体では聾害物表面から渦対が生成されることを確認した [11]0翌年ポ

モー・リカ;まその超流動不安定化は分岐理論におけるサドル・ノード分岐であると結論した [12]0

後で第単に述べるように分蚊理論とは非線形脊学の一分野であ号、非線形方程式における定常解

の個数と性質に関してパラメー夕張存性を調べる理論を指す。サドル・ノード分岐とはこの分岐

パターンのひとつである [13う 14]0

当時現存した唯一のボース・アインシュタイン凝縮系であるヘリウム 4にとって、グロス・ピタ

エアスキー方程式は「大胆な近畝を用いた現象論」でしかなかった。しかし、 1995年にアルカワ

原子気体の BECが実現 [15ラ 16ヲ 17]して以蜂、超流動の研究を取り巻く環境辻一変した。実現し

たBECは希薄でかつ相互作用は短距離で、その大きさはブエツシユバッハ (Feshbach)共鳴を用

いて変えることができる。実際グロス・ピタエフスキー方程式あるいはその定常解周りの隷形ゆ

らぎを記述するボゴリューボフ (Bogoliubov)方程式[18]の計算結果は実験状況を定量的に再現し

た。理議と実験が相互に刺激を与え合いながら急速に進展していくこの分野に、非隷形物理学者

らも多く参入した。 1997年、ハキム (Hakim)は一次元グロス・ピタエフスキ一方程式を用いて障

害物の下での超流動体の性賞を解析した [19]0後はある速度以下では無反射の定常流解(すなわ

ち超流動性を示す解〉が存在すること、ある速度(臨界速震〉を超えると聾書物まわりからソワ

トン (graysoliton)が生じ定常解が存在しないこと、そしてこの臨界速度の状態はサドル・ノー

ド分岐に相当することを見出した。さらに撞害物が接触型のポテンシャルであるとき、方程式の

解析解が存在することを示した。ハキムが考えた系辻フリッシュらが扱った系よりも第諜な系で

あるが、フワッシュらの系と多くの共通点があることを彼の結果は示唆している。フワッシュら

が扱った系の講生成不安定性やハキムの扱った系のソリトン生成不安定性は 2000年から 2002年

にかけて分妓理論の観点から整理されていった [20，21， 22}0 

1999年から 2001年にかけて担ITのケターレ (Ketterle)のグループによって冷却原子気体の

BECを用いた臨界速度の研究が行われた [23ぅ24，25}0共鳴罵波数から高周波傑にシフトさせた

レーザービームを凝縮体に照射すると、凝縮体はこれを斥力ポテンシャルとかんじる。彼らはこ

のビームを凝縮体の中で動かし、ピーム速震がある関値以下では粘性力は存在せず、それ以上で
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粘性力が生じることを示した [23ぅ24]0粘性力はどームまわりの疑縮体密度の非対称性から評髄し

た[24，25]0ピームを動かしたとき生成される量子渦も、凝縮体波動関数の位相清報を干渉縞から

得る手法により確認している [25]0

こうして2002年ころまでの需に、 j品やソワトンといった位相欠揺を伴う超流動体の不安定化に関

する我々の理解辻、冷却原子気体の実験と分岐理論によって飛躍的な進歩を遂げた。しかし超流動

の不安定性に伴って現れるゆらぎの増大や応答関数の異常をいかに記述するかという課題が残って

おり、分鼓理論の知見を安定な超流動体まわりのゆらぎ(すなわち素励起の性質)に結びつける16'

要があったc これらの関係は超流動体における異常トンネル効果[26ぅ27ぅ28ヲ29ラ30ぅ31ぅ32うおう 34]

の訴究を手掛かりにして得られた。

異常トンネル効果とは、超流体の素勃起(示、ゴリューボ、フ励起)が斥力ポテンシャルをトンネル

する際、競起エネルギーがゼ立の極摂で透過率 1となり、無実鮮の完全透過を示す現象であるO 通

営の量子力学のトンネル開題ではエネルギーがゼロの謹限で完全反射する。このことと対照的であ

ることを指して、ボゴリューボフ励起の色エネルギーにおける透過特性を異常トンネル効果と呼ぶ。

この効果はポテンシャjレ障壁がデルタ関数の場合に2001年コプリジョン (Kovrizhin)によって見出

され[26]、2003年カガン (Kagan)・コブワジョン・マクシモフ(l¥IIaksimov)によって命名された [27]0

この間題自体興味深く、本誌にもこの問題に取り組んできた研究者らによる記事が2譲 [35，36]掲

載されているが、ここでは本稿のテーマとの関連においてのみ言及する。ボゴリューボフ励起のト

ンネル問題は当初疑縮体速度Vがゼロの場合にのみ考察された。その後、段下・余越・栗原らによっ

て臨界速農民以下の住意の速度をもっ超流動体でボゴリューボフ励起のトンネル問題が考察された

[28]0その結果(1)透過率T(εぅV)のエネルギーε抜存性(エネルギー分散)をスケーjレする特徴的エ

ネルギーがV→院のときゼロになること、 (2)低エネルギーかっ臨界速度の状態への近づき方に

よって透通率T(εヲV)が特異的にふるまうこと (limξ→olimv→丸T(ε，V)チlimv→九limt→oTかうV))

がわかった。さらに 2009年高橋・加藤によって、 (3)ボゴリューボフ励起における抵エネルギ一

極限(ゼロモード)での波動関数は臨界速度以外で凝縮体の位相ゆらぎを記述するが、臨界速度

でのゼロモードに辻密度ゆらぎの或分も含まれることが見出された [32，34] 0 (1) (2)は励起に関す

る法エネルギ一、低題波数の動的な物理量または長時間相関において、臨界速慶付近で臨界的な

振る舞いが生じることを期待させる o (めからそれ泣密度ゆらぎ、密度の時間相畏に関連するもの

であることが示唆される。これらの考察に基づいてソワトン生成不安定性における蕗界速度すな

わちサドル・ノード分岐付近での動的密度歩らぎが著者らにより調べられた [37，38， 39]0その結

果たしかに低エネルギーかっ臨界速度付近で動的密度ゆらぎの増大が見出された。また密度ゆら

ぎの臨界的振る舞いを特徴づけるスケーリング則も見出された。またその導出の過程からこれら

の結果は超流動流の不安定化がサドル・ノード分岐である場合に一般に成立することを強く示唆

していた。

さて超流動流不安定性の統一的記述という観点からランダウの臨界速度付近においても動的審度

ゆらぎが増大するかは重要な間である。一般にランダウの臨界速度近傍では一粒子状態密度が低エ

ネルギーで増大する。その大きな状態密度により密震喰らぎが低エネルギーで増大する。これらの
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結果を踏まえて動的密度ゆらぎに着目した超流動流不安定性の統一的判定法を提案した [37，38ぅ39]0

次章以誇はその結果について解説する。

2章で辻ランダウ不安定性、グEス・ピタエフスキー方程式、サドル・ノード分i技、密度ゆらぎ

スベクトル関数などの概念、モデル、物理量について解説する。

3章で辻超流動のソリトン生成不安定性と臨界速度付近の密度ゆらぎ;こついて議論する。 4章で

辻空間一様系におけるランダウ不安定性の密度ゆらぎについて述べる。 5章では渦生成不安定性に

おける密度ゆらぎについて議論したあと、密度ゆらぎを用いた超流動不安定性の統一的判定法に

関する我々の提案を述べる。 6章で結論を述べ、まとめとする。

2 用語とその解説

この章では次章以降の理解に必要な概念、物理量、模型についてまとめる。

2.1 ランダウ不安定詮

静止している流体の基底状態からの励起を考え、その運動量を払その大きさをpぅ励起エネル

ギーを ε(p)とする。速度Vで流れている流体に対する励起スベクトルは

E(p) =ε(p) + V. P (1 ) 

で与えられる。流れている流体の状惑が安定であるために辻、全てのpに対してE(p)が非負の量

である必要がある。 p一定の下では、 E(p)の最小値iまpとVが反平行の時の佳ε(p)-pVで与え

られるから (VはV の大きさ)、流れる流体が安定である条件は

V壬Min(ε(p)jp)三九，L (2) 

で与えられる。 ε(p)jpは励起状惑の位指速度を表してお号、設相速度の最小笹Vc，Lがゼロでない

とき、Vc，L以下の速さで流れる流体ほ安定であることを示している。 (2)をランダウの超流動安定

性条件(Landaucriterion)と呼び、九Lをランダウの臨界速度という。ランダウの描像によると、

たL>Oで辻超流動状態が安定になり得、たL=Oでiま超流動状態が安定になり得ないということ

になる。次節、次次第で説明する系は、静止している流体(凝結体)に対するボゴワューボフ励起

のスペクトル(次次節の (19)でv=Oとしたもの)の位相速度の最小値が正であり、超流動になり

得る系である。一方、自由ボースガスは励起エネルギーがε(p)c丈p2で与えられるので、民，L= 0 

となり超流動状態が安定になり得ない系ということになる。

2.2 グロス・ピタエフスキ一方程式

短距離斥力相互作用する内部邑由度を持たないポース系を絶対零度で考えるO 多粒子系のハミ

ルトニアンは無次元化した表示で、

fI = r d1' I ~マ幸町付時(1')+ (Uケ)一μ)的情ケ)I + ~ r d1'{tt(け t(付金(1')を(1') (3) I 12 ' / ，/， -，/ ，-/  ，/ ，-/ I 2 I 
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と与えられるとする。場の演算子は交換関誌

[を(日t(め]= d(r -r')， [を(r)うをゲ)]= 0 (4) 

と運動方程式

.δ金(r，t) ト 1
1一一一一 = I町村ぅHI8t L -¥. /' --J 

一 一;許伊vザ2弓笥蜘h金釘め(ケ机γ久ヲ1吟桝)+十附一川

を満たすO 梧互作用が弱くあるいは粒子数密度が小さくほとんどの粒子が凝縮しているとして、場

の演算子を凝縮体波動関数雷(r，t)( c-数)で読み替えて(めから得られるのが、時間に絃存するグ

ロス・ピタエフスキー方程式:

.δ守(r，t) 
l一一一一二一ーが雷(r，吟+(U(r)-μ)宙(r，t) + ¥T*(rぅt)言(r，t)2 (6) 
θt 

である。この方程式の定常解電(r，t) =君。(叫が満足する方謹式

。=-jvWT)÷附一川(r)+明判官。(r)2 (7) 

を時間に依存しないグロス・ゼタエフスキー方程式と呼ぶ。 (6)と(7)は、吉典的ハミルトニアン

H = r dr I ~V'\Þ*(r) . V'¥T(r) + (U(r) -μ) ¥t* (γ)曽(r)1+~ r drl雷(r)14 (8) I 12 ，/ ，/"  / ， / ，/， /1 2 I 

を用いると、それぞれ
β宙(rぅt) dH[w*，雪] dH[w*，雪] n 

‘ θt dW*' dW* ~ 
(9) 

と表わされる。

2.3 ボゴリューボフ方程式

グロス・ピタエフスキーの定常解が安定である場合のボゴワューボフ方程式についてまとめる。

導出は本記事末尾の付録にゆずる。場の演算子岳(r，t)をJ疑結体波動関数の定常解言。(r)とそれ以

外に分け、

言(r，t) =言。(γ)+持 (r，t) (10) 

とする。定常解からのずれ ð~(r ， のについて辻 2 次以上の項を小さいとして以下無視する。さらに、

ぬ(吋)= 玄 ( uj(r)匂exp(-iεjト υ'j(めかxp(刷)
jS.t.Ej三0

、33s
'
'

4
』
ム

噌

E
ム

〆
'z
‘、、

と置く oSふ(suchthat)辻jのうち勺 >0のものだけについて和を取るという意味である。(U(γ)ラじ(γ))

は次の富有{直需題(ボゴリューボフ方程式)の解

ε(u(作ι(叫乙=c~ 一喝) (12) 
り(γ)} -_ ¥ v(的(町)2 -K  
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K=-jv+{Uケ)一μ)十河内(刊

であり、かつ規格直交関係式

(13) 

f叫匂j- V;'Vj) =ゐ
/ヶ同一例)=。

を満たす04匂はそれぞれボソンの生成・消滅湊算子であり、交換関孫

[ち，a}/]= djjl， [aj弁 ]=0

(14) 

(15) 

(16) 

を満たす。ハミルトニアン (3) を ð~入 6を↑について 2 次までの精度で求めると

立=Eg + 2:=εja}aj・+O(ぬtdがうがれ2d金) (17) 

ι=ん一平 εjJケ|勺(r

となる。 Egを与える上式の右辺第二項は相互作用に起冒する quantumdepletionの効果を表す。

以下、 (17)の右逗第3項を無視する。この近似の下でうすべてのjに対して勺 >0ならば、基底

状態、 Ig)~ますべての j に対してち Ig) = 0を満たす状態である。以下 (glg)= 1で毒るとする。

外場 Uがゼロのときボゴ1)ューボフ方程式の解は、グロス・ピタエフスキー方程式の定常解

宙 =exp(iVx)，μ=  1 + V2/2の下、

(W(T))=(ê~ -1)→( fぺ -ot11e…)
%叫哨刷(ケ例T付)J v却匂笥否 〔川{トいε~ヤq-一4(ヤ同伴ε4寸3トいH一-1)町)片i

と与えられる on，ま捧襲、 qは運動量を表す。励起エネルギーは

(18) 

εq，V =長ゴ+qxV (19) 

で与えられる。ただし告は運動量qのz成分であるO また εq三号+1 and q三Iqlとした。

2.4 サドル・ノード分岐

l章でも述べたように分岐理論は非線形時間発展方謹式の定常解の偶数と性質(安定性・不安

定性〉のパラメー夕張存性を調べる理論である。サドル・ノード分岐は定常解の分岐のパターン

のひとつである。非議形の時開発畏方程式が実数パラメータ入を含み

-入>入cのとき、安定な定嘗解ひとつと不安定な定常解ひとつを持ち

・入<入cのとき、定常解が存在しない

っ'U4
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とき、 λ=入cにおける定常解の分岐をサドル・ノード分岐という。また入 =λcを分i岐点という。

これを理解するには典型剖を見た方が早い。非線形被分方程式

土=入 _x2 (20) 

の定常解は、

-入 >0のとき、 x=土ゾヌ

-入 <0のとき、定常解が存在しない。

この場合入 =0が分岐点入cになっている。入 >0のとき、 x=ゾXの}寄りで、 x(t)を畏関するo

x(t) = ~ + 8x(t)とおき、 8x(t)について (20)を議形化すると、

批判=-2ゾA8x(t)

を得る。その解8x(t)oc exp(-2ゾXt)tま時間とともにゼロに収束するのでx=~'ま安定な定常解

という。一方 x=-~ の定常解まわりで x(t) = ~ + 8x(t)とおくと、

批判 =2y'A8x(t) 

となり、その解8x(t)oc exp(2~t) の絶対鐘は時開とともに増大する。発散する傾向にあるので、

x=-~ を不安定な定常解と呼ぶ。すなわち入 >0 のとき、 (20) は二つの定常解を持ち、それぞ

れが安定解、不安定解であるので、入=0がサドル・ノード分岐の分岐点であることがわかる。

2.5 単一モード近似

単一モード近似は空間的に一様かっ等方的な系における励起スペクト jレの近似法である。絶対

零度における中性ボース系を念頭において以下説明する。中性子散乱実験の散乱強度は動的構造

因子

S(q，w) =玄 I(lIÞ~lg) 128(ω 一号 +Eg)

白=。ザ州作一i

(21) 

(22) 

に比例する。与えられた qに対して、ある ω周辺に散乱強度が集中しているとき陣q)= Þ~lg) が

エネルギ一回存状態に対する良い近似;こなっていると考えちれる。そこで|争q)のエネルギ一期待

イ童を用いて

(争qli主!争q) T:1 (gltq(立-Eg)Þ~lg) 
εq=-E=(23)  

(争ql争q〉 g(gioqOLlg)

を励起エネルギーの近1tA値とするのが単一モード近似である [40]0Egは基定状態のエネルギーを

表す。 (23)の最右辺の分子は空間並進対称性と反転対称性を用いると

ふポ fN¥
(gltq(H -Eg)Þ~lg) = ;:_~~ト) (24) 

(/101 2m ¥ n J 

q
J
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となり、系によらない値になる(いわゆる f-sumrule[2]) 0 Nは全粒子数を表す。一方分母は

f∞ IN¥ 
(副長qTkIg) = 10 dwS(μ)三(石)S(q) (25) 

となる。 S(q)ほ静的構造因子と呼ばれ、系の同時刻相関を表す量である。 (24)と(25)から
q2 

ε 一一一一一一一一-
q - 2mS(q) 

を得る。 (26)は励起状態の'註糞(左辺〉と基底状態で決まる物理量(左辺)を結び付ける関孫式

(26) 

であるo S(りは実験から決めることもできるし、基底状態の波動関数が分かっているとき、ある

い詰それに対する良い近似波動関数が知られていれば、同時刻密度相関関数の計算から求めるこ

ともできる。

単一モード近似が成立する状況では動的構造因子は、

S(q) rv Aq8(ω-εq) 

と書ける。このとき S(q)rv (fJjN)Aqとなるので、 (27)を用いて

q2 (N¥ 
q rv 2:ne

q 
¥否) (お)

という関係式が得られる。 (28)は励起スベクトル(右辺)と動的密度ゆらぎ(左辺)を結び付け

る関係式である。

基底状態に対する良い近1tJ波動関数が得られている場合にこの近訟法は有効である。超流動ヘリ

ウム 4の場合以外にも、ラフリンの波動関数が知られている分数量子ホール系、 Valence-bond-solid 

状態が知られている S=l反強磁性スピン鎖〈いわゆるハルデイン系〉に対して連用されている

[41，42]0 

(27) 

2.6 局所密度スペクトル関数

密度のゆらぎの強さを定量化するにはさまざまな方法がある c しかし静的構造因子や圧縮率な

ど静的な密麦ゆらぎの強さを灘る物理量は後に述べるように超流動の安定性と関連付けるには適

さない。一方動的講造因子(S(q，叫)は、ポテンシャル捧壁が存在する場合のように空間不均一系

における動的審度ゆちぎを測るには適さない。不均一系における密震ゆらぎを測るに辻空間的に

局所的な物理量が適している。そこで次式で与えられる[局所密度スペクトル関数jを導入する:

I(叫 r)= 三二 I (llを片付金ケ)Ig) 128(ω-El + Eg) (29) 
l:excited states 

lは多体系の勃起状態、で、エネルギー固有状態である。上の表式は

品 (r)=金t(付金(r)-(gl金↑ケ)を(r)Ig) (30) 

を用いて

I(μ)=乞1(l18命的Ig)128(ω-El + Eg) (31) 

と書くこともできる。
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3 ソリトン生成不安定性

3.1 グロス・ピタエフスキ一方程式の解の性費

グロス・ピタエフスキー方程式(7)で記述される超流動体の特性をここで見ていく。特にここで

は外場Uがx~このみ依存し、 x=o近寄でのみ値をもつようなポテンシャルi草壁(図 1) を考える G

この外場によってその周ちの超流体密度誌減少するが、相互作用の効果により国後長程度で超流

体密度は一定となる{図。。このような状況下で速度 Vの超流動が流れていることを意味する境

界条件

雷。(x→土∞)= exp[i(V x +ψ土)] (32) 

を課してみる。このような条件を満たす定常的に安定なグロス・ピタエフスキー方程式 (7)の解

は、超流動の本質を記述する最もシンプjレなものである。 z→土∞における漸近形を (7)に代入

すると、

(干子一μ附+刊1う)宙恥トO戸=寸O 伶

とな乃札、イ化ヒ学ポテンシヤjルレμはμ=1 +V2勺/2となるOψ =rp十 -rpーは凝縮体波動関数がポテン

シャル障壁から受汁る位相のずれ(phaseshif七)である。

五(Va+ψー}
e 

et〈VZωトザ+)

図 1:最もシンプルな超流動体モデルの概念図。真ん中に立っている黒い線がポテンシャル障壁を

表し、灰色で覆われているのが超流動体の粒子密度を表す。超流体は定常的に流速Vで流れてお

り、凝縮鉢波動関数は境界条イ宇宙o(x→土∞)= exp[i(V x + rp土)]を満たす。

定常解が存在するの辻IVIがある関笹vc以下のときである。臨界速度vcはポテンシャル葎壁に
よって決まる物理量である。図2には 0:::;V三九のときの Vとψの関係を示している。これは

超伝導のジョセフソン接合系におけるジョセフソン関係式に担当するものである。もともとこの

系の定常的な性質はジョセフソン接合系でギンツブルグ・ランダウ理論を用いて調べられた [43]0

0:::; Vくたが与えられたとき、二つの定常解が存在し異なる pを持つ。 V=たでは一つの定常

解のみ存在する。その解の位相のずれを ψcとすると、 0:::;ψ くψcは安定な定常解、 ψc<ψ<π

は不安定な定常解に対応する。まとめると、

・0三IVIくたのとき、安定な定常解と不安定な定常解が一つずつ存在する 0

• IVI =院のとき、定常解が一つ存在する。

「
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V 
0.8 

歯止 Vのψ依存性。各曲線は上から Uo=0.2，0.6，1.0， 1.4，1.8の時の結果。実隷部分は安定定常解、
破線部分は不安定定常解、黒点泣臨界速震の状態、を表す。この系のランダウの謡界速度は V=1 

で与えられる。

• jVI > vcのとき、定常解は存在しないc

という構造になっている。定常解の講造の変わり目 V=Vcはサドル・ノード分岐点になっている

ことがわかる。 IVj>たのとき、時間に依存するグロス・ピタエフスキー方程式の時障発展を追

うと、 F章壁ポテンシャル近傍からソリトンが生成されるのが数f直言七算により観灘されている [19]0

ここで;まこの系の不安定住をソリトン生成不安定性と呼ぶこと iこする。文献 [22]において、 vc以
下の不安定な定常解が安定な定常解に移行する緩和率rと、民よち大きな Vでソリトンがポテン

シャル聾壁から生じる擦の生成率了は、ともにF，FF(XIV-FLitと等価なスケーリング期〈いわ

ゆるサドル・ノードスケーワング〉に従うことが数値的に示されている (44]0

以上の結果はもともと一次元問題の解として考えられてきたが、超流動流の方向付方向)と直

交する方向に凝縮体が巨視的なスケールで広がっている系と考えることもできる。以下で辻系の

空間次元dをd=lラ2，3とした場合の蜜度ゆらぎを考えるG どの次元でも障壁ポテンシャル Uは

zにしかよらず、 z方向には短距離ポテンシャルであるが、 d=2の場合辻、 u方向に一様なi草壁、
d=3の場合はy，z方向に一様に広がった平冨状の葎壁を考えることとする。

3.2 局所密度スペクトル関数

ボゴ1)ユ}ボ、フ理論において罵所粒子数密度辻

dn(r) = 金f金一!雪。12

ー曽od量+雷015金t+dをtd金 (34) 

で与えられる。ボゴワューボフ方程式で辻S舎を微小量として扱うので (34)の右辺第3項を無視

し(11)を用いて (31)に代入すると、

恥 r)=L!(l!L(古制叫(r)-wO(r)作

ハ
h
U
A
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超流動流安定性の新たな暫定法

とをる。上の式の右辺の和に寄与し得る励起状態、はく11= (glムのタイプだけであるので、

I(ω，r) =乞|町(r)Ui(r)-則的か)12o(ω一向)

を得る。

3.3 U(x) = Uod(x)の場合の密裏ゆらぎ

(36) 

まずU(x)= Uoo(x)の場合に前節の密裏スベクトル関数を求めた結果を紹介する [37，38]0 d = 1 

のときにはボゴワューボフ方程式の基本解(U(x)ヲむ(x))がx>oうZ く Oでそれぞれ知られている

[28]のでそれを黒いて x=oで接続し、 I(xぅω)を求めるod=2ラ3の場合、 U(x)はyにも zにも

イ衣存しないので雪o(r)も同様に y，zに依存しない。従って《めと v(刊のu依存性、 z依存性は

平面波にとることができる。 x依存性については数値的に求める。結果として d=2ぅ3の場合で

もIケラω)辻zとωにしかよらない。国 3はdニ 1のとき、ポテンシャルの強さを Uo= 10とし

て、さまざまな超流動速度v(三五)に対する I(xぅω)をプロットしたものである。ポテンシャル近
寄x=oかっ抵エネルギーω=0付近の密度ゆらぎは臨界速度に近づくに従って増大しているこ

とが見て取れる。このような傾向は d=2や 3のときの I(x，ω)でもほぼ同様である [38]0

。

国 3:d = 1のときの密度ゆらぎスペクトル関数I(民ω)[38]0聾壁ポテンシャルはUex(x)= Uoo(x) 

でUo= 10の時の結果である。障華から十分離れた場所x=土∞での凝縮体の速度の大きさ V
は (a)のとき v= 0 (b)のとき V= 0.049 (c)のとき V= 0.0497、そして (d)のとき v=た(=
0.04975307.・・)となっている。ポテンシャル近傍x=oかっ低エネルギーω=0付近の密麦ゆら

ぎは臨界速度に近づくに従って増大していることが分かる。

次にスベクト jレ関数の空間抜存性をみていく。図6，まω=10-4と固定したときの I(x，ω)の空

間依存性を示している。各畠隷は下からJII買に V=oぅ0.01ラ0.02ヲ0.03ぅ0.04，0.045， 0.049， 0.0497う

0.04975うた(=0.04975307 .・・)の時の結果である。 zの各点で、 Vがたに近づくとともに密度ゆら

-247一



加藤雄介、渡部昌平

(a) 、亀，，，，
L
u
 

r
，.‘、 (c) 

(、 0.1
3 

，.-... 10-5 

3 
O 10-7 

11 w-9 
匂

可1ぴII

w-18 
10-4 0.001 0.01 
ω 

図 4:x = 0の地点における l(x，ω)のω依存性 [38]0ポテンシャル葎壁の強さは Uo= 10と
している。それぞれ(a) d = 1， (b) d = 2 (c) d = 3の場合を示す。各自隷は下から}I震にv=
Oぅ0.01，0.02ラ0.03ぅ0.04，0.045，0.049，0.0497，0.04975きた(=0.04975307・・・)の場合に相当している。
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図 5:I翠4の(a)においてVくたに対する 1(0，ω)のピークを与える ω=ω*とIVーもも|の関のス
ケール期。サドル・ノード分較近傍に特容のスケール期乙J)<x IV -Vc11/2が成立していることが分
かる。
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図 6:ω=10-4と居定したときの l(xラω)の空開設存性 [38]0それぞれ(a) d = 1， (b) d = 
2 (c) d = 3の場合を示す。ポテンシャル瞳壁の強さは Uo-100 各畠線は下から)顎に V=
9ラ0.01，0.02ラ0.03ラ0.04ラ0.045，0.049，0.0497ぅ0.04975うもミ(=0.04975307.・1の時の結果である。点
隷は後述の解析的結果(69)を表す。
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ぎが増大していることが見て取れる。また空間依存性辻、 V=o(一香下の曲親)のときはx=O

付近で小さく zが大きいところで一定値に近づく様子を示すのに対し、 V=民近接では、 Ixlrv 1 
あたりに撞大を持つ局在した空関依存性を示している。

まずzを冨定してω依存性に注吾する。図4はx=Oの地点;こおける 1(おうω〉のω依存性を示

している。それぞれ(め d= 1ぅ (b)d = 2 (c) d = 3の場合の結果である。各由議は V三Vc(=

0.04975307・・・)の時の結果を表しており、下から}I頂にV=oヲ0.01，0.02ぅ0.03ヲ0.04ぅ0.045，0.049， 

0.0497ラ0.04975うた(=0.04975307・・・〉の場合に担当している。 どの次元の場合も、 Vを下から

たに近づけていくと 1(0，叫が増大していることがわかる。広いω領域でV=oのとき 1(0ぅw)が

wdに比例している一方、 V=たのとき広いωで1(0，叫がωd-2に比例している。中間の速度に

おいては 1(0ぅω)cxωd-2から 1(0ぅω)c丈ωdへのクロスオーバーが見られる。そのクヨスオーバー

を与える罵波数ω*辻Vがたに近づくにつれて小さくなっていく。醤 5にd= 1の時のクロス

オーノTー毘波数J とIVーたiの関係を示している。サドル・ノード分岐特有のスケーリング則
w* cx IV ーもも I~ が成り立っていることが分かる。間様の関孫式は d=2ラ 3 の時にも成立すること

を我々は確認している。

3.4 ボゴリューポフ方程式のゼロエネルギー解

Pl下の話では、定常解まわりの抵エネルギー励起の性賓が重要になる。そこでボゴワューボフ方

程式のゼロエネルギ一国春値に対応する解について述べる。まず、 0:::;V:::;もものとき、すなわち

定常解があるときにはいつでも存在するゼロエネルギー解について述べる。時間に依存しないグロ

ス・ピタエフスキ一方程式(7)を式(13)で導入した演算子Kを用いて書き直すと O=K君。一宮3雪5
となる。この荷辺の複素共役に(-1)をかけて、 0=(雷O)2守o-kqF5を得る。この二つの式を連

立微分方程式としてまとめて書くと、

(n=ι(古川 ( K 一時)i j i li 〈37)
o J -¥宙o(r)J' - ¥ (町)2 -K  J 

となる。 (12)と比較すると、

い)=いがn三ψυ(γ) 町(γ)

がボゴリューボフ方程式のゼ、ロエネルギー解になっていることがわかる。

次にもう一つのゼロエネルギー解を導くために、時間に依存しないグロス・ピタエフスキー方

程式 (7)に実る。各物理量の V荻存性をあらわに書くと

(38) 

( 1_，"， __"  V2¥ 
0={--V2+U(T〉-1一一)言。(r;V) +時 r;V)宮町;V)2 (39) ¥ 2- .-¥/ 21 

となる。さらに Vを0三伊三 ψcの爵数と見立て (39)をψでパラメータ微分したものは

β'I!n _'"'δ雪~ __dV 。=Kーよ +'I!~-~-u -V一言。 (40)
δψ03J dv 
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となる。(必)の複素共役

。=K3?+W3?-vP5
と(40)を連立微分方程式の形式にまとめたものは

/δ守o(γ)¥ 
iδψ1 __dV (君。(γ)¥
乙1 I=Vで~I "1 
iδ守o(r)J a<p ¥曽o(γ))
¥ oψ/  

(41) 

(42) 

と表される。 (12)と比較すると、

/θ言。ケ)¥ 

(叶=1δ伊 iv(r)) 1δ時(γ)I 
¥δ伊/

はV=民のときに探りボゴリューボ、フ方程式のゼロエネルギー解になっていることがわかる。と

いうのも函2より V=たにおいてdVjdψ=0となるからである。

(43) 

3.5 低エネルギーの密度命らぎ (1次元)

スベクトル関数I(x，ω)の低周波数(抵エネルギー)における振る舞いをこの節と次節で見てい

く。その捺、前節のゼロモードの結果を用いる。まずは最も単純なd=lの場合を見ていく。系の

体積立が十分大きくかっ有限であるとき、ある境界条件の下でのボゴリューボフ方在式の国春値

の障隔 |εi+1-Ejlの典型的大きさムεは0-1程度の大きさである。

ここで行列要素を滑らかに補爵する関数M(x，w)を導入する。 M(xぅw)はωがある闇存佳勺と

一致するとき

M(x，w) = 01守O(X)Uj(X)-¥I!o(x)Vj(x)12 (44) 

を溝たし、かつω荻存性の持徴的なスケーjレがムεよりも十分大きいslowlyvaryingな関数

|δM(い )j叫ムε<<IM(い )1 (45) 

であるとするc このM(x，w)を用いてスペクトル関数は

I(い )=M(い )0-1~ン(ω-εj) 三 M(い)D1(ω) (46) 

と表わすことができる。ここでDd(ω)辻d次元におけるボゴワューボフ励起の固有値状態密度〈単

位体積当た引を表す。熱力学謹浪 (0→∞)かつ低エネルギー〈低周波数〉のとき、 D1(W)は

wによらない一定値に近づく(ボゴリューポフ励起の分散関係は蛍エネルギーで運動量の大きさに

ついて線形である)。よって低エネルギー(低周波数)のときのI(xラω)のω依存性は M(x，ω)の

ω依存性で決まる。それを調べるために詰節の結果何(x)，り(x))主=待。(x)，¥I!O(X))t =ψ。がボゴ

ハ
υ
F
h
d
 

つ山
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であることを思い起こす。ワューボフ方程式 (12)のゼロモード〈ゼロ国有佳に対する国有関数)

このことは謡界速度以下の在意の Vで成り立つ。また

(47) 

が臨界速度のときのみボゴリューボフ方程式(12)のぞロモードになる [22，32]0 

これらの結果を踏まえてボゴリューボフ方程式 (12)の富有関数をエネルギーについての畏関の

形で求める。 vくたのとき、状態jの国有関数は次の漸近形を持つ [32，38]:

( u(x)，の(x))t= (δ量。(x)1θ仇 -8時(x)1θcp)t=ψc 

(Uj(x)グ'j(x))t= (εjn)-~ {cψ。(x)+ cεjψl(X)+O(ε;)} (48) 

ここで冨子 (εjn)-lj2は規搭化陸子である。 ψ1(x)は乙ψ1=ψ。の解のうち !x!が大きいところで

指数関数的な発散をしない解である。一方臨界速度状態v=れのときヲ富有関数の低エネルギー
における漸近形は [22ヲ32，38]

(Uj(x)うり'j(x))t= (εjn) き{cψo(x)+ c'ψc(x) + O(εj)} (49) 

で与えられる。ここで cとdは定数である。

ψ。は凝縮棒の位相ゆらぎを表す [32]ので、密度ゆらぎに寄与しない。一方でψcのほうは密度

ゆらぎに寄与するゼロモードである [32]0そのことに対応して、行列要素(の祷間関数)M(x，ω) 

の低エネルギーにおける漸近形は

(50) 

Vくた

v=Vc 伊一
中

h

一向

宇宙--一

¥
/
円
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d
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(1s:愚波数)となる。ここでf(め辻ψ1からの寄与を表す。 (46)と(50)を用いると抵エネルギー

における I(x，w)はd=lのとき立(x，w)D1(ω)で与えられる。

低エネルギーの密度ゆらぎ(2次元)3.6 

(51) 

二次元の場合ボゴリューボフ方程式 (12)の解は、

(11)=(::;j:;::;;;;;;) 

(52) 

と置くことができる。長ky(X)，Vk百(x)が満たす方程式は、
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1 d2 

Kx三一一一τ+U(x)-μ十 2問。(r)12
2dx2 

F
i

ひっLM



加藤雄介、渡部昌平

である。与えられたε>0の下で、九のとり得る値は Ikyl三k(ε)、ただし k(ε)~ま

ε= k Y 1 + k2 /4， k > 0 (54) 

の解k= k(ε)である。以下()=訂csin[ky/k(ε)]，()ε[-π/2グ/2]であるとして、ボゴワューボフ

方謹式(12)のエネルギー固有状態iを6の値によって分類する。区間トπ/2ラπ/2]を微小な区需に

分割する。 1<<π/ムO 三 N(N~ま自然数)として、

L三 [lム()，(l十 1)ム()]， l EトN/2，N/2-1] (55) 

と微小区間を定義する。またエネルギー固有状態tがエネルギ一向、 y方向の運動量kyを持つと

して

J(())三{i I arcsin ( ky / k ( Ei) )ε[()う()+ムθ]}

と国宥状態の部分集合を定義すると、エネルギー富有状態iについての和は

(56) 

玄=L2二 (57) 

と分割することができる。ここで関数M(おヲ叫())を以下の条件を満たす関数であるとする.

• J(())に属するエネルギー富有状態;こ対して、そのエネルギー準位の平均揮隔がムεであると

すると、 |δM(x，w， ())/aω|ムペ IM(x，w， ()) Iが成寺立つ。すなわち M(x，w， ()) 'iムεよりも
もっと大きなエネルギースケールで緩やかに変化する関数である。

-ω=εi， i E J(())が或り立つとき M(x，ω，())= OIWO(X)Ui(r)一曽O(x)Vi(r)12が成り立つ。

すなわち M(x，wうめはJ(())に属するエネルギー国有状態の行列要素を、なめらかに補関する関数

である。この M(x，叫())と (57)を用いて、スペクトル関数は

I(い)= L L M(μ ， ()l)O-ld(ω一的
l iεJ(()t) 

= LM(x，W，Ol) 2二0-ld(ω一向)
1 iεJ(θl) 

(58) 

と与えられる。以下ωが小さいときの M(xヲ叫めの振る舞いをみていく。ボゴリユーボフ方程式

(52)について、 ω→ 0，iε J(())は0を冨定しているので、時 =0かりとなり、 O(ε)までの精麦

でiま{ち =0とおいた)d= 1のときと同じ振る舞い((48)， (49))をする。低エネルギーでiま8依存

性が落ちてしまうことに注意してlましいc これらに対応して、 ωが小さいときの M(x，w，())の振

る舞いは (50)で与えられる。従ってωが小さい時のスペクトル関数は

I(μ 〉 → 長(ぃ)LL 0-ld(ω一向) (59) 

三D2(ω〉

となる。 D2(W)はd=2におけるボゴリューボフ励起の一粒子状態密度である。
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低エネルギーの密度ゆらぎ(3次元)3.7 

(60) 

三次元の場合のボ、ゴリューボフ方程式の解は、

(:(;;)=(12323::::;;) 

(61) 

と置くことができる。吾(x)ぅ吾(x)が満たす方手呈式は、
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である。 但しい長弓である。前節と同様に、。壬 kムs:k(付成り立つので、

(62) ky = k(ε) sin () sinゆkz = k(E)sinθcosq;， 

(63) 

とおく。 (63)で与えられる単位半球面を微小面積要素ムSzで分裂する。エネルギー司有状態し単

位半球歪上の面護要素ムSにおいて

争三 [0ヲ27r]() E [0，π/2]， 

(64) (cos ()i， sin ()i cos q;i， sin ()i sinφi) E sS 

(65) 

が成り立つ時，iε J(ムS)と書く。エネルギー固有状態tについての和は

三二=LL 

ここで関数M(xヲ叫ムS)を以下の条件を満たす関数であるとする.

-ムεをJ(ムS)に属するエネルギーE有状態に対するエネルギー準位の平均間指であるとする

と、 |δM(x，w，ム)/叫ムペ IM( x， w， sS) Iが成り立つc

と分割することができる。

.w=εi， i E J(ムS)が成り立っときM(xぅ同ムS)=01守o(x)向付)一宮o(x)Vi( r) 12が成り立つ。

(66) 

M(x，w，ムS)，(65)を用いて、スペクトル関数辻

L L M(川崎)0-18(w一向)
1 iεJ(ムSl)

LM(川崎)L 0-18(w一向)
1 iεJ(θ1) 

I(ιω) 

(67) 

と与えられる。 d=2の持と同様の理由により ωが小さいとき

M(おうωムS)→ Mいうω)
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のようにふるまう。よって

I(い〉 → 厄(い)LL n-1d(ω一向)
i iεJ(ム8/)

三D3(ω)

となる。 D3(ω)辻d=3におけるボゴリューボフ励起の一粒子状慈密度である。以上の結果と 3.5、

(68) 

3.6の結果(d= 1，2)をまとめると

円，
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for Vくた

(69) 
for V =た

となるO 今の場合超流動速度はランダウの臨界速度よちも小さいので、 Dd(W)cx: wd-1であること

を患いた。 fd(ιV)はV，dに依存する zの関数、 lIdはdに荻存する定数である。

U(x) = Uod(X)のときのジ'd'ま[38]に与えられている。菌6においてV=Vcのときの(69)(点
隷〉と数寵的結果〈実線)を比較した。両者が良く一致していることが確認できる。

3.8 密度ゆらぎのスケーリング財

(69)をみると、 Vがたに下から近づくときに ωの指数がdから d-2へ不連続に変化するc

この振る舞いは、 W → 0の極限と V →ももの擾践を取る瀬序によってスペクトル関数の振る舞

いが異なること、すなわち、 V=たかっω=0の地点が持異的であることを意味している。こ

のことは V f'.J たかっ ω f'.J0の領域で、スペクトル関数が臨界的に振る舞うことを示唆する。こ

の振る舞いを表すスベクト jレ関数のスケーリング尉について議論する。 3.3における数値的結果

において (Vc-V)jた<<1に対するスベクトル関数I(x，ω)のω依存性は、比較的大きい ωに

おいて V=たのときと同様の振る舞いをするのに対し、小さい ωにおいては V= 0のときと

同様の振る舞いをするのを晃た。その二つの振る舞いの境目を与える ω=w* ~ま iV-14it に比

例していた(図的。これはサドル・ノード分蚊点付近持有のスケール夏目であるので、 3.3で扱った

U(x) = Uo8(x)の場合だけでなく一般のU(x)に対しても或り立っと考えてよさそうである。だと
すると、 ωjw*cx:ωIV -Vcl-きをスケーリング変数として、 I(xぅω)を次のように書くことができ
ると期待される

I(xラω)= Wd-2 F(xラωIVーた「き). (均)

(70)と絡めがコンシステントであるためにはスケーリング関数F(x，心三ωIVーたiーさ)は次のよ
うな漸近形を持つことが期待される c

( W2 Jd(X) 

F(x，w)→j均|δl雷02ωEI2
for w→ Oラ

for (♀→∞ラ
(71) 

4
 

に
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超流動流安定性の新たな判定法

ここで fd(X)= (Vc -V)fd(XぅV)とした。このスケーワング関誌式が成立しているかどうか、

3.3で得た数値的結果を用いて確かめてみる。国 7は密 4の結果のうち V=た近梼のものを

w2-dJ(X = 0ぅω)を続軸に、 wを讃轄にしてプロットしたものである。各次元における様々な Vに

対するデータが一つの畠諒に重なっている。このことはスケーリング関係式(70)の妥当性を例証

している。

× 
8'10 

d=3 

ち 15
F→ 

....・・・・4険筆"'.

3 4 
いJ

国 7:臨界速震付近あるいはサドル・ノード分蚊点付近における密度ゆらぎスペクトル関数のス

ケーリング関係式 [39]0各自線は各次元 (d= 1ぅ2ぅ3)における結果を表す。 wニ wlV-VcI-1/2を
讃軸に、 F(x= 0ぅw)=ω2-dI(x= 0ヲω)を縦軸にして図4の結果のうち V=た近傍のものをプ
ロットした。円，正方形う三角形はそれぞれV= 0.04975ぅ0.0497ラ0.049に対するデータを示す。各
次元のさまざまな Vに対するデータが一つの曲線に乗っているからスケーリング関係式(70)が成

ち立っていることが分かる。

4 ランダウ臨界速度近傍の密度ゆらぎ

4.1 ボゴリューポフ勤起

空間的に一様な場合スペクトル関数I(xヲω)はX ~こ法存しないので I(ω〉とかく。この場合ボゴ

ワューボフ励起に対するランダウの臨界速度は位相速度の長波長極限で決まりたL= 1である。

さまざまな V(~ 1)に対する I(ω)を(36)と(18)を用いてd=lぅ2ラ3の場合にプロットしたのが

国8である。 Vくたのときと V=民Lでスペクトル関数のw1衣存性が定性的に異なることが図か

ら分かる o Vくもものとき ωが小さいところ芝、I(吋 αωdとなり、 V=れのとき I(ω)cx: w(2d-3)/3 

となっている。この結果は (36)と(18)を用いて直接導けるが、 4.2.1で行う単一モード近似での

I(ω)の計算に含まれるのでそこで導くことにする。
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(a) 、毛筆，，b
 

zsz

‘、
(c) 

10-18 [ I  10-幻
10-810-610-40.01 1 100 AV  10-810-勺0-40.01 1 1 ー
ωω  

図8:空間一様な場合のボゴ1)ューボフ励起のI(ω)のω依存性[38Jo(a)d = 1， (b)d = 2， (c)d = 3の
場合をそれぞれ表す。それぞれの曲線は下から瀬に V= 0，0.2，0.4，0.6，0.8，0.9，0.99，0.999，0.9999 
とV=Vc(=l)の時の結果を表している。

4.2 単一モード近似の一般の場合

一様系においてスペクトル関数Iケラω)= I(ω)詰欝的講造因子(21)を馬いて以下のように表わ
せる。

I(ω) = LI(IIsケ=0)lg)12d(ω -El+Eg) 

= 2二I(lln-~ 2: pqlg) 12d(ω-El +Eg) 

(72) 

(73) 
q 

ここで状態lの運動量を q(l)と表わすと

I(ω) = L L I(lln-~ LPqllg)12d(ω-El + Eg) 
q s.tふ=q q 

。-12:2: I(刷
q 1 
S.t. q(l)=q 

= n可S(q，w)= JあS(q，w) (74) 

最後の等式で熱力学極騒n→∞をとった。さて、今基底状態の運動量がゼロであるとすると、
単一モード近似では次の関係式が成立する。

ε=」L，s(q)=〉Jl〈lioq1612(75)
2S(q) ケ

ここでS(q)は静的構造国子と呼ぼれる量で、動的構造園子と次のように関係している。

S(q) = I dωS(q，ω) 
JO 

(76) 

単一モードの仮定が或ち立っとき、動的構造菌子はS(q，ω)= Aqd(ω-εq)の形で与えられる。 Aq
を(75)，(76)から決めると

_2 

S(qヲω)=三ァd(ω-εq)
""._q 

(77) 
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超流動流安定性の新たな判定法

となる。基底状態において流体全体が速さ Vでz方向に流れているとき、動的構造医子はガリレ

イ不変性より

S(q，w) =かw-Eq - VqX) 問

で与えられる。ここでεqは流体全体が静止している時の励起状態の分散関係である。 (74)と(78)

を用いると一様系のスペクト jレ関数は、単一モード近w-の下で、

I(ω)=ーとっ jdq216(ω 一向 -Vqx) 
(2π)d J -'22εq ぜ

(79) 

と表わされることがわかる。

4.2.1 ランダウーフォノン不安定性

Iql = q = 0付近で匂 =Clq十C3q3+ O(q句、 Cl> 0、C3> 0として、 ω(と0)が小さい時の各次
元における (79)について調べる。

d=lの場合

ル)=ιfdqis(ω 一 Eqx- Vqx) 
L/lf ，1_α) L，ξqx 

(80) 

におけるデルタ撰数の引数がゼロになるのは、 qx= k+(ω)， -k_(ω)のときである。 k:J:(q)は

ω=f土(q)ぅ f:J:(q)三 εq土Vq

を満たす正の解である。積分を実行すると

1 "r q21 dfi(q) 1-11 
I(ω)=-11-ト:~~JI 1 

会主lεqI dq I J刊 ω)

(81) 

(82) 

となる o c1q>> c3q3が成り立つ程度に長波長であるのは、 q<<(CI/C3)まのときである。このとき

匂~仰と近似することができ、また j巧子1-1 二伴引を屠v)ると
I aq Iqニん(ω) I 一W I 

ゃ好(ω)
I(ω) = ()~ー〉 -7ー

)14=士 w

(83) 

を得る oIEq -c1ql rv c1qが成り立つ波数を qlとすると、 q<<qlのとき

k+(ω) rv (C1十V)-lω (84) 

となる oq<<告かつ (C1-V)q << C3q3のとき(すなわち qc= (C1 -V)! C; ~として qc<< q<<告が
成り立っとき)は、

k ・-(ω)I'V (ω/C3)~ (85) 

となる。一方でq<<qcのときは

k_(ω) rv (C1 -V)-lω (86) 

円

i
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となる o w* = (C1 -V)3/2(C3)-1/2、Ul，+~ci/2C51/2、ωiヲー ~(cl-V)ci/2C51/2とおいてまとめ

ると

r (C1 -V)-lωfor ω<R w* 
k_(ω) t'V < 
l (ω/cdi for J 《 ω《 ω1，-

k+(ω) rv (C1 + V)-l的色rω <RW1，+ 

となる。これらを吊いると (83)は

(87) 

(88) 

「 ω(c?+V2)
I 27rCl(Ci-V2) 

I(ω) rv < 喝
E い] d 
I -一一一一方.

t 127rCICI 

for ω<<w* 

(89) 

for w* <<ω 《 ω1，-

となる。

d=3の場合

d=2について調べる前に、より簡単なd=3の場合を扱う。 (79)は極座標表示で

I(ω)=」τj
∞
dqtfdcoS8216(ω 一匂 -V q cos 0) (2川ーん J-1 -----2εq 

と表わされる。デルタ関数の引数がゼロになり得るための条件

(90) 

J|三l
I 
w;aE 
vq 

は、 k+(ω)三三 q三;k_(ω)と書き査すことができる。 0についての積分を実行すると

(kー(ω)
.J
_.q3 (k_(ω))3ー (k+(ω))3

I(ω)=一γ I dq~ rv っ。7τ“VJk+(ω〉匂 247r2VC1 

となる。最右辺はω《 ω1ーのとき成立する近似式である。 (87)，(88)を用いると (92)は

( (3ci+V2)ω3 
I 12π2Cl (ci-V2)3 

I(ω) '" < 

¥.. 247r:l V Cl C3 

(91) 

(92) 

for ω<R w* 

(93) 

for ω* <<ω 《 ω1，ー

となるc

d=2の場合

d=2のとき (79)は、極座主票表示で

i∞ r27r 111 q2 I(ω) = (.，:. ¥2 I dqq I dO ::_ d(ω一匂 -V q cos 0) (94) 
(2π)2んん 2εq

である。デルタ関数の引数がゼロになり得る条件 k+(ω) 三 q~三 k_(ω) に q積分の領域を制限し、。

についての覆分を実行すると

rk-Cω) 0
3 ω-εq 

I(叫=一')I dq~ 
k+(ω)ξqVqlsinOol' 

~~~~V 
-

Vq 
(95) 

G
O
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を得る。

判 =10守)'
を用いると

I(ω) 
fkー(ω)q3

ァー;:;- I da 守 宅

町'"Jk+(ω) ーεq(f+(q)ー ω〉言(ω -f-(q))言

~品;CWM-叫九 (96) 

となる。最右辺は ω 《 ω1 ーのとき成立する近鉱式である。 ω <<W* が成り立っとき、 k+(ω)~q 三E

kー〈ω)においてい1- V)q >> C3q3が成り立つのでf土(q)rv (Cl土V)qと近似できる。このとき

1 rk-(ω) 
o云ー I dqq;':[(Cl + V)q-吋-![ωーや1- V)q]-! 
。孔-qJk+(ω) 
1.，2 fk-(ω)/ω 
oラァ I dηポ[(Cl十V)η-li-i[1-(cl-V)ηiーさ
0'11-ι1 Jk+(ω)/ω 

川 2 r(Cl-V)-l 
zラー I d可ポ[(CI+ V)η-1]ーを[1-(Cl -V)η]-! 
O'JI-q J (Cl +γ〉一1

I(ω) 

(97) 

である。一方W*<<ω<<Wl，ーが成り立っとき、 (96)における積分への主な寄与は、 q= k_(ω)の

近傍から来る。被積分関数を qrv k_(ω)として展開すると、主要項は、

~〈2V〉-h))5(則、 〈ω)-q)ーさ (98) 

となる。これより

I(ω) = 
(2¥玉 2(dk_(ω) ¥ 2 

日~\;) 伊判 (99) 

を得る。最右辺を導くのに (87)を用いた。

4.2.2 ランダウーロトン不安定性

次に励起スペクトルεqが、長波長でブオノン型εqrv Cl q (Cl > 0)、有限波長で極小を持つフォ

ノンロトン型スベクトルである場合を考える。ランダウの臨界速度たは、 εq-Vcq = 0を満たす

qが一つ存在するという条件から決まる。 Min(εq/q)=院を与える qを大きさにもち、超流動速

震と反王子行な運動量をもとする。 q= qc付近で、 εq- Vcqxは rvqc(Vc -V) +ム(q-qC)2と展
開できる。ここでムは正の定数である。蕗界速度付近かつ低エネルギーのとき S(qぅW)は

S(q，ω) rv (q~/(2εqJ)Ó(ω ーム(q-qC)2 -qc(Vc -V)) 

十(q/(2Cl))引ω-Clq十Vqx) 、1
1ノ
A
U
 

n
U
 

1
i
 

/
g
aも
、

A
Y
 

F
h
1
.
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と与えられる。右辺の第一項，第二項はそれぞれ、長波長領域のフォノンからの寄与、 qc付近のロ

トンからの寄与を与える。これを用いると I(吋は

I(ω) "-' Aω(d-2)/2()(ω-qc(民 -V)) + Bωd 、有S
，J
守
2
4
A
U
 

1
2ム
f'za

・、
、

と得られる。ここでAとBは定数である o()はヘピサイドのステップ関数を表す。議節の結果と

合わせてランダウ臨界速度が長波長で決まっている場合でも、ロトン極小で決まっている場合で

も共通して、動的密度ゆらぎがランダウの臨界速震付近かつ低エネルギーで増大することがわか

る。またランダウ不安定性における密度ゆらぎの増大は、励起スベクトルの低エネルギーにおけ

る状態密度の増大に由来するものであることが分かる。

5 議論

5.1 渦動起不安定牲との関連

ソリトン生成不安性における密度ゆらぎのスケール期((70)と(71))を導出する際に次の二つの

事実を用いた。 (1)密度ゆらぎに寄与し得るゼロモードは V=たでのみ存在すること。 (II)罵波

数依存性をスケールするクロスオーバー罵波数J はω*<x IVc -Vll/2のようにスケーjレされるこ
と。この二つのことは超流動ボース系で、臨界速震の状態がサドJレ・ノード分岐になっている場

合に成り立つ。揮害物周ちでの超流動の渦生成不安定性の場合もサドル・ノード分岐と同定され

ているので[11ぅ12，20]、その場合でも (70)と鉱た関係式、臨界速度近傍での密度ゆらぎの増大が

起きていると我々は考える。

5.2 超流動の安定性に関する新たな判定法

3章と 4章でみた二つの超流動不安定北機構の議論を通じて臨界速度付近かっ低エネルギー(低

頭波数)彊域で動的な密震ゆらぎが増大することを見た。ふたつの不安定化機構で辻密度ゆらぎ

が増大する起源も異なる。臨界速度付近で低エネルギー励起におげる波動関数の性葉が変化する

ことにより、密度ゆらぎと結合する成分が生じること、これがソワトン生成不安定性の起源であ

るc ランダウ不安定性では、臨界速度付近における低エネルギーでの状態密震の増大が起源であ

る。起源が異なるにせよ留4と図8を見比べてみれ託、二つの不安定性においてゆらぎに共通点

を見ることができる。実際その共通の性糞を次のようにまとめることができる。

I(r，ω) = ws f ( r) + I' (れω)
li弘、ω一βI'(rぅω)= 0 for vr 
w一→寸-u

(102) 

ここでβは -rd)v=た (103) 
d Vくた

を溝たす指数である。関数形f(めと V=Vcでの指数グcの値に、各不安定性の個別性が反映さ

れる。

ハvnb 
ヮ“
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低エネルギーにおける局所密度スベクト jレ関数の性質辻、局所密度の時間相関関数(自己椙関

関数(autocorrelationfunction))における長時間相関の性質に反映される。したがって、 (102)は

局所密麦の時間相関関数を用いて表わすこともできる。ここで粗視化された局済密度

刷=/刊Ir一州町内長ゲ)

を導入する。これによって同時刻極限における自己相関関数の不必要な発散を除くことができる。

ここでんケ〉は条件

州 rv0， Irl>>α(> 0)， /的(γ)= 1 
を満たす重み関数である。 α辻祖視イとのスケールを表し、ボース系の特徴的長さ(回復長)より十

分短くとる。重み関数として例えば

fα(r) =π-dj2α-d exp( -lrl2 /α2) (104) 

を採ることができる。元{めの自己相関関数 C(r，t)辻、

C(れt)= (品(r，t)元(r，O)十元(れ0)元(r，t))/2-(品(久0))2

で与えられ、これは粗視化された密度スベクトル関数

I(μ)=乞I(lln(x)Ig) 128(ω-El +Eg) 

を用いて

C川=10
00

∞叫 (105) 

と表わせる。粗説化された密度スベクトル関数の振る舞いは

I(れω)rv 0， W ~α-2 

Iケラω)rv1ケヲω)， ω《 α2
(106) 

で与えられ、抵エネルギーの性費はl(rぅw)と変わらない。一方で (105)においてωの大きい領域

での積分の発散を毘避できる。 C(rぅt)の長時開相関の振る舞いは、 1(γ?ω)rv l(rぅw)の抵君波数

(低エネjレギー)の振る舞いで決まる。結果として、長時間程関の漸近形を用いて朝定法(102)は、

C(r，t)=t一(β+1)j(r) + C'(r， t) 
limt→∞C'(r， t)tβ十1ニ o for Vr 

(107) 

と(103)で与えられる。 j(刊誌 γのある関数である。 (107)は、超流動状態の不安定化に伴い、密

麦ゆらぎの長時開相関が増大することを意味している。密度ゆらぎの時間相関を溺りやすい系で

辻(107)が、スペクトロスコピーの方がや切やすい系では (102)が実験的検証にとって者用な関係

式になる。われわれは (102)または (107)をランダウ不安定性とサドル・ノード不安定性を統一

的に記述する超流動安定性の新たな判定法として提案している。
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この判定法は動的な密震ゆらぎを用いた判定法だが、静的な密度ゆらぎを黒いて超流動安定性

の暫定を試みてもうまくいかない。例えば、局所密度スペクト jレ関数に対応する局所静的帯磁率

χ(r) = J dwi(w， r)/ω 
が、 V=Vcの場合と Vくたの場合で定性的に辻変わらない開 (2ラ3次元系におけるランダウ不安

定性と 3次元におけるソリトン生成不安定住)が知られている。ソワトン生成不安定性における

サドル・ノード分岐の場合、特徴的な時間スケーんl/w*は発散する。これに対し空間スケーjレの

増大はソリトンダイナミックスにも見られない。これらのことは超流動流安定性の判定法におい

て動的な量を用いることが本質的であることを示唆している。

6 結論

動的密度ゆらぎに注目して超流動状態のソワトン生成不安定性とランダウ不安定牲に共通する

ゆらぎの性質を導出し、これに基づいて超流動安定性に関する新たな判定法を提案した。ソワト

ン生成不安定性におけるゆらぎの性賞はボゴリューボフ励超のぞロモードの講造とサドル・ノー

ド分岐特有のスケーワング期によって決まっている。同様の分岐構造を持つ講生成不安定住にお

いても動的密度吻らぎの増大が示唆される。これをより具体的な形で検証するのが今後の課題で

ある。

付録 A ボゴリューボフ方程式(古典波動版)

ボゴリューボ、フ方程式はもともと量子系に対するものであったが、この節では、まず時聞に依

存するグロス・ピタエフスキー方程式 (6)に対する縁形近訟としてボゴリューボフ方程式を導く

(ボゴリューボフ方程式〈量子抜〉については次次節で説明する)。凝縮体波動関数量(r，t)を定常

解雪。(r)まわりで展開し

古(れt)=雪。(r)十品(r，t) (108) 

とする。定常解からのずれ6雪ケラt)について2次以上の項を無視すると、 6言(rうのが満たす隷形fと

された運動方程式
.8d雷(れt)

=Kd雷(r，t)十守5(r)dw*(r，t) 
θt 

(109) 

を得る。ここで

K=-H2十(昨)-μ)+判明(r) (川

は(13)で導入した演算子である。線形化運動方謹式 (109)の基準振動を求めるべく変数分離形の

解6雷(rヲt)= u(r)e-iEiを仮定しでもうまくいかない。 (109)の右近に dW*があ与、 eiE*tに比例す

る項が現れるからである。そこで、

持 (r，t) = u(r)e-iEt -♂〈γ)eiれ 、1
2

，r
オ
2

・・-
噌

2
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とおき、これを (109)の再辺に代入する。両辺における e-iEtの係数の比較から

α (r) = Ku(r)一宮6v(r) (112) 

が得られ、 e口の祭数の比較から

♂♂(r) = (雪O)2ピケ)-K♂(r) (113) 

が得られる。 (112)と複素共役を取った (113)を連立微分方程式の形式にまとめると

ε(u〈川い(r)¥ r_f K 吋i-i i hi)(叫
り(r)J -_ ¥ v( r) J' -_ ¥ (町)2 -K  

を得る。これがボゴリューボ、フ方程式((114)として既に導入した式)である。 (114)において(仏v)t

が富有値εの酉有関数であるとき、 (vヘピ)tが富有値-E*の固有関数であることは藍譲試してみ
ることで確認できる。{がうピ)七が与える S曽は

持=♂exp(-i( -E*)t) _ (匂*)家exp(i(-E*)t) = -(悦xp(-iEt) -♂exp(i♂t)) (115) 

となり、(匂うじ)tが与える 8wと定数告を除いて同じものである。このため (114)の解としては、

加グ)tまたは(♂，u*)tのいずれか一つだけを残すべきである。以下Re(ε)三0とする。

(114)の富有関数のラベルを jとし、

ε(匂(T))=ι(川( ~J~' ~ J (116) 
勺(γ)) -_ ¥ Vj (r) ) 

とすると、 (109)の一般解は、

ぬ(り)ニ乞(包j(巾 'jexp(-iεjt) -vj(r)α;exp(i初) (117) 
jS.t.RβEと0

と表わすことができる。ここで匂辻複素数である。固存関数 (Uj，Vj)において以下の二つの関係式

ネjー εじj叫 Uj一例 =0

〔モj叫!dr(UkVj -VkUj) = 0 
(118) 

(119) 

が或り立つ。

(118)の導出

(116)の両辺に(ヰヲ一党)を左からかけて Tについて積分し、

! dr(uk' -VZ)C ( ~~i;i ) dr(叫?-k)£i l=εj I dr(u'kuj -ψ)j) 
¥ Vj(r) J 

を得る。この複素共役をとり、 kとjを入れ替えると

fuciuW〉)-dr(ゎ-j)ii-ddT(duj-dη)
¥ v;/r) ) 

(120) 

(121) 

っd戸。
円
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となる。 JdrukK Uj = J dr(K Uk)匂などを用いると (120)と(121)の左辺が等しいことが分かる。
このことより (118)が導かれる。

(119)の導出

(116)の再辺にいた，-Uk)を左からかけて T について積分し、

fιiWL-f dr(りわ-Uk)LI ~J~~_~ J = Ej I dr(むた匂 -UkVj) 
¥ Vj(r) J -J J 

を得る o kとjを入れ替えると

fiW)) 叫一川 t=匂Jdr( VjUk -UjVk) 
¥ Vk(γ) J 

(122) 

(123) 

となる。 (122)と(123)の左辺が等しいことは示すこと辻JdrvkK匂 =J dr(Kvk)Ujなどを用い
ると示すことができる。 (122)と(123)の両辺差しきiいて、 (119)が導かれる。

時間に荻存するグロス・ピタエフスキー運動方程式が正準方程式の形式で表わされることに対

応し、ボゴリューボ、フ方程式も正準方程式の形式

TW
二

量
一
持

品一
6

抑
一
段

(124) 

で表わすことができる。 HBは

r _ r__... /____ _，，__...， ... i r _ rδ6雷 δ6雷*_ _ 1 
HB = ~ J dr [8w* (K8w十時雷*)十c.c.]= ~ J dリVす --a; 8雪I (125) 

で与えられる。吉典ハミルトニアン (8)を

H=Eo+HB+O(8w*8曹人(8W*)28言) (126) 

のように 8w，8雷*について2次まで展開すれば、者辺第一項は

ん =J dr [~IVWo(r)12 十川一川ケ)12] + ~ J印刷14 (127) 

である。ボゴリューボフ方程式が正準形式で与えられることから、 HBが保存量になること (dHBjdt= 

0)も直ちに導かれる。

付録 B 安定定常解まわりのボゴリューボフ方程式(古典波動版)

以下では、グEス・ピタエフスキー方程式の定常解が安定であると仮定して話を進める。ボゴ

ワューボ、フ方程式の酉有佳εは一般には複素数値をとるが、固有鐘に虚部を持つモードは、時間と

ともにほp(IImεIt)に比例して或長するので、グロス・ピタエフスキー方程式が不安定になる(動

的不安定性)。よって安定な定常解まわりではボゴリューボフ方程式のE有鐘は実数である辻ずで

ある。前節で述べたように、モードの数え上げにおける重複を避けるため，以下では εは非負の実

数であるとする。このとき (118)は

ξj#εk→fケ嗣-d勺)=0 (128) 
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となり、 (119)はjぅkのいずれかがゼロ固脊鐘のモードでない場合に、

f叫勺一%引=。 (129) 

となる。

有隈系でエネルギ一国有値が縮退している場合は考えないので、以下話を単純にし、有泉系の

ボゴワューボフ方程式のエネルギー固有鐘に縮退はないとする。 6曹のモード展開の式を (125)の

最右辺の式に代入し、 (128)，(129)を用いて整理するとヲ

ゐ=写仲j! dr()uj)2 -IVj )2) (130) 

となる。 αj~ま任意の譲素数なので、もし

ω う f ケ州州州(引同|同匂矧Uj)2ト2人一 i同勺12内2り)
となるモ一ドが存在すると HBの下限が一∞になつてしまう G 今はグロス・ピタエフスキー方程

式の定常解が安定であると仮定しているので

勺>0→fケ (IUjI2一切12)三。
となっているはずである。 (131)の状態のうち、

勺>けつ/州IUjl2-1勺12)= 0 

(131) 

(132) 

という状態は、エネルギーへの寄与はゼ、ロなのに、宥限の振動数を持つ非自明な状態である。この

状態の有無や性質はよくわかっていないが本記事の後の章で現れない状態なので、以後考えない。

山かっj州 IUjl2-1り12) (133) 

の状態において、正値Jdr(luj 12 - )Vj )2)は(匂ぅVj)tのノルムとみなすことができる。そもそも
(Ujl Vj)tは線形方程式であるボゴリューボフ方程式の国有関数だから、スカラー告の不定性があ

る。これを国定するために

/叫1
2
_ IVjj2) =ムj>O

と規務化条件を与えておく。ムjとしてどのような正数をとっても系の記述としては同等である。

潰患として用いられる規格住条件ムj= 1すなわち

J dr(luj)2ー尚子)= 1 
を以下諜足する。するとハミルトニアンが

(134) 

HB=乞叫αj (135) 
J; 
s.t.eィ>0
'一
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P
O
 
つ臼



加藤雄介、渡部昌平

と表わされ、量子系のボ、ゴリューボ、フ方程式との対応が見やすい。以下αjをS守と 6古本を黒いて

表わした式(フーリエ展開の式)を求める O

ake-itkt = J叫納抑制叫伊川〕 閣

を求める。 6をのモード農需の式(117)にヰをかけて空間積分した表式

J dru%d電号e-iEj叶洲町号州Jdru%vj (137) 

と(117)の複素共役にVkをかけて空間積分した表式

f叩 ¥I1*=平内f叫り-p叫 f叫勺 (138) 

の両辺を足し合わせて

fケ附 一 写苧苧e一川fρ介μ針州的叫T何的叫(作ω附包叫Z
÷平内jぃ;ケ附

。
一-lE..1;-αke --"'- (139) 

を得る。これは (136)に等しい。

付録 C 安定定常解まわりのボゴリューポフ方程式(量子版)

もともとのボゴリューボフ方程式は (5)を近似的に解く際に寄られる方程式である。

電=雪。+d¥I1 (140) 

として、 (5)を線形化すると、

iδ637JL=K局私t)十雪作〉沿い)
となる。これを (109)と比較すると

ぬ〈吋)=三二(則前戸tjt 伊 )a}ei匂t)

S.t.εj?:O 

(141) 

(142) 

が一般解であることがわかる。 aj，aj辻、古典系の場合(日6)と同議に

ちe-
it匂切九正勺ザ九3〆~t」=/ρ介針T州

丘4;e》 =ρ州
(143) 

(144) 

phu 
Fhu 

q，中
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と表わすことができる c 前節と異なり、与4iま境算子であり、場の演算子の交換関係

[を(r)，~t(r')J = 8(r -r')ぅ[を(けケ')J= 0 

と規格化条件(134)や直交条件(128)ぅ(129)を用いて導かれる交換関係

{ち斗J=8jj') [丸々 ]=0 (145) 

を満たす。

多体のハミルトニアン (3) を δ~ ， 8がについての 2 次まで展開すると、

Îl= 品十~J dr [8¥J!t ( K均十坊が)+(K何十(町)28金)8¥J!] + O(持弾?与をつ28金)
(146) 

となる。右辺第一項は (127)で与えられ、右辺第二項は (142)を用いると

E;仰 j一E;εjJ的 j吋 (147) 

を得る。まとめると

立=Eg+乞い;&j÷C(S約金2ぅ(戚?ぬ〉 (148) 
J; 
S.t.E">O 

島一

EfEG-ELモjJ drlvj(r)12 
となる。 (148)式右辺第3項を無視する近似の下でうすべてのjに対して勺 >0ならば、基底状慧

19) ~ますべての j に対して âjlg) = 0を満たす状態である G
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