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リズム現象の物理学:
基礎・モデリング・生物の話題・ネットワーク関係など

郡宏

お茶の水女子大学 お茶大アカデミック・プロダクション

概要

この世界に泣様々なリズムが存在します。傍えば、メトロノームや振り子時計な

どの機識が作り出すリズム、歩行や鼓動、活動と睡眠の繰り返し、ホタルの明滅

といった生き物が持つリズムなどがあちます、また化学反応でも周期的反応を作

り出すことができます.このサブゼ、ミでは様々な振動現象を紹介し、援動現象を

取母扱う物理学的手法について解説します。以下の4つの内容を軸にします。ま

た、みなさんが主体的に参加できるように、賞詩、議論、実験の時需をなるべく

と母たいと患いますc

( 1 )諸分野での1)ズム現象の話題:生物を中心に、ざっとレビューしますむ体

内時計や文節時許など生物には1)ズムがたくさんありますむ今後の発展には、物

理学者の覆握的な参加が絶対に必要です。

(2)モデワング基礎:メトロノーム振動のモデル化を通して、現象をモデル

で記述する意義や楽しさについて考えますc

(3)位桔結約の基礎:位相モデルは振動子集団のダイナミクスを記述する強

力なもので、その方程式は位相結約によって導出されます。位梧縮約では、遅い

自出度に着目して運動方程式を簡略化するのですが、同様の思想に基づく締約方

法は流棒方程式の導出に使われるなど、物理学の中で決定的な役割を果たしてき

ていますof立相結約を直感的に理解できるよう、エッセンスを解説しますむそし
て、位指縮約を通して、振動子集団ダイナミクスについてわかること、わからな

いことを簡単に紹介しますc

(4)ネットワークの話題:近頃「ネットワークjが物理学でたいへんはやって

いますが、ネットワークが経むダイナミクスの研究には確立された理論があまり

あ与ません。結約の考え方を、ネットワーク上のダイナミクスに適用すると面白

いことがわかちます。例えば、ネットワークのどの素子が、ネットワーク全体の

挙動に対して重要な寄与をしているのか、また、各素子が揺らぎをもっていると

きに全体の揺らぎはどのようになるのか。これらはネットワーク構造によって決

まり、国有笹問題で特犠付けることができますむ縮約の考え方が、多方面に適用

できることを実感してもちえれば幸いです。

このテキストでは、サブゼミだけではフォローが難しい部分について重点的に

説明しますc
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1 はじめに

振動、あるいは、リズムと呼ばれるものは、あり

とあらゆるところに顔をだすc物理学で振動といえ

ば、やはり振り子であろう 9 振り子の勉強を通して

物理学を深く理解し始めた人もいれば、物理学を深

く憎むことになった人もいるだろう。そういった意

味で、振切子は律大な題材である。

1.1 リミットサイクル

しかし、振り子には、自黙界に存在する多くの援

動(リズム)が持っている、非常に重要なファクター

が欠けている D それは振動の安定性であるむ

試しに、メトロノームを手に取ってみよう。小さ

な振幅から振動を始めると、針はしだいに大きく振

れ、やがてある一定の振幅に落ち着く。では、大き

な振幅から始めたち? 今度は、しだいに振幅は小

きくな母、さき誌どと再じ一定の援穏にやがて落ち

着く。このような性費は、普通の振り子にはない。

さて、ここで問う。援母子とメトロノームの差は何

であろう?

いろんな答えがあり縛る。メトロノームは自己駆

動である、というのがたぶん良い答えであろうむし

かし、物理墨である私は、散逸、と答えたいc散逸

というとエネルギーが逃げていくという印象を持っ

かもしれないが、ここでいう散逸は、系(例えばメ

トロノーム)にエネルギーが何ちかの方法で供給さ

れ、そして系が外界に対して仕事をする、という意

味で捉えておこう。

具体的にはこうである。

メトロノームの針は摩擦を受行ている c その効

果で系のエネルギーは時間と共に失われていく。一

方、メトロノームにはゼンマイがあり、これがエネ

ルギー源となっている。メトロノームはその針が中

央付近を通過するときに、このエネルギーを利用し

て、針の運動にトルクが与えられる。ここで振動の

1周期でのエネルギーの収支を考えようむ摩擦によっ

て放出されるエネルギーは、振動の振幅と共に増大

する。一方、ぞンマイから得るエネルギーは、議幅

によらず、だいたい一定であると考えよう c これを

グラフにしたのが、密 1である。振幅が大きいと

失うエネルギーの方が大きい。だから援幅は小さく

なっていくむ一方、振幅が小さいと得るエネルギー
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図1:一周期のエネルギー収支の振幅依存性。交点A*に
自発的に収束し、そこでは得るエネルギーと失うエネル
ギーがバランスする。この図では譲幅依存性を直諌とし
ているが、交点さえあれ法、出線でもいい。

の方が大きい。だから振揺は大きくなるO その結果、

エネルギーのバランスする交点に、メトロノームは

自発的にたど切着くのである。

かくしてメトロノームは安定性を持つG 適当な初

期条件から初めても、系はこの麗期軌道に時間がた

つにつれて接近じていく〈図2)0このような振動の

ことを数学用語で、 1)ミットサイクル(limitcycle) 

と呼ぶ。時跨無眼大の榎隈(1)ミット)で爵軌道(サ

イクル)に落ちるのである。リミットサイクルを持

つ系のことをリミットサイクル振動子と呼ぶ。散逸

があって初めて安定性は生まれる。

ここでもう一点注意したいのは、 1)ミットサイク

ル振動子は自律系 (a凶 onomoussystem)である

ことである G 自律系とは運動方程式が揚に時間に

よらないという意味である。つまり運動方程式が

x = fx(x，y)，言=fy(x，y)のように、状態変数だけ
で記述できる c リミットサイクル振動子は外力を受

けて駆動されているのではなく、自己駆動であり、

自己の状態によって自己の運動を決めているc実際

どのような運動方韓式がたてられるのかは、ゼミの

時に考えてみよう。

1.2 自動振動子の例

摂動iこ対して安定な振動はすべからずリミットサ

イクルである、と言い切るのにはためらいがある。

散逸系に現れるほほ周期的会運動は、カオスである

可能性もある。ただし、リミットサイクル振動子にな

んらかのノイズがある系と、カオスとを実験的に区

関するのは非常に難しい。また誌ぼ周期的な援動を
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菌 2:リミットサイクル軌道。メトロノームの場合では、
状態空間を金霞zを速度y=土ととるのが自然だろう。

するカオスは、ワミットサイクルと非常に叡た性賞

があることが知られている。ここで辻デリケ}トな

問題を避けるために、リミットサイクルとカオスの

両方を含む安定な振動子のことを自動譲動子炉elι

sustained oscillator)とひっくるめて呼んで、こ

れの倒を挙げていこう九

まず機械だとメトロノームや振ち子時計が為るむ

化学反応系ではBelousov-Zhabotinsky(BZ)反

誌と呼ばれる酸北還元反応もが有名である。生物には

たくさん例がある c 心臓のペースメーカー絹龍(心

臓の向票結欝と呼ばれる部位の細龍)が自励振動を

する向。また抱の心筋鋸胞も培養条件によって振

動する。概Eリズム (circadianrhythms)と呼ば

れる生物の約 24時開の体内詩計も、組抱レベルの

振動現象である [2]0歩行も自励援動とみなせる。制

調系の組み込まれていない完全に機械仕掛けの歩行

ロボットが坂道を安定にリズミカルに歩く。ちなみ

に、こういった歩行は受動歩行 (passivewalk)と

呼ばれ、制得やロボットの分野で今熱心に研究され

ている題材である G

1.3 振動子集団の間期

自励振動子の集団がなんらかの相互作用を持っと、

たとえ富有の振動罵期が異なる場合でも、その罵期

を一致させ、また振動の位桔もそろえる現象がよく

見られる c このような現象は同期現象 (Synchro-

nization)と呼ばれる [3，4]0これもまた傍を挙げ

lリミットサイクルや後で紹介する泣棺張動子など、摂動が

なけれぜ完全に屠期的な運動をする提議子のことを罵期的援動
子 (peridicoscillator)、カオス的ダイナミクスを持つ握動子の
ことをカオス振動予 (chaoticoscilla七or)と呼んで、それぞれ区
揺することがある。

出すときりがない。まず、ホタルの明滅の集団同期

が極めて有名である。また、吊乃橋に歩行者がたく

さん集まったときに歩行が集団で同講してしまった

ロンドン・ミレニアム構での事件もよく知られてい

る。メトロノームも吊り議みたいな物に複数のせる

と同期する9 ろうそくも何本も束ねると酸素の使い

すぎで炎が振動するのだが、それを 2セット近づけ

るとやはり再期する。心第細胞の振動や概呂 1)ズム

振動細胞も同期して、生物学的な機能を実現してい

る。ジョセフソン・ジヤンクションでも河期があっ

て、技術的に重要なトピックで為るa多くの例がス

トロガッツの書いた Syncという本に紹介されてい

る明。しかし、同期は実験してみたり、ムーピーで

見たりするとその感動は捨増である。ゼミのお楽し

みとしよう。

1.4 同期の物理学

ここまで、いくつかの話題を紹介してきたが、本

ゼミの主題(そして、著者の研究内容)辻、同期を

物理学的に理解することである。物理学的理解とい

うと、少々唆味な言い方だが、著者は次のような解

釈をしているD まず、現象を数学的に捉える。そし

て、「美しい記述だ…jと告己満足に浸る。だけで

はいけなしそれが現象の予言や制御にきちんと使

えることを実証していくことである。本ゼミでは、

そのための強力な道具立てや近叡方法をいくつか紹

介したいc そしてゼミだけでは難しいであろう部分

について、本穣で少し了寧に解説をしていく D

簡単にお品書きを提示しておこうむ道具立ては力

学系、つまり徴分方程式系である。近似方法は遅い

タイムスケールの運動を抜き出す結約(reduction)

である。この縮約が世相記述やネットワークの集団

ダイナミクスに適用でき、すると手計算でいろんな

ことがわかるようになる。

2 振動子の位相記述

1)ミットサイクル援重喜子iこなんらかの弱い外力が

加わった状況を考えるo状慈変数を W = (x，y，.. .)T 

とし、状況をできるだけ単純にするために、外力は

加法的にかかると佼定しよう。

d時F
-'J~ = F(W) + Ep(t). (1) 
dt 

。。
ウ
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図3:リミットサイクル振動子に喪動を号える。

¥1〉イl'ど字。、 I(。
I(中子、

図4:アイソクロン。

このりミットサイクル振動子のダイナミクスは、 ξ

が小さいとき、次の{立相方程式に簡単化することが

できる。
d手
一 =ω÷εZ(ゆ). p(t). (2) 
dt 

まずはこの位相方程式を導出しよう。そのときに式

の説明をするむさらにその後、複数の振動子の弱結

合系を考え、さらなる近似方法を解説するむ

2.1 位相の定義と位相応答曲線

位相記述を行うためには、まず{立桔を定義する必

要がある。位相辻状態変数の成分の 1つであり、つ

まり、 W こり，yぃ..)Tを、 W=(o，r)丁と表すの
であるc ここでゆは位程、 γは援輔の自串度を表す

変数であるむ当然、そのような状恵変数の取り方に

は任意性があるのだが、この後で{立担方程式を導出

するために、 Winfreeの導入した定義方法を採用す

る [6，宅。
まず、次のように運動方程式で記述されるよう

な、タキ力を受けていないリミットサイクル振動子を

「第55@)物性若手夏の学校 (2010年度)J 

考える。
dW  
-~~ = F(W). (3) 
dt 

外力を受けないつミットサイクル振動子は、図2の

ように安定な周期軌道弥も(吟を持つ。ワミットサイ

クルの居期を Tとすると、明も(t+ T) =研もが)が
成り立つ。

位相とは、振動子が持つ時計のようなものである。

今t=Oで、 1)ミットサイクル上にどこかに状態が

あるとし、その状態をゆ =0と決めるc どの状態を

争ニ0と選ぶかは任意であり、好きに決めて構わな

い。時間と共に状意点は1)ミットサイクル上を動き、

t=Tでもとに戻る。 o<t < Tではリミットサイク
ル軌道上のどこかの状態をとるのだが、時刻tで寂っ

ている状態の位相をや =21ft/Tと定義する。つま

り、リミットサイクル軌道上ではの =ω ニ 2π/Tが
或り立ち、位相は時開的iこ均等に決められているこ

とになる己 ωを匡有振動数 (intrinsicfreqnency) 

と呼ぶ。今、位指の定義をリミットサイクル軌道上

の状態に対して行った。実は、このあとに位相をリ

ミットサイクル軌道外の状態に対しでも定義するの

だが、その理由と方法試少し後に説明する。

さて、この振動子の変数zに対して摂動を与えて

みよう(図針。例えば、状態がリミットサイクル軌

道の状態1にあるとし、ここにデルタ関数的な摂動

が入札瞬間的に状態Yに状態がジャンプしと想定

する。このとき、この援動の位梧はどれだけ変化し

たと考えれぜいいのだろう s

摂動による位相の変化は通常次のように考える。

摂動後に十分な時間が経過したとしよう。すると、

状態 Yから再びlimit-cycle軌道に状態は戻る。し

かし、このとき摂動を与えていない状態1と比べる

と、 limit-cycle軌道上で違う状態にあり、位相的に

先行、あるいは、遅れた状態にある G このときの世

相差ムゆを位相シフト (p註aseshifi吟と呼ぶs

位相シフトは、摂動を受けたときの状態の位梧に

依存して変化する 2π の思期関数であるむ直感的に

は状態 l'で辻状態 1に比べて位棺が進んでいそう

であり、また、状態 2'では状態 2に比べて位梧が

議退していそうであるc また、位相シフトは、摸動

の与え方、つまり、摂動の関数民t)の波形やその

大きさ εにも当然依存するc先の例では、デルタ関

数的な摂動 (p(t ) = o ( t ) )を考えた。摂動の与え方
を固定して、位桔シフトを位相の関数として表した

n
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ムゆ(争)を、位相応答曲線、あるいは、位程度応曲

線と呼ぶ。英語だと、 thaseresponse curveや

phase resetting curveと呼ばれ、 PRCと略して

表すことが多い。

位相シフトは、次のように状慧空間全体に位栢を

定義すると自然に表現できる。状態空間の中で、無

現の時需が経過したときにつミットサイクル上の同

じ点に収束するような部分空間を考えるo状態 lと

同じ点に収束する部分空調をI(ゆ)とすると、これは

図4のような曲隷になる。この f畠線jは、より正確

にいうと、状態空間がm次元であれば、 m-1次元

の謡曲面であるむきて、先ほどの位相シフトの定義

によれば、もし摂動によってこの曲線上のどこかの

状意点にジャンプした場合は、 f立相シフトがないこ
とになる。そこで、この曲隷上の状態点が同ーの位

相を持っていると定義しよう c さきほどの摂動の例

は、図4のように、泣相φの状態点から泣相手fの状
態、点に摂動によって移ったことになり、つまり、位相

シフトはムや=ql-4Jである。このような大域的な

位相の定義はWinfreeによって提案され、畠線I(ゆ)
は等位相面 (isochron)と呼ばれている [7]0このよ

うにして、空間全体に位相科研つが定義された。位

相を定義したので、状態変数時T= (X，y，.. .)Tは、
W=(仇r)Tと表すこともできる。使科のため、リ
ミットサイクル軌道を柱椙の関数として χ(めと表

しておこう。

アイソクロンについてもう少し考察する。あるア

イソクロンI(仇)上の状態点W(t)を考えよう。こ
の状態点の位桔はゆ(吟 =4Jlである。アイソクロン

の定義は、 W(t+nT)→ χ(仇)(n→∞)であっ
た。これは、状態点 W 存+mT)(m = 1，2，...)に
対しても成立するので、状意点科T(t十mT)はすべ
て再ーのアイソクロンI(仇)上の点であり、つまり、
φ(t+mT) = 4J(t) =仇である a これがどのアイソ
クロンでも成り立つということは、。=ωが状態空

間全体で或り立っていることを意味する。したがっ

て、アイソクロンによる位相の定義は、 1)ミットサ

イクル軌道上のみでなく、状態空間全体で

中=ω (4) 

が成り立つように定義することと同鐘である。

式{めは、(有車ではないが)、接動を受けていな

い1)ミットサイクル振動子の泣相方程式である。

2.2 位棺方程式

さき誌ど定義した位相を用いると、外力を受けて

いるリミットサイクル振動子の位桔方稜式が自然に

導出できる。

まず、次の程等式に注意する。

dφδゆ d弥f
-一一・ー (5)dt δ研T dt 

ここで、向/δW = (a4J/δZラ向/丸一.)T ~土佐担金E
配 (phasegradier主主)であり、アイソクロンに車交

したベクトルであるc 式 (5)に無主要動の運動方桂式

(3)を代入すると、次を得る。

d手 δ。
ー=一一 •F(W). (6) 
dt a現F

無主要動の場合は式 (4)が成り立つので、つまり、次

の関係がわかるc

。。
一一.F(W)=ω(7)  
δ務r

アイソクロンによる位相の定義は、式 (7)を満たす

ように位相を定義しているとも言える。

次に外力のある運動方程式(1)を恒等式 (5)に代

入する。

dゆ δ争 δゅ
ー=一一・{F(W)+ ep(t)} = ωH一~:T. p(吟.dt δ科T L - ，--J • -..--¥ -J J --.  -a研r

(8) 

この式時相の親方程式ではあるが、右迫の識

を評価するためには、状態現代t)を知る必要があり、

したがって位相のみで閉乙た式にはなっていない。

しかし、外力が弱い場合に培、 ξ の最低次で、式

(8)を位相のみで閉じた式に近献することがするこ

とができるc まず、外力が弱いときは、状態点はリ

ミットサイクル軌道近傍にあることに注意する。ど

の程度近寄にあるかは次のように評錨できる。リ

ミットサイクル軌道の振幅方向の安定性を決める盟

有植の実部を一入としよう。このとき、ざっくばら

んにいうと、状態点のリミットサイクル軌道からの

距離を rとしたとき、その運動方程式は

示=一入r+O(ε) (9) 

にだいたい従う。したがって状態点は、典型的には、

それらの力のバランスする O(ε/λ)だけリミットサ

イクル軌道から離れていることになる。

W(t) =χ(仰))+ 0 (~) . (10) 
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て次のように評錨できる。

この状態点における位相勾配辻テイラー展開によっ 2.3 結合系の位棺方程式

議=Z(ゆ)+ 0 (~) 
外力を受けるリミットサイクル振動子の位梧記述

(11) を行った。ここではさらに、結合する複数の振動子

系の{立相記述を行う。次のような、再ーな性費をも

あるc

ただし、 Z(併は、 w=χ(φ)における位相勾配で つ振動子が2つ結合した系を考えよう G

8ct I 
Z(め=一i:TI 
δWI IW=χ(φ) 

式 (11)を式 (8)に代入すると次を得る。

dct ，r7  I 1¥ I ， ¥ ， ，，( e2 ¥ 
ーニω+eZ(ゆ). p(t) + 0 ( 7 ) . (13) dt --， --¥ T / r ¥ -/ ' - ¥入/

したがって、 ξの最低次で辻、位梧のみで閉じた記

述を得ることがわかった G なお、 Z(ゆ)は位相惑受
関数 (phasesensi土ivityfunction)とよく呼ばれ

る。これはリミットサイクル援動子の外力に対する

親形応答を決める関数であるからである。

いくつか補足するc外力は、状態研1(t)に依存し

て作馬する状況がよくあるだろう。これは式 (1)の

p(吟をp(t，W)と置き換えた場合に対応する。この
場合も式 (10)より p(t，W) = p(t， X(ct)) + O(ε/入)
と評価でき、したがって式(13)のp(吟をp(t，χ(ゆ))
に量き換えるだけでよい。

また、外力辻、通営は系に加法的にかかるので誌

なく、系のパラメタに作用することの方が一般的で

あろう。このときの運動方程式は次のように表すむ

(12) 

d研F
ー =F(W;q)， q = qo十ep(t). (14) 
dt 

ここでqは系のパラメタで、 qoが無摂動時のパラメ

タ値である O このときは、右辺をテイラー展寵する。

δF _， '1 
F(W;q)ニ F(W;qo) + ep(t) /]q +伐の (15)

これと式 (5)をイ吏い、さらに状態点がリミットサイ

クル軌道近傍にあることを考嘉すると次を得る。

dゆ (e2¥ 
--ω 十 ξZq(ゆ)p(t)+ 0 ( ~ ) ， (16) dt --. --<j¥T/.¥-， • -¥入/

/θゆ δF¥
Zq(φ)=1一一-ー) (17) 
'l¥'t'j ¥ 8W  8a J 

¥ ヨノ W=χ〈φ)

この Zq(ゆ)も位相感受関数である。実際に実験的

に振動子に摂動を与えて定、答を謁べた場合は、得ら

れる位相感受関数は Zq(めであると解釈すべきで

ある c

d叫ん
ー~~ J. = F(W1) + eG(W1ラW2)，dt 
11"ι 
ーニ =F(W2) + eG(W2， W1). 
dt 

このとき、 2.2蔀と全く同じ議論iこより、次の位相

(18) 

方程式が樗られるのは自明であろう。

d仇
一一 =ω 十 ξZ(仇).G(仇，φ2)，
dt 
dct 
一三二ω÷ξZ(φ2).G(φ2，φ1). 
dt 

ここで、 G(φ1，の〉は正確に書くと G(χ(ct1)，χ〈わ))

であり、ほかの状態変数の関数も同議である。

次に、性質がわずかに異なる振動子の結合系を考

える。振動子2の運動方程式を次のように書く 9

d託ζ
ー1~ ~ = F(W2) + Of(W2) + eG(W2ラW1). (20) dt 

(19) 

ここで、 f(・)~ま振動子の性質の違いを表す関数であ
り、 6は性葉の違いの大きさを表す微小パラメタで

ある。この場合も、右辺第2項と第3墳の両方を摂

動項として扱うことにより、 6とεの最低次で次を

得るむ

dCT2 
一一 =ω+Oh(わ)+ξZ(わ).G(わ，仇)， (21) 
dt 

h(CT2) = Z(の)• f(ぬ). (22) 

なお、わずかに不均一な振動子集屈に対して位栢

を定義するときは、通常、いずれかの援動子に対し

て位相を定義し、 f患の振動子に対しても同じ位相の

定義を使うことが多い。

以上の導出辻、振動子集団にもそのまま適用でき

ることは明らかである。また、任意の結合ネットワー

クや結合関数を考えることができるむ

2.4 平均化近似

結合振動子系に対して得られた位相方程式、例え

ば式 (21)は、 f立相変数だけで関じているという意

味で、もとの方程式に比べて格段に簡単になってい

Q
0
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る。たとえばN倍の振動子集団で、各振動子の変

数の数を m とすると、もとの運動方在式では mN

次元であった力学系が、 N次元にまで逓減されて

いる。

しかし、このような位相方程式はまだまだ複雑で、

解析計算にはあまり適さないc実は、位相方程式は、

さらなる近似を行うことによって、もっと簡単化す

ることができるc この近似法泣辛抱化近似と呼ばれ

る。この平均化近伝に伴って生じる誤差は、機小量

の2次のオーダーなので、最母次ではもとの笠相方

程式と一致する。

平均化近臥をなるべく簡単に説明するために、次

のイ立桔方在式を考えよう。

d<t 
U<!'lニ ω÷ξZ(仇)G(<T2)， 
dt 
d<t 
一三=ω+t5h(φ2) + EZ(φ2)G(<T1)' 
dt 

(23) 

(24) 

平均化近似は、 εがωによとべて十分小さいとき、 1

居期での{立相の変化が仇(t+ T)一弘和)= O(ε/ω) 
という微小量であることに基づく。

まずは、 0次近鋭として、位相の 1罵期にわたる

時開発震に対する顎動項の効果を無視する。つまり、

仇=仙の=ωである。この0次近似をつかって、
式 (23)の右辺の結合項を 1周期にわたって時間平

均してみよう。つまち、式 (23)で仇=仇+wtと

置き(仇辻初期位相〉、次のように平均する。

よ訂汀lt+件九+
二去訂fo27rZ(ψ仇1+側 ψ2+め

= 去訂fo27rZコ(仲ψ1 一ψ仇2+什8仰 〉
=r(ψ1一ψ2)= r(争仇1ーの).

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

ここで関数Z(.)とG(.)が2π周期関数であることを

f吏った。平均化によって、註梧の関数の穫で与えら
れていた結合壌が、 f立相差の関数r(仇 -<t2)になっ
た。この関数r(・)~ま位棺結合関数 (phase coupling 

function)と呼ばれる。同様に振動子の不均一性を

表す関数h(わ〉も次のように平均化する。

討すh(仰 =ω2 (29) 

(A) 

企や

庄中
(B) 

i1ct 
G Jr 

-Jr 

函 5:位指差の運動方程式のベクトル場。

結局、式(23)，(24)は次のように第略化されたa

dφz 
一一=ω÷ξr(φ1ーの)， (30) 
dt 
d争2
一一=ω 十Sω2+ Er(の-仇)， (31) 
dt 

平均化によって、不均一性は固有振動数差〈定数)

にな母、また、結合は{立相差の関数となる。これに

よって、笠相シフトに対する対称性が生まれ、かな

り解析しやすい方程式となる。式(30)と式(31)の

解析方法は、次章で説嘆する。

さて、この平均化近似;こよて生じる誤差は本当に

高次の量なのであろうか? これをきちんと示すた

めには、 nearidentity transforrnation(著者は二の

言葉の訳を知らないが、意味的には「ほとんど問ー

な変数変換jである)を清いるのだが、本稿では説

明しない。興味のある方は、文献を参照してもらい

たい [3，8，9]0

3 位棺モデルの基本的性質

導出した位相モデルの基本的性質を抑えておこう。

式(30)、(31)のタイプのものを考えるのだが、結合
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phase 

K 

。
o Aω 

圏 6:栓椙ロック解の領域。

強震を非対称にし、 r(・)= -sin(.)とするむ

d<h 
--=ω1 + tl Sin(lt2 -φ1)ラ (32)
dt 
dlt2 
一一 =ω2+ t2 sin(仇 -φ2). (33) 
dt 

まず関期の条件について調べる。式を辺々引くこ

とにより、金相差ムφ=仇ーのの運動方程式を求

める D

dムφ
一一=ムω-κsin(ムφ). (34) 
dt 

ここで、ムω=Wlーω2，ま振動数差、 κニ tl十t2は

実効的な結合強度である。これは 1次元力学系であ

り、その解と安定性はベクトル場を考えれば簡単に

わかる9 図5は、横軸をムφとして、縦軸にムゆを
プロットしたものである。定性的に異なる 2つの状

況がありうる o 1つはムゆ =0という交点のある場

合 (A)であり、もう 1つは交点のない場合(豆)であ

るむ (A)ではベクトル場を克ればすぐにわかるとお

り、安定解と不安定解が1組脊在し、一般の初期状

態に対して、安定解ムグに収束する。この安定解

は、ムφが時間的に一定な鐘を取っているので、つ
まり 2つの位相振動子辻その振動数が完全に一致し

た譲動数同期状態となる。間期しているときの振動

数を Qとすると、仇=わ=nである。このような
現象は位相ロック (phaselocking)と呼iまれる20

一方(B)では、そのような定常状態は存在せず、位

相差は時時と共に大きくなり続ける。したがって振

動数間期は起こらない。

泣相ロックの条件は、式 (34)の右辺が0となる

解が存在することである。 1sin(・)1三;1であること

に注意すれば、結合強度の臨界値

κcr -ムω(35)

2位指差が完全にロックしていなくても、泣相差がある領域
にバウンドされていれば、振動数同期状態と呼ばれる。その意
味で、振動数河期のほうが位相ロックよりもゆるい条件である。

「第55回物性若手夏の学校 (2010年夏)J 

より κが大きければ位栢ロックが起こることがわ

かる。したがって、 κとムωのパラメタ空関におい

て、 (A)と(B)の境界は醤 6のような直線となる。

位相ロックの起きる三角形の領域はアーノルドの舌

(Arnold冶 tongue)と呼iまれることが多い。

また、 2つの振動子が振動数詞窮しているときの

位相差と同期振動数日を求めることも簡単にでき

る。まず位相差は sinムゆ=ムω/κである。さらに、

これを式 (32)に代入すると

t2ω1ナ t2W。=ープ :プー (36) 
tI，. t2 

を得る。つまり、結合強麦ε1とε2の比によって、再

期振動数が決まっているむ特殊な状況として、 tl= t2 

の場合と、む =0の場合を考えよう。前者は同期振

動数は2つの振動数のちょうど平均となる。後者は、

振動子1は外部の影響を受けず、振動数2が罵期外

力を受けている状況に対応し、この場合はn=ωz
となる。つま号、振動子1が振動数2を強制的に引

き込んでいる。

なお、</J!=のとなる、 2つの振動子が完全に同期

している状況を完全詞期(completesynchroniza-

tion)と呼ぶG このような状況は、式 (32)，(33)で
は、時=ぬあるいは、 κ→∞の状況でしかあり

得ない。その意味で完全同期というのは、あまり現

実的な同期状態でiまないc しかし理論語究において

は、固有援動数が同一な振動子集団は、解析的に取

り扱いやすいので、し試しば完全両期というものが

でてくるむこれは位相振動子に隈ちず、結合リミッ

トサイクル振動子系や結合カオス系においても完全

同期に関する窺究が多くある。

4 振動子ネットワーク

ここ 10年法ど、物理学や工学などの分野でネット

ワークの研究が盛んに行われている。ネットワーク

と辻、ノードと、ノードとノードをつなぐリンクで

構成されるもので、数学で辻グラフと呼ばれる物で

あるD ネットワ}ク研究のブームは、実在のネット

ワーク構造の統計的性費を調べた研究から始まって

おり、スケールフワーネットワークやスモールワー

ルドネットワークといった重要なクラスのネットワー

ク構造の発見があった[lOJ。その後、ネットワークで

結合する振動子集富など、ネットワーク結合系のダ
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ここで行列Lは次式で与えられるヤコピアンであるo

(39) 
for i 予三 jラ

for i = j. a
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便剥のためベクトル Z ニ (X1，X2ぅ・・・)Tを用いて、
式 (38)を書き換えておく。

dx 
dt =.LX・

なお、ネットワーク研究では、 L(あるいは -L)は
ネットワーク・ラプラシアン (networkLaplacian) 

と呼iまれるむネットワーク上の拡散過程を記述する

基本的な行列であるためにそう呼ばれているのだろ

う。ネットワーク・ラプラシアンは、規格化のしか

たや符号などの違いでいくかの異なる定義がある c

さて、解の安定性は Lの固有値によって決まる司

式 (37)、あるいは、式 (38)に存在する並進対称性

(すべての{立相をシフトに対して方程式が不変〉のた

め、 Lの各列の和は0となるむこのため、国在ベク

トルu= (1ぅ1，...)Tはゼロ固有笹入。 =0に対応す
る園有ベクトルとなっている。

(40) 

罰期解の安定性

位相が完全にロックした状慈が安定解であるよう

な、 N1曹の位相振動子ネットワークを考えるD モデ
ルは次で与えるむ

4.1 

(41) Lu=入ou=O.
(37) 

dCTi ι 
すこω+LA4j叫 j一科)

残り N-1彊の固有値の実部が全て負の持、完全同

期解は銭形安定であるむ

(42) 

この安定性は、詑較的ゆるい条件下で成り立ち、た

とえばAijが全て非負の場合(結合が引力的会場合)

は、ネットワークが強結合(stronglyconnected) 

であればよい30

以後、 Lは対角化可能とし、安定性の条件(42)を

溝たすことを仮定して、解析を進める。なお、 Lは

一般には非対称行列とする。非対称行列に対する固

有値・国有ベクトルとその性質については付録Aに

簡単にまとめておく。

4.2 

。=入。 >Re入1:::三 Re入2ど...三 ReλN-1・

外力に対する応答

このネットワークに弱い外力を与えるc

ここで、 Aijは結合ネットワークを与える近接行列

(adjacency matrIx)であるoAijはノードtがノー

ドjから受ける結合の重みで、任意の実数であるむ

一般には非対称 (AijチAji)なものを考える 9 この

系には、完全同期解が常に存在する。 3第で説明し

たとお号、これは同一な張動数を持つ援動子集団を

考えているためである。以下の解析辻、振動数が同

ーでなく、位相ロック状態が得られる場合にも容易

に拡張でき、また結合関数もf立梧ロック状態が得ら

れるならば何でもいいのだが、話を単純にするため、

式 (37)に限定して解析を進める。

まず、完全同期解の隷形安定性を謂べよう。式(37)

の同期解はや?=d+ψ と表されるむ ψ法定数であ
る。この解からの綴少な擾乱ぬ=仇 -CT?を定義

し、これを犠小量として式 (37)を線形化すると次

を得る。

ぬふ
dt =ω÷之JAtjSiz物 -CPi) + EPi(t)・

j=l 

3ネットワークが強結合であるという意味は、ネットワークの
どのノードからも、重みが 0でないリンクをたどっていくこと

により、全てのノードにたどり着けるようなネットワーク構造の
ことである。

(43) 
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イナミクスに興味が集まりだした [11，12]。特に、集
団のもつ動的性質とネットワーク構造の関係がター

ゲットとなっている。ネットワーク結合系は、系統

的な理論があまり提案されていない、発展途上の分

野である司

さてそのようなネットワーク業界であるが、位相

続約の考え方を使うとネットワーク上のダイナミ

クスについても強力なアプローチができる。ここ

では著者がこの数年間共再研究者と取与組んでき

た、ネットワークにおけるノードの重要性を示す指

標と、それを思いたネットワークダイナミクスの縮

約理論、さらに、その花、用として振動の精確性に対

するネットワーク構造の効果について解説しよう

[9，13ラ14，15]0 

(38) 

， N N 

!?=EAWj一的)=乞LijXj



このような系は、位相締約と同じ考え方のもと、 1

変数の運動方程式に締約することができるc

まず、 εが十分小さいとして、式 (43)を線形化

するc

互主 =L忽十 εp. (44) 
dt 

ここでp= (Pl，P2ぃ・jγ である。次に zを富有ベ
クトルをイ吏って分解する。

a(t) = y(巾 +LYe(t)がめ (45) 
ε=1 

ここで u拘 (1:::; f三N -1)は国宥値んに対応す

る固有ベクトルであるs 特に、 yuを集団モードと

呼ぼう。成分uとY.e辻、対応する左亘書ベクトル

(列ベクトル)を用いて次のように得られる{付録A

参照〉。

Y=勿a， Y.e=がめ2・ (46) 

式 (46)の時間後分を取ることにより、各成分の運

動方程式を導くことができる。

言=句会=り(La十ep)=ωp， (47) 

針=句会=的(La+ξp)=λeY.e +ω.ep. (48) 

ここで式(47)と式(48)を注意深く見てみよう。式

(47)には式(48)にあるような束韓力(入ε腕〉が働い

ていない。このため、 uは外力によって自由に運動

するのに対し、 Y.eはO(ε/λ.e)程度までしか発麗しな

い。一方、他のモードはネットワーク結合によって

束縛されている。

このような笠賓があるため、系の長時間挙動では

Y>>Y.eとなり、設の運動を無視できるs式 (45)よ

り次のように近鉱できることになる。

Z 向 yu，Of， Xi :=:::; y. (49) 

と近訟できることになる。つま号、集団モードの 1

次元ダイナミクスがネットワーク全体の長時間の挙

動を決めている。

この節の最後に、位相縮約との対応を説明してお

く。集団モードuは、リミットサイクル援動子に対

して定義した位相。に対正、しており、他のモード

併は振轄の自串度r~こ対hl5、している D 位栢は摂動

を受けないときは中立であり、国脊振動数による増

加分を引けば保存量となっていた仲-wt=的。摂

動をうけると、この保存量がゆっくりと動きだすの

「第55回物性若手夏の学校 (2010年度)J 

冨 7:ネットワークの調。どのノードが一番重要か?

だが、これを記述したのが位相方程式である g 向禄

に集団モードuは、摂動をうけないときは保存量で

あり段=的、摂動をうけると式(47)にしたがって

窃っくりと動く。どちらの場合も、系の長時間挙動

に輿味がある場合は、位相。、あるいは、集自モー

ドuの1次元ダイナミクスのみを解析すればいい。

4.3 ノードの影響力と左0冨有ベクトル

式(47)をさらに注意深く見てみよう。式(43)で、

振動子Hこ入力された外力Piは、集毘モードの運動

方程式では左0富有ベクトルv= (Vl，.・勺VN)の成

分叫によって重み付けられている。つまり、 q の

大きさは、ネットワーク全体のダイナミクスにおけ

る、振動子iの重要性を表している。そこでq を援

動子iの影響力 (influence)と呼ぼう。

影響力について宣感的な理解を得るために、式

(38)で外力のない場合(ε=0)を考えよう a初期状態。=0)を、振動子iのみXi(O)= 1、他辻Xj(O)= 0 
として、この状態からどのような再期状撃に至るか

を調べる。系は式(47)と式(48)でξ=0とした方程

式に従って発展し、 y(t)辻初期条件によって決まる

保存量で、 y.e(t)辻指数関数的に0に援和する量であ
る。 y= va(O) =叫である色すると式(4めから明ら
かなとおり、すべてのj~:対し、 Xj → Vi (t→∞) 
である。したがって、位相が先行している振動子4

に全体が引きづられる量が的である。

例として図7のネットワ}クを考えよう。矢印の

あるリンクは重み十1で、あとはGである。このネッ

トワ}クの上述の意味において、一番重要なノード

はどれであろうか?解析に入る前に亘惑的に考えて

みよう。ノード 1とノード4は比較的従旗なノード

である。というのも、 1人にしか意見を言わないの

に対して、 2人の意見に耳を傾けている。一方、ノ)
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ド2とノード 3はその逆で、吉分勝手な奴らであ

る。したがって、ノード2かノ}ド3がより高い影

響力をもっていると考えられる。では、どっちがよ

り高いであろうか?

ま乙めに図7のネットワークに対して左G匿有ベ

クトルを求めてみよう。このネットワークのLは次

のように与えられる。

-2 。1 1 
L=I 
1 -1 。。

(50) 。1 -1 。。l 1 -2 
このLに対する左0固有ベクトルは規格化条件(間二

1)に注意すると、次式となる。

勿=三(24 3 1) (51) 
10 

これはりLを計算すれば簡単に確かめられるs した

がって、このネットワークでもっとも影響力がある

のはノード2であり、その影響力はノード4に比べ

ると 4倍あることがわかる。

なお、この影響力であるが、これまでに様々な研

究対象に対して導入されてきた量である。また、影

響力が、各ノードから張られるスパニングツリー

(spanning tree)と呼ばれるグラフの総数に比例

していることが、 matrIxtree theoremとしてとして

知られている Q これらについて詳しくは文献[9，13]
を参照してもらいたい。

4.4 ネットワークの集団ゆらぎ

現実の振動子は、通常、外部からの擾乱や内在す

るノイズのため、揺らぎをもったダイナミクスを持

つ。そういう揺らぎをもった振動子が集自をつくる

と、揺らぎが実効的に誠衰することが予想できるが、

それはどのような法則に従うのだろうか?この重要

な問題に対して、 4.2節の理論枠組みが適用できる

状況下では、明解に答えることができる [15]0

外力として、独立ガウスノイズを考える。 εPi(t)= 

v'I5f.i(t)， (Ci(t)) = 0ヲ(Ci(t)も(t))= dijとする c こ
のとき式 (47)は

N 

y=JD乞始。)=♂σご(t)， (52) 

σ=jE;; (53) 

ここでご(t)はふ与)と間じ統計性を持つ独立ガウス
ノイズである。また式(52)の最後の等号は、独立ガ

ウスノイズの和が〈適切に分散をスケールした)独

立ガウスノイズであることから得られる。 σはネッ

トワーク構造によって決まるc式 (52)は、ネット

ワークの各振動子が実効的にうける揺らぎの大きさ

が、 σであることを意味しているむしたがって、揺

らぎの大きさはネットワーク構造が決定する。

σの性費を謂べてみよう c まず、ネットワークが

舞向の場合、つまり、隣接行列やラプラシアンが対

称行列の場合を考えるo この場合、左固有ベクトル

と右富有ベクトルは平行で毒 1')"vu = 1の競格化

条件から全ての 4について Vi= 1/Nとなる。よっ

て次を得るc

σ=先例)
これは名高い中心極援定理と全く向乙スケー 1)ング

である。しかし、今改り扱っている問題は、結合振

動子ネットワークなので、各素子は必ずしも独立に

ふるまうわけでないことに注意しよう。したがって

このスケーリングが出るのは自明なことではない Q

事実、有向ネットワークでは Vi= 1ρvには一般に
はなちず、そのため

σ三方 問)

であることが示せる(規格化条件LiVi = 1を使う
と証明できる)。例えば、存舟スケールフリーネット

ワークでは近似的に町を求めることが可能であり、

その場合、

σリーベ 0<β<i m) 

という法則を示すことができる [15]0

5 おわりに

振動子集冨ダイナミクスを解析する手法を解説

した。弱結合・寝摂動の系で者効な近似理論が主な

内容である。結合や摂動が強いときには残念ながら

これらの手法は装えない。しかし、これらの手法に

よって到達できる理解は深いa実際、位相方程式を

つかって化学振動子の集毘ダイナミクスも制御でき

てしまう [16Jo結約、侮るべからずむ
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A 実非対称行列の冨宥値問題

非対称で対角化可能な NxNの実行列Jに対す

る国宥値問題を考えるoN殖の富有鐘λε(0::; f ::; 

N -1)とそれに対応、する固有ベクトル u(めが存在

し、これらは次式を満たす。

「第55囲物性若手夏の学校 (20lO年夏)J 

件。(.e)'lι(.e) = 1を全てのR~こ対して課すと、左右の
間有ベクトルの関係は次のようになる。

Vm，U.e = Om.e. (64) 

さて、左固有ベクトルの有用性は、それが射影を

J'lι(.e) =入.eu(.e).
行う作用素であることである。量子力学では UmVm

(57) (つまちケットブラ)を射影演葬子と呼んでいたこ

とを患い出そう。射影を理解するために、なんらか
ここで、実対称行列の毘有値は全て実数であること、

また、実非対称行列の富有笹はー殻には複素数であ

ることに注意しておこう。さて、がめがJの右側か

ら作用している。非対称行列に対しては左から作用

する固有ベクトルザのも独立に存在しこれは次式を

溝たすむ

V(.e)J =入εV(.e) (58) 

これらを 2種類の国有ベクトルを区別するために、

がめは右毘有ベクトル、がめは左富有ベクトjレと呼

ばれる。 がのは列ベクトル、がのは行ベクトルであ

ることに注意する。量子力学になじみのある人であ

れば、エルミート行列に対して定義された、ブラと

ケットを思い出すといいかもしれないむプラは左国

有ベクトル、ケットは右富有ベクトルである。

式 (58)の転置をとると次を得る。

(がめJ)T二入.eV(.e)T.

特 JT(η(l))τ=入lV(.e)T.

(59) 

(60) 

したがって、がめτはJの転置行列 J丁の右毘有ベ

クトルである。 JとJTの固有値は等しいこと辻、

固有方程式を考えれば明らかである。また、 Jが対

称行列(つまり JT= J)のときは、左間有ベクトル
と右富有ベクトルが再ーであることもわかる9

左右の麗有ベクトルの重要な'性賞はその直交性で

ある。次の 2つの式を考える。

Ju(.e) = λEU(E)， (61) 

V(問 )J=λmV(m)， (62) 

次に、式(61)の左側からがm)を、式(62)の右側か

らU(のを作用させ、辺々ひくと次を得る。

(入ε-λm)がm)u(.e)= O. (63) 

したがって、異なる園存値を持つ左国春ベクトルと

右富有ベクトルは宣交する。ここでさらに規格化条

の状態ベクトルzを富有ベクトルで次のように展開

してみよう。

x=乞YiU(i) (65) 
i=O 

ここで鈎は国有ベクトルu(吟或分の大きさを表す。

ベクトル x~こ左富有ベクトルがm) を作用させると

次を得る。

N-l 

VmX = L YiV(m)凶 =Ym (66) 

つまり、固有ベクトルがm)方向の成分である Ymを

抜き出すことができるむ
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