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「ボース凝縮体:基礎から応用までj

東京大学大学院工学系研究科准教授井上i箕

1995年のアルカリ原子気体によるボース凝縮の成功から現在に至るまで、極低温原子、分子を用

いた実験は大きな進展を遂げた。冷却原子の特徴のひとつはその制御性の良さである。号弱号恥し、梧互

作用から5強虫島し

ある。

本講義では、現象のf直感的理解jを最褒先;こ揚げて講義を行った。何故、凝縮するのか?長距

離秩序はどうやって測るのか?凝縮捧を切ったら、自刊し、たら、回したら、どうなるか?このような疑問

に対し、数式と実験の両方から詳しく説明を行った。以下にカバーした内容を列挙する。

1.ボース凝縮の基礎

1.1.言典気体

1.2.吉典気体から量子気体へ

1.3.ボース凝縮

1.4.レーザー冷却と蒸発冷却

1.5ボース凝縮体の干渉

2.巨視的波動関数

2.1 Gross-Pitaevskii方程式

2.2量子議

2.3 Bogoliubov理論

3.ボース凝縮を用いた実験かち

3.1 Feshbach共鳴

3.2超放射

3.3光格子ポテンシヤノレ

4 まとめ

なお、本穣は集中講義のテキストとなるため、self-containedを目指し、参考文献が多くなりすぎる

ことを避けた。従って、当然カバーすべき内容なのに全く触れていなしものも数多くある。冷却原子

分野全体の概観を得たい場合は文末に挙げた参考文献を是非参照して欲しい。

1.ボース凝縮の基礎

1.1古典気体

量子気体の性質に入る前に、理想、吉典気体について、良く知られた事実を復習しておこう。量子

気体を記述する物理量は古典気体の性質を記述する際に既に導入されている。理想、古典気体は、
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講義ノート

衝突によって熱平衡には達するが、それ以外の相互作用の効果は無視できる理想的な気体であ

る。理想、気体の示す圧力p、分子数密麦n、ボ、ノレツマン定数kB、及び温度Tの関には状態方程式

が成ち立ち、

p =nkBT 

を満たす。従って、常温(T"'300K)、常圧(p"'lx105Pa)下で分子数密度は n'" 2x1025 m-3 = 
2x1019cm-3となり国体や液体よりも4-----5桁小さい。この密度から平均分子関距離dを求めるとd'"

4 nmとなり液体や国体内での典型的な原子関距離の約10倍程度となる。平均の分子速度を温

度から求めると

同=存
となり、窒素分子を仮定すると、約3∞扱/s程度となる。しかし実際には隣の分子にすぐぶつかって

しまう。ぶつかるまで、の距離lゅを平均自由行程(meanfree path)とよぶ。分子の衝突散乱断面

積をσとすると、平均白昌行程は

nσらか ---1

から求められるon"'1019cm・3、σ"'10・14cm2を仮定すると、 Lr_"'100nm程度となる。従って分子
mfp 

が300m/sの速度を持ってしもとし1っても、我々の暮らす長さスケーノレで、は拡散しか起こらない。し

かし音速を気捧分子運動論を用いて求めると、

vs=再
となり、分子の速度を定数倍した笹が得られる。日需生活では分子の速度は体感しにくいが、音速

と同じオーダーと思えば想像しやすくなる。

1.2古典気体から量子気体へ

ここまで、気体の性質にブランク定数は登場していない。ブランク定数の特徴は、状慈を「数えるjこ

とを可能にすることにある。で、はf容器の基震状態に入ってしも粒子の数の期待値jを求めてみよう。

ここで、基底状態と言っているのは、 3次元調和ポテンシヤノレならばlf/oooの状態を指すと考えればよ

し、。

分布関数として Maxwell-Boltzmann分者P(ε)=exp(-βE )/Zを荻定し、周期的境界条件を

課すとp(O)=1/Z= nλらと書ける。ここでλdB= h/ .J2ffmkBTはf熱的ドブロイ長jと呼;まれる

量であるc温度Tの粒子の波数の広がりをAp/h= .J2mkBT /hとすれば、熱的ドブヨイ長はその

逆数にあたり、分子の波動関数のコヒーレンス長を意味する。イメージとしては、量子力学的状態と
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は1辺仰の立方体であり、その中の粒子数nゐ(佼相空間密度)が1量子状態あたりの粒子数

と考えれほ良い。実際の熱的ドブロイ長を 300Kの窒素分子について計算すると、

λaB (300K) "-' 20pmとなり、位相空間密度はp(O)= nλお ~10-7 となる。この領域で気体の

性質に量子性を見出すのは難しい。気棒はBosonでできていようがFermionでできていようがほ

とんど再じ振る舞いをする。

しかし冷却を進めると熱的ドブロイ長は増大し、ついには粒子関の平均距離に到達するはずであ

3 
る。 位担空間密度nλdBも増大し、ついには1を超えるのだろうか?

もちろんFermionならば、 p(O)は 1を超えないのでイ可かがおかしい。話axwell-Boltzmann分布

p(s) = exp(-βε)/ Zを量子縮退の領域で使い続けたことに問題がある。正しい分布関数は
Boson の場合、 PBωn{ε)= l/(expβ(ε-μ)-1) 、 Fermion の場合、
PFermi仰い)=1 I (expβ(ε-μ)+ 1)となる。ここで、 μは化学ポテンシヤノレであり、粒子数Nと状態
密度D(ε)を用いて次のように決定される。

Jøv-~{{ ，-. _ I~'\ /1_.-_ T'¥， 1 D(εμε exp((ε ーμ)/kBT)平1

実は Maxwell-Boltzmann分布も化学ポテンシヤルを用いてp(s)= exp(-β(ε-p))と書くこと
も可能であったが、指数関数では定数落とエネルギー軸方向への平行移動の区別がつかないの

で化学ポテンシヤノレを明示的に使わなかった。しかしBose-Einstein分布やFermi分布の場合に

は、定数箔することは許されていない。粒子数が増える、もしくは温度が下がるとそれまで負に大き

な値であった化学ポテンシャルが上昇してして。ここで Fermionの場合は化学ポテンシャルが正

になっても構わないが、 Bosonだと都合が悪いo PBoson{ε)がε=μで発散してしまうからである。

従って、 μ三;;0が要請される。 Bosonのこの事靖がボース・アインシュタイン凝結の入り口である。

1.3ボース凝縮

状態密度D(ε)は系の次元、および閉じ込めポテンシャルの形状による。例えば 3次元箱型ポテ

ンシヤノレの場合、 D(ε)=Do.fiと書ける。このとき、あまり亘感的でないことが起こる。熱分布に

収容できる粒子数に上限ができてしまうのである。

r 1 _ 1.  Llo r 、JX
N三Nth= I--{畠 DO..Js ds =二ヱ;.;-1 ・~主

Jβvn( Rco ，_ 1 ~U ".....β3 / 2 J exp( x) -1 

最後の積分はJ..dx=.[; /2xζ(3/2) =.[; / 2 x 2的与える。
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N:::;;Nth =手x2.61 
λ3 
dB 

従って、この限界 Nthを超えて粒子が存在する場合、粒子をこれ以上熱分布に収容するのは無理

で、残りはどこかに"析出丹せざるを得なくなる。これがボース・アインシュタイン凝縮

(Bose-Einstein Condensation， BEC)である。実際の英語の"condense"は「凝縮jと訳しても全く

問題ないが特に粒子間に引力が働くわけでは全くない。むしろ、熱分布に収容で、きなくなって押し

出され、 f析出Ji結露(condensation)Jしてきた、としちイメージに近い。

実際には原子を増やすというより、冷却してボース凝結に到達するので、転移温度Tcという形で表

現される。

_ h2 (n  ，2/3 
lC =一一一一一一i一一一-1
2mnkB ¥2.61) 

Tcは密度の 2/3乗に比例する。実際、上の式に液体ヘリウムの密震と費量を代入すると約 2Kを

得る。これに対し、密度が約9務薄い気体では、転移温度も約6桁下がり、 1μK以下になることが予

想される。弱く相互作用するボース気体の凝縮は 1925年に Einsteinによって予言されていた

(Einstein， (1925))が、実際に気体で実現していなかったのはこの転移温度の抵さが主な原国で、

ある。気体におけるボース凝縮の試みは 1980年代にスピン偏極した水素を用いて精力的に進め

られ、蒸発冷却の実現によって、あとわずかで凝縮としづレベルまで、追った(Masuharaet al.， 

(1988))。

1.4.レーザー冷却と蒸発冷却

同じ 1980年代に目覚しい進展を遂げたのがアルカヲ気体におけるレーザー冷却で、ある(Chu，

(1998); P出 lips，(1998))。レーザー捨却の原理は極めてシンプルである。原子に共鳴光をあてた

場合、 1囲の吸収、放出サイクルで受汁渡しされる運動量は極めて小さいが、閉じた遷移を使うこと

で1万自のオーダーで間じ遷移の吸収、放出を繰り返すことができる。上下左右6方向から真空槽

にレーザーを黒射し、レーザーの周波数をわずかに低周波側iこ離しておけば、原子が常に対向

するレーザー光をより多く吸収し、減速される(光糖蜜〉。さらに光の編光の自由度と四重極磁場を

組み合わせることで磁場のゼロ点に約100μKの原子を約109掴集め、密度にして1叩01町O匂cm

の原子雲をf作宇ることがでで、きるcこの京子雲自体の位梧空間密度は 1叩0-6程度でで、あるため量子縮退に

は程遠いが、水素で成功した蒸発冷却と組み合わせることで量子縮退まで到達できるのではない

かという期待が高まった。

蒸発冷却の涼理も極めてシンフ。ノレに理解で、きる。よく例に出されるのがコッフ。の中のコーヒーが冷

める理密である。熱し、コーヒーの温度をなるべく保とうとして断熱性の良いカッフ。を探す人がいるが、

最も大事なのは「ふたjをするかしないであることが知られている。蒸発で逃げてし1く水分子は大き

な運動エネルギーを持っており、その分子が逃げた結果、残りの水分子の平均運動エネルギーは

低下する。残された水分子が改めて熱平衡に達したときの温度は、蒸発前の温度より下がっており、
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基底状謡の出有確率である位相空間密麦は上昇するはずである。

従って、蒸発冷却では涼子を「捨てながら」冷却する。実際の実験におけるf捨て方jはかなり劇的

である。調和ポテンシヤノレで、ある磁場トラッフ。中で、アルカリ気体を蒸発冷却する実験で、は原子数も

温度も蒸発冷却によって 111000になる。例えば原子数は l09から 106に、温度は 100μKから

100nKになる。このように大量の原子を捨ててしまっては量子縮退に達するのは大変そうに見える

が、計算するとむしろ位棺空間密度は震詩的に上昇していることが分かる。調和ポテンシャル中では

密度はN/T3/2に比例しているのでnは30倍程度上昇している。またドブロイ長の3乗はT3/2に反

比例しているのでやはり30000倍程度上昇している。従って位相空間密度は合わせて106程度上

昇しており、初期条件の位棺空間密度が 10・6程度でも十分量子縮退に到達可能なのである。

図 1にアノレカリ気体でボース凝結を達成した

JlLA (Anderson et al.， (1995))と MIT

CDavis et al.， (1995))のグループのうち、JlLA

の実験結果を紹介する。函に示されたデータ

は原子気体をトラップから解放して十分時間

がたった(d.T=60ms)後に、レーザー光をあて

て原子の密度分布を観測し、トラップ内で、の原

子気棒の運動量分布を観測したものである。

左端の分布では等方的で広いガウス分布しか

示さなかった原子気体の運動量分布が、

200nKではガウス分布の弛に中央に非等方

で遅い、冷えた成分が現れ始め、 50nKでは

ほとんど全ての原子が非等方で冷えた成分に

圏 1:アルカリ気体のボ}スアインシュタ

イン凝縮棒。温度を下げるにつれて、原子

の運動量分布に特徴的なピークが現れる。

<JILAホームページより〉

収容されてしまっていることが分かる。この「非等方で冷えた成分Jがボース凝縮体である。

このように、Tc以下で、はポース原子気体はボース凝縮体(Bose-Einstein condensate)と熱分布の

2つの成分からなる、 2流体モデノレで、記述で、きるように見える。講和ポテンシヤノレ中iこトラップoされた、

弱く相互作用するボース気体において、両者の比がどうなるかを予想し、実験と比較することがで

きる。 3次元調和ポテンシャルにおいて、状態密度はD(ε)= 1/2 x &2 /(tuOtrap)3とトラッフ。周波

I __ __ ¥1/3 
数の幾何平均匂rap-のxωyOJzr であらわされる。凝縮体中の原子数をNo、熱分布に収容さ

れる原子数をぬとすると、 Nth= N -NO = 1.202x (kBT /問 raprとなるQ 凝縮が始まる謹度

をたとすると、 N= 1.202x (k凡 /1iOJtrap Yである。従って、
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与=1-(訂
となる。この式は Tc以下に冷却できればボース凝縮の割合は急激に立ち上がり、例えば Tcの半

分まで到達できれば実に 8割以上の原子がポース凝縮捧に収容されることを意味する。実際、初

期の実験において吸収イメージングを解析して NolNが測定され、ボース凝縮の割合が上の式を

よく満たすことが確かめられた(Ensheret al.， (1996)).なおここで、系の性質を決めるにあたり、

次元が重要な役割を果たしていることを指摘しておこう。ボース凝縮の物理においては、 3次元が

最も理解しやすい。 3次元箱型ポテンシャルでも3次元調和ポテンシャルでも有限温度でボース凝

縮がおこり、それ以下の温度では真のボース凝縮体が得られる。これに対し、 1次元や2次元の箱

型ポテンシヤノレの場合、熱分布に絞容できる原子数に上限はなく、 3次元と同じ意味でのボース凝

結は起こらない。精密な議論には棺図が必要だが、一般に泣棺空間密度が1のオーダーになると、

梧関の強い状態(例えばTonks気体など〉や、相関がない代わりに局所的には超流動性を示す状

態(例えば quasi-BEC)などが実現する。その定量的な評錨は現在も activeな研究対象である

(Bloch et al.， (2008))。

1.5ボ}ス凝結体の干渉

ではこのようにして得られたボース凝縮体をどのようにあらわせば良いのであろうか。弱く相互作用

するボース気体の理論は、多体の波動関数を極めてシンフツレな形で、近似して良いと教える。

'1'(王l'X2"" )= Il ~(王J

すなわち、ボース装結体において、粒子間の程慢は全て無視し、各原子は独立に振舞うと扱って

良いラというのである。この「巨視的波動関数J~(正)の存在が、 BEC の産感的理解を助け、またレ

ーザー光などの巨視的な波動現象とのアナロジーを可能にしている。

図2~こ磁場トラップに閉じ込められたボース凝縮体の写真を註棺コントラストイメージングで、撮髭し

た写真を示す。位棺コントラスト法では吸収イメージングと異なり、トラップされた凝縮体をほとんど

非破壊で写真を撮ることができる。抵逼になるに従い強調されてくる中央部分の密度の濃い部分

がボース凝縮体である。このとき、密度分布は上の巨視的波動関数~(王)を用いて

n(王)= !Vf(王)1
2

で表されると考えられる。では巨視的波動関数の位相を観測することは可能であろうか?波動性を

確かめる実験と聞いて思い浮かぶもののひとつがYoungのDoubleslitの実験である。ボース凝

縮体を用いてYoungのDoubleslitの実験を行うことを考える。

幸い、我々のボース凝縮は細長いトラップ。に閉じ込められているので、切断して2つにするのは

簡単である。ボース凝縮体を作ったあと、斥力ポテンシャルを作るレーザー光を中心部に照射すれ

ばよい。しかる後に2つの凝縮体を同時にトラップ。から解放すれば、それぞ、れの凝縮体は持ってい

た運動量に従って広がってして。その重なり領域にはちょうど2つの光源からの球面波の重ねあわ
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せに相当する干渉縞が見られるであろう。

実擦には、光子と原子では分散関係が異なるので、干渉縞の形も異なる。 dだけ離れた2点

Pl(-d12，O，O)とP2(d12，O，O)を出発して時刻Tになぷz)に到着した2つの原子波の位相差は

_lm(x+d/2y 1 m (x-d/2Y _md 
!J.tp一一一 一一一 =--x 
n 2 T n 2 T nT 

従って、干渉縞は双曲線ではなく、直隷でその間隔はIiT/mdで与えられるはずである。実際に

ボース疑縮体者用いて実験すると、重なり領域には蓋線の干渉縞が得られ、その鶴隔は上式で与

えられるものと一致した(Andrewset al.， (1997))。またイメージングの解像度から逆算すると、原

子波の干渉縞のコントラストは 100%に近いことが確認された。この実験はボース凝縮が互援的波

動関数であることを初めて実証した重要な実験である。

2.巨視的波動関数

2.1 Gross-Pitaevskii方程式

~5ìく棺互作用するボース気体の理論からボース凝縮体が巨視的波動関数 if/(X)で書けることが期

待され、実際に実験で巨視的波動関数の干渉が観測された。では、この巨視的波動関数の溝た

す方程式を導いてみよう。

調和ポテンシャル中に閉じ込められた1原子の場合、シュレーデ、インガーの波動方程式は運動エ

ネルギーと調和ポテンシャルを用いて次のように書かれる。

〆れゆか1=(_:こが+: mOJ~apr21if/single (r) 
δt l 2m 2 uap } 

基底状態の波動関数はガウシアンで表される。調和ポテンシャル中に閉じ込められた BECの巨

視的波動関数の場合、満たすべき方程式には原子関桔互作用が足されてつぎのような形になる。

25d=〔ιv2十町2
この方程式を Gross-Pitaevskii方程式と呼ぶ。原子関相互作用が原子数密度1if/(r)1

2
に比例し

た平均場近骸で取り入れられている。 αは原子の欝突を特徴づける量で歎乱長といい、長さの次

元をもっ。 87茸b ではα~5nm 、 23Na で、はα~2.75nmなど、物質(原子)の固有ノ《ラメーターで、

ある。方程式の形自体は、 3次の非線形性のある媒質中での光の満たす方程式と等しい。しかし光

学の場合は、非線形性の絶対植が小さく、 3項目は摂動として扱われる。これに対し

Gross -Pitaevskii方程式の場合、トラップ中で、は相互作用の項が支配的で、あり、相互作用による

斥力(2項目)とトラップ。による閉じ込め(3項目)がつりあって君主Cの形を決めている。この場合、運

動エネルギー(1項目〉を無視する近fD(Thomas-Fermi近似)が有効である。時間的に一定な解と

して左辺の時間微分を化学ポテンシヤノレμで、置き換えると、次式が成り立つO

-335-
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必ふU2 
μ=一mω《;
2 

従って、 BECの密度分布は、

1V/(r)1
2 
= no(l-r2 / r6 ) 

と上に凸の放物線型の密度分布になる。化学ポテンシヤノレμとピーク密度内は

hω
加
f15NGMm

μ=一一:::-'-1一一一一! 、no=一一一ァ
2 ~ aHO ) 

V 

41rti"'a 

Lower Temper:議ure

図2:トラップ中でのボース・アイ

ンシュタイン疑縮体の生成。中央の

密度の高い部分がボース・アインシ

ュタイン凝結体.熱分布するナトリ

ウム原子は全体に薄く分布してい

る.(MITのKe説erleグループのホ

従って、調和ポテンシヤノレに閉じ込められた BEC ームページより)

で与えられる。ここでaHO= ~ñ/mω均で、相

互作局のない場合の 1粒子の基患状態の波動

関数の大きさを示す。また、

115 ro I aHO = (15MαlaHO) が成り立つO 典型

的な数値例として、 N=106倍の87Rb原子からな

るBECをω
fr，中 =(21r) X 100Hzの等方的なトラ

ップ
ρ

に閉じ込めたと仮定しよう。基底状態、の波動

関数の大きさはaHo=~ñ/m均ゅ ~3μm 程

度である。実際には桔互作用によって

(15Nal aHo
y/5 ~7 倍程度に膨らんで、弓 ~20

μm程度のサイズに広がっている。相互作男エネノレ

ギーによる化学ポテンシヤノレ μは

μ=  1/2x初 trapX (15Na I aHOド'"100nK 

程度であり、多くの場合、温麦より依黙小さい。

の場合、高密度(nBEC~ 1 X 10
14 cm-3 ) で、相互作用エネルギー(~100nK)に支配されたBEC が中

央部に生じ、低密度(nめermal~ 1 x 10
12 cm -3) で純粋な熱運動をするrthermal cloudJが全体に

薄く分帯する、という空間分離した状態になる{密2)。この分離が写真で明らかなため、気体を

戸。つd
qδ 
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る。

BECとthermalcloudに分けて考えるr2流体モデノレjが有用なことが極めて直感的に理解され

2流体モデノレは超流動液体ヘリウムの性質を説明するものとしてランダウにより導入され、大きな成

功を修めた。その重要な帰結のひとつに、 "secondsound"や"fountaineffect"があるO しかしこれ

らの現象をそのままアルカリ気体で見ようとしても必ずしもうまくし1かない。その大きな理由はアルカ

リ原子気体の平均自昌行程の長さにある。多くの場合、アルカヲ気体の平均自由行程はミラメート

ノレのオーダーで、あり、サンプノレサイズより大きい。そのため、塩度を局所的に定義することが困難で

あり、逗度の転播である "second

sound"や温度勾配により発生する

fountain effectの実証は難しくなる。

なお、このように平均自由行程が試料

のサイズより大きいケースを

"collisionless regime"と呼て戸、平均喜

由行程のほうが短いケースを

"hydrodynamic regime"と呼んで区

別する。

BECの運動量分布の写真からも2流体

モデルの妥当性が理解される。ボース

凝縮棒の解析には「吸収イメージングj

がよく痩われるので、この機会に詳細を

説明しておく。ボース凝縮体はもともと

図3:ボース・アインシュタイン凝縮の吸収イメー

ジング像.中央の低速部分が示、}スーアインシュタ

イン凝縮体.運動量空間でも熱分布する原子は全体

に薄く分布している.(MITのKetterleグループの

ホームページより〉
運動量空間の概念なので、 BECや熱

分布する原子の運動量を測定することは大変重要である。また、熱分布する原子の運動量分布は

そのまま系の湿度を与える。運動量測定の手法は極めて単純で、それまで原子を閉じ込めていた

トラップ。を切り、例えば企t=30ms程度待つ。この間に原子は初期の運動量分布に従って飛散して

して。次に原子の遷移に共鳴するレーザー光を照射して、原子の「影jの写ったし/ーザ一光の強度

分布の写真l(x，y)を撮るD 元々のレーザー光の強度10、原子の吸収の断面積をσとすると、

ペ平)=和丸山Z
が成り立つので、 ~tだけ自由飛行(百me-Of-Flight)した後の原子気体の運動量分布が得られる。

BECの典型的な吸収イメージング援を図3に示す。運動量空間でもthermalcloudとBECがよく

分離されていることが分かる。湿度TOF=30ms、thermalcloudの大きさはト150μmなので、

円

dqu 
qο 
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T=竺(_1i 
2 

'" 300nK 
kB ¥_At) 

と吸収イメージから湿度を決定できる。 BECの吸収イメージの取り扱いはもう少し注意を要する。

BECがトラッフ。されてしも最中は、 BECの各所で、相互作用エネルギーとトラッフ。による閉じ込めが

釣り合っていた。トラップを切るとBECは相互作用エネノレギーのせいで、さらに「押し広げられj外側

に加速してして。この加速は解放後、 1-3ms程度で終了し、その後は等速で、広がってしてと考えて

よい。始めに加速があるとしづ意味では、花火のような広がり方とも言える。 TOF中に重力で重心

が落下してしてのも花火と同じである。

2.2量子溝

ボース凝縮と超流動性は極めて密接な関連にある。超流動性は液体ヘリウムの超流動の発見とと

もに確立された概念で、物質の粘性がゼ、ロになる現象として定義される。超流動は直感的な概念

で、液体が非常に細い管を摩擦なしに流れたり、容器の壁にそって上昇したちするO液体ヘリウム

4Heでは超流動性が実験的に発見され、その背後に 4Heのボース凝縮が存在することが徐々に

暁らかになった。アルカリ原子気体の場合、E視的波動関数の春在が干渉縞の観澱を通じて先に

確立した。しかし超流動性については、元々竃磁波によるトラップとし、う、摩擦が問題にならない環

境にあるために確かめるすべが無かった。超流動註を確かめるには「流れjに注目しなければなら

ない。結局、 2次元的な流れにおいて識が量子化されるという「量子渦jの観澱が超流動性を確認

する最も産接的な手法と考えられ、精力的に実験が進められた。

巨視的波動関数で系が記述できる場合、その速度場には非常に強い拘束がある。波動関数

V/(r， t)を数密度p(r，t)と位相伊(r，t)で書き査す。

阿久t)=長広万時(i伊(戸，t)) 

速度場内r，t)は位相部分の空間微分で書ける。

手(r，t)=互vψ(r，t)
m 

波動関数のーイ酎生から、速E夏場の線積分はおの整数倍にならなくてはいけない。

十州ゐ=22nz=nf

この条件を循環の量子化と呼ぶ。従って、中心のまわりの一様な流れを考えると、その速度は

n元1
v(r) =一一
mr  

とならざるを得ない。もし任意の速度で回転できるならば、容器の屈転とともに、需に容器と同じ角

速度で、回転するのが最もエネノレギー的には得策のように怠えるO しかし、巨転の角運動量が量子

化されているため、ある関笹までは回転が起こらず、関{直を超えて初めてn=lの回転がおこる。
最も産感的な方法で量子渦の作成に成功した実験が斑adisonet al.， (2000)による実験である。

口

δ
円
台

u
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彼らはレーザ一光を集光して磁気トラップ。中に閉じ込められたボース凝縮体に鞍射した。次にこの

レーザー光の空間的な形を音響光学素子を用いて回転させることで、自転するポテンシヤノレ中で

のボース凝縮体の振る舞いを観調することに成功した。回転の角速度を増やすに従い、 TOFの吸

収像の中に、初め何も構造が無かったところから、 1個、 2倍と穴の開いていく様子が観挺された。

この穴は量子渦の渦心と考えられる。また、大きな〈原子数-107信〉ボース凝縮体を用いて同じ実

験を行うと、渦の中心がきれいな三角格子を組む様子が観測された(Abo・Shaeeret al.， (2∞1))。こ
の格子はA訟ikosovlatticeと呼ばれ、超伝導体での観澱が有名である。

2.3 Bogoliubov理論

ここまで、 Tcに比べて温度が十分低ければほとんどの原子が凝縮体に含まれていると考え

て良いこと、そして干渉や量子渦の実験から、凝縮体は巨視的な波動関数のように振舞う

ことを見てきた。では T=Oにおいて、全ての原子は運動量ゼロの状態にいると考えて良い

のであろうか?特に、原子関相互作用の影響はないのであろうか?この疑問に答えるのが

Bogoliめovの理論である。その結果は極めて分かりやすい。ここで、まずhealingleng色

村 1.J8tr n ascという長さスケールを導入する O ミはか21初 )x(11ご?=鍋2叫 1m
を満たし、運動エネルギーと meanfieldエネルギーがつりあう長さスケーノレである。

Bogoli功。vによればT=Oにおいて

( 1 )ボース気体の多粒子波動関数は運動量空間において、 k=11 c程度まで広がりをもっ

(2)同の成分の割合はい(1-(8/3)，jna;clJ[)である。

(3)素励起スベクトノレはk< 11ごでは直線(phonon)、k> 11よでは2次曲線 (particle-like)

になる。

( 1 )と (3)は相互作用がk< 11ごの領域に大きな影響を及ぼしていることを示す。 (2)

はndcが小さい援り、 BECを1価の巨視的波動関数で書くことが妥当であることを示して

いる。

講義ではBogoliubov理論の解説を行ったが、その導出はPethickand Smith (2002)の記述をそ

のまま紹介したのでここでは割愛したい。得られる分散関係は

2，-2 ( ~ 2，-2 ¥ 1ï~k~1 元 k~
_ 
I 

&=  _1一一一i一一一+2μi
2m ! 2m 

. 
J 

ここでμ=4足元2ascnlmは相互作用によるボース凝縮件の化学ポテンシャルである。

k <11 cではε=元k.JJ1lmと書け、これは凝僻中を伝わる音波(Zero-sound)の速さ Csが

A
y
 
qJu 
qδ 
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Cs = .JJ1/ mで表されることを示している。実際、凝縮体をレーザー光で郎いて音波の伝播

を謂べたところ、その速さは上式とよく一致することが確かめられた。

3.ボース凝縮を用いた実験から

3.1.フェアシュバッハ共鳴

ブエツシュバッハ共鳴はMITの原子核物理の理論家であるHermanFeshbach教授によって発

見された現象(H.Feshbach， (1958， 1962))で、束縛状態と散乱問題に関する量子力学の一般的

な現象である。近年の冷却原子の成果を解説する上で、フェッシュバッハ共鳴は避けて通れない。

筆者は、冷却原子におけるフェッシュバッハ共鳴を世界に先駆けて実験で、実証することに成功し

た(Inouyeet al.~ (1998))が、その私にとってもこの現象は永遠に奥深く、完全に理解したとは決し

て言えない。ここでは、若手の参加者のために可能な限り平易な言葉で解説したい。

・極低温原子は小さなエネルギ}に敏感である

2粒子関に力が働く場合、 EくGを扱うのが束縛問題、 E>Oを扱うのが散乱問題である。では両者の

関に関係はあるのだろうか?再者はE=Oで、つながっており、極めて密接な関係がある。アルカリ原

子2鱈の低エネノレギー散乱を例にとって、理解を試みよう。 2個のアノレカリ原子の棺互作用エネル

ギーの原子核開距離への依存性を考える。 2つの原子は遠距離で、はがに反比例するファンデ、ノレワ

ーノレス力(-C6/r6)で引力を及ぼしあい、 r-6aoあたりまで近づくと、5齢、斥力を感じる(ここで。。はボ

ーア半径で、約 0.0529nm)。 それでは、極低温の2つの原子が密突したとして、その衝突の断

面積はどれくらいであろうか?衝突に責任があるのが斥力の部分であると考えると、断面積は

4π(6α。)2-10・14cm2となるはずである。実際は極抵温原子の弾性散乱の断面積は

4π(100ao)2"'10-12cm2設度と100倍大きいむでは100aoとしち長さスケールはどこから来たのであろ

うか?ここで、極低温京子は小さなエネノレギーに敏感なことを思い出して欲しい。従って、高温原

子ならば気にならない小さなポテンシャル変化も、原子の速度に大きな変化を引き起こし、散乱を

生じる。具体的には、ファンデ、ノレワーノレス力による波数の変化が波数それ自体の大きさに比べて

無視できなくなる距離を調べればよい。

1 dk ~ 

k2 dr ~ 

ここで、初速を仮にゼロとすれば、

k(r)=;再
であるc従って、散乱の始まる半径どは

〆-土日五め1/4 1 
-F3l n2 ) - F3 ~vdW 

ハV4
 
つd
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となり、ファンデルワールス長さlvdwのオーダーとなる。 Rもの質量 (87a.uよC6(-4000a.uよ

を用いると、r'=90 aoとなる。極抵温原子は、ファンデノレワールス力のすそを敏感に感じていること

が分かる。

-散乱(長)には位相も関係する

で、は梼互作用ポテンシヤノレの内側部分は全く関係なし治せ言うと、そのようなことはない。何故なら、

外側で反射された波動関数と内側で反射された波動関数は干渉し、その位指差によって強めあっ

たり弱めあったりするからで、あるOここで束縛状態を求めるための、 WKB法を思い出してみよう。上

の「散乱での位相差Jと呼んでいたものは、そのまま W豆B法で計算する位梧に他ならない。もっと

言うと、低エネルギー(E→0)の散乱において、散乱波が干渉して強めあうとしち現象は、波動関数

の位梧がちょうどおの整数倍で、あるということを意味し、それは同時に、E=Oに束縛状態が存在す

る、ということを意味する。実際、E=Oに束縛状態があれば、散乱の最中に一時的に束縛状態を構

成するため散乱が強まりあう、と考えても長いのである。

以上に述べたことを数式で表現する。まず2原子の相対座標が満たすべき方程式を示す。

、aa/
ト

vv
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中

一k
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μ
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ここで、球対称性から波動関数を動径部分と角度部分に分解する。

lf/(戸)=L:Al与(cosθ津kl{r)

球面調和関数の性質から、動径部分の満たすべき方程式は以下のようになる。

[-豆(δ2 2δ 川 tz
2
k
2

I _ u ryー)+2叫 kl(r ) = n ~ '" Rkl (r ) 2μl dr2 
. 
r dr J' 2μrL. " 

/ 
I 
，.，." / 2μ 

抵エネノレギー散乱の場合、 1=0の項が支配的となるので以蜂、 1= 0 (8波散乱〉のみを扱う。十
分遠くでは、U(r)=0となるので、解は次の形に漸近する。

Rko{r)，...， cl卑ELC2笠竺
κr r 

ここで、散乱ポテンシヤノレが全くない場合は、原点での特異性がないことを考えると Clの項だけで

むの要は存在しない。しかし散乱ポテンシヤルがあると、 C2が現れる。大事なのはむとC2の比であり、

これを散乱長と定義する。

a=_C2 一一
Cl Ik→。

散乱長は長さの次元を持ち、 s波数乱の性質を規定する。散乱断面積は散乱長で書ける。

σ= 4Jra2 

AA 
つiu
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この散乱長aがそのまま上で述べた、散乱を特徴付ける長さに相当する。散乱長はファンデ、ノレワー

ノレス長と同じオーダーで、あり、波動関数の位相によって振動する。例えば、

I Cr: 
V(r) = ~ -r; r>号

|∞ r <rc 

のとき、

。=0.4781vdW(1一tan(φ-3n-/8))

ただし、争=l;dw /2r2であり、争-31l' / 8は上記の位宇自国子に相当する(C.J.Pe出 ckand H 

Smi白ラ(2008))。

散乱長αはRkZ(r)のr切片である。

RkO(υて-a)
散乱長が王と言うことは、梧互作用によって、波動関数がそれだけf押し出されJていることを示す。

負とし、うことは、相互作用によって、波動関数がf号iき込まれてjし1ることを示す。このような状況を

遠くから見れば、 2原子がデルタ関数で相互作用しており、その大きさが αに比例してしも場合と、

何ら変わりがないと予想される。従って、極低温原子気律の研究においては、ファンデルヲーノレス

カと近距離の斥力品、う難しい原子関力ポテンシャルを、 αに比例したデノレタ関数で置き換えると

いう荒業が許される。

H=-ztvドザエマ(号一ろ)
このハミルトニアンがそのまま、BECの満たすGross-Pitaevskii方程式の元となっている0

.散乱長を制御したいとL、う動機がある

相互作用エネルギーは散乱長に比例する。 BECの性震には特に大きな影響を与える。αの絶対

鑑が小さければ、散乱断面積が小さく蒸発冷却でBECまで到達できない。αが負ならば引力相互

作用により BECが崩壊してしまう。αがあまりに大きいと2体だけでなく3体の相互作用が気にかか

る。このような動機から、。を制御できないか?という研究は大きな注目を集めた。

散乱長 αは幸い、位相に敏感なので、原子関ポテンシヤノレに何らかの摂動を加えられれば散乱

長は大きな変調を受けると考えられる。原子詫ポテンシヤノレは基本的に電荷分布で、決まる。しかし

原子関の電場強度は外から印加しうる電場に比べてはるかに大きく、原子関ポテンシャルの形を

変化させて散乱長を変えるのは事実上不可能に近い。従って、散乱長は物質酉存の定数、と受け

止められ、BEC研究の初期には、 f87Rるや23Naの散乱長は王なので安定で大きなBECができ

るが、7Li(の F=2)の散乱長は負なので引力相互作用によって BECは崩壊するjなどと表現され

ていた。これに対し、スピンの自由慶をフルに活用して散乱長を変えよう、と提案されたのがフェツ

シュノミツノ¥共鳴を用いる手法である。
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-アノレカリ原子には2種類のスヒ。ン自由度がある。

実際のアルカヲ原子の相互作用ポテンシヤノレの特長は次の2つで、ある

(1)近距離では、ポテンシャルは電子の全スヒ。ン1重項(8=0)と3重項(8=1)の2つに大きく分かれ

る。

(2)遠臣離(dissociationliffiit)で、は電子スヒ。ンと原子核スピンの結合が重要になる。

(1)は基底状態のアノレカヲ原子には、事実上2本ポテンシヤノレがあることを意味する。従って、深さ

も違えば、転回点も違う。従って、散乱長も2つある。これを singletscattering length(as)と

triplet scattering length(at)と呼ぶ。要約すると、 1つの京子種なのに2つの散乱長があるのであ

る!このことは一体どのような帰結を生むのだろうか?まず、涼子のスヒ。ン状態によって、散乱長が

異なり、その結果 BECの相互作用エネルギーが異なる、という結果を生む。もし、電子スピンが完

全に上を向いていたとしよう。この場合、スピン3重項状態で相互作用するので相互作用は triplet

scattering lengthで記述される。しかし、電子スどンは必ずしもf完全に上jか「完全に下jばかり

ではない。 (2)で記述したように、孤立した原子では、電子スピンは原子核スゼンが結合するように

なる。この相互作用はま1• i1の形であるため、全角運動量f=王+iが良い量子数となる。例え

ば、 87Rbや 23Naの原子核スピンはi=3/2であり、 s=1I2と合成すると、f=lor 2となる。基患状態

の中でも実験によく使われる最低エネルギー状態はf=l，ffiF1である。磁場がほとんどゼロの領域

でこの状態を電子スピンと原子核スピンの基底で書き直すと、
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となり、スピンupとdownの状態が議合している。この11，1>状態の2原子が衝突した場合、近距離

ではスピン1重項の状態とスピン3重項の状態の重ね合bせとなる。従って、 1f，ffir >= 11，1 >状態

の散乱長は、 singletscattering lengthとtripletscattering length両方の影響を受ける。しか

しその「比率jは動かすことができない。

ところで、そもそも何故実験でIf，ffif >= 11，1>状態が好まれるかと言うと、最低エネルギー状態で2

体の非弾性衝突過程がないからである。例えば同じ ffir=lの状態でも、 1f，ffir >= 12，1>状態の場

合、衝突によって12，1>+12，1>が11，1>+11，1>になることも起こちうる。 1f，ffir >= 12，1>の状態、は

11，1>の状態よりもエネルギーが高いので、差額のエネノレギーは相対運動の運動エネノレギーとし

て放出され、原子は2~匿とも高速で、トラップ。を去ってL、く。すなわち、 If，ffif>= 12，1>の状態の2原子

が衝突すると一部は11，1>になってロスする。では1f，ffir>= 11，1>の状態が12ユ>になることは可能

かというと、エネルギーが足りないので無理である。しかし、結合ノミノレトニアンは脊在するので、

vIrtualには可能である。ではこのvirtualな状態は何か使えないだろうか?

-違うスヒ。ン状態に行って、また戻るプロセスを考える

1 f，ffir >= 11，1>の状態の2原子が相互作用して一時的に12，1>の状慈にな号、また相互作用して

11，1>に戻ることは可能である。別の言葉では、このプロセスを2次の摂動とも呼ぶ。ここで2次の摂

つdA吐
令
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動は、分母にエネルギー差がくる。このプロセスの振躍は非常に小さいと予想される。ではIf，mr

>=12，1>状慈の2つの原子からなる束縛状態〈分子状態)を virtualstateとして使うのはどうであ

ろう?やはり結合ハミルトニアンは存在し、プロセスの振幅は束縛エネルギーに反比例するだろう。

ただ、分子の束縛エネノレギーは通常、大きいので、たいした寄与は望めないように思える。しかし、

もし外場をか吋てその束縛エネルギーをずっと小さくできたらどうで、あろうか?特に、もしゼロにでき

たら?例えば磁場をかけた場合、 11，1>は霊子スピンが主に下を向いているため、エネルギーが

下がっていくが、 12，1>は主に上を向いているため、エネルギーは上がってして。分子の一番浅い

束縛状撃のエネルギーは約 1GHz程度と予想される。磁場をかけると12，1>は約0.7MHz/Gauss

で上に、 11，1>は約0.7MHz/Gaussで、下に動くはずなので、 700Gauss程度の磁場をかければ両

者は交わる!すなわち、 11，1>と11，1>の衝突の最中に、仮想的に12，1>の分子状態に行って戻

る、とし、うフ。ロセスが許され、その振幅が共鳴的に大きくなることが予想される。これがフェッシュバ

ッハ共鳴で、るる。

フェッシュバッハ共鳴はまず初めにボース凝縮体の相互作用エネノレギーを制御すること

に使われたが、最も成功を収めたのはFermionを用いて超伝導状慈を倖る実験である。ブエ

ッシュバッハ共鳴点で、は、勢註散乱が増強されるが、非弾性散乱も大きくなり、 トラップ

から原子が失われてしまう。 2種のスピン状態の Fermionを用意した場合、 2体の相互作用

は増強されるが3体の非弾性散乱は抑制できるので理想的な実験ができる。特にト波の棺互

作用の場合、フェッシュバッハ共鳴に沿って議場を制御すると、 BCSベアによる超伝導状

態から分子の BECまで連続的に移行できることが予言され、注目を集めた(M.Holland et al.， 

(2001)) 0 実際に Fermion原子を用いて実験が行われ、弱く束縛した分子の BEC、(M.Greiner， 

et al.， (2003))、BCS状態の実現 (C.A.Regal， et al.， (2004))、BCSペアの束縛エネノレギーの測

定(c.Chin et al.， ο004))などが次々と行われた。フェッシュバッハ共鳴を用いた BCS-BEC

クロスオーバーの実験については、 Blochet al.， (2008)などが詳しい。

3.2.超放射

ボース疑縮体の光散乱について考えてみる。まず準備として通常の光散乱を考えてみよ

う。 トラップされた原子気体に時間的に一定な強度のレーザー光を照射するとする。気体

中の原子はレーザー光から光子を 1個吸収し、その後、ランダムな方向に自然放出する。

原子は自然放出の後、基底状態に戻る。しばらくすると、また気体中の京子が光を吸い、

そして放出する。この一連の過程を Rayleigh散乱と呼ぶ。散乱による自然放出光の強度は

時間的に一定であり、散乱光を積算してみた場合、その方向は等方的であるか)と期待され

る。

ではボース凝縮体に同じように光をあててみたとしよう。何か差異が考えられるであろ

うか?

1正確には偏光方向に抜存する。亘線偏光の散乱は双擾子放射パターンを掻く。

川
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上の考察で抜けていたもののひとつに運動量保存員せがある。一回昌の散乱で、原子は一

個光子を吸収し、自然放出で違う方向に放出している。この差額の運動量はどこにいった

のであろうか?散乱した原子が受け取ったはずである。実際には、どの原子が受け取った

か特定できないので、この散乱の結果;はま No個の BEC中の原子のうち 1個が

九~叫lパl(rσ作F
光の波数、 koο砥は自然放出された光子の波数、 VはBECの体積である。(この原子の波動関

数を f反跳状態(recoilmode) Jと呼ぶことにする。〉ところでこの反銚状態の原子の波動関

数と、元の BEC中の原子の渡動関数は、干渉する。この干渉結は光を回折することができ

る。回折する方向は k詰+(kout-kiJ= koutであり、先ほど最初に自然放出があったのと同じ方

向である。

次の散乱が自然放出になるか回折になるかは確率しか分からない。自然放出のレートは

常に変わらないであろうから、回折のレートを考えよう。屈折においては、回折波の振幅

が自折格子の振穏に比例する。すなわち、田折のレートは匝折格子の振幅の 2乗に比例す

るであろう。 BEC中の原子数を No・1、それまでに反跳を受けた原子の個数を Nrとすれば、

回折格子の振幅は-JNr(No-Nr)であるから、単位時間あたりの屈折確率茸は

RcだNr(NO-Nr) 

となる。

ここまで、原子波を第2量子北せずに議論した。原子波を第2量子化すると、上記の「自

然放出j と「呂折j は統合され、特定の方向への散乱確率Rは

R oc (Nr + l)(No -Nr) 

となる。 RはdN
r
/ dtに比例しているから

Nrぽ Gr(Nr+ l)(No -Nr) 

となる。実擦には、散乱した原子は飛び去って行くので、

Nr oc Gr(Nr十1)(N 0 -Nr) -L N r 

とでも書くのが正しいであろう。

すなわち、光の散乱は自然放出的に始ま号、指数関数的の増大し、 BEC中の京子を使い切

ると柊了する。実際には、光の散乱方向が多数あるのと同様に、反跳モードも多数、存在

する。導出の詳細は省くが、散乱光の立件角の計算から、結長い BECの長軸方向へ光を散

乱する回折格子の Grが最も大きく、「育ちやすたリことが分かる。この一連の考察は、ボー

ス疑縮体のコヒーレンスの長さによって、 Rayleigh散乱がポツポツとランダム;こ起こる事

象から、コヒーレントな回折現象に移り変わると主張しており、 Dickeが 1954年iこ主張し

た f超放射j の散乱版であると理解することができる。ボース凝縮体からの超放射的な光
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散乱誌 1999年にMITのグループにより初めて観演された(S.Inouye et al.， (1999))0 2 

3.3光格子ポテンシャル

光格子ポテンシャルにボース凝縮体を閉じ込めることによって、モット絶縁体に代表される強梧関

状態を作り出すことが出来ることを1998年、 Jakschらが指議した(D.Jaksch， et al.， (1998)) 0 2002 

年、 Blochたちは光格子中に閉じ込められたボース原子を用いて、相互作患が支配的な状室長を作

り出し、超流動ーモット絶縁体転移を実現することに成功した(M.Greiner et al.， (2002))。これ

以降、冷却原子を用いて冨体物性の基礎的概念の実証が次々と行われていったという意味で、この

実験は非常に意義深いものである。ここでは詳細を取り上げないが、その関の reVlewはやはり

Bloch et al.ラ。∞めが詳しい。なお、最近で、は光格子の各サイトのイメージングも可能になってい

る(W.S.Bakr et al.， (2∞9)， (2010))。

4.まとめ

以上、撞めて駆け定、しかも独断的にボース凝縮の物理の面白さの一面を切り取ってお届

けしたつもりである。以下、この分野の概観を得るために適当と思われる reviewpaperを紹

介したい。ボース凝縮体の理論、実験の基礎を手早く身につけるにはDalfovoet al.， (1999) ， 

Ketter1e et al.， (1999)が参考になる。概念的な疑問が気になる入はLeggett，(2001)を読むのが

良いであろう。冷却原子を黒いた強相関の物理の探求である BCS-BECクロスオーバー、超

流動モット転移、 BKTや Tonksgasといった抵次元系を知りたければBlochet al.， (2008)が素

晴らしい。 Feshbach共鳴の背景を知りたければ、玄ohleret al.， (2006)は難解な理論を丁寧に

解説しており、頼りになる。 Feshbach共鳴を用いた最新の実験成果の縞羅的な reviewとし

てはChinet al.， (201めがある。

最後に本稿を仕上げるにあたり、東京大学大学説工学系研究科修士課程在籍の加藤宏平君

のお世話になった。この場を捨りて感謝したいG

2熱分ギ存する原子気体でも散乱レートがコヒーレンス持鶴より速ければ超放射は起こる。 (Y.

Yoshikawa et al.， (2005)) 
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