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ε展開を用いたユニタリー・フェjしミ気体の研究

マサチューセッツ工科大学 西田祐介1

(2011年 1月 4日受理)

要旨:本語では、 2007年日本物理学会若手奨励賞〈理論核物理)の受賞対象となった論文 [1]

“εexpans'Wη forαFermi gasαt infinitεscattering length，" 

Y服 lkeNishida and Darn Tha出 Son，Phys. Rev. Lett. 97 (2006)う 050403

について、関連論文 [2，3]の結果も交えながら解説します。

1 冷却原子気体における超流動状態の実現

2004年にアルカリ京子40Kぅ6Liを用いて、新しいフェルミ粒子系の超流動状惑が実現されました

[4，5]0これまでの金属超伝導やヘリウム超流動にはない大きな特畿として、これらの京子系では様々

な実験環境を自岳にデザ、インできるということがあげられます。持にフェッシュバッハ共鳴を用いれ

ば、磁場を変化させることで粒子関の相互作用を特徴付ける散乱長を自在に制調することができます。

図1には、実際に部定された 40Kにおける異

なる超様細構造準位慣の s波散乱長αが磁場

の関数としてプロットされています。図から

も明らかなように、 αは正負ともにその絶対値

が小さな値から非常に大きな笹川f"V2000αo 

(aoはボーア半径)まで自在に変えることが

できます。このように原子気体を患いた実験

は、量子多体問題を議論する上で非営にク

ワーンで自由度の高い理想的会舞台を我々に

提供するということが言えます。

ここで次のような原子気体の理想化を考え

ますむ原子関力の到達距離roは40Kで γOrv
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図 1:40Kにおける s波散乱長α(単位はボーア

半径α0)[針。横軸は磁場(ガウス)。
60旬、 6Liでγorv 30α。程度ですから、散乱

長に比べて相互作用の到達距離を無視する (γ0/α → 0)ことができます2。さらに異なる 2つの超

搬細構造準位を単にスピン?状態と i状態と見立てることにより、京子を短距離力 (ro= 0)で相

le-mail address: nishida@殴it.edu

2この理想化の下では、系の牲費は桔互作車ポテンシャルの詳細に依らなくなる(散乱長のみに依存する〉ことから

普遍的(uuiversal)と呼ばれます。
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互作用するスピン 1/2のフェルミ粒子と見なすことが可能になります。異なるスピン状態関の桓互

作用の強さを特殻付ける散乱長は、引力が弱い援限 α-1→一∞から引力が強い撞限 α-1→十00

まで、連続的に変化しますs ここでは同じスピン状態間の相互作層は考えません。このような理

想化の下では、原子気体の問題辻短距離力(コンタクト相互作用)で椙互作用する非相対論的な

スピン 1/2のフェルミ気体の問題として捉えることができます。ここで理論として明らかにする

べきことは、フェルミ気棒のフェルミ運動量をたFとしたとき、基定状態とその性質が無次元のパ

ラメーター∞く (αkF)-lくCむとともにどのように変化するのかということです。

2 BCS-BECクロスオーバーとユニタリティ極限

この問題に対する定性的を理解辻 BCS-BECクヨスオーバー [7う 8，9]と呼ばれるもので与えら

れます(図 2:横軸九フェルミ粒子関の引力が非営に弱いとき (α侍→ -0)~こは、 BCS機構

によりフェルミ気体は超流動転移をするということが知られています。還にフェルミ粒子需の引

力が非常に強い撞限 (αkF→十0)では、まずフェルミ粒子対が束蒋状態を彰成し、その束縛分子

(ポーズ粒子〉がポーズ・アインシュタイン凝縮 (BEC)を記こすことで超流動状態となりますc

(akF)-l→土00の南極端の基底状態が超流動であることから、 -00くい;kF)-1く∞の全領域に

渡ってフェルミ支体は超流動状態であ乃、かつ十自転務がなく連続につながっている〈クロスオー

バー)と考えられています30

α:kFが負で小さいときには、系は弱く引力相互作用するブエルミ気体ですので、 iαkFI~ 1を展

開パラメータとする摂動展開によって定量的な解析が可詮になります。ただし、この極限では超

流動性は非摂動勢果(エネルギー a ギャップ:ム~♂j(2akF))ですっまた、 αkFが正で小さいとき

には、系は弱く斥力相互作用するポーズ気体として理解することができます。ここでは、ポーズ

分子関の散乱長は 0.6α>0で与えられ、やは与 αkF<<1を畏開パラメータとする摂動畏開が可能

になちます。この極援は、元のフェ jレミ粒子関の引力に関しては強結合ですが、束縛分子対の系

として見れば弱結合系となっていることに注意してください。

このように (α侍)-1→士00の弱結合領域(図 2の左右両端)に関しては、定性的かっ定量的な

理解が可龍です。しかし、 lakFI-1;s 1の領域(醤 2の中央)では、明らかに先程の葉動震関は破

綻してしまいます。特iこ、 akF→∞の橿限はユニタ lJティ慈眼と呼;まれ、畏関パラメータが発散

するという意味で強結合撞践と言えます。(この極限は、ちょうど束持エネルギーがゼロの束縛分

子が現れる点に一致します。)実際に、京子気体を用いた実験では、フェッシュバッハ共鳴近傍(図

1のB e:::' 224G)がまさにこのユニタリティ撞限に対応しています九このような強結合のフェル

ミ気体〈ユニタリー・ブエルミ気捧)の性賞を明らかにすることが、実験的にも理論的にも現在

進行形の重要な課題です。持に理論にとって辻、強相関量子多捧系を扱うことになるため、非常

3数学的に証明されたわけではないですが、数輩シミュレーションや実験結果から、それが最も確からしいと考えら

れていますc また αむ→土0で異なる振る葬いを示すことから、 αむ =0には境らかに特異点があります。

4中性子ー中性子散乱の s波散乱長は -18.5土 0.3fmであり、接力の裂達距離 11mπ ご1.4fmよりも十分に大きいの

でユニタリテイ極設に近いと言えますが、この場合は有勢距離 Te'::::' 2.7fmも大きいためそれを無視するのはあまり良

い近担ではありません。
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ε展開を用いたユニタリー・フェルミ気体の萌究
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図 2:BCS-BECクロスオーバーの模式図c 横軸はんで規格北した散乱長の逆数 (akF)-1、縦軸

は空間次元d。

に挑戦的な課題で忘ると言えます。

3 ユニタリー・フェルミ気体に対する理論的なアプローチ

ユニタワー・フェルミ気体に対する理論的ごとアプローチ辻、主iこ次の 3つに分類できると患い

ます。

1.平均場近鋲(十揺らぎ)を用いた計算

2.モンテ・カルロi去に基づく数寵シミュレーション

3.系統的な展開を用いる方法

まず、平均場近似計算は定性的には有効である場合もありますが、ユニタワー・ブェルミ気生の

ような強結合極限においてどの程度有効であるかは定かではありません。モンテ・カルロ数値シ

ミュレーションは、理論的に辻最も信頼できる方法ですが、有援の粒子数、右設の諮子関踊、有

援の空間サイズに限られます。また、 2つのスピン状態の粒子数が異なる場合には負存号問題が避

吋られません。最後の f系統的な展開を用いる方法jと辻、ユニタワー・フェルミ気体の問題を

仮想的に拡張することで小さな展開パラメータを作乃、そのパラメータを覆って系統的な展開を

行う方法です。例えば、フェルミ粒子の種類の数Nでの展開 (ljN展開)、空間次元 dでの展開

(ljd畏需)などが考えられますG この方法では、展開パラメータを最終的に現実の龍に外挿する

操作が必要となります。

本稿では、「系統的な震関を用いる方法jとして、空間次元の 4あるい辻 2から丹ずれを畏関パ

ラメータとするアプローチを紹介します。まずユニタリー・ブエjレミ気非の問題をー殻の空間次

元 2<d<4に拡張し、より広い視点から捉えることを考えてみます(図 2.縦軸)。
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4 4次元と 2次元の特殊性:直惑的な議論

ユニタ 1)ー・フェルミ気体において、空陽次元が4と2の腎殊性を初めて指捕したのは Nussinov

たちです [10]0異なるスピンを持ったフェルミ粒子関の相対距離を γ とすると、 2斧の渡動関数は

ユニタ 1)ティ握隈では ψ(γ)rv 1/rd-2 (γrv  0)のように振る舞います50 ここで、波動関数の規格

化積分

f叫 γ)2=jdTFL玉 (1)

ーを考えると、空間次元が4以上のときに辻覆分が原点で発散することが分かりますc 従って、空間

次元が限りなく 4に近い極限では、規諮イヒされた波動関数は原点のみに有限の彊を持っと言えま

す。つまり、フェルミ粒子対はあたかも点状のポーズ粒子のように振る舞います。このことから、

Nussinovたちは、ユニタワー・フェルミ気体辻 d→ 4の撞課で自由なポーズ気体に帰着すると予

想しました。

一方、空間次元が 2以下のときには、どんなに弱い引力ポテンシャルも束縛状態を作ることが

知られています。従って d=2では、ユニタリティ極限(束蒋エネルギーがそロの題限)はゼロ相

互作用に対応すると言えます。これは、渡動関数料r)rv 1/rd-2の原点での特異性が d→ 2の極

限でなくなることからも理解できます。このことから、ユニタワー・フヱルミ気体は d→ 2の極

援で邑由なフェルミ気体に帰着すると予想、できます。

5 場わ理論を用いた定式化

こうした Nussinovたちによる直感的な議論は、場の理論的な手法を用いてよ持議審な形で言い

直すことができます。定距離力で桔互作君するスゼン 1/2のフェルミ粒子(費量 m)辻次のラグ

ランジアン密度で記述されます。

ι=玄ψt( i8t十 :;)ψσ÷引いihh
σ=i斗¥ノ

(2) 

ここでコンタクト相互作用の裸の結合定数Cojは、物理量でおる s波散乱長αと

1 m r dk 1 
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(3) 

により関係付けられます。ユニタリティ彊限α→ 00では、右辺第 1項はゼロとなります。

これを一般の空間次元dに拡張し、 d→ 4とd→ 2の特殊性を晃るために、まず密度ゼロの真

空中でのフェルミ粒子対の散乱問題を考えてみます。 2体散乱の散乱振揺 (T行列)は、国 3にあ

るようにバブル図形の無限和で与えられますc 式 (3)を用いれば、ユニタリティ謹限での厳密な表

式ほ簡単に得られ、
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(4) 

5コンタクト相互作，摺がある場合、 s波のシュレーデインガ一方程式の解は原点でψケ)，，-， γ2-d_sgn(a)1α12-d+O(r4-d)
と振る葬いますが、 α→∞となるように境界条件を課すことがユニタリティ極誤{ゼロ束縛エネルギー〉に対培、しま

す。
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ε展開を用いたユニタワー・フェルミ気体の硯究
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図 3:真空中でのフェルミ粒子対の散乱o 4次元近樟での散乱振揺は、ポーズ粒子の伝掻と書き表

すことができ、そこでのフェルミ粒子対とポーズ栓子の有効結合定数は gとなりますc 一方、 2次

元近傍では、散乱振幅は有効結合定数?Pによるコンタクト椙互作活と書き表せます。

となちます。分母のガンマ関数は d=2う4ぃ..で極を持ちますから、散乱振揺辻 d=2う4でゼ、冒と

ごとります。これは、 d→ 4とd→ 2の撞限で辻本E互作吊がなくなることを意味します。

さらに 4次元近傍では、 T行列に d=4-εを代入し、 εの1次まで農関することにより

0_2_ _: 

iT(p)ニー竺4 b +of) 
“po -守+必

(5) 

を得ますo D(p)三 (po一守十id)-lの龍分は、ちょうど賞量 2mの粒子の伝掻関数(プロパゲー

ター〉と同じ形をしていますから、散乱振幅辻フェルミ粒子対が点状のポーズ粒子を形成しそれ

が伝播しているものとして理解できます(図 3:上)。ここでのフェルミ粒子対とポーズ粒子との

有効的な結合定数gは

g2 =竺三-
2 m 

、‘1jノ円。
/
1
4
¥
 

で与えられます。ここで重要な事実は、有効結合定数9rv VEは4次元近傍 (ε<<1)で小さいとい

うことです。従って、 4次元近傍のユニタワー・フェjレミ気体では、この有効結合定数9<<1を展

開パラメータとする系統的な「摂動J展開が可詑であるということが言えます60

一方、 2次元近慢では、 T行列に d=2+Eを代入し、 Eの 1次まで震関することにより

iT(p) = i竺E十 O(E2)・
m 

(7) 

を得ますo Eの最{丘次では、散乱張揺は外綾のエネルギーー運動量 (p)に抜らないので、フェルミ

粒子対は単に有効結合定数が
') 27r 

g-=一一ξ、
m 

(8) 

で与えられるコンタクト相互作用をしているものとして理解できます(菌 3:下)。や辻り、
、ヲ・ 、~

'-、ー

で重要な事実は、有蕩結合定数52~Eは2次元近寄 (E<<1)で小さいということです。従って、 2

次元近慢のユニタワー・フェルミ気体では、この有効結合定数?P<<1を展開パラメータとする系

統的な「摂動j展開が可能であるということが言えます。

自当然ですが、ここで言う「摂動J展開辻、本来の αむを震関パラメータとする要動展開とは区別する必要があり

ます。本来の意味で辻、 E展開は非喪動的手法です。
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ここで図 2に戻りますと、ユニタリー-フェルミ気体 (αkF→∞)は、 4次元近傍では弱結合の

フェルミ・ポーズ混合気体、 2次元近信で辻弱結合のフェjレミ気体として記述することができます。

そこでは空間次元のずれ ε=4-d(あるいは E= d -2)が結合定数の役割をし、 E(司会宝小さい

ときにはそれを展開パラメータとする主要動畏需を行うことが可詑とな均ます。こうした系統的な

展開を用いて空需次元が 3の強結合鎮域を理解しようとする研究が、本語で解説するアプローチ

です。

6 有眼密度系への拡張と εのべき勘定員11

前節の議論は密度ゼロの場合でしたが、 ε(E)展開のアイデアはつかめたかと思います。ここで

はユニタワー・ブエjレミ気体を記述するために、有誤客、震系での定式化とそこでの ε=4-d展開

のべき勘定期 (powercounting rule)を議論します。この箆の説明辻技巧的にならざるを得ないの

ですが、必要のない方は飛iまされても次節以誇の結果辻理解できると思います。

有限密度系への拡張は、式 (2)のラグランジアン密度に化学ポテンシャル μψ;ψσ を導入するこ

とで行えます。 4点相互作用環に対しハバード・ストラトノヴィッチ変換を施し、南部ーゴルコフ

表 示 曽 =(ψr，ψI)Tを用いることにより、ラグランジアン密夏を次のように書き室すことができ

ます。

十 /σ3V
2 

¥ _~_ 1， "'， ~ + 
乙=世T( i<1t +τ「一 ÷σ3μ!守一ーグ位十世7σ牛をゆ十曽!σ一宮o*. 
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ここで σ土=七円土問)であり、 σは 3は2行 2売のパウ 1)行持です。これからの計算では、簡単

のため次元正期化を用いることにしますに次元正期化では、式 (3)の右辺第2項もゼロとなるの

で、裸の結合定数匂辻ユニタワティ極限で Co→∞となり、上式第 2項去仰を落とすことがで

きます。

有限密度系の基底状態は超流動状態ですので、捕助場やは有限の真空期待値仲)=位。を持ちま

す。ゆを実数に選んだ向の周りで展開することで、

9=187r2ξ)1/2 (竺OO)E/4 
ー・.

m ¥ 27r J 
中=やむ Jャgψ4 、ー，.，，

r

ハ
り

1
』キ

f
e
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z
‘、

と書くことができます。ここで謡らぎの場ψの前に、話節で議論した有売さ結合定数gを導入しまし

たむ式(6)に辻なかった余分な因子は、少が非相対論場と同じ次元を持つように選びましたに式(10)

をラグランジアン密度 (9)に代入し、乙を次で定義される 3つの部分の和として、 1:= 1:0十1:1十1:2

7もちろん、カットオフ正副党〈運動量覆分にカットオフ Aを導入し、式 (3)を穫って発散を処理してから A→∞
をとります〉を用いても最終的に同じ結果を得ます。

Sこの因子の違いは需に t.pの定義に吸収できるので、最軽結果はこの因子の選び方に殺りません c
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と書き直します。

ε展開を届いたユニタリー・フェルミ気体の研究

ιo = ¥{ft (i8t十 ザ 十日0+叶い*(i8t +芸)~， 
乙1= gwtσ+雪ψ十 g¥{ftσー守主フ*ート μwTσ3官十 2μrp求ヤフラ (11 ) 

ζ2ニ一戸(i8t+ ;2) rp _ 2μ内
1 生η~ J 

v場の運動項と化学ポテンシャjレ項をそれぞれ乙。と乙1に却え、同じものを乙2でヨ;いています。

当然ながら、和乙o十ム+んは式 (9)に等しく、イ可も変更を加えていないことに注意してくださ

い。 ι。!ま非摂動項、乙1!ま摂動項、んは発散を打ち請すためのカウンタ一項の役割をします。

まず非摂動部分んは、フェルミ粒子を表す場安の伝播関数

{PO +ャ 一手0¥( どすでで司
G印)二 (rv ~~p ~~ 'r~ ) ( Ep  = JεJ十ゆ6) (12) pJ-EJ十 id¥一向 poーャ) ¥ -'---'p - v ~p I '1-'0) 

とポーズ粒子を表す場 pの{云播関数D(p)を生成します。摂動部分ムの最初の 2項は、結合定数

gに比関する雷場と v場の間の相互作用を表します。また最後の 2項は雪場と ψ場の化学ポテン

シャ jレ項ですが、後にギャップ方程式を解くことでμ/向 ~ε であることが分かるので、初めから

化学ポテンシャ jレμは小さいものとして摂動として扱いますむ

ここで一般のファインマン図形がどのよう

なεのべきを持っか考えてみます。 9rv ..fi、

μ/手。 ~ε ですから、あるファインマン図形

が持つ εのべきは、国形に含まれる結合定数

の数Ngと化学ポテンシャルの数Jむを用い

て、禽単に N.q/2+ TJ，μで与えられることが

予想されます。しかし、国 4の(吋のファイ

ンマン図形は、ループ積分が4次元で対数的

に発散しているために、 d=4-E次元では ε

の逆べきを出し、上の簡単な規副は一見或り

--0--十二rL = O(E) 

(a) (b) 

--0----+二2ι = O(E2) 

(c) (d) 

図 4:実義は雪場の伝播関数iG、点韓は pの伝

播関数 iDを表しますo X 印i土化学ポテンシャ

ルμを表します。
立ちません。ここでこの密形;こ ι2のカウン

ター項の 1つ、 IIo(p)= Poーャ/2、から生成されるファインマン図形(めを足すと、 ξ の逆ぺきに

比例する項を打ち消すことができます。従って、伊)と (b)の和が持つ εのべきは、元の Ng/2十A7ι

から予想、される 1で与えられます。

同様に、図4の (c)のファインマン図形においても、ループ穫芳がεの逆べきを出しますc この

図形に乙2のもう 1つのカウンター項、 2μ、から生成されるファインマン図形 (d)を足すことで、

εの逆ぺきに比例する項を打ち泊すことができます。能って、 (c)と(d)の和が持つ Eのべきは、や

はり Ng/2+ Np， に詫い 2で与えられます。

これらのファインマン期と εのべき勘定期をまとめると、あるファインマン図形が与えられた

とき、もしその図形に図 4(a)、あるいは菌兵c)が含まれていたら、その部分を 4(b)、あるいは図

G
J
 

O
O
 

Eυ 
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己つつ 国 5:有勢ポテンシャjレに寄与する 0ド)

までのファインマン思形。
場

a
io

 

。(1) O(E) 

4(d)でそれぞれ置き換えたファインマン居形を足します。この約束の下で、そのファインマン図

形が持つ εのべおま、時/2十 Nμで王子えられます(その図彰はオーダー o(ENg/2+凡)であると言

います0)。ただし、たった一つだけ開外があり、化学ポテンシャルを 1つ含んだ電場の 1ループ

真空図形(図 5:中央)はオーダ-0ド)でiまなく、ループ積分が εの逆べきを出すことから O(り

となちます。

また、ここでは詳述しませんが、 l=d-2による展開も同様に定式化することができます問。

7 ユニタリー・フェルミ気鉢における ε展開

状態方程式 前節で詳述した εのべき勘定期を罷って、ユニタリー・フェルミ気体の様々な物

理量について εの系統的なべき震調を行うことができます。ここでは、まずユニタワー・フェ)vミ

気体の状態方程式を求めてみます。ゼロj量震のユニタリティ葱限では、む以外に次元を持つ量が

存在しないことから、熱力学量の関に次の禽単な関採式が存在することを示すことができます。

P 2 

εFN d十 2、ラ
E d 

εF.IV d + 2、

μ 
-=5. 
εF 

(13) 

ここで Pは圧力、 Eはエネルギー密度、 εF= ki/2mは粒子数密度N から決まるフヱjレミ・エネ

ルギーですo cは空間次元のみによる無次元数です。中央の表式の岩εFN三 E叫す自由フェル

ミ気体のエネルギー密度に一致することから、ご =E/E公eeは密度を冨定したときにユニタワテイ

橿限の引力相互作吊によってどれだけエネルギーを得したかを示す量であると言えます。このよ

うにどロ温度のユニタワー・フェJレミ気体の状態方程式は、ただ一つの普遍パラメータとだけで

決まります。

場の理論を用いた定式化では、熱力学量は有殆ポテンシヤ jレVeffを計算することによって求め

られます。 fの最低次とその次の次数までの有効ポテンシャルに寄与するファインマン国形は 3つ

あり、図 5に挙げられていますむその弛全てのファインマン函形は εのべきがさらに掛かるため、

εが小さいとき無視できます。実際にループ積分を実行することにより、

fφ'0 L ， 7 -3 ( i + ln 2) _ "f1 J μL  ， 1 -2( i -ln 2) J 1 (mφ。¥d/2 
九百(争0)= I :u { 1十 ε-30E ~一一 {1 + ε~ I ( "~:_V) + 0ゲ)

I 3 I 6 -- IεI  4 I I ¥ 27τ/ 
(14) 

を書ることができます。ここで 0=0.14424は数催積分を実行して薄られる定数ですc

超流動の秩序変数仰の笹は、有効ポテンシャjレを最小化する(=ギャッブ方程式を解く)ことで

向(μ)= 2Jl [1 + (30 -1十 ln2)εi
ξ 

(15) 
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図 6:守場の自己エネルギーに寄与

する O(けのファインマン図形。

と決まります。これにより前節で仮定した事実μ/位。 ~εが確かめられます。このギャップ方程式

の解を式 (14)の有効ポテンシャルに代入することで、圧力 P(μ)=ーもも1f(φo(μ'.))が得られます。こ

の圧力の表式から、状態方程式を決める無次元のパラメータごを

3/2 (εlnξ¥ r _ (_ ~ 5 ， _ _， ¥ ~， C)J 
ご=Lexpit-ill-{3C一一(1-ln2) )ε十町内i1ろ-2E J I - ¥ -- 4 ，- ----/ J -. -¥ -/ I 

ニ iξ3/2+去5何ぞ -0脳 E5/2+ O( E7 /2) 

のように、 εのべき畏関として求めることができます。

、t
tノ

P
0
 

1
2ム

〆
ge
丸、

フェJレミ準粒子の分散関様 ー ξ展開は、もちろん、地の物理量を計算するのにも使えます。ここで

は、超流動中のフェルミ準粒子の分散関係を求めてみます。 εの最低次で辻、分散関係は裸の伝議関

数 (12)の握、 ω(p)= Epで与えられます。 O(E)の自己エネルギーには、図 6に挙げた 3つのファイ

ンマン図形が寄与します。ブヱルミ準粒子の分散関保辻、方程式det[G-1(ω，p)十μσ3-Eいうp)]= 0 

を解くことにより、

211 + E22 E11 -E22 -2μ2  
ω(p) = Ep+ ~J.J. ~ ~"'"' +εp+ O(E勺

2Ep -1-' 
(17) 

と求められます。ここで E11 と E22 は自己エネルギ~ E(Ep，p) rvε の2つの対角成分です。実際

にループ覆分を実行し式 (15)を患いれば、特に運動量が有援の憧 Ipl=ゾ三耳石

ε。=2μ+O(ε2) (18) 

で号えられるときに、分散関係は最抵の勧起エネルギー(エネルギー・ギャップ)

ム=2~ [1十 (30-1 -81n3十 131n2)ε 十 O(E2)]ニ生 [1-0.345ε+O(♂) ] (19) 
ε 

を持つ、ということが分かります。

8 3次元への外挿と数値シミュレーションとの比較

このように ξ展開では、ユニタワー・ブェルミ気体の様々な物理量を蕎単会摂動展開を侵って計

算することができます。もちろん、これらの結果は巌密には空間次元が 4 に近い領域 (ε~ 1)で有

効な展開です。ここでは、これらの展開を、現実の空間次元が 3の場合に外挿するということを

議論します。その最も単純な方法は、ある次数までで ε震関を止めて ε→ 1と置くことです。

Q
d
 

F
h
u
 



西田椙介

図 7:空間次元dを讃軸にとったときの状態

方程式のパラメータとの振る舞い。上の破線

が ε展開 (16)、下の点線が E展開 (21)によ

るものです。中央の 3つの実線辻、ポレ jレ『

パデ近似を用いて 2つの展開をフィットした

ものです。 d=3 での。印はと~ 0.42 (1) (11] 

を表します。

3 

Z
ら
「4

2
2
 

0.5 

d 
4 ち

式 (16)、(18)、(19)の結果に ε=1を代入すると、 d=3で次のような値を得ることができます。

全局1.31.
μ 

εQ ~ 2， 
μ 

(20) 

これらの植はモンテ・カルロ数積シミュレーションの結果 [11トと~ 0.42(1) 、 ε。/μ~ 1.9、ム/μ~ 1.2、

に非常に近いことが分かります。本来 ξ震関は 4次元近傍で有効であったことを考えると、これは

驚くべきことだと思いますにまた、式 (16)と(19)の 0ド)の議正は、 ε→ 1と震いた後も、最低

次の項より十分小さい補正でしかないことも分かります。これらのことから、本来 4次元近寄で

有効な、弱く相互作用するフェjレミ粒子とポーズ粒子の混合気非というユニタリー・フェルミ気

誌の捨象は、空間次元が 3の現実においても良い出発点になっているので;まないかということが

示唆されます。

c:::己 0.475ヲ

と比べてみても、 ε畏関は改善また、平均場近似でのイ産、ご=0.591、ε。/μ=1、ム/μ=1.16、

された結果を与えると言うことができると思います。

ε=d-2展開とのマッチング

状態方程式 -ε 展開を現実の空間次元が 3の場合に外挿する到の方法は、空間次元 2の近傍の

結果と組み合わせることです。詳述しませんでしたが、 E=d-2による畏関も間接に実行するこ

とができ、状態方程式を決めるパラメータとについて

9 

(21) 

という結果を得ます [2]0この結果と ε=4-d展開によるごの結果 (16)を空間次元dの関数とし

てプロットしたものが図 7です。また、ボ、レ jレーパデ近骸を吊いて 2つの展開をフィットしたもの

ご=l-E十 O(E2)

も同時にプロットしていますっ

図からも明らかなように、ご =E/E台関ほ d→ 2でご→ 1のように振る舞います。これは、 4節

で議論した通り、ユニタリ一・ブェルミ気捧が2次元で自由なフェルミ気体iこ場着するということ

号臨界現象の理論においても、同様の ε震関の方法が非常仁良い結果を与えるということが知られています。これら
には持か深い理由があるのでしょうか?
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図 8:空間次元dを横軸にとったときの臨界

温度 Tc/εFの振る舞い。上の破経が ε展開

(22)、下の点線が E展開 (23)によるもので

すc 中央の 2つの実経は、ボレJレーパデ近似

を患いて 2つの展開をフィットしたものですo

d=3での印は、上から Tc/εF::::: 0.25 [15]、

Tc/εF ::::: 0.23(2) [13]、Tc/εF::::: 0.152(7) [14] 

を表します。

から理解できます。また d→ 4では、ユニタリー・フェルミ気捧は自由なポーズ気体に婦着する

ということを議論しました。そこで辻全てのポーズ粒子詰 BEC~こよりゼロ・エネルギー状態に凝

縮し、かつ束緯エネルギーもゼロなので、全エネルギーもゼロ(ご→ 0)となります100

パE)震関誌 d→ 4(d→ 2)の橿隈での振る舞いをきちんと再現し、かつどのような{嘆きで

ご→o(ご→りに近づいていくかを教えてくれますc 式 (16)と(21)の2つの展開をボレルーパデ近

訟を患いてフィットし(図 7:実謀〉、空需次元 3に舟持することによ与、ご向 0.378土 0.013を得

ますG ここでの不定性は、パデ近似子の選び方によるものです。参考のため、冷却京子気枠を黒

いた最新の実験では、ご包 0.41(15)[12]という笹が得られています。

臨界逼慶 一同様の解析を、ユニタワー・フェルミ気体の超流動相転移の露界温度乙 についても

行うことができます向。 ε=4-d展開から辻

Tr I 2 
J=U:こす-0.0112ε+O(行=0.260 -0.0112 E十 O(行
εF V.)1T“ 

を、 E=d-2展開からは、ゼロ温度でのエネルギーーギャップム/εF= (2/e)εl/Eより

Tc eiム 12_， 1 _"  I 
一=一一 =1ー♂-1十 O(ε)1 e-1

/
l 

εF 1TεF 11T I 

(22) 

(23) 

を寄ることができます。これらの結果を空間次元dの関数としてプロットしたものが図 Sです。ま

た、ボレルーパデ近訟を沼いて 2つの展開をフィットしたものも同時にプロットしていますむ

留からも明らかなように、 TcIεFはd→ 2で指数関数的に減少していきます。これは、ユニタ

ワ-.フェルミ気体が d→ 2で弱結合のフェjレミ気体に嬉着し、そこで辻起流動性辻非摂動効果

~ε1/主であることと整合しています。またユニタリテイ麓患での丸を BEC撞限の臨界温度TBEC

とよと較すると、 d→ 4では Tc/TBEC→ .j8jヨとなりますc 邑白なポーズ気体の BECの臨界重度

辻d=4でポーズ粒子数密度の累乗複に比例しますから、臨界温度付近の 4次元のユニタワー・

10空間次元 2<d<4を変数とするユニタリー・フェルミ気体の振る難いが、 3次元で ∞ <αkF < ∞を変数とす

るBCS-BECクロスオーバーと定性的にf艮ているのは興味深い点です。
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フェルミ気体では、ブェルミ粒子対9留のうち 8対がポーズ粒子を形成し、 1対が解離していると

いうことが言えます。

これら 2つの展開を示、レルーパデ近似を思いてフィットし(留 8:実線)、空関次元 3に内挿

することにより、 TC/εF ~ 0.183土 0.014を碍ます。ここでの不定住は、パデ近似子の選び方に

よるものです。参考のため、モンテ・カ Jレロ数鐘シミュレーションでは、 T~/εF ~ 0.23(2) [13]、

主/εF~ 0.152(7) [14]、乙/εF~ 0.25 [15]、という信が得られています。 ε震関の結果はそれ程遠

くないと言えると思います。

10 まとめとその後の展開

ユニタワー・フェルミ気体は空間次元 4の近寄では、弱く相互作用するフェルミ粒子とポーズ

粒子の混合気体として理解することができます。そこでは、空間次元のずれ ε=4-dを展開パラ

メータとする系経民な摂動展開を行うことができます。その結果を、空間次元が 3の場合に外挿

することにより、あるいは Eニ d-2展開と組み合わせることにより、数量シミュレーションや冷

却原子気体を用いた実験結果とも近い植を得ることができます。

と畏開は非常に簡便で汎用性の高い者効な手段であるために、その後禄々な解析に用いられてい

ます。ここでは触れられなかった話題として、 2つのスピン状態の粒子数が異なる(分権がある)

場合のユニタワティ堰隈近需の相講造出、有限温度での熱力学問、調和振動子型のポテンシャル

中のエネルギー国有f直の計葬 [16]、ごとどがあ与ます。以下の参考文献と筆者の学世論文 [17]、そし

て最近のレヴィー [18]を参照して頂ければ幸いです。
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