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講義ノート

トポロジカル絶縁体の理論に関するノート

名古屋大学大学院理学研究科物賞理学専攻1 御領潤

(2011年3月14日受理)

このノートは2009年S月31日から 9丹2日にかけて行われた、東京大学生産技措

研究所羽田野研究室の夏合宿の講義ノートをもとに作成されている。ただ、実際に合宿で

行った議論と比べると、途中大きく変更を加えた部分もある。そのため、合需に参加され

た方がご覧になるといささか奇異に感じられるかもしれない。ここで変更を加えた理由

を述べると、羽田野研夏合宿は毎年行われているが、 2008年度(現広島大 井村龍一

部氏担当出)や20 1 0年度(東京大 河詮史氏担当)の合宿における講義とテーマが

若干似通っており、重複も多く見られる。よって、向島性研究」に記録されている一連の

「羽田野萌夏合宿講義ノートjにバラエティをつけるためにも、一気に講成から変えた方

が良いように恵えたからである。ただ、合宿でかなりの時間を割いた2次元デイラック模

型りパリティ量子異営については、本稿でも必要なので詳しい計算とともに付誌に記載し

たO そして3次元トポロジカル絶議体との密接な関連を議論しである。

1 はじめに

バンド絶縁体は、パんクのエネルギースベクトルにギャップが聞いている状態として定

義される。その中で、バルクの状態がトポEジカルな講造をもち、その結果として系の

エッジ/表面に摂動に対して robustなギャップレス状態があらわれる「トポロジカルな絶

縁体」と、そうではない「自明会絶縁体」に大別される。トポロジカル絶縁体はさらに、

(i)時間反転対称性を破るものと (ii)時間反転対称性を破らないものの二つに分類される合

的の倒は量子ホール系で、 (ii)はグラフェンや HgTejCdTe量子井戸などで盛んに議論

されている量子スピンホール系(量子ホーん効果のスピン版)である。さらには、 Bi系

北合物などの3次元の時間反転対称会トポロジカル絶縁体も存在する。バルクの波動関数

のトポロジーとエッジ状態の存在の関係はバルク/エッジ対55と呼ばれ [2，3)、トポロジ

カル絶縁体の顕著な特致、あるいは、定義そのものと言ってもよいであろう。

このノートではこのバルク/エッジ対;忘を、出来るだけモデんによらず、かつ、簡単な

定式化で導くことを自壊としたい。具体的なモデルを用いた計算は物理をやる上で言うま

でもなく必要不可欠なものである。ただ、どこまで一般性のある議論なのかという点や、
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煩雑な計算に追われて(実辻シンプルな)理論の構造などが晃え難くなるといった側面が

毒る。そのような点を明確にするのに、一般的で単純な定式化は意味を持ってくるであろ

う。このノートの解説辻、文醸 [4]のチユ}トワアル・パートや、文献 [5]による定式化

を参考にしている c文献[同も参考になるであろう G 具体的なモデルの計葬は地の文献に

譲る。その中で最近の日本語の解説としては、たとえば、井討によるグラフェンを対象に

した2008年度の羽田野研夏合語講義ノート [1]<がある。この分野の総合的あるいは一般

向けレビューとして文献閃が挙げられる。

このノートの講或は以下の通りである。

まず第2箆では、絶縁体における電流およびスピン涜の電場に対する議形応答の式を求

める。この場合、電場に平行な花、答はゼロとなること詰言うまでもない。着目するのは電

場に垂直な応答である。ここで、トポロジカんな表式が得られる。

第3節では、時間反転対君、性が破れている場合、すなわち量子ホール系を扱う。ここで、

第2節で求めた電流の表式を黒いる。バルクの状態がトポロジカルに非自明な講造を持っ

と、量子化されたホール{云導震が現れ、その結果カイラル会エッジ状態が生じる。バルク

とエッジの対応、の証明には電荷の保存闘が重要な設割を演ずる。

第4館では、時間反転対称性が探たれている場合、すなわち量子スピンホール系を議論

する。電子スピン Szが保存する場合に撮って言えば、量子ホール効果との直接的な類似

が成り立つ。すなわち、スピンホール伝導度が量子化され、ヘリカルなエッジ状態の存在

が示される。第2箭で求めたスピン流の表式を用いて議論する。ここに Szが保存しない

接動が加わった場合はさらなる拡張が必要となる。この場合Sz~まもはや良い量子数では

ないためスピンホール缶導震は物理的意味を失うが、エッジ状態に関しては(摂動を受け

る需のエッジ状態の語数の鵠奇性によち) robustに生き残る場合(寄)とそうでない場

合(偶)に分かれる。この様子を記述するために Z2トポロジカル数が導入される。

以上は2次元系の話で、第5節では3次元の時間反転対称なトポロジカル絶縁体につい

て述べる。この系では、 2次元系の議論の拡張として、奇数値のギャップレス・デイラック

粒子が試料表面に robustに現われる。そしてパリティ量子異常により表面には必ずチャー

ン・サイモン項 [8-11]が存在する事が示され、表面持有の様々な特異現象を引き起こす。

第§節では、最近の話題の例として電子相関の効果や、それに関連する著者等の仕事に

ついて少し離れたい。

付録には、 3次元トポロジカル絶緩体を議論する目的で、 2次元デイラック理論のパワ

ティ量子異常とチャーン・サイモン項について詳しい計算を載せた。パワテイ量子異常は、

2次元の蜂の巣慈子系における Semenoff模型やHaldane模型 [12ぅ13]、そしてKane-Mele

模型 [14ぅ15]でも重要な役割を果たすが、それらの解説は他の文献ζ譲る。剖えば文献[1]

が参考になる。この討鐸は場の量子論の手法を用いて記述されており、本文とは一定、独立

に読めるように書いたつもりである。

文献の引沼に関しては著者なりの注意をしたつも切ではあるが、著者の浅学のためあま
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り網羅的になっていないことを、お詫び、とともに初めにお断りしておきたい。詣、計算で

は自然単位系五=c=lを用いている。また、電子の電荷はーε(く 0)としている。

2 絶縁体における電流、およびスピン流

まず、このノートの定式化のベースとなる、電流およびスピン涜の電場に対するトポロ

ジカルな表式を求める。 2次元系を考える。この節では、まだエッジは考えない。

仮定として、

・ブロッホ状態であること

・絶縁状態、すなわち、フェルミレベルがバンドギャップの中にあること

の二つを考える。一つ自の夜定に関しては不純物が入ると満たされなくなるが、その場合

はアイストされた境界条件を用いた定式化 [16]を用いることによ号パラレルな議論を展

開出来る。二つ自の板定により、電場に平行な電流およびスピン流は昌明にゼ、ロとなる。

よって以下で議論するのは、電場に垂直な応答に関してのみである。

2.1 ブロッホ理論

記号の整理を兼ねて、簡単にブロッホのバンド理論を復習する。離散的会並進不変性の

ある系を考える。すると、ブリルアン・ゾーン (2次元トーラス)上で定義された結晶運動

量kが良い量子数とごとっている。そして、ハミルトニアン Hに対して、ブロッホ・ハミ

ルトニアンHk三 expトik.ぉ]Hexp[ik . x]が定義される o Hkに対する富有値方在式を解
く事によ母、ブヨッホ状態吟(x)および、バンド・スベクトルEkが得られる。ここで、 η
はバンドを表す整数である。

電場をu方向にかける。すると、結晶運動量辻

(kX1 ky)→ (kX1 ky -eEyt) = k(t) (2.1) 

と時間変化する。これは、電議気ポテンシャルが共変徴分の彰で導入されること、電場を

表すゲージとしてAy= -Eytを用いたこと、以上2点を念頭に置いていただければすぐ

理解できるであろう。もちろん、電場を為らわすゲージとして他のものを吊いても同様の

結果が導かれる。この時間変化はブロッホ振動の麗因である。同時にブロッホ・ハミルト

ニアンも時間変化するようになる:

Hk→ Hk(t)・ (2.2) 

以下の応答の見護も乃では、電場Eyは十芳に小さく、系の時開変化辻断熱的に起こると

考える20 これらの計算は文献 [5Jに依っている。計算は絶対零度で行っている。

2電場と結晶軸の向きをうまく整合させると断熱過程を毘期的にすることが出来、ベリ一位棺との関連が
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2.2 電流

電涜の期待笹は

仏) = -e X; 1品(川守i味。J)
-tzL恭((守IÙ~(t)) 一件科書))
-dzLぷ((守l守)-(争時))同

と求まる。ここで、玄巧EFはフェルミ・レベルより下にあるバンド全ての和を表す。そ

して、 j戸d2kはプリルアン・ゾーン全体にわたる結品運動量の積分である。また、一行
自から二行自における変形で辻、 Hkに若手かっているι償分を部分讃分によりブロッホ状
態、の徴分に置き換えた後、時間依存するシュレーデインガ一方謹式から得られる〈ブロッ

ホ状態に対する}爵保式 ilù~(t)) = Hk(t) IUk(t))を用いた。二行自から三行自の変形で辻、
まず断熱近訟を用いて他の状態への遷移を落としており、さらに式(2.1)の関係を用いて

時間徴分を九徴分に置き換えた。式(2.3)はホール伝導度が

~ztzLJ2((警|守)-(守i守))
h
 
C
 
N
 

2e
一知

(2.4) 

と与えられる事を意味する。この表式が有名なサウレスー甲元ーナイチンゲーJレーデン・ニー

ス(TKNN)会式で、 1980年代拐頭に見出された [17]0NChはチャーン数と呼ばれるトーラ

ス上で定義されるトポロジカル数で、上の表式ではブ訂ツホ?変動関数のブリルアン・ゾー

ン上におけるトポロジー{渦度)が表現されている [17，18]0勃起ギャップが爵じない限

与必ず整数笹をとり、ハミルトニアンに含まれるパラメタの連続変化や不純物などによる

摂動の影響を受けない。ギャップが関じると k積分がブリルアン・ゾーン全体の積分とは

ならず(バンドの和やk覆分は詰まった状慈を足し合わせている)、その場合は任意の値

をと母うるため量子化が保証されなくなる c ギャップが関乙てまた開くと、整数値が足立の

整数龍に変化するという転移が起こる。

ホール伝導震が有隈龍をとるためには、時間反転対称性の破れが必要条件となる。この

破れ辻、一般的には礎場によって与えちれる九磁場以外にも、スピンのオーダーなどに

より発生した磁北により(外部磁場がゼロのもとで)ホール効果が発生する事があり、そ

の場合でも励起ギャップが開いていれば、ホール伝導度は式(2.4)に従って量子化される。

議論出来ることが知られているが、ここではあま母立ち入らない事;こする。例えば、入門的なテキストとし
て文献 [6]参照。
3議場が掛かっている場合、式(2.4)における k讃分は惑気ブリルアン・ゾーン上で定義される。
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また、電荷が磁場に比例して発生するという結果も以下のようにして得られる G いま、

z方向と γ方向が等留であるとすると、電流i土

ぬ =σ均三モijEj (2.5) 

と書ける。電荷密度を Peと書くとしよう。すると、電荷の保存期、式(2.5)、まさよびマッ

クスウェル方程式を用いる事により、

(ん)= V. (J) 

:. (ρe) 

。B
- σ叩マ xE=σ〓一一種

市 Y . -"'Yδtヲ

ー σxyB

(2.6) 

(2.7) 

が示される。

2.3 スピン涜

電子スピン sz~まいま保存量であるとする。すると、アッ 7
0

・スピンとダウン・スピン

の電子それぞれに対して電流が定義される。それぞれの期待笹は2.2節の計算を操り返す

事により得られ、

(J~J = O"~yEYl 

(J，ム)= O";yEy (2.8) 

となる。但し、

ぷ e2 ゃ { d2k ( /δU~(t) I 8u~(t) ¥ /δuzt)|δuut〉川
口 一一一一一一一 一一
-xy 21r ム..J' Iロヲ 21ri¥ ¥ 8k中 i δk.. / ¥ δkむ i δk中 / I 

nご~EF V .LJLJ ¥ ¥山 I 17 I ¥ 17 I ~ Iノ

一三N人 (2.9) L1r -__ 

J e2 ゃ rd2k ( / 8uιI 8uk(t) ¥ /δ匂L3)|δuL?の¥¥
σψ = 一-， I -_-I { -一一一!一一一一一 ~ -{ 一一一一 1-一一一 J I 

21r ム-' Iロヲ 2πi¥ ¥ δι | θk.， / ¥ δk.， I 8ι / J 
n-':;EF V .LJLJ ¥ ミ出 I 17 I ¥ 17 I ~ Iノ

ーかh (2.10) 

はそれぞれ、アッフ0 ・スピンを持つブロッホ状態、ダウン・スピンを持つブロッホ状態、の

電気的ホール伝導震である。それぞれがチャーン数 ~N訟で書き表されている。スピン流辻

(ゐ)=去((J~x) 一 (Jkx)) 
ー σ~yEy (2.11) 

τ
iムQd
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とな母、 σ~y ~まスピンホール伝導度

σ;u=去凡-a;y) 
e __~ 
-一"-N}:.，い
21τVll' 

時三七N6hーも)
(2.12) 

(2.13) 

である。式(2.12)のー有自の国子1/2はスピンが1/2であることから来ている。 Ndhはス

ピンーチャーン数 [19]と呼ばれ、系が時間反転対君、なときは Nム=-N，ふとなるので必
ず整数値を取る40

時間反転対称性が存在し、かつσ;uが者限になるための条件誌NLh=-A也チ0、すな
わちduz-duチ0である。これを実現させるには、電子スピンに依存して結合する
“議場"のようなものがあればよいむすなわち、アップ・ス三ンの電子とダウンースピンの

電子がそれぞれ逆向きの“磁場"を感じ、互いに伝導度の符号が反転した量子ホール状態

が出来れば良いミこのような“磁場"辻、国体中のスピン軌道相互作活によって与えられ

る。そして、スピンホール{云導度は励起ギャップが開いている諜り ε/加の整数倍に量子
fとされ、時間京転対称性と Szの課存期を保つ摂動に対して robustである。量子スピン

ホール効果を示す其体的なモデルの例として、グラフェンの Kane-Mele模型が挙げられ

る [14，15]0

電荷密度の式(2.7)を得るのと同じ計糞をアップ・スピン状態とダウン・スピン状態に

対して繰り返し、それぞれの差を考えると、電子スぜン密度が議場;こ比到して現れること

が解る:

(Ps) =去ω-p~) = a~ (2.14) 

ゼ、}マン効果と一見弘ているが、ボーア磁子に依存せずスざンホール伝導震で書かれてい

る点、や、フェルミ面が蕪い点が大きく違う。

この副館の議論辻、 Szが保存する場合のみ有効である事を再度強習しておししかし、

非保春の場合を議論する上での土台とをる。

3 時間反転を破るトポロジカル絶縁体(量子ホール系)

この節では、時間反転対称性を破るトポロジカル絶禄体(量子ホール系)を議論する。

そしてバルク/エッジ対応 [2，3]、すなわち、バルクに量子北されたホールf云導度が存在す
ると、電荷程存期を溝たすためにエッジにカイラルな状態が存在しなければまらない事を

示す。

4式(2.13)は文戴 [19]の定義とよヒベて因子1/2だ汁異去っている。すなわち、文献 [19]の定義に従うと、
スピン・チャーン数は時間JX転対者、なときは犠数植をとる c
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以下、 z三0の半無限平面に系が存在するとする。そしてエッジにおける電子の閉じ込

めポテンシャルは措段関数的になっていると近恕する。

バルク領域の電流および電荷(面)密度は

仏) =め)σxyLεijEj，
3 

(3.1) 

(3.2) (ρe) = B(x)σ勾 B

と書ける。連続の式を吟味すると、

(ん)+て7・(J)= d(x)σxyEy 

一的 (3.3) 

となるので(NChは式(2.4)で与えられるチャーン数)、電祷の時間被分は空間護分を行う
ことによち

uu 
E
 
h
u
 c
 

N
 

d
一知
L
 

一一k u 
z
b
 

.ハV
V

(3.4) 

で与えられる (L>>1はエッジの長さとする)。すなわち、バルクだけ見ると電軒の保存

則を満たさなくなる事が解る。

エッジ状態として、境界(x= 0)をy軸に沿って一定の向きにのみ移動できるカイラル

な一次元フェルミオン ep(t， y)が存在すると援定してみる。というのも、このような粒子

が存在するとカイラル量子異常によち電荷の探存期が破れる事が知られているからであ

る [20-23]。この破れを用いて式(3.4)を相殺させようというもくろみである [2，3Jo

一つのカイラル・エッジ状態、による保存期の破れを具体的に計算してみよう。電場中の

分散関係はゼロ・エネルギー(フェルミ点)近寄で

Eたコり(8ky-εEyt) (3.5) 

と書ける。ここで、 dkyはフェルミ点から1liJった運動量で、り はフェルミ速度で為る。こ

れよちムtの間に増加する粒子数はムN一 v主主主で毒り、よって電荷の時間保分はーいI2πfL 

ムN _ e2 v 
Qedge=-elim---z L一一-EZJ
8 ムt→oムt 2πIvl~Y 

(3.6) 

となる。

よって Nふが正(負)のとき、りが負(正〉のカイラル・エッジ状態がlVch檀(-NCh
留)存在すれば、系全非として電詩保存期が成り立つ事が解る。言い換えると、バルクで

チャーン数(三量子化されたホール缶導震)が非零の整数値をとる雑議体では、電荷保

喜劇からエッジに泣必ずカイラルな状惑が存在しなければならない(バルク/エッジ対

応)[2ぅ3}0そして、カイラル・エッジ状態の数はチャーン数で与えられる。
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この節の結果は、エッジに平行な霊場をかけると、バルクから量子ホール電流によって

エッジに向けて電荷が供給され、謹まって行くという様子を表している。バルクの電荷輪

送は励起状態によるものではなく、舗電子帯にある状態が運んでいる。サウレスにより提

案された断熱ポンピング [24]と等倍なメカニズ、ムであるむ

4 碍間反転対称なトポロジカル絶緩体(量子スピンホール系)

この節では、時間反転対君、なトポロジカル絶隷体(量子スピンホール系)を議論する。

まず始めに、電子スピン Szが保存する場合を考え、次に、電子スピン Szが保存しない摂

動が加わった場合を考える。

4.1 Szが保存する場合

この爵節はほ法3節の操り返しである。バルクのスピン流、および、スピン面密度は

何) =的)σ;νLfijEj，
3 

(4.1) 

(4.2) 〈ρS) = 8(x)σ;vB 

となる。連続の式を吟味すると、

(ん)十て7・(JS) = a(x)σ;戸ν

=的)長崎hι (4.3) 

となるので (Nehは式(2.13)で与えられるスピン・チヤ}ン数人スピンの時間微分は空

間積分を行うことによ均

Sz地 =L去持品 (4.4) 

で与えられる (L>>1はエッジの長さとする)。すをわち、バルクだけ見ると Szの探存期

を満たさをくなる事が解る。

エッジ状態として、境界(x=0)上に、互いに逆向きのスピンと速度を持ったカイラル・

フェルミオンのベア<Pt，l(t，y)が存在するとしよう。このよう会ベアはヘリカル・エッジ

状態と呼ばれている [14ヲ15]0

ヘワ完)v.エッジ状態が一つあるとき、スピンの保存期が被れることを以下に見る。アッ

プ・スピン状態、とダウン・スピン状態、の電場中における分散関係はゼロ・エネルギー(フェ

ルミ点)近寄で

Ek = v( 8ky -eEyt)ラ

Ek = -v(8ky -eEyt) (4.5) 
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と書ける。ここで、 Okyはフェルミ点から測った運動量、の(-v)はアップ・スピン状態(ダ

ウン・スピン状態)のフェルミ速震を表している。これよりムtの関に増加する粒子数は、

アップ・スピン状態に対してはムJVIー_....!L卓会Eであり、ダウン・スピン状態に対しては- Ivl 21r/L 
ムNt= .(l2，皇警となる。よってスピンの時間按分は-lvl 21r， 

91 ムJVI-/j.NiH  
zed間=.=. lim -- = -L一一-EU
判 15'" 2ムt→o /j.t -2πIvl-Y (4.6) 

となる。

よって Nらが正(負)のとき、むが正(負)のヘワカル・エッジ状態がNeh個 (-Neh

値)存在すれば、系全体としてスピン保存期が成り立つ事が解る。言い換えると、バルク

でスピンーチャーン数(三量子化されたスピン・ホール伝導震)が非零の整数値をとる絶

縁体では、スピン保存期からエッジには必ずヘリカルなギャップレス状惑が存在しなけれ

ばならない [1毛15，19)0そしてヘワカル・エッジ状態の数辻スピン・チャーン数で与えら

れる。

この副箆の結果辻量子ホール効果と直接的な類1Jjがあ号、エッジに平行な電場をかける

と、バルクから量子スとンホ-)レ流によってエッジに向けてスピンが訣給され、溜まって

行くという様子を表している。バルクのスピン輸送は励起状態によるものではなく、倍電

子帯にある状惑が運んでいる。これもサウレスにより提案された断熱ポンピング [24]と

等価なメカニズムである。

4.2 Szの保存則を破る時間反転対称な摂動がかかった場合

次に、 Szの保存期を破る摂動がかかった場合を考える [14ぅ15]0ただし、重要なポイン

トとして時間反転対称性は保たれているとする。電荷の保存はゲージ対称性から必ず保証

されるが、スピンに関しては電荷と異なり原理的に要請される対私性がないため、一般に

保存尉を破る相互作沼が存在する。備えば、ラシュパ、あるいはドレッセ}vハウス・スピ
ン乾道相互作用などがその例で毒る [14ぅ15，25]0そのような相互作用があるとスピンやス

ピン流は ill-definedとなる。しかし、エッジ状態、の有無辻、スピンの保存・非保存に関わ

らず物理的に意味がある。この副節では、ヘリカんまギャップレス・エッジ状態の数が奇

数の場合は摂動がかかっても最抵一つの状態が生き残るが、調数の場合は生き残る保証は

ないことを示す。

以下、エネルギー・スペクトルの概念図を用いて説明するox=oにエッジが害るため、

並進対者、性は宮方向にのみ存在する。そのため良い量子数として存在する結品運動量はん

のみである。格子定数を lとして、ブリルアン・ゾーンは0三九く 2π にとってある。

に
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4.2.1 ヘリカル・エッジ状態が一つの場合

摂重きがない段階で、 y方向の速度が正のアップ・スピン状態が一種、速度が負のダウン・

スピン状態が一個あるとする。まず、アッ 7
0

・スピン状態のスベクトルを51く。冨1にあ

るように、価電子帯から伝導電子帯へ突き抜けるような右罵上がりの赤穣で書かれてい

る九ここで一点注意すると、エッジのスベクトルは必ずバルクのスペクトルの中に埋も

れていき、混ざち合わなければならない。というのも、 4.1蔀で述べたように、保存民(Sz

が保存する場合の話)が成立する為に辻バルクからエッジに向けてスピンが侯結されなけ

ればいけないからである。一殻に辻エッジだけで孤立したスベクトルもあり得ょうが、そ

れはここで議論しているトポロジカルなエッジ状惑と辻何の関孫も会い。

次にダウン・スピン状態のスペクトルを言|く。これ辻左罵上がりの青線で書かれてい

る(爵1)。在意すべき点は、これら 2つの状態、は時間反転変換で互いに移り合う関係にあ

るので〈そうでないと時間反転対者、にならない打、ブワルアン・ゾーンの時間長転対称

点(九 =n7r， nは整数)の折ち返しに関して対者、になっていなければならまい。そのため、

これら 2つの議は必ず九 =πで交わる九そして、この交わ与(国lの黒点)辻クラマ}

ス縮退であり、時間反転対者J性が保たれている限りいかなる摂動がかかっても必ず生き残

るo1患の時間反転対者、点九 =0や ky= 2πでも、となりのブワルアン・ゾ}ンから持び、

てきている状態との関にクラマース縮退があるため(縮退点、はパll.-'クのバンドの中に埋も

れてしまっているが)、それぞれの線は必ず鍾電子帯から伝導電子帯へ突き抜ける。すな

わち、ギャップレス状態の対が robustに生き残る。

4.2.2 ヘリカjレ・エッジ状態が二つの場合

摂動がない段階で、 y方向の速震が互のアップ・スピン状惑が二信、速度が負のダウン・

スピン状態、が二留あるとする。 毘2(a)にあるように、アップ・ス芝ン状態、のスベクトル

をバルクの値電子帯から伝導電子帯へ向けて右肩上がりの赤線二本で書く。次に、それぞ

れの赤綾に対して時間反転対称点での折乃返しとをるように、ダウンースピン状態のス

ベクトル二本を青鎮で書く。対省、点での交わり{黒点)は先ほどと河様クラマース縮退で

あり、時間反転対称性が保たれている限りいかなる摂動がかかっても必ず生き残る。しか

し、白丸で表された交点はクラマース結退とは無関誌であり、一般に Szの保存が被れる

と互いに混ざり合ってギ、ヤツプが開いてしまう(毘2(b))。

5もちろん、実際にモデルを用いて計算すると、こんな一直線にはならない。

6菌 1ではバルクのパンド・ギャップ領域内におけるエッジ・スペクトルの交点がky= 7rにある場合を措
いているが(例えば、蜂の巣格子のKane--Mele模翠でジグザグ・エッジを考えた場合はこのようになる)、
九=0に交点が現われる場合もある G

円。
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bulk valenむを band 

図工:ヘリカル・エッジ状態が一つのときのちこ π題辺のスベクトル。黒丸はクラマース

縮退を表す。

4.2.3 ヘリカ)v• エッジ状態が三つの場合

しつこいようだが、もう少し繰り返す。摂動がない段階で、速度が正のアップ・スピン状

態が三個、速度が負のダウン・スピン状態が三倍あるとする。国3(a)にあるように、アッ

プ・スピン状慈のスペクトルをバルクの髄電子帯から伝導電子帯へ向けて右肩上がりの

赤線三本で書く。次に、それぞれの赤穂に対して時間反転対者、点での折り返しとなるよう

に、ダウン・スピン状患のスペクトル三本を青線で書く。対者、点での交わり(黒点〉辻先

ほどと同議クラマース結退であり、時間反転対君、性が保たれている限りいかなる摂動がか

かっても必ず生き残る。しかし、白丸で表された交点は全てクラマース縮退とは無関密で

あり、一般に Szの保存が破れると互いに握ざり合ってギャップが開いてしまう。しかし、

それでもこの場合は必ず一対のギャップレス状態が生き残る事が見て取れる(図3(b))。

ゥ，QU
 



講義ノート

(a) 

kヲ

(b) 

kヲ

留 2:ヘリカル・エッジ状態が二つのときのん=π周辺のスベクトル。 (a)試摂動がかか

る前の障で、黒丸はクラマース縮退、白えは偶然縮退を表す。 (b)は摂動がかかった畿の

スベクトルを表す。

4.3 Z2トポロジカル数

以上を繰り返して行くと、喪動が加わる前の状態数が奇数であればエッジ状態は robust

に生き残り、偶数の場合は残らない事が解る。これらの結果はトポロジカル数により分類

される。まず、スピン・チャーン数(2.13)を用いて議論する。 Szが保存する場合、この

数はヘリカル，エッジ状態の数と一致する (4.1節参照)0Szが非保存の場合の振る舞いの

詳揺は福井・初貝により詳細に謂べられている [26]0その結果、 Szを保存しない栢互作

用が加わるとスどンーチャーン数はトポロジカルな意味を失ってしまう、すなわち、パラ

メタを振ってハミルトニアンを連続変形させたとき、バルクのバンド・ギャップが関じな

い場合でも値が到の整数鑑にジャンプしてしまうことが起こる c しかし、スピン・チャー

ン数の儒奇性はトポロジカルな意味を失わない(すなわち、バルクのギャップが嵩じない

限り、偶数ならば偶数のまま、奇数ならば奇数のままであるんよって、スピン・チャー

ン数が奇数であるような系にはトポロジカルに robustなヘリカル・エッジ状惑が最抵一

つは存在し、偶数であればrobust会状態はない、ということにまる。
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(a) 

kヲ

bulk valence band 

{詰}

たヲ

bulk valence band 

図 3:ヘリカル・エッジ状態が三つのときのん=π周辺のスベクトル。 (a)は摂動がかか

る前の図で、票、丸はクラマース縮退、自丸は鵠然縮退を表す。 (b)~討異動がかかった後の

スペクトルを表す。

そして、スピン・チャーン数の偶奇性に対応するトポロジカル数がZ2数で、 Kaneと

Meleにより提案された [15]0Z2数は系が空間反転対者、性を持っときは容易に計算され、

ブリルアンーゾーン内の詩関反転対称点におけるブロッホ波動関数のパリティの積と一致

することが示されている [2可。

5 3次元のトポロジカル絶縁体

2次元系の拡張として、 3次元のトポロジカル絶縁体がある [4，27]0ここでは文献 [4]に

関する直感的な議論を行いたい。

次元が一つ上がったため、エッジ状態に対応するものは表面状態となる。ヘリカJレ・エッ

ジ状態の自然な拡張は、ギャップレスの2次元デイラック粒子である。すなわち、クラマー

ス結退によ与保護された奇数値のデイラック粒子が表面に存在する系が、 3次元のトポロ

ジカル絶縁悼となる。
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ところで、「デイラック粒子が奇数調あるjということは実は大変奇異まことである。

こりような系で、はパワティ量子異常により、表面に電気伝導度単位e2Jおの半整数告に量
子化されたホール伝導度が現れる。電子関J相互作用を叡り入れていないにもかかわらず、

で為る。この導出についての詳結は付録で議論することにして、以下、文献 [4)に述べら

れている注自すべき現象の予言について述べる。表面近傍に電膏を置くと、そこから放射

状に生じる電場を感じて表面でホール電流が流れる。この電流が作る議場分布が、ちょう

ど表面を挟んだ鐘映点上に議気単蓮子を置いた場合に発生する磁場分布と一致する。すな

わち、表面を挟んで電荷と議気単堰子の東縛状態(ダイオン (dyon))が出来ているよう

に見える。

表面で量子ホール効果が発生するという事は、表面にチヤ}ン・サイモン作用

S=ld的 dy乙J 制 ν
I d1r .. 

(5.1) 

が存在することと等錨である(仏ρぅジ =t，x，yで、 εμwは三階の完全反対称テンソ}v)。こ

れは、バルクにおいて8項

80 = f dtω手E.B (5.2) 

(翌し、 e=π)と呼ばれるトポロジカルな(時空の計量によらない)項が苓在することを
意味する70 e項は一般の8に対しては時間反転対称性を破ってしまうが、。=0，πの時に
限り対稔性を保つ。そして、 ()=πがトポロジカルに非自明な絶縁状態に対正、し、式(5.2)

の表面項としてチヤ}ン・サイモン項(5.1)が現れるという訳である同。すなわち、試料

表面におけるギャップレスーエッジ状態の存在とバルクの0項の存在が一対ーに対応して

いる。そして、 8の二信'註がちょうど3次元の Z2数による分類 [27]と対応している。

6 最近の話題

最近では、トポロジカル絶隷体に対する不純物の効果や、電子相関の効果等が誹究され

続けている。電子相関の研究では、パイロクロア格子や蜂の巣搭子上におけるスピン乾道

相互作用を持つハバード模型が諒べられている。そして、平均場計算による栢図が存られ

ている [30，31]。その結果、以下の事が言われている。スピン軌道相互作用が大きく電子桓

70項は、量子色力学 (QCD.強い相互作屠を記述する非アーベル・ゲージ理論)の真空を非摂動的に定義
しようとしたときに見い品された項である。この場合、式(5.2)中のEやBは非アーベJレi的電場や磁場に
置き換わるつ θの値は QCDの枠内のみで辻決めることが出来ない。そして、 θチ0，πで為ると CP対帯、性
(C:荷電共投， P:パリティ}が破れるc これは CPT定理より時間長転対君、性の被れと等錨である。しかし、
中性子の電気京極子モーメントの割定から強い梧互作用の時間反転対君、性の譲れは極めて小さいとされて
いる。このパラドックスは strongCP問題と呼ばれている [28]0そしてこの際題の解決のため、 d戸時mical
にo= 0 ~こ落ち着かせる機講として Peccei と Quinn により導入された素粒子がアクシオン (axion)であ
るくが、未だ発見されていまい)[29]。最近トポロジカル韓縁体の議論でもこの名称にしばし迂おヨにかか
る [4]0蛇足であるが、 Peccei旬Quinn理論によると、 θ=π はエネルギ一極大点である c

ハUAυ っ“
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関が小さい領域では量子スピンホール相が現われるが、電子相関を強めると一旦バンド・

ギャップが関じた後にモット・ギャップが聞き(バンドーモット転移)スピノンが解離して

トポロジカルなエッジ状態を作っている状態(量子スピノンホール桔)が現れる。また、著

者等により量子スどンホール桔のうち電子関相互作用の強さや格子間隔が適当者大きさ

をもっ領域では、完全反議性(マイスナー効果)が起こることが指摘されている [32，33]0

7 まとめ

以上、出来るだけ一般的、かつ、簡単な定式化を用いてトポロジカル絶義体を概観し

た。著者の力量不足のため網羅的でなくいろいろ不十分な点もあろうが、本接的な勉強の

前に大律のあたちを付けるのに役に立つのかもしれない。ひとつの簡梗な見方を提示する

ガイドとまる事を頼って止まない。
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付録A 2次元テεィラック理論、パリティ量子異常、チャー

ン・サイモン項と 3次元トポロジカル絶縁体

2次元のデイラック理論におけるパリティ量子異常と、その結果、有効理論8中に現われ

るチャーン・サイモン項について少し詳しく議論し、 3次元トポロジカル絶議体との関連

について述べたい。この付誌は本文とは独立に読めるように書いたつもりである。そのた

め本文と重複する部分が若干有るが、ご容赦顕いたい。

8ここで言う有効理論について簡単にコメントする。撤視的な作用 S[ψうが，rJがあるとする。ここでψと
がは徴説的自由史の場の演算子、 Yは外場である。この作尾から讃視的自由度であるψとがを積分(trace
out)して得られる害効作用

制 r]= ~ln J山山S[1t，'ltt，r] 
によって記述される理論のことを、外場に対する応、審を記述する有効理論と呼んでいる。
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以下の議論ではラグランジュ形式を用いる。これは決して伊達や酔狂でやっているので

はなく、以下で本質的な役割を果たすチャーン・サイモン項はハミルトン形式では explicit

に現われず、そのために定式化が複雑にまるからである。ハミルトン形式であらわに顔

を出さない理由は、チャーン，サイモン項は外場に車交する応答を表す項なので、エネル

ギー消費がゼロのためである。

付録A.1 2次元(2+1次元時空)のディラック理論

デイラック理論辻相対論的な運動をするスピン 1/2のフェルミオンを記述する理論で

ある。臣体物理でも、グラフェン [34]やゼロ・ギャップ有機導体 [35，36]などにみられる

ように、バンド・スベクトルの中にパレ~ (谷)点が現れる場合があ号、その点の層与の

低エネルギー励起がデイラッ夕方程式で有効的に記述されることが知られている。 3次

元トポロジカル雑隷体の表酉にもデイラック・コーン(ギャップレスのバレー点)が現れ

る。以下では toy模型として2次元 (2+1次元時空)のデイラック粒子の電磁気学(Dirac

QED2+1)を議論して行く。その後に3次元トポロジカル絶縁体との関連を議論したい。

電磁場Aμ と結合した電荷-e(く 0)を持つデイラック粒子学に対するラグランジアン密

度は以下で与えられる [23，37]: 

乙Dirac= it (i f/J -m)ψ-lFLuFW. (村録A.1)
4 

ここで、仏ν=0ラ1，2は時空を表す添字で9重複したギリシャ文字に関しては自動的に和

をとる、というアインシュタインの規期に従っている。そして、

[0 =σ3??12iσ1う[2= iσ2う

{γへ[V}= 2gμぺ
iDμ=io，μ-eA 

P三 γμDμ=[ODOーヲ・D，
長三ψt[o，

Ftν=δμAy-a1ノAμヲ

gμν= diag{1う -1-1}， 

(げf付寸室録柔A.室2勾) 

(付録A.3

(村諒A.ι4司) 

(付録A.5め) 

(げイ付寸録A.6叫) 

(ヴf寸録A.‘7η) 

である。

ここで一点コメントを加えたい。いま扱っているデイラック粒子は“本物の"デイラック

粒子であり、式{付録A.2)のガンマ行列(パウリ行列)辻本物のスピンを表している。そ

れに対し、グラフェン [34]やゼローギャップ宥機導体 [35，36]などの低エネルギー鴎起と

9ここでは、電磁場も 2次元空間中に関じ込められているとして扱ってしまっている。医体物理への応用
を念頭に量くと、本来電議場に関しては3次元的に扱うべきであるが、以下の議論では竃議場の方在式を
解くわけではないので、表式の簡単化のため2次元的であるとしているc

っ“AU
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して現れるデイラック粒子の場合では、ガンマ行列は擬スピン(副格子スピン)を表して

いる。そのため、次謡館で述べる時間反転やパワティ変換に対する変換性は再者で若干異

なる場合があることに注意して頂きたい。しかし最終的に得られる結論に対しては影響が

現われないため、定式化の簡j更さからもこのまま“本物の"デイラック粒子を扱って行く

事にする。

ラグランジアン密度(付主義A.l)から辱られるオイラー・ラグランジュ方程式として、デイ

ラック方程式とマックスウェル方程式が導かれる:

。IfJ-m)ψ= 0， 
8μFf1，V = jν 

一 -eψ7ジψ.

(付録A.8)

(付録A.9)

f守録A.2 ディラッヲ質量mが時間反転対称性7およびパリティ?を破る
こと

この爵蔀では、 XO= t， X1 = -Xl =民 X2= -X2 = Yと書く。

付議A.2.1 T変換 (t→-t)

自由なマックスウェん方在式辻自明に7不変である。このことから、 Aμ の7変換辻

AO(t， xぅ宮) → AO(-tゥx，y)三 AOT(t，x， y)ラ

Ai(t， X， y) → -Ai(-tぅx，y)三 AiT(tぅx，y)

(付録A.I0)

(付録A.ll)

と定まる [23，37]。

m=Oの自由なデイラック方程式(電磁場はカットする。つまり Aμ=0) も自明に7

不変であると考え、 ψの変換性を定めてみよう。

if/Jψ=0 

に対し tを-tに量き換えたものを患亘に書けば

(付録A.12)

i (-'0δ。ーで匂δ忽 - ，yay)ψ(-t，x，y) = 0 (付録A.13)

となることが解る。ここで、，0= ，0， 'x三百=_，1，九三百=一千である。ここで発見
iま的に

ψ(-tヲx，y)= -，y {ψT(t，x，y)}* (付録A.14)

q
d
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とおくと、

i(roao十rxδぉ+ryゐ)ry{ψT(t，x，y)}* = 0ぅ

仲 i(-roδ。-rxゐ+ryay) {ψT(え肌y)}* = 0ラ
件 i(roδ。-rx品-ryay) 1tT (えx，y)= O. 

(付鍾A.15)

(付録A.16)

(付録A.17)

ここで、 1行自から 2行昌では左から%を掛けて丸括弧の左から在へ移し、清去した。また

2行自から 3行自では援素共設をとった。これにより 1tT(tぅ民y)は7変換訴の場ψ(tうお?官)

と同じ方程式に従うことが解る。すなわち、式(村録A.14)によってψの7変換を定義す
ることにより、 m=Oのデイラッ夕方程式を7対存立することが出来た。

次に mヲfOの場合を考えよう。すると、質量項は t→ -tの置き換えに対し

mψ(tぅ民ぎ)→m，1t(-t，x，y)= m(-ry){ψT(えx，y)}本 (付録A.18)

となる。式(村録A.lめから式(付録A.17)までの変彰と再謙に左から%を掻けて消去し

複素共役をとると、

-mψT(tラ弘吉) (付録A.19)

となり、 1tT(t， 丸型)はψ(tぅ弘吉)と比べて質量の符号が反転したデイラック方在式に従うこ
とが解る c すまわち、費量項は7を破ることが示された。

ここでは式が煩雑になるのを避けるため、電磁場とデイラック粒子を別々に議論した

が、両者の結合系(つまり DiracQED2+ 1)を考えても結果辻同様である。

付録A.2.2 P変換 (x→一民吉→百)

7変換の場合と男様に、?変換10についても議論出来る。

自由なマックスウェル方程式は自明に?不変である。このことから、 Aμの?変換は

AO(t， x， y) → AO(tぅ-x，y)三 AOP(tヲx，y)ラ

A1(t， X，官)→ -A1(t，-X， y) = A1P(t， x， y)， 
A2(t， x， y) → A2(tラ一民計三A2P(tヲx，y)

(付録A.20)

(付録A.21)

(付諒A.22)

と定まる [23，3可。

m=Oの自由なデイラッ夕方程式〈電議場辻カットする。つまり Aμ=0) も自明に?

不変であると考え、 ψの変換性を定めてみよう。

if/Jψ=0 (付録A.23)

103次元空間のパワティ変換はa→ -xであるが、 2次元空調の場合はz→ーおう U→ uとなる (xの存号
を変えずνの特号だけ変える、という定義でも良い)。というのも、 3次元と間接に全ての成分に負号を甘
ける形で定義すると、それ辻 180度回転と等儲にな布、離散変換として定義出来ないからである。

必
4
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に対し zを-xに置き換えたものを愚直に書けば

i (ioδo十%δIX-iy8y)ψ(t，一丸y)= 0 

となることが解る。ここで発見法的に

とおくと、

ψ(t， -x， y) = -ix'ltP(tぅx，y)

-i(寸oδ。+ix8x-J.νδ~)ìxψP(t， x ， y) =0， 

件 i(i080 -I'x8x一九九)ψP(tぅx，y)= O. 

(付諒A.24)

(付録A.25)

(付録え.26)

(付録A.27)

ここで、 1行自から 2行自では左から%を掛けて丸括弧の左から右へ移し、消去した。こ

れにより ψP(tぅ杭y)は?変換前の場ψ(tぅ民百)と同じ方程式に従うことが解る。すなわち、

式(付録A.25)によってψの?変換を定義することにより、 m=Oのデイラック方程式を
?対君、にすることが出来た。

次に、 m 手Gの場合を考えよう。すると、費量項はz→ -xの置き換えに対して

mや(t，x，y)→mψ(t，一丸y)= m(-ixψP(tぅx，y)) (付録A.28)

と変化する。式(付録A.26)から式(付録A.27)までの変形と同様に左から%を掛けて清

去すると、

-mψP(t，x，y) (付録A.29)

となり、 ψP(tぅx，y)辻ψ(tぅ民y)と比べて質量の特号が反転したデイラック方程式に従うこ
とになる。すなわち、費量項は?を破ることが示された。

ここでは式が填雑になるのを避けるため、電議場とデイラック粒子を別々に議論した

が、両者の結合系(つまり DiracQED2十1)を考えても結果は司様である。

付録A.3 電磁場Aμの宥効作用

付録A.2節では、ブエルミオンの賞量が存限の場合の DiracQED2十1で7と?η対称

性が被れていることを見た。この対称性の破れは外部議場により破られる対称性と等価で

ある。そして質量が存在する、すなわち、スベクトルにはギャップがあるため、ゼ、ロ磁場

であっても量子化されたホール効果が起こることが期待される。以下で、実際にこのこと

を確認してみよう。

なお、この副節では、 z辻三元産標x= (xO， X1ぅx2)を表している。

ψと1tを積分して電磁場に対する有効作用を導出する:

eiSeff[Aμl= fv例川L抑制

-205ー
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もともとの彼視的ラグランジアン(付鋒A.l)が持つゲージ対省、性およびローレンツ対君、性

から、その有効作用は一般に次の形をしている:

Seff[Aμ] = -~ r d3xFI-"VFJ-tv十rd3x r d3y~Aμ (x)IIμジ (x -y)Av(官)十・一.(付録A.31)I f>'V • I I V 2 

ここで、最初の項誌もともと微視的ラグランジアン(付録A.l)に含まれていた(フェルミ

オンの積分とは関わりのない)マックスウェル項、すなわち電議場の運動項である。それ

に対し、 IIJ-tV(x-y)はフェルミオンの額分により誘起される 3元のカレント 2点関数で、

μW門叩ν吋勺(伊Z一引ド=; 6MA ムJ 叶Aιいμ4= ;何(但倒附9司貯明IT問向T円叩{むjJ-t(x)jV匂ω附酬州)汁川肺}引如附i同同O的) (付録釦印A.3沼2
と之会とつているO ここで、 fは式(付録A.9)で定義されたブエルミオンの3元カレント演葬

子で、 Tは持関頼序覆を表す。ところで、ゲージ対称性よりカレント保存則

ちjμ=0 (付議A.33)

が成ち立つため、カレント 2点関数に対してzに関する微分勾あるいはuに関する徴分

勾を作用させたとき、

δtE仰い-y)= δ~IIJ-tv(x 一事)=0 (村議A.34)

とならなければい汁ない。

これを講たすIIJ-tv(x一的として次のものが考えられる:

IIJ-tv(x一宮)= {κらρνグ十ムε(口gJ-tv一色ι)+・・・}15(3) (xーが. (付録A.35)

右辺の最初の一階穣分の項が2+1次元時空に特徴的な項であ与、この項についてはすぐ

後で詳述する。第2項はマックスウェル項の操り込み、すなわち古典電議気学でいうとこ

ろの誘電率講正を表す(包はダランベルシアン)。これは次のようにして理解できる。マッ

クスウェル項を変形すると、

-jvw=-j削 ν- avAJ-t)(al-" Avー付)
=-jN削 v- 8vAJ-t) 
=jAV日 ν一 δμ叫
=jr(口gμνーらδ'v)Aジ (付議A.36)

となる。式(付録A.35)の第2項は式(村録A.36)に含まれる按分の構造と同じ形をしてい

るため、マックスウェル項に対する繰号込み、すなわち誘電率福正を与えることが解る。

一方、式(村録A.35)の第一項は一階徴分であるため、法エネルギー・長波長領域では

二措獄分で与えられるマックスウェル項やその繰り込みよ均も支配的な項となる。この

mw 
つム
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項は、時空が2+1次元であることからその存在が許されている。というのも、カレント

2点、関数がローレンツの足を 2つ持っているため、右辺に現れる項もすべて両様に 2つ足

を持たなければならない。ところで、 2+1次元時空では三つのローレンツの足を持つ完全

反対君、テンソルらwが存在するので、一階徴分と合わせてローレンツの是を 2つ持つ項

を作る事が出来る。

式(付諒A.35)の第一項の係数κは次のように求められる o IIfLv(x -y)をフーワエ変換

すると、

IIMv(ョ)= iκらpvqP十 O(q2) (付録A.37)

となるので

」ザμ
 
G
4
 

、、2
8ノQA
 

ジ
μ
 

日
θ
一W
U
 ρ
 
μ
 
FU 

1
一説一一κ

 

(付録A.38)

と与えられる。ここでげWらpV= 3!を使った。式(汁録A.32)より、カレント 2点関数は

フェルミオンの 1ループーグラフ

2 r口3η
μν(ョ)=一一 j 二 L~ _ T山内十q)rvG(p)]，

i J (2π)3 

G担)=;(F・T.)¥OIT{仰向)}Iト長-J46 長三7μFμ

(イす録A.39)

(付録A.40)

で与えられる。但しう (F.T.)…は…のフーリエ変換を表すものとする。また6はフェルミ

オンの経路積分を well-de缶詰dにする為に導入する普段小の収束理子である [23，37]。こ

れを覆うと κに関する次のような式が得られる:

e2 r d3p δG(p) 
κ=  ~， I (~~3 EMPVTr[̂ffL一一一rvG(p)].
3! J 円/μδp (付録A.41)

上式中の毒G(p)について少し変形を行う。

G(p)G-1(p) = 1 (付録A.42)

が昌明に成り立つので、この再辺にまzを作用させると

δG(p) δG-1(p) 
757G-1(P)+G(P)δzy=Gぅ (付録A.43)

すなわち、

δG(p) δG-1(p) 
ヲ長7=-G(p) 3pρ G(p) 

= -G(P)rpG(p) (付録A.44)
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と変形できる。これを用いると式(村録A.41)は、

κι←=←一i三r (~~呉E毛E伊門vTr壬[iJtG(山川%ポ州叫刈G(均糊(包ωp討p)'YpG(片凡7ηρ
! J (怜牛八j (付録A.45)

となり、
i 世十m

G(p) = f ~p=r 
1)-m十 'tO

(付録A.46)

であることから、

Trb，μG(p)'Y，ρG(p)'YvG(p)] 

1 μ(長十m)'Yiρ(長十m)'Yv(t+ m)] 
(p2 -m2 +Ust 

13(mνpv苛 [γμ'Yp'Yv]+ m♂，pv苛bJtP'Y， わ+"1長"1tJ'Y;長+'YJt'Y，ρ長'Yvp])(p2 _ m2十id) μ pr /V μρν  

(付録A.48)

(付録A.47)

となるc ここで、積分を実行した後にはpに対して鵠数次の項しか残らないので、奇数次

の項を無視したO 長2= p2，長?ρ =2pρ-'Yp訴に注意すると 11、式(付録A.48)の第2項は以

下のようになる:

mE
JtPVTr[2pp'Yμ長7v-P27μ'Yp'Yv十2pρ守山'vP -"1/1"1，ρ長'YvP+ 'Y/11ρ長'YvP]

=m♂ρν官 [2ppi，μ長TV-p2'Y/1'Yp'Yv十2pρ7μ'Yvp] 

- mE/1PVTr [2pρ九(長'Yv十''Yvp) -p2'Y/1'Yp'YV] 

=mεμρジ官[4PPJJtPv-p2i，μ'Yp'Yv] 

= _p2mE/1PVTr['Yμ?ρ'Yv]. (付録A.51)

なお、 4行自から 5行自でτ'r['Y/1]= 0をf吏った。そして、

官凶作J=官 [G九 η叶}+i川)
=τ官旨[(仇g/1μジ-k;ρσ)'Yv] 
= -iE~p(2g仰)

= -2註μpv

(付録A.52)

(付録A.53)

(イ寸主義A.54)

(イ寸録A.55)

11これは、

長2γμpμγvpv={1{γぺγU}÷i!?へγV])pμPv=p2
ラ2 ~， ， ， J ' 2 μ  げす録A.49)

長γρ =pO'γヴヴ'p= 2pCTgσp一γpp=2pρ-̂ (pP， (fす主義A.50)

であることから解る。

oo 
nu 
q
b
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となるので、結昂式(付録A.47)は、

T旨[r，μG(p)7pG(phvG(P)l==13m(m2-F2)♂pvTr[rl1iρiv] 
(p2 _ m2十 u5)

2im・3!

一段2-m2十i8)2

とまとめられる。詑って式(付録A.38)のκは以下で与えられる:

κ=2J-e2fd3P1 -… a ー

… J (2π)3 (p2 - m2十必)2

= -2ime2 r ，d2~ _ r∞ dpo 1 • ----.ー
J (2吋2J-∞2π (Po -Ep + i8)2 (PO + Epーが)γ

(付録A.56)

(付録A.57)

(付録A.58)

ここでEp=ゾiJ2+ m2である。まず、 POに関する積分を実行する。この讃分に辻実軸上
の少し上(下〉に負(正)エネルギー解に対応、する握が存在する oPoを護素平面へ解析

接続して負エネルギー解を拾うような積分経路をとり習数計葬を実行すると、

". ? r d2pδi  
κ= -/.ιme-I 一一一一一一一一一一一一一一一一
ー…… J(2π)2δz (z -Ep十td)21z=-E出 d

me2 r d2p 1 
-一一一ー ， 一一一一一一一一一一一ー
2 J (2π)2 (1戸F+ m2)3/2 
2 r∞|到

= .~~ Jo dl民

=4;合fb(Z2J1)3

2 2π1m 
(付録A.59)

となる o (一行自から二行呂に変形する擦に6→ 0の極限をとつた)すなわち、 κは電気伝

導度単位ε2/おの半分の値に量子化される。以上をまとめると、

Seff[A] = Iめ j叫ん(めIIJtV(x-y)Av(Y) + . . . -~ fめ F2I -- I --V 2 --/-" ¥ --r- ¥ -- u r -v ¥07 / . 4 I 

ニ fd3z(iFAJpAν-~ Fl1vFl1v + . . .} (付録A.60)

となっており、 κは式(付録A.59)で与えられ、 ε=1十ムεは誘電率である。(ムεの計算

法省略する。答えiまムεと)(e2/m)この第 1項がチャーン・サイモン項である[針。
この有効作用から電流の期待値がまめられる:

88"，f'F 
(Oljμ)0) =ーニζ
/-"1-' 8Aμ 

Aμ=0 

=κενδρAU? μρ 

'. (OljxIO) =κεxpvδPAv =κEy. 
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最後の式は電場に対して垂亘に電流が流れる、すなわち、ホール効果が起こる事を示して

いる。従って κはホール長導夏σ却であることが解る。そして式(討議A.59)より、デ千

ラック粒子が一つ存在する 2+1次元時空の系で辻、電気伝導度単位e2jおの半分に量子

化されたホール効果が蓮こる事が結論される。

付諒A.4 コールマン・ヒんの非操り込み定理

ここまで、 κをフェルミオンの 1}レー7
0

・レベルで計算した。コールマンとヒルによれ

ば、震議場の轄射によるフェルミオンの自己エネルギー補正やパーテックス補正を取り

込んだ場合でもこの結果は変わらない、すなわち、 1ループの結果が厳密である事がワ}

ド・高構程等式を用いることによ号証明されている [38]0定理の仮定として与えられてい

るのはゲ}ジ対呑牲とフェルミオンの励起ギャップの害在である。

付録A.5 パリティ量子異常

量子本 ~}v効果は?や 7 を破る現象である。しかし式(廿録 A.59) から分かるように、

m → 0の撞謀、すなわち、古典的なラグランジアンのレベルでは?や7が冨復する極

設でも、これらの対称性を破るホール伝導度が宥限に残る。これ誌量子効果(フェルミオ

ンの経路積分)により対称J性の譲れが誘起される、量子異常と呼iまれる場の量子論特有の

現象 [21ぅ22}の一種であると解釈され、パリティ量子異常と呼ばれている [8-13，39]。ま

たこの現象は、一つ次元の低い系の車毒性量子異常と密接に関連している事が示されてい

る [40]。ここで得られたホール{云導度の符号は、 m→ 0のとり方によって異なる。ちな

みに、最初からゼ、ロにしてしまうと護分の寄与が発散してしまい、ホール{云導度の値は不

定となる c

付録A.6 境界の存在する系

今までは境界のない場合について調べてきた。境界を考えると、ゲージ対幹性の要請

から境界にカイラルな状態、が存在していなければならないことを示す。これは本文中で述

べたバルク・エッジ対応の事である。そしてバルクには必ずデイラック詮子が2つ〈偶数

橿)存在しなければ或らない事も示される。ここでバルク領域を 0，境界を δQと表す。

付録A.6.1 チャーン・サイモン項は境容でゲージ不変性を破る

境界のある系の項による作用

szLべ門1-t8pAv (付録A.63)
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に対し、ゲ}ジ変換

Aμ → Aμ十九f (付録A.64)

を施すと、

s= 1ぺ♂PV(Aμ十九川(A汁 8v1) (村録A.65)

となる。ここで斗8v1の項は完全反対称テンソルによってゼロになることに注意すると、

Sの変化分は

s招s=1かdぺ♂ElhPV戸明ジ
=んぺF 弘同Av)
=ムd2xnμirw仰ジ
チ0 (付録A.66)

となり、境界でゲージ不変性が破れている o (ここで、 nfJ，~ま δ口に対する法親ベクトルで

ある)この破れは、電荷保存期の被れとしても表現されるox=Oに境界が存在するとす

ると、 Sから得られるバルク領域の電流は

bulk δS =ー=ばρνδIpAvf)(x) (付録A.67)μδAμy  

より、保存則の譲れ

ゲJJulk=κEy8(x)手。

が生じる c 電請の時間変化を求めると、

Qbulk = J dYKEyチ9

(付録A.68)

(付録A.69)

となっている。

しかしゲージ対有J性、すなわち、電持保存則は必ず成母立つべきである。よってエッジ

に対者J註を団複する状惑が必ず存在しているはずである。

イサ諒A.6.2 カイラjレ・エッジ状態

エッジ状態として、壇界(x= 0)をy軸に沿って一定の向きにのみ移動できるカイラルな

フェ)vミオン伊(tぅ引が存在すると仮定してみる。というのも、このような粒子が存在する
とカイラル量子異常によ母、電帯の保存期が破れる事が知られているからである [21-23]。

保存則の破れを具体的に計葬してみよう。このラグランジアン密度は

Ledge = <pt {iδ。十 χ(-iδ~ -eEyt)}<p (付録A.70)

1
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と与えられる。ここで、カイラリティχ=土lは境界に沿ってどちら向きに進んで、いるか

を表す指数である。エッジ状態的分散関替、は、式(付録A.70)からハミルトニアン密震を

フーリエ変換して

Ek = Xky -eEyt (fす鍾A.71)

となる。これより、 L(~ 1)をエッジの長さとすると、ムtの間に増加する詮子数はoN=

-χ轄で、刷、舗の持問機知

ムN _ e2E.刷
Qe勾e= -ex Jiill一一 =LXー」ヂG

お→oムt /" 21τ 
(付録A.72)

となる。ここで、ゲージ対称性、すなわち、電荷保存賠よ号、境界とバルクの電荷の和が

保存する事が要請される。ところで、それぞれの時間徴分を足し合わせると

e2E.， 11 m ¥ 
Qbulk十 Q時 e= L"_" ，，~y (一一一+χiチo (付録A.73)

話 2π¥21ml' ̂) 

となり、どうしてもまだ様存させることが出来ない。そこで、バルクに費量の特号が等し

いデイラック栓子が2つ存在すると考えよう。このとき、バルクの量子ホールf云導度は整

数値をとることに注意しよう。すると、 m> 0 Vこ対してはχ=-1" m く 9に対しては

χ= +1を選ぶ事により、全電荷の和の費支牙は

2Qbulk + Q edge = 0 (付録A.74)

となり、保存期を或乃立たせる事が出来る。

以上をまとめると、境界のある場合のデイラック理論で辻、バルク領域にデイラック粒

子は偶数舗(これを 2N債と書くことにする)存在し、奇数留の場合はあり得ない。その

結果、励起ギャップがある場合、量子ホール伝導度辻電気伝導度単位の整数千去、すなわち、

長N といったかたちに量子イとされる。そして境界には必ずカイラルなフェルミオンがN
倍存在することが言える。これらの性質(すなわちバルク・エッジ対M5)はゲージ対存性

より導かれている (2，3，41，42]0

国体中のバルクのプロッホ・バンドの中では、デイラック粒子の数は偶数となっている。

われわれの議論;こはまったく冨体の性質(居期性会ど)は車り込まれていないにもかかわ

らず¥ゲージ不変性とエッジの存在りみから首尾一貫した結論が簿られた点は示唆的に思

える G また、ニールセン・二宮の定理 [43)との関誌も興味深く思える。一方、バレー・ス

ピンに関する総和財埼玉らも偶数性を簡単に理解出来ることが最近指摘されている [44]0

付録A.7 3次元トポロジカル絶縁f本

本文で述べた通り、 3次元トポロジカル絶縁体iまその表面に奇数彊の2次元ギャップレ
ス・デイラック粒子が存在する系である。これまで導いて来たように2次元系のバルクに

q，，U
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は梶数個のデイラックを子しか存在出来ない。それゆえ奇数調存在することは、一見奇異

に感じられる。しかし、先法どのデイラック粒子の偶数性の証明に辻境界の存在が本質的

で、 3次元系の表面として現れる 2次元面には境界がないため奇数値のデイラック粒子が

存在しでも問題ないわけである。

付録A.7.1 表面の半整数量子ホール伝導慶

ギャップレス粒子は、質量ゼロ橿限(m→0)をとったものと看倣せるcパワティ量子異営

の効果により、質量ゼロ極限でもデイラック粒子一つあたり電気f云導度単位の(1/2)sgn(m) 

惜に量子化されたホール{云導震が現われる(式(付録A.59)を見よ)。よって、粒子数が奇

数値であれば各粒子の質量の持号がどう分布していようとも、必ず合計の伝導度は辛整数

に量子化された非零鐘が残る。それに対し、偶数であると完全会相殺が起きて合計の伝導

度は零になってしまう。

付録A.7.2 バjレヲ・エッジ対応

量子ホール効果が起こるという事は、チャーンーサイモン項が存在する事と等価であ

る。表面にチャーン・サイモン項が存在すると、バルクにはトポロジカんな8項 (5.2)が

存在する持。 (0項は全機分のかたちにまとめられ、その表面項としてチャーン・サイモ

ン項が得られることが簡単に示せる。)すなわち、パルクにトポロジカル項が存在する事

と、エッジにギャップレス状態が存在する事が一対ーに対応している。 0項の6の値は時

間反転対称性から 0=0，πの二通りしか許されず、 3次元のZ2数による分類と対応して

いる [2可。
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