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概要

本論文では，量子Blume-Emery-Gri岳山s(BEG)スピングラス模型の相転移について議論す

る。その目的は一次転移に対する，量子揺らぎとランダムネスの影響を明らかにすることにあ

る。ここでは上記の課題を解明するために平均場理論および実空間繰り込み群の方法を用い

た解析を行う。 BEG模型は 8=1のIsing模型とも呼ぜれ，平均場理論や実空間繰り込み群に

よる解析から一次転移と二次転移の二種類の相転移が起きる摸型として知られている。

一次転移点では，複数の状態の共存状惑が実現している。また，それらの状態間にはポテン

シャル障壁が存在する。系が有限温度にある場合は，ポテンシャル障壁を熱揺ちぎによって飛

び越えることで一次転移が起きるが，低温領域ではこのような機講での相転移は起きない。そ

の一方で，低温では量子揺らぎが有意となり，ポテンシャル撞壁で隔てちれた状態間をトンネ

ル効果によって遷移することが可能となる。このような背景から，一次転移がある系に量子揺

らぎを加えたときに，その一次転移がより強固なものになるか破壊されるかは非常に興味深い

問題と言える。よって，一次転移が害在する模型の代表として，量子BEGスピングラス模型

を扱うのである。

このような系の定性的な性質を知るためには，無摂次元の系を表す平均場理論が有効である。

よって，まず平均場理論を用いた解析を行う。量子スピン系の解析の国難住の一つは，スピン

演算子の非llJ換性にある。そこで，経路積分の方法を尾いることで，d次元量子系を (d+ 1)次

元古典系へと変換して解析を行う。 +1次元の効果は量子揺らぎに由来するもので，秩FF変数の

虚時間依害性という形で現れる。その上で，まず秩序変数の虚時間依存笠を無視するという静

的近叡を用いた解析を行う。次に，量子揺らぎの安定果を適切に考嘉するために，秩序変数の墨

時間依存性を部分的に取り込んだ解析を行う。それらの結果の比較から，静的近似が相図上の

特定の領域ではよい近叡となっていることが明ちかとなった。一般に，静的近似は抵温では有

効ではない。しかし，本論文の結果はそれが有効な測として非自明なものと言うことが出来る。

また，量子揺らぎの加え方によって，一次転移に対する影響が異なることが明らかとなった。

* email: atsukiosanai⑬gmail.com 

-6-



量子Blume-Emery-Gri伍ths模型の解析

次に，脊摂次元系の性賞を調べるために，土Jボンドランダムネスを加えた 3次元横磁場BEG
スピングラス模型を，実空間繰り込み群の方法を用いて解析する。量子系における繰り込み群

を構成するために，本論文で、は切断近似を導入する。切断近似は手吉典的な近似ということが

出来，有限次元系の量子揺らぎを解析するための最も初等的な近似と言うことが出来る。本論

文では，上記の手法を用いることで得ちれる相図を提示する。また，スケーリング指数の評価

を行うことで，ランダム系に対しても転移の次数を特定する。これらの解析から，純粋系にお

いては横磁場の下でも一次転移が存在することが明らかとなった。しかし，その一次転移はラ

ンダムネスの増加に伴い急激に破壊され，二次転移へと移行することが分かった。これより，

有限次元において一次転移は横磁場に対しては安定であるが ランダムネスに対しては不安定

であると結論付けられる。
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相転移はミクロな粒子から構成されたマクロな系で起こる興味深い協力環象である。われわ

れの穿近なものでは，本の状態変化やドライアイスの昇華なども相転移の一種である。このよ

うに椙転移には様々なものがあるが，多くのものは最も単純な難住体の理論を用いて説明する

ことが出来る。そこで，本章では磁性体の棺転移に関する基本的な撞畿を解説する。また，本

論文の主要なテーマである不規期牲による新しい秩序 スピングラスについて解説した後に

本研究の目的である一次転移と量子揺らぎの関係について述べる。

1.1 椙転移・臨界現象

温度や圧力を変化させたとき ミクロな粒子同士の協力現象によって系のマクロな性質が急

激iこ変化する現象がある。この現象を相転移という。統計力学の目的は，系のミクロな性賞か

ら系のマクロな性質を解明することであり，祖転移はその中でも最も興味深い研究対象である。

様々な相転移が存在する中で，最も馴染み深いのは水の相転移であろう。水は温度，圧力の

値によって，気体・液体・国集の三つの状態を持つ。温度，圧力など外部かち製御可能なパラ

メータを軸として，系がどのような状態にあるかを表した園を栢図という。ここで，水の相図

を図 1に示す。

国 1における点 TPは三つの状態が共存する点であり，三重点と呼ばれる。点 Cは気体と液

体を区別出来ない点を表し，臨界点と呼ばれる。図 1中の実線は相境界を表L，それらは転移

点、と呼ばれる。

水の椙転移には大きく二つの種類がある。一つ自は図 lの経路 (a)のように温度を変化させ

た場合である。このときは系の密度やエネルギーが不連続に変化する。二つ昌は圏 1の経路 (b)
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図 1:水の詔図。横軸は這度 T，縦軸は圧力 pを表すc

に従い，温度を臨界点 Cを横切るように変化させた場合である。このようにパラメータを変化

させたときは，臨界現象と呼ばれる異堂な現象が起きる。臨界現象は密度やエネルギーの不連

続な変化では特徴付けられない，系の揺らぎによる現象である。例えば水の場合は臨界点、 Cに

おいて，密度の分散が無限大へと発散する。

これちの現象は水だけで起きるものではなく，様々な物賓で同様に観察されるものである。

特に，臨界点における現象の本質的な部分は，物質の詳細に依らず系の次元や対称性のみで決

まると考えられている。つまり，相転移を記述する適切かっ簡易な模型があれば，その模型の

解析を通して重々の相転移現象を理解出来るのである。このような背景から，水よりも理論的

にも取り扱いやすい磁性体の研究が現在でも盛んに行われている [1]0そこで，次節では磁性体

の桓転移について解説する。

1.2 ~誌性体の相転移

磁性{本の椙転移は椙転移の最も基本的な描象をわれわれに与える。磁性体の中でも，相互作

用の強さが均一な系は純粋系と呼ばれる。本節では純粋系の磁性体を例として，その描畿を見

ていく。

磁性捧はスゼンを持つ粒子が多数集合することで講成された物質である。基本的な磁性体と

して，強磁性捧と反強磁f生捧がある。強磁性捧ではスピンの向きを掻えようとする相互作用，

反強磁性体では反平行にしようとする相互作用が働く。これらを理論的に解析するための模型

として Ising模型がある。 Ising模型のハミルトニアンは次式で定義される。

H二-I:品川匂一 h玄σi

{i，j 

ここで σ叫tは格子点(サイト)iにあるスピンを表しし，土1の値を取る。 (i，j)は最近接のスピンに

ついて取る。また，Jijはサイト tとjにあるスピン閉に働く椙互作用であり，hはスピンに作

用する外部磁場である。ハミルトニアンが与えられると，あるスピン配位{σi}が実現される確

率 P({町})は次の Boltzmann分布で与えられる。

exp(-sH) 
P({σi})二 Z う (2)

Z = Tr{σi} exp( -sH) (3) 

、、21J
4
Eよ

〆
'ea

宅軍、、

ここで β= l/kBTである。以降では断りがない摂り，均二 1とするc
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強磁性Ising模型 (Jij= J> 0)を傍として，磁性体の棺転移描像を見ていく。まず，次のよ

うな秩序変数m を導入する。

11f2::i ai exp( -sH) _ 1ι 
二一):(σi) N Z Nムd

(4) 

ここで(・・・)は与えちれたハミルトニアンに対する熱平均を表す。秩序変数m はスピンの揖う

程度を表す量であり，磁化と呼ばれる。外部議場がない状況を考えると，高温 (sJ<< 1)では

全てのスピン配金が同じ確率で実現されることが (2)式かち分かる。これは熱揺らぎの効果に

よって，各スピンが様々な方向を向くことを表している。よって，系全体としてもスピンの秩

序は存在しない。このような椙を常磁性相といい. m 0で特徴付けられる。一方で，缶温

(βJ>> 1)で、はエネルギーが低い状態が高確率で、実現する。これ辻椙互作用が脊意となり，ス

ピンの向きが揃うことを意味している。このような磁性を持つ相を強議性相といい，磁化m は

0でない鐘を持つ(密 2)。

τnチむ m=O 

↑↓↑ t + t 
↑↑↑ ↓ t + 

↑↑↓ t + t 
。 曜善 .T 

Tζ 

図 2:強磁性・常磁性椙における Ising模型の振る舞い。横軸は温震Tを表す。転移点より高温剖ではスピンの向

きに秩手がない状態を取るのに対し 低謹側ではスピンが揃い秩序が形成される。

Onsagerは二次元Ising模型の麓密解を求め，比熱が転移点 Tcにおいて発散するという持異

な振る舞いを示した向。さちに，温度を T<Tcに保ち磁場の強さを変化させると ，h = 0にお

いて磁化が不連続となる。これらの特異性は，比熱や磁化といった物理量が自由エネルギーの

侍培微分で得られるかにより特徴討けられる。ここで，自由エネルギ-Fは次式で定義される。

-sF = log Z (5) 

比熱は自由エネルギーの二階徴分で、与えちれるため.Ising模型は温度に対して二次の椙転移を

起こす。また，磁化は自由エネルギーを磁場で一階微分したものであるから，磁場iこ対しては

一次転移が起きる(国 3)。

自由エネルギーの一躍微分から得られる物理量には，内部エネルギー Eやエントロビー Sが

ある。また，二階微分に対しては比熱Cの他にも磁化率χ会どがある。二次転移を含めたスピ

ンの揺らぎが大きくなる転移は 一般に連続転移と呼ばれる。

以上の物理量の転移点における典望的な振る舞いを図4に示す。一次転移の場合は転移点に

おいて，エネルギーやエントロビーが不連続に変化する。一方で二次転移の場合法エネルギーや

エントロビーは連続であるが比熱や磁色率といったスピンの揺らぎを表す物理量が発散する。

このように Ising模型を用いた強磁性誌の理論は，われわれに栢転移に関する多くの知見を

もたらしたc しかし 現実には棺互作尾が不均一な系が存在する。次舗ではその中でも，多く

の興味深い性質が発見されたスピングラスについて見ていく。

一時一
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国 3:T-h平酉における Ising模聖の椙転移。点、 Cでは逼度に対する二次転移が起きる。また，薩場を経路 (a)

に沿って変化させるとた =0で一次転移が起きる。
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国 4:転移点、における物理量の典型的な振る舞い。 (a)は一次転移， (b)は二次転移を表す。

1.3 スピングラス

現実の物質には，不純物や欠摘を伴ったものが数多く穿在する。このような系をランダム系

という。現在，続計力学は純粋系に限らず，ランダムな磁性体にもその適用範囲を広げている。

その中でもランダム系特有の秩序であるスピングラスは，ランダムネスと秩序という一見相反

する概念が共存する興味深い現象として，現在でも盛んに研究が行われている [3J[4] [5]。そこ

で，本節ではスピングラスに関する実験事実とその理論模型について解説する。

スピングラスの研究の発端となったのは， CannellaとMydoshによって行われた実験で、ある。

彼らは非議性物質である金に磁性原子である鉄を混ぜた希薄合金 AuFeを用いて磁化率を測定

した [6Joまた， Brodaleらは巷薄合金 Cul¥1nを用いて比熱の溺定を行った [7]0彼ちの実験か

ら，これらの希薄合金が次のような性質を持つことが明らかとなった(図号。

・磁イ七率は湿度九において鋭いとがち(カスプ)を持つ。

・比熱はちよりも高温側に広いピークを持つ。

これらの実験事実から，希薄合金中のスピンが次のような性質を持つことが分かる。磁化率

はスピンの磁場に対する応答のし易さを表す。そのため"Tgより高温で磁先率が低い理由は，

熱揺らぎによりスピンが無秩序な方向を向くためであると分かる。よって，希薄合金の場合も

高温領域では常磁性相である。一方で，九より低温では，相互作用の影響によりスピンが凍結

し，磁場へ応答しにくくなっているものと考えられる。この相互作用によるスピンの凍結状態

が，後に述べるスピングラスの大きな特徴である。低温で議場に志答しにくいという性質は純

粋系でも胃様に晃られる。しかし，純粋系では転移点、において酸化率が発散するという特異性

が現れる。また，純粋系では転移点、で比熱が発散する振る舞いが見られる。しかし希薄合金



長内淳tM

--c x 
/ 

/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

T 
7 5 

図 5:希薄合金における磁化率と比熱の温度依存性。横軸詰温度Tを表す。実緩，破隷;まそれぞれ磁色率および比

熱を表す。

の磁化率および比熱の振る舞いは純粋系のそれと全く異なるため，このような系では温度%に

おいて伺か薪しい型の椙転移が起きているものと考えられる。

以降ではこれら一連の現象をスピングラス現象と呼ぶことにする。これらの現象を理論的に

説明することが，スピングラス理論の大きな目標である。そのためには，スゼン間にどのよう

な相互作用が働いているかが重要となる。それは Rudermanちによって明らかにされており，

希薄合金中の磁性原子関には伝導電子を介して次のような相互作用が働くことが知られている

[8] [9] [10]0 

τ__ cos(2kFrij) 
~j戸、 r3 . (6) 

ここで.kFは伝導電子のフェルミ波数，Tijは磁性原子関の距離である。この相互作用はRuderman-

Kittel-Kasuya-Yosida椙互作用と呼ばれる。 (6)式で重要なのは，スピン障の寵離に応じて相互

作用の強さや符号が変化することである。よって，希薄合金中にランダムに記霞されている磁

性原子間;こは，それぞれランダムな相互作用が働くことになる。

EdwardsとAndersonは相互作用がスピン対毎lこ正負ランダムの値を取ることが，スゼング

ラス現象の本賛であると考え， (1)式の Jijがスピン対毎に正負ランダムな値を取る Edwards-

Anderson模型(以下 EA模型)を考えた [11)。そして，スゼングラスをランダムな相互作罵に

よって，各スピンがばちばらな向きを持って凍結する現象であると考えたのである。このよう

なスピングラス揺を特徴付けるためには， (4)式の磁化だけで誌なく新たな秩序変数が必要と

なる。そこで， EdwardsとAndersonは次式で定義されるスピングラス秩序変数を考えた。

N 

q=京工(σi)2 (7) 

強磁性栢ではほとんどのスピンが局じ方向を向く。その向きを正とすれば， (σ心>0となる。

よって，強磁性椙は m>0ラq>Oで持徴付けられる。また，需磁性椙では各サイトにおいて

(σi) = 0となることから m 二 q=Oとなる。一方，スピングラス椙では各スピンは特定の向

きに凍結しているため， (σi)手0となる。それらの誼はサイト t毎に正負ばらばらな値となる

ため，一次の平均である磁化mは0となる。一方で、， (σi)2は常に正となるため q>Oとなる。

よって，スピングラス椙は m=Oラq>Oなる状態、で表現することが可能となる。

円
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EA模型は椙互非用が最近接スピンのみに働くために，有限次元系に対応する模型と言う

ことが出来る。一方で このような模型に対しては まず平均場近似を用いてその性賓を理

解することが重要である。 SherringtonとKirkpatrickは平均場近{以が厳密となる平均場模型，

Sherrington-Kir kpatrick模型(以下 SK模型)を考案した [12]0SK摸型のハミルトニアンは次

の式で与えられる。

丘二 -2二Jij叩 j (8) 

ここで， (8)式における和は全てのスゼン対について取る。また，Jijの分布は平均がJo，分散

J2の Gauss分布で与えられる。 lvを系の全スピン数とすると 平均場模型はあるスピンが他

の(N-1)個のスピン全てと椙関している模型である。すなわち，熱力学極摂N→ 00では無

限倍のスピンと椙関することになり，この事実かち平均場模型は無限次元の系を考えていると

言うことが出来る。 EA，SK模型に代表される，典型的な Isingスピングラス模型の椙留を図

6に示す。 SK模型では各栢境界において，二次転移が起きることが知られている。

T 

Para 

SG 
Ferro 

Jo G 

図 6:Isingスぜングラス模型の典型的な相図。槙軸を相互作詞の平均鐘，離轄を温度とした。実線は相境界を表

す。 Ferro，ParaラSGはそれぞれ強謡性相，常磁性桓，スピングラス栢を表す。

一方で，二次転移に加えて一次転移も存在する模型がある。それはスピンの大きさ Sが 1の

模型であり， Blume-Emery-Gri自ths模型(以下 BEG模型)と呼ばれる [13]0EA模型に対応す

るSニ 1の模型は次のハミルトニアンで表される。

H = -:LJij8i均一 K:LS均十n:L81
くり) (ij) 

ここで，よりは交換相互作用，K は四重極子椙互作男，Dtま結品場を表す。また， 8iはサイト

iにおけるスゼンであり，。ヲ土1の3鐘を取る。 BEG模型において，K = 0のときは Blume-

Capel模型と呼ばれる [14][15]。また， SK模型に対JiDする 8=1の平均場スピングラス模型は

Ghatak-Sherrington模型(以下 GS模型〉と呼ばれる [16]0
これら S=lの系は， EA模型や SK模型を含んだ、模型である。それは結晶場 D→-∞と

すると， (2)式かち分かるように， 8 =:::1::1のみが分記関数に寄与するためである。そこから結

晶場 Dを大きくすることで，S=むの状態を取り込むことが出来る。これより， BEGスピン

(9) 

q
J
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グラス模型や GS模型は， EA模型や SK摸望を一般化したものと言うことが出来る。よって，

8=1の系の解析かち，スどングラス模型に関するより多くの情報をわれわれは得ることが出

来るのである。

1.4 一次転移と量子揺らぎ

通常の椙転移および臨界現象は，マク Eなスケールにおける相互作用と熱揺らぎとの競合に

よって起きるため，ミクロな量子揺らぎの効果ほ無視することが出来た。しかし毎濯では熱

揺ちぎの効果が小さくなる。つまり，自由エネルギー曲面の谷に状態が位置すると，熱揺らぎ

では他の状態に遷移するのは国難となる(図 7(的)。

一方で，低温では量子効果(トンネル効果)の寄与が大きくなる。そのため， トンネル効果に

よって抵謹でも状態関の遷移が起きるのである(図 7(b))。このように，缶温では従来の熱揺ら

ぎによる相転移とは異なった，量子系特有の量子相転移が起こることが期待される。

f 

配位

図 7:熱揺らぎと量子揺ちぎ。縦軸は自由エネルギー，横軸は重己位を表す。また， (a)は熱揺らぎによる状態遷移，

(b)は量子揺らぎ(トンネル効果)による状態遷移を表す。

スピングラス理論の分野では 量子スピングラスの研究も古典系の研究と同時期から行われ

ていた。量子スピングラス模型としては，次の二つの模型が代表的である。一つ自は Br可と

l¥!Iooreによって導入された，ベクトルスゼン型のスピングラス模型である [17]。しかし，この

摸型は解析が困難な上に，実験的に量子効果を制御することが出来ないことからも，あまり精

力的には研究されていないというのが現状である。もう一つの量子スピングラス模型は，言典

スピングラス模型に横磁場のような髄御可能な外場を印加したものである [18]。特に，横磁場

Isingスピングラスのモデ、ル物質で、ある LiHoxYl-xF4の実験 [19]を説明することが，量子スピ

ングラス模型を解析する大きな動機のーっとなっている G また，今日では情報科学における最

適化問題にも恋用されており [20]，その適用範囲は物理の枠を超えて京がっている。

古典系と同様に，量子スピングラス模型においても最も盛んに研究されているのは，平均場

模型に対志する横磁場SK模型である [21]0吉典SK模型は二次転移を起こす模型であるため，

横議場SK模型の解析から量子揺らぎと二次転移の関係性が明らかになると言うことが出来る。

このような量子スピングラス模型の研究が盛んな一方で，一次転移を示す系の解析はあまり

行われていない。しかし 以下に見るように一次転移と量子揺らぎの関誌を理解することは，

-14-
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物理的にも非昌明かっ興味深い問題である。また，先述の最適化問題においても，一次椙転移

が最適化効率と密接に関わることが知られており，物理のみならず情報科学の面でも重要な課

題となっている (22]。
具体的に，なぜ一次転移と量子揺ちぎが興味深いのかを説明する。まず，一次の転移点直上

では，岳由エネルギーは秩序変数に対し~8 のような形状を持つ。この自由エネルギー構造は，

転移点において黒丸で表された二つの状態が共存していることを表している。また，それらの

状態間にポテンシャル障壁が存在することが一次転移の特徴と言える。

f 

(a) 

T
O
 

，，zda皿、、、 秩序変数

国 8:一次転移と熱・量子揺らぎ。縦軸は自由エネルギー，横軸辻秩序変数を表す。また， (a)は熱揺ちぎ， (b)は

量子揺らぎを表す。

系が有限温度にあるときは，熱揺ちぎ(図8(a))によって二つの状態簡の遷移が起きる。また，

f昏温では熱揺らぎ辻弱くなるために，図8(a)のような状態遷移が起きる一可能性は抵くなる。一

方で，低温では量子揺らぎの効果が顕著になる。そのため，図 8(b)で表したように状態需の

ポテンシャル障壁をトンネル効果で、遷移することが可能となる。

これより，一次転移に対する量子揺らぎの効果として，二つの可諮性が考えられる。一つ目

の可能性はトンネル効果によって状態聞の遷移が可能となるため，状態関のポテンシヤル障壁

は実効的に意味を持たないというものである。つまり，このときは一次転移からポテンシャル

障壁がない状況である二次転移へと変化するものと考えられる。二つ自の可能|全は，量子揺ら

ぎが加わった場合でもポテンシャル障壁が訣然として残るというものである。この場合は強い

量子揺ちぎの下でも一次転移が存在することになる。

本論文ではこれちの課題に答えるべく，一次転車多のある系に対する量子効果について議論し

ていく。一次転移を示す系には様々なものがあるが[23][24]，二次転移および一次転移に対する

量子効果の解析という観点から，両者の桔転移を含む模型があれば有用である。よって，本論

文では BEG模型や GS模聖といった S=lの系を用いて，量子揺ちぎの効果を議論していく。

1.5 有隈次元におけるスピングラス

栢転移の描像を理解する手段として，平均場模型を用いた解析は非常に有効である。しかし，

1.3節でも述べたように平均場模型は無限次元の系を考えているため，その性質が実験に対応

する有限次元系と一致するかは自明で;まない。そこで，有限次元におけるスピングラス模型の

解析が大きな課題となる。

F
D
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相図の解明に対し，最も信頼性があるのは藤密解である。古典スピングラス模型に対する厳

密解として，栢国上の特定の領域における内部エネルギーや比熱の上限，椙関不等式などを求

めたものがある (4Joまた 2次元の場合は，椙境界を解析的に高い精度で求めた先行研究もある

[25J(26Jo しかし，スピングラス模型の相図全体を明らかにする厳密解，解析解は現在のところ

得ちれていない。また，有限次元の量子スピングラス摸型に対する厳密解は，現在のところ 1

次元に対するもののみである (2打。

このような背景から，有限次元の古典・量子スピングラス模型の解析では，数値シミュレー

ションが主要な手法として発展してきた。それらの中でも代表的な手法は，実空間繰り込み群

の方法とモンテカルロ法である (28J。本論文では，有担次元系の量子スピングラス模型を解析

するにあたり，実空間繰り込み群の方法を応用した解析を仔う。そこで，本節では繰ち込み群

の基本的な考え方に触れておく。

操り込み群は系のミクロな情報を落とす(粗視化する)ことで，マクロなスケールで起きる現

象に注目するという考えに基づいている。ここでは二次元強磁性Ising模型を到として，最も

直惑的な繰り込み変換であるブロック・スピン変換を用いて，その考えを見ていく。

まず，図 9(a)のようなスピン配位があるとする。ブロック・スピン変換の例として，スゼン

を3x3偶ずつのブロックに分解する。そしてブロック内のスピンの多数決によって，各ブロッ

クの代表となるスピンを決定する(図 9(b))。

(a) )
 

'
b
 

(
 

国 9:Isingスピンのブロックスピン変換o (a)は繰り込まれる前， (b)法繰り込まれた後のスピン配往を表す。

これら一連の変換を繰り込み変換という。国9の場合， (a)ではスピンがばらばらな向きを持

つように見えるが，粗視化した後の (b)ではスピンが大方揃っていると見なせる。つまり，操

り込み変換によって，系の有効温度が下がったことを表している。これは短いスケールで起き

ている系の挙動を繰り込むことで，より長いスケールで、起きる現象を浮き彫りにしたとも言う

ことが出来る。よって，無眼目の繰り込み変換を行うことで，マクロな系で起きている現象を

引き出すことが出来るのである。これより，元の系が強磁性相にある場合誌，無限田の繰り込

み変換を行うことで有効温度がOへと変化する(図 10(a))。一方で，系が常様性桓にある場合

は，無限囲の繰り込みによって有効温度は無限大となる(国 10(b))。

このように繰ち込み群の方法を用いることで，有摂次元の性賀を調べることが出来る。ブロッ

ク・スピン変換誌多数決という非解析的な繰り込み群の方法であるが，有効温度の変化を解析的

に求められる JVIigdal-Kadanoffの繰り込み群(以下MKRG)という方法もある (29][30]0l'vlKRG 

による解析辻スピングラスにも応用されており，定性的な性費を反映した結果が得られている

[31 ][32Joそこで，本論文では有限次元系の解析手法として 1vlKRGを用いる。

po 
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図 10:譲り込み変換による有効温震の変化。乙は臨界点を表す。 (a)は強磁性椙， (b)は常磁性椙における有効温

度の変化を表す。

1.6 本論文の構成

本論文は次の 6つの章からなる。

まず，第2章で1ま量子系へ拡張する前の準需として，レプリカ法を用いた古典SK模型およ

び、 GS模型の解析を行う。また，その解析を通し，各模型における相転移の性質を見ていく。

第3章では横磁場に代表される量子揺らぎを導入した SK模型.GS模型の解析を行う。解析

にあたり，経路積分の方法を用いた。経路積分を用いると，秩序変数が虚時間に依存するとい

う古典系では見られない笠質が現れる。そこで，秩序変数の虚時間抜穿性を無視する静的近似

を尾いた解析を行い，相図を描く。また，秩序変数の虚時間放存性を取り込んだ高構による解

析を解説し [33J. その手法を 3=1の系へと拡張した解析を行う。

本論文では脊隈次元へ接近する手法として，実空間繰り込み群の手法を用いる。中でもラン

ダム系へと容易に拡張できるlVIKRGを用いて解析を行う。そこで，技術的な手法を説明する

前の準舗として. 4.1節では繰り込み群の一般論を解説する。また. 4.2節以韓では MKRGの

手法を吉典Ising摸型の解析を説明する。

5.1節では MKRGを量子スピン系へ応用する方法を横磁場Ising模型を用いて解説する。そ

の手法を用いた純粋系およびランダム系に対する結果を 5.2師以降で示す。また，得られた結

果から Ising模型に対する量子揺らぎの影響を議論するc

第6章では同様の手法を用いた，横磁場BEG摸型の解析について述べる o BEG模型は一次

転移が起きる模型であるため，繰り込み群の方法で一次転移を判定する方法が必要となる。 6.2

節ではその判定法について説明する。純粋系およびランダム系に対する結果泣 6.3節以降で示

し. 3 = 1の系に対する量子効果の影響を見ていく。

最後の章は以上の結果の総括に充てる。

2 平均場古典スピンク、ラス模型の椙転移

本章では，量子効果を導入した系の解析を行うための準錆として，レプリカ法を用いた古典

SK， GS模型の解説を行う。これちの模型は 3= 1/2と3=1の平均場スピングラス模型で

ある。

ランダム系では，熱平均に加えてランダムネスに対する平均が必要となる。 2.1蔀では，スピ

ングラスがどのような物理系に対応しているかを説明した上で，どのようなランダム平均を考

えるべきかを議論する。また，そのうンダム平均を数学的恒等式を用いて実行する手法である，

レプリカ法について解説する。次に，次章の準備として，吉典 SK模型および GS模型の相転

移をレプリカ法を用いて議論する。本論文ではレプワカ対称性の仮定の下で解析を行い，相図

を示す。なお本章の内容は文献 [12]，[16]および [34]のレビューである。

円
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2.1 自己平均性とランダム平均

相互作用がランダムな分布を持つ系には，大きく二つの系がある。一つ巨はスピンの反転と

相互作用の変化が，同じ時間スケールで、起こる場合である。このような系をアニール系(徐冷

系)という。例として，高温状態にある希薄合金を考える。ここから温震を徐々に下げていく

と，磁性および非磁佐原子の位置誌最も安定な配置を目指して変化していく。これはスピン系

の描像では，スピンと相互作用が互いに安定な状態を巨指して，同じ時間スケールで変化する

ことを表すのである。

一方で，スピングラスでは，スゼン間の相互作用がサンフ。ル毎に匡定されている。言い換え

ると，各磁性原子の配霊が昌定された状態にある。このような系では，アニール系のように程

互作用が変化することはない。このような系はクエンチ系(急冷系)と呼ばれる。

相互作用の確率分布を P(Jij)とする。系のランダムネスはこの確率分布に従って与えられ

る。一般的な統計力学の考え方に従うと，白出エネルギーをよijの関数として書き下すことが

自標となるが，このような計算は非常に困難である。しかし，次に説明するように，自由エネ

ルギーなどの物理量は個々の lりの与え方には依存せず，その分布によって決定されることが

分かる。これを自己平均性という。

自己平均性は次のような議論かち理解することが出来る。まず，一辺の長さがんの d次元系

を考える c この系を系 Gと呼び¥その自由エネルギーをおと表す。次に，系0を国 11のよう

に，一辺むの部分系に分寵することを考える。その部分系の数を M とすれば， ]¥;1 = (lo/h)d 

なる関孫が成り立つ。また， lo>> h >> 1とそれぞれの系が十分に大きいと仮定する。各部分

系の自由エネルギーを民と表す。ただし， i = 1γ ・'，M である。すると，系 Oの自由エネル

ギ-Foは，部分系の自由エネルギ-Fiを用いて次のように表される。

品二工作+0(lt-1
))= LFi +O(前 1)

、
も
曇
，
，
ノ

A
U
 

4
E
i
 

/
g
a
z

、、
、

ここで， 0(.)は自由エネルギーに対する部分系表面からの寄与を表す。

nu 

'''e 

m
E
Z
Z
 

2
2
2
 

Z
Z山
田
監

図 11:全体系から部分系への分割。

1スピンあたりの自由エネルギーを求めるために， (10)式の両辺を ljで割る。 1スピンあた

。。
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りの自由エネルギーを fで表すと， (10)式かち次の式を得る。

~ lvI ~ l'v[ 

ん=古EA÷007)~主P 、もag，ノ
守

3
ム

1
2ム

J
'
e

・、、、

ここで (11)式の最右辺を得るにあたり， h→00の極限を考えた。

(11)式は，物理的には次のことを意味している。まず，左辺はある相互作用の分布 {Jij}が

与えられたサン7"ルにおける自由エネルギーで、ある。このとき，自由エネルギーは{Jij}の関

数となる。一方で，各部分系が異なる記位の相互作用を持つことを考えると，最右辺は自由エ

ネルギーを確率分布 P(Jij)で平均した量を表す。このことから，一般的な {Jij}に関する自由

エネルギーを求める代わりに，確率分布 P(Jij)~こ関する平均量を計算しても等調であること

が示された。実際に計算を行う上では後者の方が扱い易いため 物理量を求める擦は確率分布

P( Jij)に関する平均を考患する。このランダムネスに対する平均操作は，熱平均と区別して配

位平均と呼ばれる。

クエンチ系において，配位平均は国定された配位に対する熱平均を取った後;こ行われる o (11) 

式を用いれば，固定された寵位;こ対する自由エネルギーがfiであり，部分系についての和が配

金平均に栢当する。このことから，系の自由エネルギー Fは次のように書かれる。

F=-hogzi=-1i H dA3P(J13)iog Z({J13}) p p  j ii  
OJ (i，j) 

(12) 

ここで， ["， 1は配位平均，Zは分霊関数を表す。

上記のように配位平均を考えることで，理論的見通しは長くなる。しかし， (12)式にあるよ

うな logZの平均を取るという操作は，それでもなお困難な計算である。この困難性を司避す

る方法としてレプリカ法がある。レプリカ法は， logZの平均を Zのべき乗の平均へと数学的

恒等式を用いて変換する手法である。

[Zη]-1 
[logZ] = li~ 一一一一 (13) 

n→り する

znの配位平均は次節以蜂で見るように，nが自然数であれば容易に実行することが出来る。し

かし，n→0の極限を取るため，ねを自然数から実数へと解析譲続する必要があるc この操作

は数学的厳密性に欠けている部分であるが，ある模型ではレプリカ法を用いた解と用いていな

い解が一致することが知られている向。よって，椙転移の撞像を知る上ではレプリカ法には問

題がないものと考えて，本論文では議論を進めていく。

次節以降ではこのレプリカ法を SK模聖および、 GS模型に適用して 椙図や杷転移の描像を

議論する。

2.2 SK模型のレプリ力対意解

本節ではレプリカ法を用いて，最も基本的なスピングラス模型である SK模型の解析を行う。

SK模型の解析を通し，スピングラス秩序変数が自然と導入され，スゼングラス栢が持つ性資

を知ることが出来る。

SK模型のハミルトニアンは (8)式で与えちれていた。ここでは確認のため再び記す。

σ
 

σ
 

74 Z
W
 

H
 

(14) 
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ここで，什まスピンが位置するサイトの添え字であり， ιjは全てのスピン対について取る。ま

た，全スゼン数を N とする。 σは士1を取る Ising変数である。 Jijはクエンチされた相互作用

であり，SK摸望では Jijの分布関数が以下のように与えられる。

/ N I N 内¥
P(ゐ)= ¥/ n~言叫{-z i 

V 2πJ2 ~'-y ¥ 2J2 ~tJ } 

レプリカ法に従って配位平均 [Z勺の計算を行う。

r問一jト戸二=Tr{a-} e苛

ここで次の恒等式を荊いる O

エ主判例 nNq-1)÷;ε~ (乞何r-N~ 
i>j α，b=1 aヲ劫 l ¥ i ノ j 

(15) 

(16) 

(17) 

熱力学極限N→∞で自由エネルギーに寄与する項のみを取り出せば， (16)式は次のように書

き換えられる。

r nN _" _" B2 J2 ~ (~ _ 
L ¥ 

21 
[Zn] ニを伺勾~ 'b~ 

V s2 J2十三五ァL(玄σfCJf)} 
i α手持 ¥ i / J 

~にdwxp(-fzqiJT
ここで， 1行目から 2行目への変形で、は Hubbard-Stratonovitch変換

叫 ;z2)二 VELdyほ p(-子宮2+VN問) (19) 

を用いた。 (18)式におけるトレースは，サイト毎に独立に計算することが出来る。よって (18)
式は，

[zn] i:ぃ P(一平fzdbJゆ L十千9寸
L 二 s2J2LqabCJψ 

α>b 

(20) 

(21) 

となる。ここで、現れた補助変数qαbは，後に見るようにスピングラス秩序変数となる。 (20)式に

おいて，指数関数の肩にある各項は全てサイト数N に詰倒しているため，熱力学極F艮N→∞

では鞍点法を用いることで，この積分を評倍することが出来る。自由エネルギーの極値を与え

るもbを用いれば，[zn]は次のようになる。

J 7¥L_  {向2~ _2 I 
1 

L 
_ 

rrL.._L ， 1 D2 T2 ¥ l [zn] = 悶 {Nnl-
fJ

"
ーデもち+-=-log The

L 十 ~，B2J21~
I ¥ 2n ム..J

.LUU η 4' I I 
¥. ¥α >む/) 

f B2 J2 ~" 1 _ _ T 1 J ，内¥
("v 1 + nN I 一二~)， qみ+ -=-log The.L 

+τß~J~ I ¥ znι-- -- n 4 I 
¥α>b ノ
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量子Blume-Emery-Gri田ths模型の解析

レプリカ数 η は最終的に 0へと極限を取るため，上式第 1行から第 2行への変形では， η が十

分小さいとして η の一次まで展開した。これより， 1スピンあたりの自由エネルギーは次のよ

うに評栖される。

(f] 
1 1:___ [zn] -1 

一一一…ー
sNη→o n 

( sJ2 '""'"'フ 1 ， rn L sJ2 ¥ 
liIll Iτ一)，qみ一 τ:_log TreLl 

- ~ I 
n→υ1 乙ηι- Dη LI: I 

¥α>b ノ

(23) 

鞍点法を用いた際の qab，こ関する極f直の条件は， (23)式の自由エネルギーに対する極値条件と

なっており，実際に qab，こ関して微分することで鞍点方程式，

守、-α_LL

qab =一宇ム:::__(α 計) (24) 

を得る。すなわち，スピングラス秩序変数が異なるレプリカ間の椙関によって表されることが

上式よち分かる。上式をさらに詳しく見ることで，スピングラス相の性質を知ることが出来る。

上式は次のように書き換えることが出来る。

ITra?σ長一βL:cH.cI 
qαb = I Tre~ß L:cHc I (25) 

ここで，Hcはc番巨のレプリカに対応するハミルトニアンである。

Hc = -LJijσ;σ; 
~>J 

(26) 

(25)式の分母は znであり，ね→ GでZη → 1となる。また，分子ほ (16)式から (20)式を得る

に至る過程と同様の計算をすることで，(TreL)N-1Tr(σασbeL)となる。 (23)式かち n→ 0の極

限で， logTreLはη に比例することが分かるため， η → 0で TreL→ 1となる。これを用いれ

ば，分子は Tr(σaa-beL)となり， (24)式と同値であることが分かる。 (25)式においてレプリカ

数がαぅb以外のものは分母と分子で打ち渚し合う。よって，qabが次のように書き換えちれる。

iT旨σGε-，sHaTrσFe-βHb 1 r ，~" J..， l 

qd=i--3Ha 壬~~ßHb I = l (ぐ)(σf)
J 
= [(σ♂] (27) 

常磁性相では〈σi)= 0であるから， (σi)の平均である磁化mおよびスピングラス秩序変数qは

0となる。一方で、，スピンが様々な向きに凍結している場合は，各サイト 4において (σi)が正

負様々な値を持つ。このとき磁化 m は0となるが. (27)式からスピングラス秩序変数qはOで

はない正の植を持つことが分かる。よって， m 二 Oぅq>Oなる状態を用いて，スピンが無秩序

に凍結するというスピングラスの性質を表現出来ることが分かる。

吉由エネルギー (23)式の評倍を進める。 (23)式から解析を進めるためには，秩序変数qabの

レプリカ添え字仏b依存性を明らかにする必要がある。最も素朴なものは，レプワカはわれわ

れが人為的に導入したものであるから 秩序変数はしプリカの添え字に依存しないであろうと

いう仮定である。この仮定による解をレプリカ対称解(以下 RS解)と呼ぶ。すなわちもb二 q

と置き換える。後に見るように，この仮定に沿った解析は低温において破綻する。低温での正

しい解を得るためには，レプリカ対称性の破れを考慮しなければならない [35][36]。しかし，温

つω
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度が転移点以上のときは RS解は正しい解となる。よって，程壌界を求める上では RS解のみ

の解析でよいため，本論文では RS解のみを考える。

RS解 qab二 qを仮定すると， (23)式の第 1項は容易に評価することが出来て，

Z2n(n-1) 
qαib=q2(28)  

2 
a>b 

となる。次に (23)式の第2瑳を評画する。

日 L 二 l山 P十2J2qy)

log J D zTt expヤベσa一明
~ n{f Dz山 (29) 

ここで，

J Dz... = 1二先パ
とした。これより， RS解に対する自由エネルギーが以下のように得られる。

(30) 

々 T2 1 l' 

fRS =ーす(1-q)2-jjDziog2叫 9川 z)

秩序変数qに関する麗信条件から，次の鞍点方程式が導かれる。

q = J Dztan印ゆ)

(31) 

(32) 

スピングラス棺が現れる転移点で辻，秩序変数qが十分小さいと考えられる。そこで， (32)式

の右辺を qについて 1次まで展開する。これより次の式を得る。

qニグ2J2q (33) 

(33)式は転移点において成り立つ式で、あるから，溢度;こついて解くことで転移点乙 =Jが得

られる。同様に (31)式を Landau展開することで，同じ解を得ることが出来る。 qの2次まで

展開することにより，自出エネルギーは次のようになる。

fRS~-110g2-19J2(1-32J2)q2 s --0  - 4 (34) 

Landau理論より q2の孫数が9となる渥震が転移点、であり，Tc = Jが再び導かれる。同時に

SK模型のスゼングラス転移は二次転移であることが分かる。しかし，ここで一つ注意し会け

ればならないことがある。それは (34)式からも分かるように，島由エネルギーの鞍点は qに対

して極大となるということである。これは強磁笠体の Landau理論と辻異なる撞像であり，レ

プリカ法を用いたために生じた問題である。具体的には (28)式の評恒によって，nが 1より小

さい場合は q2の孫数が負であることに由来する。

つ中つ中
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2.3 GS模型のレプリ力対称解

本節では S=lの平均場スピングラス模型である， GS模型の解析を行い相図を描く。 SK模

型と同様に， GS模型に対してもレプワカ対称性の破れを考車、した解が求められているが，相

境界を描く上では両者に大きな違いはない [37]。よって，本節でも RS解のみを設う。 GS模型

のハミルトニアンは次式で与えられる。

H 二一2乞二ンJゐijザjρSiS
i>j i=1 

(35) 

SK摸望と河様に，交換相互作用品jは分事関数 (15)式で与えられている。 (35)式の第一項に

おいて，i，jは全てのスピン対について取る。また，全スピン数を N とする。 Dは結晶場と呼

ばれ，スピンの異方性を表す項である。なぜな弘結品場は S=土1のIsing的なスピンに対

してはエネルギーを Dだけ上昇させ，S=oの状態に対してはエネルギー Gを与える。つま

り，結晶場の強さは S=土1とS=oの状態の割合を決定する。このことから，Dは化学ポテ

ンシャルの役割を持つことが分かる。 GS模型は D→-∞の極摂では S=土1の状態しか分配

関数に寄与しないため，この極限において SK模型と等緬になる。また D→∞の極限では

S=oの状患のみが寄与するため，磁気的な性質は持たないことが直感的に理解出来る。以上

の議論から GS模型は一般化された SK模型と言うことも出来る。

レプリカ法に従って，分記関数の n乗に対して配位平均を取ると次の式を得る。

J s2J2ャイ入 GGb b 71 i 
[Zn] = Tr{S}叫{三万三;zmm-3DZE二附}

l i>jα，b=1 i a=1 J 

(36) 

計算を進めるにあたり，次の恒等式が有用である

s-
dε S

3
 

m叫ηz z
 
i>jαふ=1

二 LL(符Sj)2+ 2二Zsfs;sf57
i>j 0，=1 i>jαヲi=b

=i 土~ (乞8f2i 2 -L 8':'1 + ~ L { (L 8f 8y i 2 -Lのt}
ll ¥ i  / i J α美b l ¥ i ノ i J 

~;主{乞何)2j¥jεlL汚8Y)' 間
1 ，、 i ) 0，手b ¥ i / 

ここで，熱力学極摂およびクエンチ系への極摂n→9において寄与しない項は落とした。スピ

ン1の場合は (Si)2= 1が成り立たないことに注意する。 (37)式を (36)式に代入し， Hubbard-

Stratonovitch変換を用いれば，

問 = J九ほlFE1い判bfア(戸d拘九叫叫叫q仇ω叶αめイ引什bイ引何仲仲f汽月仲ル伽{FFFトトトIレいいいいdφ仇伽い…叶P仇仰M…αぷ川岬ペe位勾ベX却ぺPイ(一半叫(住EPデ子qd品叫:与b
Lト s苧子子iP?bN+9弓写(伴子χbαo， +D吋Dサ)問阿2 

qu 
つ山
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を得る。これより，自由エネルギーも SK模型と同様に得ることが出来る。

[ト出(笠 (Lq~b + 乞 X~ ) -士山L ~ 
l \aヲ~b a I J 

qαるおよび、治に関して，自由エネルギーが極鐘を取るという条件が鞍点方程式を与える。よっ

て， 2つの鞍点方程式が次のように得られる。

(40) 

I'rSαSbeL 
qab二 TheL 何千 b)ラ

I'rSαsaeL 

XαTreL 

( 41) 

(42) 

具体的に梧境界を得るために， RS解 qab= q，Xα=χ を仮定して許算を進める。 (40)式の第

1項は次のように評輔される。

Lq~b 十 LX~. = Lq2 + LX
2 = n(η - 1)q2 + nx2 (43) 

αヲ劫 α αヲ.!:cb α 

第 2項は RS解の下で具体的に計算することが出来て，次のようになる。

T， ， r" r rT"> (n T r- ..n . (β2 J2 / n"  ¥ / r<n ，') i 1 
log TheL 二 logI Dz I壬 exp(sJJqzsα+{-T(χ -q) +βD ) (sa)2 ~ I 

r _ _ ( I庁2J2， __¥  .i 
二 け Dzlog ~ 1 + 2叫ド豆一(χ -q) + sD} cosh(sJJqz) ~ (44) 

これより， (43)，(44)式を (40)式に代入することで， RS解に対する自由エネルギーを得る。

J2 1_ 2 _.2¥ 1 r TL l_~ I~ ， ... _____ (s2J2(χ-q) D"'¥___l/DT  r" ¥l 
fRS =一一(X2ーの-~ I Dzlog 11 + 2exp ( t-' ~ -:  '1/ + sD) cosh(sJJqz) 1 (45) s } --- - 0 ，-， - ---r ¥ 2 ' 1-- ) -----v--V r II 

xとqに関する鞍点方程式はそれぞれ;

fDZ2位 p(ぺχ :U+ sD)ω 叩 -.fiiz)
1+2叫 (s2J2;χ-q)十四)ωh(sJy7iZ)ラ

J Dz r， ~exp (刊一日D)sinh(グ叩r
II + 2叫 (β2JT-q)十四)cosh(sJ y7iZ) J 

一一χ
 

(46) 

一一q
 

(47) 

となる。以上の解析から，図 12の椙図を得る。図 12の二次転移が起きる相境界では，qがOか

ら有隈の値へと連続的に変化する。この相境界において， χは連続的に変化する。一方で，一

次転移の相境界では qおよび χが不連続に変化する。

図12より， GS模型では一次，二次転移の両者が存在することが分かる。特に一次転移が起

きる梧境界は，常磁性相がスピングラス椙よりも低温に入り込むような形状をしている。この

ように不安定な椙が安定な相よりも低温測に穿在するような転移をリエントラント転移という。

また， GS模型は D→ ∞ でSK模型と等価であった。よって，D→-∞とすることで転移

点は T/J= 1に漸近する。
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国 12:古典 GS模型の担図。縦軸は温度 T，横軸は結品場 Dを表す。実畿は一次転移，破隷は二次転移を表す。

相境界内部はスピングラス棺 (SG)，外部は常議性相 (Par討を表す。

図 12は鞍点方程式 (46)，(47)式を解くことによって得ることが出来る。 GhatakとSherrington

はこれらの式を評価することで相留を描いたが，求められた秩序変数は自由エネルギーの連続

条件に反しており，誤った結果であることがF.A. da Costaらによって指揺されている [34]0

彼らは自由エネルギーの連続条件を考慮、することで，正しい RS解に対する相図を措いた。鞍

点方程式の解は qについては極大， χについては種小となる o q について極大を取るのは，官官

節で述べた通りレプリカ法を用いたことに由来する性質である。

以上の結果は先行研究 [34]と同様のものである。次章では量子効果を導入することで，この

相図がどのように変化していくのかを見る。

3 横磁場SK模型と横議場・横結晶場GS模型の相転移

本章では量子スピングラス模型として，横議場 SK模型と横磁場・横結品場 GS模型の解析

を行い，椙図を示す。また，椙留から各模型が量子揺らぎの影響をどのように受けるかを見て

量子系の解析の難しさとして，スピン演算子の非可換性がある。そのため，量子スピンで記

述されている系を何ちかの方法で吉典スピン系に書き直すことが出来れば非常に有用で、ある。

その手法の 1つとして，経路積分を用いる方法がある [38][39]0そこで3.1館ではスピン系にち

ける経路積分表示について解説する。経路積分表示を行、った結果として 量子スピン系では秩

序変数が虚時間に依存することになる。多くの場合は静的近似 (staticapproximation)という，

秩序変数の虚時間依害性を無視した解析を行うが，本論文ではその虚時嵩依芽性を部分的に取

り込んだ解析を行った。車時間依存性の取り込みについては S=lの系についても，横磁場SK

模型の計算と同様の定式化によって行うことが出来る。そのため，まずは最も基本的な量子ス

ピングラス模型である横磁場SK模型の場合を 3.2節で解説し [33]，その後に 3.3節で S=lの

F
h
d
 

つ中
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系へと拡張する。

3.1 スピン系の経路積分表示

本節では分配関数の経路積分表示について解説する [38][3針。経路積分を用いることの長所

は，非可換な演糞子から構成されるハミルトニアンを可換な古典量を用いて書き換えられる点

である。

経路積分表示をするためには，完全系をなす状態が必要である。ここではそのような状態と

して，スピンの大きさがSのコヒーレント状態を次のように導入する。

18) = e-~φSZe-iθら 18) (48) 

ここで， 8z18)二 818)とした。また， exp( -i8Sn)は丸軸自りに 8だけ回転する演算子である

ことに注意する。スピン演算子のコヒーレント状態による期待値詰，

(81818) = (81(8x1 8Y1 8z)18)ニ 8(sin8cosゅうsines恒久cose) (49) 

となる。つまり，コヒーレント状態に対する各スピン演算子の期待値は， 3次元の極座標表示

に対応する。また，コヒーレント状態は完全系をなす。つまり，

/ d818)(81ニ L (50) 

/ d8...=生1LdM (51) 

となる。ここで，コとーレント状態は完全系をなす一方で，異なる (8:引で与えられたコヒー

レント状態は亘交しないことに注意する。コとーレント状態の導入や性費に関する詳組な解説

は付録 A~こ記した。

系の分配関数はコとーレント状態を用いた積分表示では次のように表される。

Z二 Trf e 1 exp ( -sH(8o) ) = I d80(801 exp ( -sH(8o) ) 180) (52) {8
o
} VA1-" ¥ f-/LL  ¥.......Uj ) -}  "".......U¥.......UI '-'""'-1-" ¥ f-/.L.L ¥.......Uj) 

(52)式は，指数の肩をムァ =s/Jtfを用いて分解し，完全系の条件 (50)式を用いることで次の

ように書き換えられる。

l' / " lvI 

z = / d80(8ol ( eムTH(8o)) 180) (53) 

fEdsz(Sole-4判例 18lvf-1)尚 1Ie-t::.THι)18M) 伊

ここで 18k)は18((M-k)ムァ))を表す。また，周期境界条件目。)= 18M)を課している o Tが

虚数だと考えれば， (54)式はシュレディンガ一方程式における時間発展演算子を作間させてい

ることに対応する。そのため時間 7は室時間と呼ばれる。 M →∞として (Skle-t::.TH(Sk) ISk+1) 
を具体的に評価する。簡単のため，状態ベクトル 18((1¥1-k)ムァ))を時間をあらわにした形，
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ISk) = 17+ムァ)， ISk+l) = Iァ)とする。

(7 +ムァleムTHI7) rv (ァ÷ム711ーム7H¥7)

r-.J 1 -~7 ((71針)-仔17))

~ 位 p[ム市17)-(71HIり)] (55) 

上式の変形において，ムァの 2次以上の項は落とした。

(55)式の指数の肩にある(ァ|亘17)は，コとーレント状態に対するハミルトニアンの期待値で

あり， (49)式からも明らかなように ((}(7)，φ(ァ))で表現される吉典量となる。よって，古典量

であることを明示するために， (7IH(S)1ァ)= H(S(ァ))とする。

指数の肩の第 1項は，次の議論から純虚数になることが分かる。

9二手(717)二(汁巾 (71ナ)=認可ナ17) (56) 
α7 

そこでこの項を虚数をあらわにした形で(ナ17)三地(ァ)とする。この項は， Berry位相と呼ばれ

る幾何学的な菌子が現れる項である。

これよりムァ→ 0の極眼を取ることで，噴を積分の形で書き換えると， (54)式は次のように

なる。

r r rβfβ1  

Z = I dS(ァ)exp li I dァ争(ァ)- I d7H(S(ァ))1 (57) 

上式がスピン系における分配関数の経路積分表示である。 (57)式から，d次元の量子系が，虚

時間方向を加えた (d十月次元の古典系に対応していることが分かる。虚時間方向の 1次元が

量子揺らぎの彰響を長映している。

3.2 横磁場 SK模型の椙転移

本節では， 3.1節で導入した経路積分表示を用いて横磁場 SK模型の解析を行う。横磁場SK

摸室のハミルトニアンは次式で与えられる。

σ
 

ヤムE
 

σ
3
 

σ
 

A
 

Z
 

H
 

(58) 
t>J 

ここで i>jは全てのスゼン対について取り，全スどン数を Nとする。また， σz，σZはサイト

iにおけるスピン演算子を表L，次の Pauli行列で表される。

f1 0 ¥ ~ fO 1 ¥ 
σZ = 1: ~1 I、 σX = 1: : I (59) 

¥0 -1/' ¥101 

交換相互作用品jの分布は (15)式と同様に Gauss分布で与える。

まず，分配関数を経路積分表示することで，古典変数に書き換える。
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ここで，nf(r)ぅni(けは (49)式より ηi(r)= sinDi(ァ)cos供(ァ)ラηi(r)= cosDi(けである。また，

JT'" = Jt dr とした。

上式に対して古典SK模型と詞様にレプリカを導入して n乗された分配関数に対して配位

平均を取る。

IAn  I A n l  N N 1¥1 

[Zn] = 11 rr dSα叫 I/L:十乞九(ァ)+r2ンf，a(r)+ L: Jiバα(ァ)nj，α(r)} ) 1 

JfJd山 [1熔写拝写日μο同同~争弘丸州町叩4ω叫i，a(rバJ刷(什例ア吋)刊刊叩η〈4引2九μαバ(判7寸)

T2 r 1 

古けんr芸z?Fn〈Zαバρ(什ア附叫(ヤげ川ア戸f

(何61幻)式の第 3項自は次のように書き換えられる。

L55ni川 川ら(r'剛 r')

=~1弘lλア 芸(れ(写Pむ早FF〈〈仏ω耐;Zらμω出山ラAぷJ刷αぷρ出(ヤ約7寸)

~→;υlλん7戸ぷf
ここで， (62)式の評価において，N →∞で寄与しない壌は無視した。これより， (61)式は次

のように書き換えられる。

戸問n可] = fFdい p[1侍写拝写P{ド阿t

÷手引{ι仁_1 ) 玄到(乞むむη〈Zα川什げ的叶イFうリヴ)リヴr+2 工幻(乞〈〈仏ω，aぷα」川(
VI什 iα¥i ノ a>b ¥ i / J I 

さちに (63)式の指数の肩に現れる 2次の項を，亘ubbard-Stratonovitch変換 (19)式を用いて 1

次の項に変換するonZG{ァ)吋α(r')の項に対する補助変数として Xa(r， r')を， nia(ァ)nib(7F)の

項に対する祷助変数として qαb(アラザ)を用いると， (63)式は

。。っ“



量子Blume-Emery-Gri血ths模型の解析

r ，......... . ，......... ，， 1 N J2 r (~Ó) ， " _ ~ o)，  ，， 1 I 
[zn] = I川Ild釘佑似耐χXa(Tαバa(T廿川7

x I!JI]dSaeXp [1~附+rnf，a(T)} 

引 r{ 写苧干pいχb制M町Xa(T，T'バJ山a(T，T'ヤ何げ川7げげT戸F

j早似

却4寸[-一竿引l.r{乞午矛pドFχd必耐い3訂針加ド日(什仲“川アけげ川7〆パ山いfう')+汁十 2宝EP予計qd弘必:与おbぷρw川(什何げTげげ川7戸什十fう)

となる。ここで，

EL=fqd日 [l~{i弘行)叫(T)}

λι，{写苧苧η4:叩い戸叶)い÷十什肘伸附叫)沖尚附川η呼耐;釘(

とした。また (64)式において，

dXれ T')= Il d向X治αれア作う1う d均qω釧α必b以れ(
O 壬T穴，T戸F三壬;β O 三壬;T久，グT戸F三壬;β 

(66) 

と省略した形で記している。ただし久T'は連続変数であることに注意する。 (64)式において，

指数の肩は全てスピン数Nに比例している。よって， (64)式の積分は鞍点法を用いて評価する

ことが出来る。鞍点は次の状態方程式を解くことで得ることが出来る。

I'rn~(ァ)え(T')eL 
Xα(アぅ71)= 1TeL--1 

I'rn~(γ)ぽ(ァ乍L

qab(け F)=IM--

古典系と同様に，これらは秩序変数となる。

各秩序変数の物理的な意味について考える。まず，異なるレプリカ間の相関を表す qab(アラT')
は，古典系と河様にスピングラス秩序変数である。ただし，量子揺らぎの影響により秩早変数

が虚時間T，T'に依存している。次に μ (Tぅアうは，同ヒレプリカにおける虚時間方向の梧関を表

すo Xa(Tラア')は古典系 (r= 0)であれば 1となり，一般の Eに対しては μ(アヲT')三1となる。

これは量子効果によってスゼンが揺らいでいることを反映している。このことから，Xa(アラアワ

は量子性を表す秩序変数である。

鞍点方程式の解μ(アぅア')とら(アラアうを用いて， 自由エネルギーを評価する。 η →0の極摂を

考えると， (65)式は次のようになる。

(67) 

(68) 

間吋xp[ぺ

Q
J
 

つ山
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これより自由エネルギーは，

I 12 f' I 1 "1 I 

-イ9刀fト=li包主~I卜一 7去~ / • ~ 2乞二 χ~(7，什(7，穴?〆ア戸') +22ε二4
H --rV I ":tl(' Jr.r〆， I -~- --_-， I n I 

L ~ '，' "αα>b J J 

となる。ここかち自由エネルギーを求めるために，古典系と同様に RS解を仮定して解析を行

う。さらに量子系では秩序変数が患時間ァに依存しているため，解析が国難となっている。そ

こで，次第ではしプリカ対称性の仮定に加え，静的近似を導入することで議論を進める。

3.2.1 静的近似における RS解

ここでは RS解の仮定に加え， BrayとJ¥tlooreによって導入された静的近似を導入し解析を

進める [17]。なお本箭で得られる結果は，文献 [40]と司様のものである。

RS解および静的近似の下では，秩序変数を次のように仮定する。

Xα(7ぅ7')=χぅ Qab(7，7')= Q (69) 

3.1，3.2僚でも見たように，秩序変数の虚時間依害性は量子性に由来したもので、あった。静的近

似はその依存性を落とすという近似であるかち 古典近似をしていることになる。しかし，以

下に晃るように部分的には量子効果を取り入れているため，古典系と完全に一致する訳ではな

い。もし逆温度がs=Oであれば，虚時間依存性もァ=7' = 0のみになる。よって，静的近叡

は高温では正しい措橡を与えているものと期待される。

具体的に自由エネルギー (69)式の評値を進める。まず，この仮定の下で logTreLの項を評倍

する G

苛hνεe
L

= !n dい

+ 苧引iナエ苧PP写P苧Fη垢凶;訂(何)+ 子引lT EP??ぱ焔耐(什何ア
! Dz叶zべ(/DzゐイαaJdい p [1 凶怖同αバ(刊 〈柏(什作T

.1 DZ(/ D品 川P附 ÷ιMσd;

ここで，J Dz...は(伶30的)式と詞様の定義である。また，haは以下のように定義した。

ん =Jzα、広士五十 JzVQ (73) 

(71)式かち (72)式の変形においては，経路積分表示の逆過程を用いて古典変数から演算子へと

変換した。この変形は，静的近似を用いたことで虚時間穣分の被積分関数かち秩序変数を分離

したために可能となったものである。

(71)式を nの 1次まで展開して logTreLを評面すると，

間 e
L

rvη.1 Dz log (.1 DZa Traa exp [ßrσ~ + ßha"~l) 間

η.1 Dz log (/ Dzα2coぬか布市)) (75) 
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量子Blume-Emery-Gri自由s模型の解析

となる。これより，静的近似およびRS解の下での自由エネルギーが以下のように得られる。

Q T2 r I r 、¥

f=す(χ2_q2)_TI Dzlog(21 DZacosh(ß y'h~+r2)) (苅)

自由エネルギーを秩序変数χ，qで微分することで，次の鞍点方程式を得る。

χ= r Dz~Dzα(吾+今吟子) coshβh; 

} ~ ~ J DZa coshßh~ 

=fDz(f九三時~~)'J Dzα coshßh~ 

(77) 

(78) 

ここで弘 = y'h~ + r2とした。以上の解析から，静的近似と RS解の仮定の下で，図 13の栢

留が得られる。

1.0 

~ Para 

0.6 

T/J 
0.4 1- SG 
0.2 

0.0 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 

Fβ 

図 13:讃磁場 SK模型の相留。 (RS解+静的近似)横軸は横磁場の強さ r，縦軸は温度 Tを表す。相境界内部は

スピングラス相 (SG)，外部は常磁性梧 (Para)である。

図 13は，qについて極大， χについて極小となる自由エネルギーを数値的に評掴することで

描いた。古典極限E→0では転移点、がT/J= 1となり， 2.2箆の結果と整合している。また，

T=Oの転移点はr/J=2となる。

3.2.2 横磁場SK模型における静的近似の改良

言言語では，秩序変数の車時間依毒性を無視するという静的近畝を用いて横磁場 SK模型の椙

囲を描いた。しかし，秩序変数の虚時間依存性は量子性の現れであるため，この近叡は抵温で

誤った描像を与えるものと考えられる。よって，秩序変数の動的な効果を考嘉した解析が様々

な手法で行われている [41][42] [43] [44] [45]0本節ではその中でも，s= 1の系にも拡張が容易で

ある高請の方法について解説する [33]0

司

J
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静的近似が正しい描畿を与えるかどうかを調べるためには，次式のように秩序変数の虚時間

依穿性を喪動として取ち込み，その影響を語べればよい。

Xα(7，7') =χ+ら(アぅ7')， qab(7ラ7F)=q十 qム(アラア') (79) 

ここで，各秩序変数の第 1項は秩序変数の静的解 (69)式を表す。第2項法秩序変数の車時間に

依存する項であり，静的近叡解と比較して十分に小さいものとする。

このように秩序変数を静的解と動的な部分とに分離し，[zn]を次のように評舗する。

問 = J DXD向 DijexpトNnsf(x， q， x， ij)] 

= J D印刷一1Vnsfeff(χd 

(80) 

(81) 

(80)式では自由エネルギー fが (xぅqぅ定ぅ引の関数で与えられる。一方で (80)式から (81)式で

は，秩序変数の動的な部分に関する積分を実行することで その動的な影響を静的解に繰り込

むという操作が行われている これは静的解に対しては解析の見通しが非常によいことを利罵

した手法である。 (80)式から (81)式への変影は形式的には厳密であるが，実擦に込dの積分を

厳密に実行するのは困難である。よって支う長を二次まで展開し， Gauss積分を実行するという

摂動計算を行うことになる。

上記の方針に従って自由エネルギーの評価を進める。 (79)式を用いると， (64)式は次のよう

に書き換えられる。

[znJ = 1 dX rr dXa(7，7')dq rr dqめ (7，7')
V a a手正b

ほ p[引r{作写ト収わ十吋£為α

f叫弘州(け川ア
α予#正b ~ 

7¥T T2 r I ¥ I 

一三子-1.fLX:λ7，7')+乞dhTf)j十日ogTre
L I (82) 

~ J T，T ¥ ααヂb / I 

ゐ(7， 7') ぅ q~b(アぅ 7') の Fourier 変換誌次式で定義される。

五(アラ7') 玄ゐ(n)e-42子トT')

九ヲ正O

L q~b(n ， m)e-i守防-mT')

(83) 

q~b(アラア') (84) 

nヲmチ0

n=m=Oのモードは，時間依存性がない項を表すため，静的近似の解となる。そのため定義

域から除いてある。 η および、 m についての和は正負の整数について取る。また，Xについて誌

同じレプリカ関の相関であるため，虚時間方向への並進対称性を課した。一方，qは異なるし

プワカ間の椙関であるため，虚時間依存性はー鼓的なものとした。また， (82)式への変形で、は，

っ“つd



量子Blume-Emery-Gri伍ths模型の解析

(83)および (84)式を用いて得られる次の等式を用いた。

レヤラT') むち 。m
1.T

1 
q川=む同

(82) 式の解析をさらに進める。 (70)~(73) 式と同様の計算をすることで， TreLは以下のよう

になる。

ザ =jhjpん x乍1{i<Ta(T) + rえ(T)+ han~(T)} 
J2 ~ r _ ~、 " J2 ~ r _" _， 

" " 
I 

十~ ~ JT.T1 n~C叩淀川行予 IT. 1 託料託料品守宅T')

J 
(87) 

L， ~ I 
α予劫

υ ハ

ここで，見通しを良くするために以下の表式を定義する。

Zα 叫 [1例

j DzヅjfJDZゐα括杭叫α(. . ， 
) 

(88) 

、、J'
'

、、、
l
ノ

• • • /，
az丸、、

，，，，，亀‘‘‘、
(89) 

(87)式を Zaを用いて表した後に，支と dの 1次まで展開すると次の式を得る。

EνL ~ ((1] 十Pイ(ド何5引lι川T' { 写Fい垢耐耐刷(什伺7寸)灼凶附附断川ηn~(耐n~(T'訂作v川(什げ例7戸内rう)町川5??η吋悩耐;訂伊(什ア凶附附(什ゲ叫ア戸
f

~ ((1] Za) ) (1+ふ)
ここで，

f~.TI l:α 在日α， Za') n~(ァ)ぱ (T')) Xa( TぅT')

(日α，Za') 

十 j~， T' 2:α卦 ((I1a'Za' ) n~ (T)ぱ(7'))q~b(T， 7') 

(日α，Zal) 

とした。 hは異なる車時間の間の z方向の椙関関数を含んでいる。椙関関数の詳細な計算方法

は付録C.1に示した。付録C.1の結果を用いると， hに含まれる各積分は，レプリカの添え字

によって以下のようになる。

h 

(91) 

Jr;叶(干)山(7')}Xa(T，T') 

= rr (2ωh ，ßh~，) [∞内α+sin2φαDρ -T')] Xa(アヲア')ぅ (92) 
F α 

Jr;dSα{ (r; Za')山(ア')}山(アパ

= rr (2cosh品川 (2cos c/Ya sinh ßh~)(2 cos c/Yb sinh ßh~)q~れザ) (93) 
a'予正aヲ正b
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ここで，

cosh{ (s -2， + 2，')h~} 
Da(ァ-Tf)= ，

coshβh~， 

h~ = VT可否う

cosCTa =たう sinctα二五

(94) 

(95) 

(96) 

とした。

相関関数の中で虚時間依存性がない項は. (85)ぅ(86)式より 0になることが分かる。よって，

hに寄与する項江主与に比例する部分のみである。以上をまとめると，

11 = JT，T1 LαJ Dz (J DZa， 2COShßh~/)n-l [J DZa2coshβhhid仇Dα(，-，')J Xa(アラア')
一- J Dz (J DZaf2coshßh~/)n 

となる。ここで，レプリカ数nを十分小さいと見なし♂ rv 1 + nlogcと展開する。特に n→9

の極限で自由エネルギーに寄与する項のみを取り出すと.hは次のように求まる。

ゃ r_-: (_ _'¥ r TLJ DZa cosh ßh~ sin2仇Dα(ァ一行h ニ ) : I 支α〈アぅ戸)I Dz J ~ -u ~-~ 
ケムプ } -- r Dzα， co削h~，

(97) 

一次の摂動の項が計算出来たので，具体的に岳由エネルギーの計覧を行う。まず.logTreL /η 
は次のように評留される。

L
 ε

 

れ
μσ

b
 

o
 

--nH 
~ { log ( ( ~Jza) ) + log ( 1十羽)
r / r '¥ 72 

rv  I Dzlog( I DZa2cOshßh~) 十三-h (98) 
I ¥ I . I L.n 

上式の第 1項目は静的近似解に椙当しており，第 2項が虚時間依存性を摂動として取り込んだ

効果である。これより， (82)式から [Z勺が次のように求まる。

[Zn] 

= r叫 ω qrr dい pl-T2~-(η21N92~÷ZII
υ α αヲ正b L 

7¥ T 72 r I ¥ / r / r '¥ '¥ I 

ーサ仁(2乞むLXaλγ引芝ゐαJλ2(什仏仰“穴かげ"〆ア戸山f

ν"μ1 ¥ α α予#正劫b / 'υ ，.. ノ ノ | 

r L TT ..L-: {_  _'¥ _1_. _____ r n1Vs2J22M-n)J.Vs
2
J22 

二 / dxll dXa("，')dqexp 1_ 'U~.~ χ 

r _ _ (r _ _ _ _ _ 1 ¥ N J2 ~ r _ ') ~ " lV J2 _ I 
十n1VI D z log ( I D山山; )7日yhTF)÷7f11 側

ここで qabに関する積分は定数を与え，さらに熱力学極摂N→∞及び n→ 0で寄与しないた

め省略した。定(アヲ，')に関しては虚時間方向の並進対称性を利用して， Fourier変換を行い，虚
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時間に関する積分を実行する。 (83)式を用いると，

ん が川= 主ζ手)ιιT戸Fメ￡為μ州山αバ~(m仰例ml比M附附2) eff一

s2乞bμ(m吋)ゐμ(一m叫) 
mヲ正O

m
 

~
v
M
 

m
 

~
v
M
 

γμ
叩

々
μ

(100) 

を得る。また，栢関関数Da(7-7')のFour主主変換を考える。

乞D凡ユレγεf〆一→Jiβ呼呈乎ヂ's'm(T-T')

mopO 

1 / ' β 27rrn 

-;; I d7D a( 7 )e~ßT 
μ JO 

9h;f  
-2aII}13fzL 

(ßh~)2 + (πm) 

ここで m は正負の整数に対して取る。以上の計算より，

Dα(7 -7') 、t，ノ1
i
 

Aυ 1
i
 

Jra'
ー、

Dユ

(102) 

レα(7，7')Dα(7一戸)= s2ζXa(m)Dユ (103) 

を得る。

これより，乏に関する積分は，レプリカ数αおよび周波数を指定する m毎に独立に Gauss積

分することが出来る。 Gauss積分を実行した後に，[Z勺が以下のように得られる。

r ..J_ _1-___~ I ~ 7¥T r nNs2J2 ~ ( r 1O _JDzα ∞品川~sin
2 <tαD二¥21 

[Zn] = I dXdq叫 |-no+Y{lDz i i J ~1\.~':1 ~.~1:' l 'V~' JV  ' 2 ゆ。¥)~- J DZac姉崎 } J 

{ηNß2J2 ャ (rn~JDzacdβhhin2 仇D~¥ 21 
~ 句 l-nN折 、( I Dz一一- 1 1 (104) l 'V~' J ¥J . 2 心。¥J~- JDzα coshßh~ } J 

ここで， 10は(76)式で与えられる静的近似の下での自由エネルギーである。また指数の肩が

lvに比例しているため鞍点迭を用いた。これより 静的近似を改良した自由エネルギーが以下

のように得られる。

f E子;子fぽ一め一 ~JμDz削山叫z1巾崎10同吋O姥gベ(2J Dz九ゐωαC∞O偲ωS

2苧子芋!5ζ~UDμzlPf Dzコ7立ft包な:ご2:包;7C;rrrfffαaD~刊D凡Zり)' (105) 

静的近似の擦と司様に，自由エネルギーを直接評錯することで椙留を措く。上式の自由エネ

ルギーに対しては，改良による補正項の和の上限を定めて評価を行う。今回は m =1ぅ4ラ10の

3通りに対して解析を行う。補正項辻本来m=∞までの和を取るべきであるが， m=  10程度

までの評倍で得られる結果は十分に収束する。よって，本論文では m の最大誼を 10とした解

析を行った。
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1.0 .... 唱島司晶』且

Para 
円1=0一一一←一一

m=l -ー'特ー

~ 
m=4 一一一帯一一ーー

T/J 

行1=10---8--

SG 

0.2 

0.0 
0.0 0.5 1.0 

r/J 
1.5 2.0 

図 14:横蕗場 SK模型の桓図。 (RS解÷静的近似の改良)横軸は横議場の強さ r，縦軸は過度Tを表す。実線は

静的近似解 (m=0)を表l，破隷，点線，一点鎮線はそれぞれ和の上限が m=L4ヲ10のときの棺境界を表す。

以上の解析かち図 14の相図が得られた。国 14では比較のために m=O(静的近似)の結果も

載せている。

図 14より，静的近似は転移点が高温にある場合は (r::; 1)，正しい解を与えていると考えら

れる。しかし，量子揺ちぎが顕著となる抵温で誌，秩序変数の動的な効果によって秩序が破壊

されていることが分かる。また， mを増やすに従って，T=Oにおける転移点がrc "-' 1.5に漸

近していく様子が分かる。これは先行研究 [41][45]の結果と非常に近い植である。ただし，上

記の解析辻極低温では破綻することが指摘されている [33]0(87)式において，TreLを支およ

びdで展開すると，その係数には必ず(βJ)2が現れる。つまり， (，6J) 2支および (sJ)2ijの展開

となるのである。このような展開が正当化されるのは sJが十分に小さい場合であるから，上

記の解析はある種の高温展開と言うことが出来る。よって，極低温では破綻してしまうのであ

る。よって，図 14の栢境界でも，極低温のものについては信頼性が抵い。特に， m =  10にお

ける r>1.5の不自然な桓境界はその最たる例である。温度で表すと， T>  0.1の範囲では上

記の解析が宥効であると言える。

本語で解説した内容は，秩序変数の動的効果に対する一次の摂重さまで、を扱ったものである。

よって，転移点の値をより詳細に調べるためには，さらに高次の摂動を考嘉すればよい。ただ

し上述のようにその展開録数には十分注意を払う必要がある。この解析法の下では，一次

摂動の範囲でも先行研究と十分に整合する結果が得られる。よって，次節以降で扱う 8=1の

系に対しても，同様に一次摂動の範囲で、解析を行っていく。

3.3 横E草場・横結晶場GS模型の解析

本節では量子GS模型の解者を行う。 2.2節でも見たように，言典GS模型は抵温領域で一次

転移が起き，その転移点直上では二つの安定解がポテンシャル障壁を介して存在する。一方，低

温では量子揺らぎの効果が大きくなる。そこで本節では 3.2節で解説した手法を用いて，量子

F
h
v
 

qδ 
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GS模型の椙転移を調べていく。本節では GS模型に対する量子効果として， 2種類の量子揺ら

ぎを考える。一つ吾は横磁場であり， 3.3.1‘3.3.2節で議論する。二つ目は 3.3.3節以降で議論す

る横結晶場である。量子 GS模型に関する先行研究は，現在のところ二つ程度である [461[47]。
さらに，秩序変数の動的効果を考慮した研究は行われていない。よって，ポテンシャル霞壁で

遮られた二つの状態に，量子性由来の動的な揺らぎがどのような影響を及ぼすかに注目して議

論を進める。

横磁場 GS模型の静的近似・ RS解3.3.1 

(106) 

横磁場GS模型のハミルトニアンは以下のように与えられる。

立=-I::Ji♂巧 +DI::(符)2--rI::5f 
~>J 

ここで i> Jは全てのスピン対について取り，Jij tま(15)式で与えられる Gauss分布で与える。

5=1のスピン演算子 5Z
ラ5

X は次の行列で表される。

(107) 
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5=1の系における横磁場の効果を見る。そのために 5ZIS)= 51めとする。 S二 9ぅ土1である。

このとき，各状態は 5X を作用させることで以下のようになる。

(108) 州二会(11)十ト 1))5
XI土 1)=方10)ぅ

これより，横磁場は Isingスピン 5=土1とスピン Oの状態 Sニ Oの関の遷診を表すことが分

かる。横磁場を強くすると，再者の遷移が高い確率で発生する。よって，横磁場を強くするこ

とで一次転移が破壊されるものと予想される。

具体的に解析を進める。まず， RS解および静的近叡を仮定して解析を行う。 8=1の場合も

横磁場 SK模型と全く同様に解析することが出来る。違いは (72)式におけるトレースの計算の

みである。横磁場 GS模型の場合は，官eLが次のようになる。

(109) Tre = J Dz(j D油 Saexp [s肉 -sD附+仇どlr
、1
i
f

n
U
 

1
i
 

-
i
 

〆，，
a

‘¥

これより静的近似の下での自由エネルギーの RS解が次のように求まる。

f=千ぽ_q2) 一 ~JDZ!Og(j Dぬ α仰[時一回附+ßhaS~l) 

、1p
/

噌

g
i--i 

2
1
 

〆'''屯、、

トレースの計算は次の行列の固有値を求めることで計算出来る。

¥
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上記の行列式を解くには， 3次方程式入3+α2入2+α1入+α0=0の解ん(η=仏1ぅ2)が次のよ

うに与えられることを用いる。

入η =2ycos [~ {COSぺ手)+叶1-~α2 
U=wtう

2-3α1 r-. 2α~-9α1α2 + 27α。耳、=29 ぅ G 二 27

自由エネルギー (110)式の評価から，

0.8 

0.6 

0.4 
T/J 

0.2 

1.0 
r/J 

図 15う16の相図を得る。

0.0 

1.5 
2.0 1.0 

(112) 

(113) 

図 15:横議場 GS模型の指図。 (RS解÷静的近叡)実線は一次転移，破線は二次転移を表す。実隷および破鰻で囲

まれた領域はスピングラス檀，それ以外の領域は常磁性桓である。
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T/J 0.4 
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、火、

、"-
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、、‘' 、〉眠、
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SG "x"， 

、 祉

¥ヰ
x 、
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Dβ 

0.8 1.0 

図 16:T-D平面における横磁場 GS模型の桔園。 (RS解+静的近似)実隷法一次転移，鼓線は二次転移を表す。

椙境界内部はスピングラス椙 (SG)，外部は常磁性栢 (Para)である。各椙境界は，上から11震に r=oぅ0.5，1.0ぅ1.2
のものを表すG

図 15ぅ16からも分かるように 横磁場を加えた場合でも一次転移ほ残ることが分かる。これ

は横磁場の強さがそれ程強くない領域では，依然としてポテンシャル障壁が残ることを表して

いる。しかし，横磁場を強くしていくことで一次転移は治失する。それは図 16から分かるよう

に， リエントラント転車多の消失と司時に起きる。
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横磁場吉司郎通領域において一次転移が語失するという結果は，次のように解釈することが出

来る。 GS模型における一次転移は， I土 1)が覆勢なスピングラス椙と 10)が優勢な嘗磁性栢の

共存状態に支配されている。今，考えている S二 1の横磁場は， I土 1)と10)との関の選移を引

き起こす。よって，横磁場が十分強くなると，上記の共存状態は破壊され一次転移から二次転

移へと移行するのである。

これちの結果は， RS解および静的近似の範囲のものである。しかし，横磁場SK模型の解析

かち分かるように，静的近{試は抵温で正確性に欠ける近訟である。そこで，次節では秩序変数

の虚時間依存生を考恵、した解析を行う。

3.3.2 模議場 GS模型;こおける静的近似の改良

本節では低温での椙転移の描象を正しく得るために， 3.2.2節で解説した方法を横磁場GS模

型に適用して静的近似の改良を行う。

横磁場 GS模型は横磁場SK模型と比較して国有値の形が擾廷であるために，国 15に示した

相留の全領域において静的近似の改良を行うのは圏難である。そこで，栢図上の D=Oの領域

に限定して静的近似の改良を行う c

秩序変数の痘時間依存性を導入したことによる補正項は，横磁場SK模型のときと同様に (91)

式を 8=1に対して評倍することで得られる。付録C.2の結果より， hに現れる各積分の結果

は以下のように求まる。

/ FFPd6杭叶S丸αぺ{(g干判ιサ)垢刷山(ヤ仲附叩ア寸巾)nη

π{~ ， n___LDLJ¥r___2_l 2coshßh~ ・ 2 _l ，，(_  _，J =日 (1+ 2 cosh ßh~，) I cos φ 十 Sln仇Dα(ァーァ)I Xa(rぅア')， (114) 
tr/Lal十 2∞shßh~

I ~Hi 'Ya~a \， ' J  J 

Jg dSa， 
{( g ~α) 元(アバ引い(ア r')

= II (1十 2∞shßh~/) (2 cos仇 sinhβι)(2c凶仇 sinhßh~)匂(アヲ r') (115) 
αF手正αヲ正b

ここで仇および札は， (95)，(96)式と同様の定義である。また， Dα(r-r')は以下のように定

義したものである。

cosh{ (s -r + r')h~} + cωh{(r ーア')h~}
Dα(ァ - r')二 (116)

1+2∞shßh~ 

定(アヲア')，ij(アヲr')の係数に虚詩簡の依存性を持たない項は (85)ラ(86)式を考慮することで，構正

項への寄与が0となることが分かる。よって， (97)式と同様の計算から hが以下のように求

まる。

ゃ { __ 
(_ _，¥ ( T"Lf Dzパ1+ 2 cosh 13h~， sin2仇Da(r-r') 

h =): I 支α(ァ〆)I 
ケん， AU\"'JJ~~ JDZal(l十2ωh!ßh~/) 

hに含まれる虚時間積分を実行するために， Da(ァ)の Fourier変換を考える。

f9hm73h;2sinhph;  
D二=~ I drDa(r)ぷ---r- 一一

ん (ßh~)2 + (2π m)21 十 2∞shßh~

(117) 

(118) 

Q
J
 

つリ
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定に関する Gauss積分を実行することで，次の改良された自由エネルギーを得る。

s J2 (_ _2 __2 ¥ 1 r TL  L _ (.， ， ... r" _ _ _1_ 01_ I ¥ f = 一一(χ-q)一一 ID Zl log ( 1 + 2 I D Zα ∞shßh~ ) グJ--l  --0  ¥ - • - J ---U --~-- r---a ) 

sJ2 ~ ( r ，，_ JDza(l + 2 cosh同)註n2仇D日、ijDzj(119)
27念。¥J

~~ 

J Dza(l + 2cosh刈 /

上記の改長された自由エネルギーを評価することで，図 17の相図が得られる。このとき，図

17中の椙境界は全て二次転移でるる。図 17かち，横磁場 GS模型の場合も秩茅変数の動的効

果が低温領域の椙境界を修正することが分かる。ただし，図 17と図 14を比較すると分かるよ

うに横磁場 GS模型の方が静的近似による相図と改長したものとの差が小さくなっている。
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T /J 0.4 

SG 
0.2ト

0.0 
0.0 0.4 
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1.2 

r/J 

m=Oー→ー-
m=l --ー者一-

m=4 -------*一一=
m=10 -ーョーー

1.6 2.0 

図 17:T-r平面における横磁場 GS模型 (D= 0.0)の椙図。 (RS解÷静的近似の改良)横軸は横磁場r，縦軸は

温度 Tを表す。実線は静的近似解 (m= 0)を表し，破線，点鰻，一点鎖鰻はそれぞれ和の上限が m= 1，4、10の

ときの相境界を表す。栢境界内部はスピングラス椙 (SG)，外部は常磁性桔 (Para)である。

3.3.3 横結晶場 GS模型の静的近似 .RS解

8=1の場合は，演算子sxを用いることで，横磁場ではない量子揺らぎを導入することが

出来る。それが横結晶場 Qであり，(8x)2に比関する形を持つ。横結晶場 GS模型は後に見る

ように，横磁場 SK模型とある極援において一致する。よって，横結品場 GS模型の解析を通

して，s = 1/2および8=1における量子揺らぎの影響を比較することが可能となる。そのた

め，本節以降ではスピンの大きさと量子揺らぎの影響という点に注目して議論を進めていく。

まず，横結品場 GS模型のハミルトニアンは以下のように与えられる。

立=-LJij幻SJ+DL(符)2-02二(Si)2

Z>J 
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ここで'i> J は全てのスピン対について取り ，Jijは(15)式で与えちれる。

S二 1の系における横結晶場が，どのような性賞を持っかを確認しておく。まず，(Sx?は次

の行列で表される。
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ここで，行列 D1は次のように定義した。

10 0 1 ¥ 

DI = 10 1 0 I 
¥1 0 01 

(121)式最右辺における第一項は，系のエネルギーを一様に変化させる。よって，量子揺らぎ

はDrtこより実現される。 3.3.1節と同様に SZIS)= SIS)とすると，それぞれの状態に D1を作

用することによって次式が得られる。

(122) 

D11土 1) = 1平 1)

D110) = 10) 

(123) 

(124) 

これより，横結晶場は Isingスゼン間の遷移を引き起こすことが分かる。これは S= 1/2のと

きの横磁場と同様の効果である。さらに，D→-00とすると 10)なる状態は分配関数に寄与し

ない。よって，横結晶場GS模型は D→ ∞の極限で横磁場 SK模空と等倍となるのである。

このとき r=20なる関係がある。

具体的な解析を RS解および静的近似を{反定して進めていく。横結晶場 GS模型のハミルト

ニアンに対して， τ'reLは次のようになる。

Tre = J Dz (J Dゆぴp[ßO(S~? -tiD附十川l)れ (問

上式におけるトレースは，次の行売の国吾{直を求めることで得られる。

(助一四十字 。 学 ) 
o sO 0 I 
4p o -9ha-FD十字/

(126) 

これより，静的近叡の下での自由エネルギーの RS解が次のように求まる。

f = ß~2 (χ2-d)-Q jjD勾叫+2e-，sD一手JDZaco叫) (127) 

ただし， h;=、/碍十 02/4とした。 (127)式において D→-cむとすると， logの中では第2項

目が有意となる。 (127)式と (76)式を比較することで，確かに上記の極摂では横結晶場 GS模

型が横磁場 SK模型と等舗となることが分かる。自由エネルギー (127)式を評価することで図

18う19の椙図を得る。

国 18より，横結品場を加えた場合は広い領域で一次転移が起きることが分かる。特に D=O
においても横結晶場が強い領域では，一次転移が起きる。また，三重語界点の温震も横結晶場
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0.4 

T/J 0.2 

2.0 

0.0 

4.01.0 D/J 

l2Q 18: '横結品場 GS模型の靖国。 (RS解+静的近畝)実線および破線はそれぞれ一次転移，二次転移が起きる転移

点である。また，実韓と薮線で屈まれた額域はスピングラス栢，それ以外の領域は常磁性椙である。

によってそれ程大きく変化しないことが分かる。以上のように，横結晶場が強い領域で一次転

移が起きるという結果は，以下のように解釈することが出来る。まず， GS模型の一次転移点、に

おける共存状態は， I士1)が有意なスピングラス桔と 10)による常磁性椙によるものであった。

また，本語の冒頭で見たように，横結晶場は Isingスピン i土 1)の間の遷移を引き起こす量子

揺らぎである。そのため，横磁場とは異なり，横結品場は共存状態間のトンネリングを引き起

こさないのである。よって，共存状態間のポテンシャル障壁は横結晶場では破壊されず，一次

転移が残るのである。

0.8 
ーメー足 L Lky  Para 

O.るト 1¥X

T/J 0.4 

0.2 

0.0 
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" 、
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可4ドーー:除、
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、〉‘

0.8 1.0 

図 19:T-D平面における横結晶場 GS摸型の相図。 (RS解+静的近叡)実線および破諌はそれぞれ一次転移，二

次転移が起きる転移点である。椙境界内部はスピングラス相 (SG)，外部は帯磁性椙 (Para)である。各梧境界は上

かち)1贋に口=0.0， 1.0ぅ2.0，2.5のものである。
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また，図 19はr= 0.0，1.0う2.0笥 2.5，こ対して，図 18の相図を T-D平面に射塁手したもので

ある。この棺図から分かるように，横結晶場の場合法リエントラント転移が請失しても一次転

移は残る。これはリエントラント転移が泊失するのと同時に一次転移が諸矢した，横磁場 GS

摸型とは異なる措像である。

以上の結果を考麗して，次節では静的近似の改良を行うことで栢図がどのように変化するか

を見てむミく。

3.3.4 横結晶場 GS模型における静的近似の改良

本節では，横結品場 GS模型;こ対して静的近似の改良を行う。爵節で見たように横結晶場

GS模型は D→ ∞の極限で横磁場 SK模型と等{面となる。そのため，SZ = 0なる状態が加

わることで，量子揺らぎの影響がどのように変化するかに詮巨して議論する。

横結品場 GS模型において， (91)式に現れる各積分は，付録C.3より以下のように求まる。

Jg dSa， { (1]干判ιサ)nドドいη〈州耐刷山川;訂作制川(什約伸ア吋巾)如η

喧一..../ 丹口 3D 乃~ - ¥ 

=日 {ε山 +2e2 -Pu coshβh~1 ) 

x I (包吋り)y2 2計叶e汗汁守千一叫俗叫 / l [ 担 ( 一 2ヤD九恥αバ(
h~，} eßO 十 23βDCωhβh~ I ¥ 2h~ ) ~ a ¥' ' J  J 

Jg叶(gZa')山(ア')}q~b(T， T') 
二日 (esO+ 2eß~ 円oshßι)

a'子五Gヲi.b

x(子守一知山ι)(子守知山h~) q~b(T ぅ 7')
ここで，Dα(7-7')は次式で定義される。

2e守-sDcosh{(s -27 十 27')h~}
Da(7 -7')二 的

e，ßO 十 2e t'~;-þu coshßh~， 

(128) 

(129) 

(130) 

定(アぅ7')ぅij(アヲア')の係数に虚時間の依脅性を持たない項は， (85)，(86)式から橋正項への寄与は 0

となる。

よって， (97)式と同様の計算から五が以下のように求まる。

~ r _ r J Dzα{dQ÷23 cosh判)司n2仇Dα(7-7') 
h =) _.( Iゐ(7ぅ7')I Dz ¥ I 的 I ¥ (131) 

』7h，ザ J r DZa' ( εβQ 十 2e r-2" ∞sh ，ßh~，

hに含まれる虚時間に関する積分を実行するために，Da(7)のFourier変換を考える。

Dユニ jf仙 αげ平7

3D n~ 

2ßh~ε~2- -tv  sinh ，ßh~ 

εβQ+2eZ子SDcosh3h;(phL)2+(πm)2 
(132) 
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この DLを用いると， hが次のように求まる。

T _ 02や rn~~m手o ゐ(m)J Dz.α(ε的 +d一円仙3ι)(会)2D主
主 =ρ ) I lJZ

、

ケ}
~ ~ 

J D Za' (eßD 十 2JPD問hßh~，

主に関する Gauss讃分を実行すると，改良された次の自由エネルギーを得る。

OT2  1 r { 川~ r '¥ 

f = ラ(χ2-q2)-Q-jiD拘~ 1 + 2e-ßD-;>~' I Dゐ C仙川

sJ2ャ (r n~J DZa (esD + 2e
s2o -sD吋珂)(会)2D什

2

ゆ~\J
~-

JDzα(e
sD + 2e号叫ωι) ) 

上記の改良された自由エネルギーを評面することで相図を措く。

(133) 

(134) 

図20および図21は，それぞれD = -5.0ヲー1.0における横結晶場GS模型の相国を T-O平面

で撞いたものである。ここでは横磁場SK模型の場合と同様に，捕正項の和の上限を m=1ラ4，10

とした結果を示した。また，比較のために静的近似 (m= 0)の結果も載せている。それぞれの

結果から，結晶場Dが小さい領域では横磁場SK模型の栢留(密 14)と類叡の椙図が得ちれた。

これは SZ=土1なる状態が有意な系では 低温において秩序変数の虚時間依存笠が重要である

ことを表している。また、横磁場 SK摸聖と同様に、各結品場Dにおける転移は全て二次転移

である。

1.0 

0.8 

0.6 

T/J 
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0.0 

D=-5.0 
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SG 

m=O一一←-

m=l ---←-

m=4 .一一帯一-

m=10 ---D一一

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 

O/J 

図 20:T-0， 王子面における横桔晶場 GS摸聖 (D= -5.0)の桓図。 (RS解+静的近似の改良)模軸は横結品場0.，

縦軸詰握度Tを表す。実隷は静的近似解(m= 0)を表し，破綻，点譲，一点鎖線辻それぞれ和の上眼がm=1，4ぅ10

のときの相境界を表す。相境界内部はスピングラス相 (SG)，外部は常議性椙 (Para)である。
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0=-1.0 
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図 21:T-n王子面における嶺結晶場 GS模型 (D= -1.0)の椙図。 (RS解+静的近畝の改良)実線，破隷，点線，

一点、鎖隷はそれぞれ租の上限が m =0，1ラ4，10のときの椙境界を表す。

また，国 22および図23は，結晶場の強さがD= -0.4ラ-0.1の場合の祖国である。これらの

相図かち，結品場の値が大きくなるにつれて，静的近叡解と改良された解に対する相境界の差

が小さくなることが分かる。これは SZ= 0なる状態が増えるにつれて，量子揺らぎの効果が

小さくなっていることを表している。
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図 22:T -n平面における横結品場 GS模型 (D= -0.4)の相図。 (RS解+静的近似の改良)実線，破隷，点譲，

一点鎖線はそれぞれ和の上限がm=Oう1ラ4.10のときの栢境界を表す。
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国 23:T-0， 平面における讃結晶場GS模型 (D= -0.1)の指図。 (RS解÷静的近似の改良)実緯，破掠，点線は

それぞれ和の上畏が m= 0.4，10のときの相境界を表す。
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図 24:T-0， 平面における嶺結晶場 GS模型 (D= 0.4)の相図。(豆S解+静的近似の改良)実線と破鎮は，静的近

似解 (m= 0)による一次転移と二次転移を表す。点線および一点鎮載は和の上限を m 二 10としたときの相境界を

表し，それぞれ一次転移と二次転移を表す。桓境界内部はスピングラス相 (SG)，外部は常磁性棺 (Para)である c

図 24はD=0.4における椙国である。ここでは静的近叡 (m= 0)による結果と，補正項の

和の上限を m = 10とした結果を示した。図 24から，SZ = 0なる状態が有意な場合は，静的

近似解と改良された結果の差がlまとんど見られないことが分かる。この結果から，Dが大きな
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場合は低温においても静的近献がよい近似となっていることが分かる。よって，図 18ユ9で示

した横結晶場 GS模型の椙図辻 全領域において信頼性のあるものと言うことが出来る。

以上の結果から， 5z = 0の富合が増えると，静的近f訟がよい近叡となることが確かめられ

た。これは量子揺らぎの影響が，スピンの大きさを大きくすると弱まるということを表してい

る。この事実は，秩序変数の動的効果から現れる相関関数 (132)式に着目することで理解する

ことが出来る。 (132)式において，Dが非常に小さい場合は分母の第一項目は実費的に寄与し

まい。すると，横磁場 SK模型の解析で現れた相関関数 (102)式と等留になる。一方で，Dが

大きい場合は， (132)式の分母第一項呂が有意となる。よって，Dmの誼は非常に小さくなり，

補正項が寄与しなくなるのである。これより， Dが大きい領域では，静的近似が正しい描像を

与えていることが理解出来る。

また，低温領域で一次転移が発生する場合は静的近似が良い近似となり，低温領域で二次転

移が起きる場合は静的近叡が妥当な近似とはならないという額向が伺える。この額向辻横議場・

結晶場 GS模型の相図かち誰測されるものであり，どの程度一般的なものかは定かではない。

一次転移と静的近畝の関係性を明確にするためには，横議場p捧 SK摸型のような佳の一次転

移が発生する模型の解析が有用であると考えられる。

4 実空間繰り込み群とランダムスピン系への応用

前章までは，平均場模型を例として古典・量子スピングラス模型の解析を行ってきた。平均場

模型はあるスピンが，イ患のスピン全てと相互作用している模型である。これ辻無F艮次元の系を

考えていることに相当しているため，得られた結果は有限次元の性質とは一般に異なる。その

ため，現実の物質を表す，脊限次元でのスピングラス模型の性質を理解することが重要となる。

有限次元の解析方法はいくつかあるが，その中でも繰ち込み群の手法は無謀に大きな系を考

えることが出来るため 非常に有用である。 4.1節では，その譲り込み群の一般論について解

説する。また， 4.2節以誇では本論文で用いたお1igdal-Kadanoffの繰り込み群(以下lVIKRG)を

Ising模型を例として解説する。

4.1 繰り込み群の一殻論とスケーリング則

ここでは繰ち込み群の基本的な考え方を説明する。また，自由エネルギーのスケーリング期

から，各種物理量の特異性を特徴付ける臨界指数とスケーワング詣数を結びつける関係式を導

く[1]0

繰り込み群は系を桓視化することによって，系のマクロな振る舞いを引き出すことを目的と

して考えられた。実空間繰り込み群の最も基本的な考え方は， Kadano百によるブロック・スピ

ン変換によるものである [29](図 25)。

1.5節でも触れた通り，ブヨック・スピン変換は与えられたスピン配位に対して，ブロック毎

の代表となるスピンを多数決で決定する繰り込みの方法であった。もし系が強磁性椙にあれば，

この変換を繰り返すことで系の有効温更は Oへと向かう。一方で，系が常議性栢にあれば，有

効温度辻無限大へと向かう。具体的にこのような繰り込み変換を行う擦は，桓視化の程度を表

すスケール bが必要となる。これをスケール因子という。図 25の場合は b=3である。

このような繰ち込み変換と臨界現象がどのように結びつけられるかを見ていく。まず，系を

特徴付ける物理量は自由エネルギーから導カ亙れる。そのため，系の性費を適切に表現するには，

門
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図 25:Isingスピンのブロック・スピン変換。 (a)かち (b)へとスケール因子 b=3のブロック・スピン変換が行

われている。 αは格子定数である。 (a)の点線で囲んだブロックの内部にあるスピンに対し， f~表となるスピンを多

数決で決める。

自由エネ/vギーが繰り込み変換に対して不変とならなければならない。言い換えれば，自由エ

ネルギーが不変となるように，系の脊効温度が変化するのである。これよち，繰り込み群を講

成する際に，次の式で表される分配関数の不変性が要求される。

Z(H) = Z'(H') (135) 

ここで，左辺と右辺はそれぞれ粗視化する前後のハミルトニアンに対する分配関数である。

次元を dとすると，程視化後の系におけるスピン数N'と長さ〆は，元の系における N，rを

用いて次のように結びつけられる。

lV' = b-d N，〆=b-1r (136) 

これより 1スピンあたりの自由エネルギーは次のように変換される。

畑)=かogZ(H)二五七logZ' (H') = b (137) 

(137)式はスケーリング期を導く上で基本となる式である。

次に，この繰り込み変換によって，ハミルトニアンそのものがどのように変化していくかを

見る。以下の議論では温度はハミルトニアンに含まれているものとする。つまり，sHを改め

てH と書く。

まず，系が図 26(a)のように最近接相互作用のみを持っているとする。この系に対して， x 

印のスピンの和を取るという繰り込み変換を施す。このような操作を部分和を取るという。部

分和を計算するという繰り込み変換は，ブロック・スピン変換とは異なる繰り込み変換である。

しかし，どちらも系の粗視化を行っているという点では同様の操作である。部分和の計算を行

うと，系には国 26(b)のように次近接， 4体相互作用が生成される。一殻に，間様の操作を繰

り返すことによって，多くの多体相互作用が現れる。

これより，ハミルトニアンを一般的に次のような形で表現する。

H=玄UnOn= u 。 (138) 
n 
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図 26:正方格子における部分和。実隷は最近譲相互作用 Knn，点線は次近接椙互作男 Knnnを表す。また， 4体

相互作用 K4を半円で表現したo (a)では最近接相互作用のみでも， x印で表されたスピンの和を取る(繰り込む)

ことで， (b)では次近接， 4体相互作用が現れる。

ここで， uは最近接，次近接， 4体相互作用などからなるパラメータの組を表す。 OnはUnに

共役なスピン変数である。 Ising模型を割にすると，最近接椙互作用 U1tこ共役なスピン変数01

はσzσjとなり，4体相互作用ぬに共役なスピン変数04はσt巧内向といった具合である。こ

こで，相互作用は逆温度3をあらかじめ含んでいることに注意する。

ある操り込み変換Rを行うと，分配関数が不変となるように相互作用の強さが変化する。こ

れより，繰り込まれた相互作用ぜは次のように表現される。

u' = R(u) (139) 

上式は相互作用の変化を表し，繰り込み群方霊式と呼ばれる。繰り込まれた相互作用 u'は桓互

F作用 u，スケール菌子bおよび次元dの関数である。

繰り込み群方程式に従った相互作用の変化の軌跡は，繰り込みの流れと呼ばれる。無限回の繰

り込み変換を行うことで，強磁性椙で、あれば涜れはTニ 9ヘ向かい，常磁性栢であればT→。c

ヘ向かう。一方，転移点直上では繰り込み変換を掘しても系の有効温度は変化しない。よって，

繰り込み変換を繰り返すことで，椙互作尾が変化しない国定点ぜ;こ涜れる。国定点ぜは次の

方程式を満たす。

u* = R(ぜ) (140) 

一殻に転移点と固定点、は異なる。傍として， 2次元Ising模型の繰り込みの流れを，最近接椙互

作用一次近接相互作用平面に射影し図 27に示す。図 27において， Id，K訟η はそれぞれ最

近接，次近接相互作用のみが存在する Ising模型の転移点を表すO 系がK収またiまK訟η にあ

るとき，繰り込み変換を繰り返すことで， uは黒丸で表された酉定点ぜに流れる。

臨界現象を調べるためには，固定点近傍での自由エネルギーの振る舞いに注目すればよ1."'0
そこで，相互作尾を国定点ぜから微小に変位させたときの振る舞いを調べる。 (139)式におい

て， uニザ +duとして duの一次まで展開する。

u
 

zu 
u
 

一一u
 

R
一
U

O
一δ一一u

 

zu 
(141) 
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図 27:最近接，次近接相互作用空間における Ising摸型の繰ち込みの流れ。 K訟，K訟π はそれぞれ最近接，次

近接椙互作用のみが存在する Ising模型の転移点を表す。また黒丸は固定点を表す。

これは (138)式の表式で書くと，

84=ヱTnm仇 m (142) 
m 

となる。ここで，

rn aι(u) 
-Lnm - δ匂m

(143) 

である。 Tを対角化する行列を P とすれば，スケーリング場gは次のように定義される。

あ三2:=Pi-/OUj (144) 

また，giに対する固有値んは，スケール因子bのべき乗で書くことが出来る。

(P-1TP)iigi二九(b)gi三 bYigi (145) 

ここで，P-1TP tま対角行列であることを用いた。固有量がスケール冨子のべきとなることは，

次の議論から分かる。スケール因子bの繰り込みの後に，スケール因子がの繰り込みを行うこ

とを考える。これは最初かちスケール国子bb'の繰り込みを行うことと同じである。よって，固

有値んの聞に次の関係式が成り立つ。

入i(b)ん(b')二九(bb') (146) 

このような方程式は，固有値んがスケール因子bのべきで表されなければ成り立たない。

以上の考察から，国定点近傍ではスケーリング場giに対する繰り込み群方程式が次のように

得られる。

g~ = bYigi (147) 
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ここで，右辺に現れる訴を，スケーリング場ぁに対するスケーリング指数と呼ぶ。

Yi < 0のときは繰り込み変換を繰り返すことで，固定点からの変位giが0となる。これはあ

がどのような値であっても，固定点に吸い込まれることを表すため，系の性質には決定的な影

響を及ぼさない。よって，このようなスケーリング指数，スケーリング場を有意でないという。

図おののはぬ <0の状況を表している。

一方で，Yi > 0のときは固定点、からの変註品が大きくなり，固定点かち離れる流れを表す(国

28のg1)。このような流れは以下で議議する通り，物理量の特異性と密接に関わるため，あ >0

に対応するスケーリング場，スケーリング指数を有意であるという。

g2 

jゾ
/ 

図 28:スケーリング場空間における繰り込みの流れ。 glは有意なスケーリング場， g2は有意でないスケーリング

場を表す。黒丸は国定点を表す。自丸で表された拐期条件から繰り込むと，繰り込みの流れは図中の軌跡を辿る。

上で求めたスケーリング場を用いてスケーリング期を導出する。今，臣定点かちの変位は非

常に小さいとしているため，以下の議論は酉定点の近傍のみで有効である。

(137)式はスケーリング場を用いて次のように表現される。

f( {叫})= f ( {gi}) = b -d f ( {g:} ) (148) 

ここで， (148)式は自由エネルギーの特異性を持つ項のみを表している。全体の自由エネルギー

は特異性を持たない項 w(g)も含むが，今は臨界現象のみに注目しているため，特異性のない

項は無視している。

スケーリング場gの中でも，臨界現象に寄与するのは有意な変数のみである。 Ising模型を考

え，温度に対する有意な変数を gl，磁場に対する有意な変数をのとする。 glは図 27より，画

定点、かち離れる方向への変位に対応することが分かる。関 27から明らかなように，glは最近接

相互作用のみでなく次近接椙互作尾の影響も受ける。一般にはより多くの多体相互作用がglに

寄与することになる。しかし，われわれは温度を図 27中の K訟に十分近付けることで，繰り

込みの流れを冨定点に十分近付けることが出来る。これは，スケーリング場glを最近接Ising

模型の転移点からの変位t= (T -Tc)/えに比例するように取ることが出来ることを表す。同

様の議論から，g2も磁場hに比担Iするように取ることが出来る。よって，ここでは壱意な変数

をgl=仁g2= hとする。

繰り込み変換を η 団施すと， (148)式は，

f布、h)= b-nd f(bnYttきbnYhh) (149) 
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となる o bnYtt = 1とすれば (149)式は，

f(t， hγ・・)= td/Yt f(1ぅht-Yh/Yt)三 tdjytf(ht-Yh/Yt) (150) 

となる。上式が自由エネルギーのスケーリング則である。ここで， (150)式における最後の等

式では， 1を特異性を生み出さない項として省略した。ここで，置き換え bnYtt= 1の意味につ

いて議認しておしこの置き換えは t= b-nYtと書き換えられ，Yt>合に注意すると n→∞で

t→ 9となる。よって，この置き換えは温度を転移点に近付けることを意味している。

(150)式を各パラメータで微分することで，スケーワング期が導かれる。比熱は h=Oと置き

温度で 2回徴分すると得られる。比熱の特異性がCrv t-αで特徴付けられることを用いれば，

C rv tα~δ2f(ち0)~td/ut2
δt乙

これより α= 2 -d/Ytを得る。磁化の特異色は m rvがで表されることから，

rvtβ~笠生h)
I rv t(d-Yh)/Yt 

δh Ih=O 

より s= (d 偽 )/Ytとなる。同様に磁佑率は，

X rv t-'/ rv 
δ的州2勺引f汽(tμ久t，h川 rv t(付d一2勾初2Yh)/ν凱似川h叫h)/ν/ルU

δh2 
Ih=O 

(151) 

(152) 

(153) 

となることから γ= (d -2Yh)/Ytを得る。以上の議論からスケーリング則が得られた。重要な

こと辻次元dと各スケーリング場のスケーリング指数が分かれば，スケーワング期より物理量

の特異性が分かるということである。よって，国定点罵りでのスケーリング指数が分かれば，

臨界現象が明らかとなるのである。次節以降で法これちを調べることが課題となる。

4.2 Migdal-Kadano宣の繰り込み群

本節では，本論文で用いる繰り込み群の手法である， I'v1KRGについて説明する [30]0MKRG 

は純粋系だけでなく，ランダム系の解析iこも容暑に拡張が可能である。よって，有眼次元系の

スピングラス模型を解析する強力な手法となる。

1¥1:KRGの構成において基本となるのは， 1次元の状態和の計算である。そのため，まず 1次

元 Ising模型を繰り込み群の観点から見ることにする。その後に一般の次元 dへと拡張する。

以下の議論ではランダム系の解析を考慮し，ボンド毎に程互作用が異なる一般的な形式の下で

MKRGの解説を行う。

4.2.1 1次元 Ising模型

1次元Ising模型の実空間繰り込みは，近似を用いることなく実行することが出来る。磁場を

含んだ、 Ising摸望を捌にしてこのことを見る。

図29は1次元の問題に対して，中間スピン σ2の和を取るという部分和の操作を表している。

図29では，スケール因子を b=2としている。図 29の (a)におけるハミルトニアンは次式で

与えられる。

Ho = J12(71σ2十 J23σ約十 h12(σ1+σ2)+ h23(σ2+σ3) 十兆(σ1σ2) 十 h~3(σ2σ出54)

q
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図 29:1次元の部分和。 σ1 との間の相互作用を J12，σ2 とσ3題のき目互非用を J23 とした。

ここでも相互作用 J12や磁場h12と逆温度グ =1/Tの積を，改めて h2，h12と書いていること

に注意する。 (154)式における各項について説明する。 J12~ま σ1 と σ2 の間に{動く相互作用であ

るo h12， ht2はσ1とのに作用する磁場である。通常，外場はサイト毎に作罵するため，この

ような書き方はしない。しかし，今はボンドを一つの単位とした議論を行っているために，外

場もボンド毎に働いているものと見なして書き産しているohi2は共役な外場と言われ，その

スピンの依存性が (σ1一 σ2)のように差で定義される。ランダムネスのない系を考えた場合は

が =0となる。しかし，ランダムネスのるる場合は，系を正しく記述するためにがのように

異方的に作用する場が必要となる。

指数の肩に -Hoを乗せ， σ2について和を取ることによって，繰り込まれたハミルトニアン

-H'が得られる(図 29(b))。繰り込まれたハミルトニアンは， (154)式と同様に次のように定

義される。

-Hf=J;3σ10"3 + h~2(σ1+σ3)+hiih1 一 σ3) (155) 

このように定義した -Hoと-H'は，次の関保式で結ぼれている。

乞時{-H，仇ぅσ2，0"3)}= A叫 {-H'(σ1，0"心
σ2=土1

(156) 

ここで，左辺の Aはスピン変数を含まない定数である。 (156)式の左辺は具体的に許算するこ

とが出来て，

乞均{-Ho(σ1，0"2，0"3)}

σ2=土1

= μ ロ叶刊叫+怜吋h弓らωω:らい2ジ)町川山+刊哨(伶怜h2

三 R(伊σ1うσ3) (158) 

となる。(但158的)式を (156)式iにこ代入し， σ1ラグ3=土lを具棒的に与えて評倍することで，繰り込

まれた相互作用が次のように得られる。
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1L _fR(1ぅl)R(-l，-1)1 
4~~OlR(1 ぅ -l)R(-1ヲ1)Jラ

1 L_  f R(1ラ1) i 
4 ~-o l R(-lラ 1)J 
1 L_  f R(1ぅ-1)i 
4 ~~O l R(-lラ1)J 

これが各相互作用に対する繰り込み群方程式である。

次に基憲状態T=Oにおける繰り込み群方程式を構成する。 Ising摸型において，

はより一般的に次のように書くことが出来る。

司
U

戸山
1

(159) 

q
t
u
 

''τi 
'n 

(160) 

F

9

d

 

+
1
1
i
 

ム
μ (161) 

R(σむσ3)

R(σ1ラσ3)二 eA1+ eA2 (162) 

これは σ2に関するトレースが， 2 x 2の行列式を解くことに相当しているためである。ここで

は，その国有値をん(σゎσ3)，λ2(σLσ3)とした。国有値入は逆温度3を含んでいることを考慮、

すれば，T→0の極限で寄与するのは最大固有誼のみである。よって，墓底状態に対する繰り

込み群方程式は，次の式を解くことで得ることが出来る。

A 位叫p吋{問σ内九U山I，O"叩ヲグ川σ句叫3

基露状態;ζこおける繰り込み群方程式が，最大田有債のみで記述出来るという議論は，s = 1/2 
に摂らず一般のスピンの大きさに対しても成り立つものである。

一度繰り込み群方程式を立てれば，その変換を何震も施すことによって系の粗視化を進める

ことが出来る。ここで，一様な磁場hij= hが加わっている強磁性体 (Jij= J)を考える。この

とき (161)式より f心二Oとなることが分かる。つまり，ランダムネスのない純粋系で誌がは

常に 0である。さらに外部磁場hも0とする。すると，繰り込み群方程式は相互作用 Jに関

するものだけとなり， (156)式より次の繰り込み群方程式を得る。

J' 

J' 

;附叫J)} 問 0)ラ

J (T = 0) 

(164) 

(165) 

T手Gのときは J=Oで (164)式の等号が成り立つ。また，J手Gのとき， (160)式の繰り込み

群方程式辻，J tこ対して常iこ減少関数となる。つまり，有課温度から繰り込み変換を繰り返す

と，最終的に J=Oの国定点に流れる。 J=Oはスピン間の椙関がないことを表すため，常磁

性相を特徴討ける固定点である。よって， (164)式から有摂温度では強磁性秩序が存在しない

ことが分かる。また T=Oのときは任意の Jに対して等号が成立する。これは温度。に強磁

性相があることを表している。

これらの結果は有隈温度で相転移が起きない， 1次元Ising模型の厳密解と矛虐のない結果で

ある。このように I次元Ising模型に関しては，近似を用いることなく諌り込み変換を行うこ

とが出来る。 1次元Ising模型に対する以上の結果は，繰り込みの流れを荊いて表すと園 30の

ようになる。

無限自の繰り込み変換を施した後に辿り着く冨定点は，安定冨定点と呼ばれる。安定固定点

は相を特徴付ける巨定点、で、あり， 1次元Ising模型の場合は T=∞が常磁性相を表す安定自定

A
斗・・

「

hu
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轟ト4 ←→轟 T

() XJ 

図 30:1次元 Ising模型の繰り込みの流れ。逼度。cは安定固定点である。また，有限温夏の初期条件から繰っ込

み変換を譲り返すと，最終的に T→∞となる。

点、である。一方で，国定点、かち少しパラメータをずらしたとき，繰り込み変換によってその変

位が大きくなるような場合がある。このような固定点を不安定冨定点と呼ぶ。 1次元Ising模型

の場合は，T=Oが不安定毘定点である。

4.2.2 Migdal-Kadanoff RG(dと2)

4.2.1簡で見たように， 1次元の問題に対しては，実空間繰り込みを近似なしに実行すること

が出来る。しかし， 2ラ3次元といったより高い次元を扱うときは， 1次元のときのように厳密

には解析を行うことは非需に困難である。それは正方格子などに対して愚亘に部分和を取ると，

国 26のように次々と多体相互作用が現れるためである。多体椙互f乍用を取り込むことで転移

点や臨界指数を正確に見讃もる研究もあるが [48][49]，ランダム系へ拡張しようとすると複雑

であり見通しが良くない。

~1KRG は程視化の過程において近似を導入することで，全ての相互作用を 2 体のみとする

実空間繰り込み群の方法である。その臨界指数の精震などは，前述の文離 [48][49]による繰り

込み群よりもよくないが，後に見る Ising模型の連続転移など定性的な性賓誌十分に再現する

ことが出来ている。また，ランダム系でも成功を収めている数少ない実空間繰り込み群の方法

である [31][32]0 

有限次元のl¥IIKRGを説明するために， 2次元の正方格子を考える。図 31(a)では，各スピン

間の相互作用が最近接のみに存在するものとする。また，各スピンに磁場が印加されている状

況を考える o l¥IIKRGの目標はそのような系に繰り込み変換を施すことで，粗視化された系，図

31(c)を得ることでるる。また，それに伴う相互作用の変化を解新的に得ることである。'-'-

では，国 31(c)においても梧互作用は最近接のみであるとする。

一... 一一'

事・・・…一一一一・・・・4聾

争・_---------・…・・・--事
(c) (a) 、、‘E

，，，J
'
O
 

J
Zを
ミ
¥

図 31:2次元正方格子におけるスケール因子 b=2の MKRG。丸fPはサイトを表す。
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lVIKRGでは，まず図 31(a)の×印で表されたスピンを無視する。そして，破線で表されたボ

ンドの相互作用を矢印の先のボンドの相互作用と足し合わせる。この操作をボンド置換と言う。

図 31(b)はボンド置換した後の状惑を表している。ボンド量換された相互作用は二つの相互作

用の和である。次に，図 31(b)の×印で表されたスピンについて部分和を取る。これは前節で

扱った一次元の部分和の計算に地ならない。よって， 1次元Ising模型の場合と同様に×印で表

されたスピンに関する和を計算することが出来る。

ここで，上記の操作を数式で表現する。図 31(b)の 1次元の部分系iこ着目すれば，部分系の

ハミルトニアンは (154)式と同様に次のように書くことが出来る。

-Ho = J12町内 +J23σ2σ3 + h12(σ1+σ2) + h23(σ2十 σ3)+同2(σ1-σ2)+見3(σ2 σ3X166) 

ただし，チルダで、表された相互作用はボンド置換した後での相互作用である。 d=2‘b=2の

場合，それらは次のようになる。

ゐ=玄人ぅjn' ん=L hin)jがれ3二 ZhLJn (167) 
η=1 η=1 η=1 

繰り込まれた相互作用 Jb，h~3 ぅ hii を得るためには， (ο157η)式において去ゐ3→ Lιjρ，h勾匂ij→ Aιんzりj
4→凡と置き換えたものを，R(σ1， 0"3)として定義すれば良い。これで 2次元における繰り

込み群方程式が，椙互作用や磁場がランダムな場合も含む一般的な形で導かれた。

1次元のときと同様に，全ての相互作用品jをJ，磁場hをGとしたときの繰り込みの流れを

見る。 Jij= 2Jに注意すれば，次の繰り込み群方程式を得る。

Jf=;log{吋(叫 (168) 

(168)式では自明な固定点 J=Oうつcに加えて，不安定な巨定点 Jc= 0.3047(Tc = 3.282)が害

在する。これは， 2次元Ising模型が有限温度で相転移を起こすことと矛属のない結果である。

繰り込みの流れ法図 32のようになる。

轟畠噌

。
』→彰司

Tp 

ー→畠 T

()(コ

図 32:MKRGによる 2次元 Ising摸聖の繰り込みの流れ。臨界点、 Tcより低温のときは T=Oへ，高温のときは

T→。cに向かつて流れる。

さらに，不安定臣定点近傍でのスケーリング指数を求め，比熱の特異性を表す指数αを求め

る。今，考えている相互作用は交換相互作用のみであるかち， (143)式より J'をJで按分すれ

ばよい。

δJ'I 
~"'~ 

T I = 2 tanh( 4Jc)ニ bYt (b = 2) 
δJ IJ=Jc 

(169) 

これより，スケーリング指数がYt= 0.747と求まる。さらに α= 2-d/訴を用いれば，比熱の

特異色を表す臨界指数α=-0.677と求まる。このことかち，厳密解が示唆するような比熱の
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発散は， lVIKIミGでは確認出来ない。しかし，スゼンの揺らぎが大きくなる連続転移の誼橡は

見ることが出来ている。

一般の次元d，スケール因子bにおけるl¥!IKRGは， (167)式を次のように書き換えることで

実行することが出来る。

Jij =乞Jin，jnぅん Lhin，jn' h↑ij = L hI山 (170) 

n=1 η=1 n=1 

次元やスケール因子が変・わっても，固定点、を見つけ，その罵りでのスケーリング指数を評倍し

て臨界指数を調べるという手法は変わちない。しかし，われわれが解析的に繰り込み群方程式

を解けるのは，相互作用や磁場が一様な純粋系に限ちれる。そこで，次節ではランダムボンド

Ising模型を考え， l¥!IKIミGのランダム系への忠用法について解説する。

4.2.3 MKRGのランダム系への応用

ここで泣土JIsing模型を例として，ランダム系に対する MKRGのJit用法を Nob誌の方法に

従って解説する [32]。

土JIsing模型とは， Isingスピン閤の椙互作用が確率pで強磁性，確率引 -p)で反強磁性椙

互作用となる摸型である。 Jijを交換相互作用として，この確率分布を数式で表すと次の通り

である。

P(Jij) = p8(Jij -J) + (1 -p)8(Jij十 J) (J > 0) (171) 

この模型は既に実空間繰り込み群やモンテカルロ法で調べちれており， 3次元以上ではスピン

グラス椙が存在することが知られている [31][50]。

異体的に 3次元におけるスケール因子b=2のJVIKRGを用いて 主主KIミGのランダム系への

応用を解説する。 (159)ベ170)式かち，このときの繰り込み群方程式は，ボンド置換された椙互

作用

J12二LJ1n，2πぅ み3二三二J2n，3n (172) 

n=l n=l 

を用いて次のように表される。

Ji3 
11-__ R(lう1)
log-一一一一

2 --0 R(lヲー l)ラ

二 2cosh (J12σ1 + J23σ3) 

(173) 

(174) R(σ1ラσ3)

純粋系のとき誌，全てのポンド対(iぅj)に対して交換相互作用は一様であった。そのため，繰

り込まれた相互作用もまた，ボンドに依存せず一様となる。しかし，ランダム系の場合は相互作

用が確率分布によって与えられる。そのため，繰り込まれた相互作用もボンドによって異なる。

このことから，ランダム系の実空間繰り込み群を行うにあたり，重要な注意点が二つある。

一つ自はランダムネスの確率分布を，適堤に再現出来るだけのボンド数を用意することである。

この多くのボンドの集合をプールと呼び¥その要素数を 1'1とする。まず，われわれはランダ

ムネスの確率分布に従い，N本のボンドに椙互倖用を与える。土Jボンドランダムネスの場合

7
6
 

F
h
d
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は，pN本に強磁性相互作用， (1 -p)N本に反強磁註相互作用を与えることになる。この護率

分布は，Nが大きい誌ど忠実に再現することが出来る。プール数Nが小さい領域では転移点

がNに依害してしまう。そこで，転移点、がNに依害しない程度まで Nを大きくする必要があ

る。そのような条件を満たすプール数として，本論文では 1'1= 400000とする。

相互作用の確率分布は，繰り込み変換を行うにつれて，その形を徐々に変えていく。つまり，

純粋系とは異なり，われわれは相互作用の強さだけでなしその確率分布にも注目する必要が

ある。その両者を同時に扱うためには，椙互非用の強さを確率分者で平均した量に注目すれば

よい。特に， Ising模型の場合は相互作用の手均と分散を繰り込み変換を行う度に見る。

(J)π=会工品川
~ N 

(J2)η 二会 LJi~n

ここでけまプールの要素を， η は繰り込み変換のステップ数を表す。

(175) 

(176) 

前節でも見たように， η →∞としたときに行き着く安定固定点が相を特徴付ける。すなわ

ち，(J)つむう (J2)∞を見ることで相を決定出来るのである。強磁性相であれば，スピンは同じ方向

を向くのであるから，各Jiは正かつ十分大きな鐘を持つ。よって，強磁性椙は (J)，(J2)→∞  

と表現することが出来る。一方，常磁性椙ではスピン聞の相関が弱いため，各 Jiが0である

と考えられる。よって，(J)ヲ(J2)→ 0で常磁性椙は特徴付けられる。スピングラス相はスゼン

がランダムな向きに凍結した栢であるから，あるボンドは強磁性的 (Ji> 0)であり，あるボン

ドは反強磁性的 (Ji< 0)であると考えられる。よって，スゼングラス相は平均 (J)が0，分散

(J2)が∞となる相として特徴付けることが出来る。以下に上記の関係をまとめる。

・強磁性椙:(J)ぅ(J2)→。c

・常磁性桓:(J)ぅ(J2)→ 0

・スピングラス椙 :(J)→ 9う (J2)→∞  

2つ自に重要なことは，結果がサンブ。ルに依害するということである。無摂系であれば謡率

分奇 (171)式を誤差なく再現出来るため，得られた結果がすンフ。んに訣存するということはな

い。しかし，我々が扱うプールの数は大きな数ではあっても有摂である。そのためランダムネ

スを与える際に有眼サイズ効果が生まれてしまう。そこで，サンフ。ルに関しても平均を取る操

作が必要となる。さらに，そのサン7
0

}レ数が多いほど，無摂系で期待される結果をわれわれは

得ることが出来る。本論文では 100個のサンブ。ルを取り椙国を描く。サンプル平均の取り扱い

については，次節で具体剖を用いて詳細に説明する。

最後に具体的な数種計算の方法について説明する。まず，初期条件として，考える温度T と

ランダムネスの確率pを設定する。そして，N本のボンドに確率分布 (171)式に従って相互作

用を与える。次に，N本のボンドの中かち無造作に 8本のボンドを選び，繰り込み群方程式

(173)式に従って繰り込まれた椙互作用を求める。ここで "8本のボンド"は d=3ぅb=2のと

き，繰り込み群方程式を立てる擦に 8本のボンドを要するためである。上記の操作を繰り込ま

れた椙互作用がN個出来るまで繰り返す。これで 1ステップの繰り込み変換となる。この繰り

込まれたポンドかち，さちに N本の繰り込まれたボンドを生成するという操砕を繰り返す。こ
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の過程が粗視化を進めていることに対恋する。十分繰り込んだ後に， (175)，(176)式の量を評{匝

L，初期条件T，pはし通ずれの椙であったかを決定する。この解析を多数のサンフ。ルに対して同

様に行う。

次章では上記の手法を用いて，土JIsing模型の椙図を描いていく。

5 士J横磁場Ising模型の実空間繰り込み群による解析

本章で、ほ横議場Ising模型に対して， :rvIKRGを応用した解析を行う。横磁場Ising模型の実空

間繰り込み群iこよる解析には，いくつかの先行研究がある [51][52]0 しかし，その方法は 5=1

などの系には容易に拡張することが出来ない。そこで，われわれは切断近似を用いて，量子系

の実空間繰り込み群を構成した。 5.1節では一次元横議場Ising模型を用いて，その方法を解説

する。また， 5.2節で、は在意の次元への拡張を考える。われわれの方法はlVIKRGを下に構成す

るために，ランタゃム系への拡張も容易に行うことが出来る。 5.3節では古典および量子系にお

けるスゼングラス模型の解析から得られた相国を詑較することによって 量子揺らぎがどのよ

うな役割を果たすかを見ていく。

5.1 1次元横磁場Ising模型の繰り込み

まず， 1次元横磁場Ising模型の繰り込み群方程式を求める。横磁場Ising模型のハミルトニ

アンは次式で与えられる。

-H二ヱJijσ;σ;十E乞(σf+σj) (177) 

(i.j)は最近接のボンドについて取る。 σ乙σfはすイト iにおける Pauli行列でるる。前節と同

撲に，相互作用には温度が含まれているものとする。また，横磁場の項は本来サイト上にある

が，実空間繰り込み群を行うことを考憲してボンド単位で表示した。系の分配関数は，

Z=T詑 H (178) 

である。分配関数の計算において，次の部分系を抜き出す。

Zpart二世σ2exp [( J12O'i十 h3O'3)σ2+r(σf + 2O'~ + 0'3)] (179) 

量子系において，このように部分系を取り出す操作は厳密に行うことは出来ない。それは σ1ぅσ3

に対し， Pauli行列の z成分と z或分が非可換であるためである。そのため，この操作は第 1

の近似となる。次に， 2つ呂の近似として切断近似(decoupling近似)を導入する。すなわち，

σIぅσ3の非可換性を再び無視して，部分系の分配関数を次のように書き換え，それを σ1ぅ内で

構成される繰り込まれたハミルトニアンと対志させる。

Zpart ('Vほp[r(σi+引九2ほ p[(J12σ; 十ゐバ)奇 ÷ 2rO'~] (附

吋 r(伊何山σ可f

一 Aexp[J~ら3σ;σ3 + r'(σi+σ3)] (182) 

('V A exp [r' (σi+σ3)] exp (J~ら3σ;σ3) (183) 
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ここで，R(σισ3)を次のように定義する。

帆 σ3)三ω(V(J12ai (184) 

上式と (75)式を比較すると，切断近似は平均場理論における静的近叡と類叡したものである

ことが予想される。よって，量子スピン系を解者する上での最も初等的な近似と言うことが出

来る。

(184)式を用いることで，切断近叡の下での繰り込み群方程式が以下のように得られる。

11~ _ r R(1ラ1)1 
= ~ log I ト (185)2 ~-o LR(l， -l)J 

r' = r (186) 

すなわち，横磁場Fは切断近似の下では不変となる。

ここで，切断近似は横議場Fについて震関した結果の 1次までを採用した近似とも捉えるこ

とが出来る。そのため， rにあらかじめ逆温度3を含ませていることを考慮すると，

sr < 1→r<T (187) 

の領域では近似の信頼性が高いと考えちれる。また， σ2に関しては近似を行っていない点にも

注意する。そのため，この繰り込み群は量子効果を部分的に取り込んだものと考えることが出

来る。

異体的に強議性体 (Jij= J(> 0))に対して， (185)，(186)式から得られる繰り込み群の流れを

見る。このとき，繰り込み群方程式は，

( cosh(2JJ訂 r2)¥ 
Jr=-lozl i 

2 ~-o ¥ cosh(2r) Jラ

(188) 

r' = r (189) 

となる。繰り込み群方程式 (188)式で辻， r手0としたとき嘗に J'< Jが成り立つ。そのため，

繰り込み変換を施す度に Jは0に近付く。よって，T = 0を含めた全ての温度領域に対して，

強磁性相辻存在しないことになる。 1次元の強磁性横磁場Ising模型は厳密解がある。その結果

によると，T=Oかつ G三F三Jの領域で強磁性椙がある。 (188)式の繰り込み群方程式は，厳

密解の結果とは矛盾したものとなっている。近似が低温で破綻している証拠の一つである。し

かし，次に述べるように， 2次元以上では切軒近叡の下でも定性的な'註質は課たれている。

5.2 d三2次元における摸議場Ising模型の繰り込み

横磁場Ising模型の繰り込みを一般の次元へと拡張する。古典系と同様にポンド置換を行い，

実効的iこ1次元の問題に落とすことで拡張が可能である。その擦に，横磁場の取り扱いが複雑

なのでここで説明する。

関として， 2次元正方格子を考える。古典系のボンド置換と同様に考えると，相互作用と横

磁場をボンド 2本分足し合わせるという操作がボンド置換に対応、する。特に強磁性体を考える

と， (188)式において J→2よE→2rとしたものが繰り込み群方程式になる。明断近似の下

では， r'二 2rとなり横磁場は常に増加する流れが生まれる。しかし，これは物理的ではない。
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T 

T~ 

。

常磁性相

強階性椙

F C 

ーー F 

図 33:横磁場 Ising模型の椙図。横軸は讃磁場r.縦軸は温度Tを表す。 Tcおよび fcはそれぞれ f=OぅT=O

における転移点である。

なぜなら図 33に示したように，強難住栢では横磁場EがOに向かうと考えちれるためである

[53]。実際に 1次元横磁場Ising模型では，強磁性椙でそのような流れが確認されている [54]0

よって，切断近似を用いてlVIKRGを行うためには，任意の領域で横磁場が単調に増加すると

いう非物理的な撞像を回避する必要がある。その方法として，ボンド置換を行う際に，正方棲

子の中央にあるスピンに対する横磁場を無視する方法を考える。その近{訟の下では，相互非用

のみがボンド置換される。よって， (184)式の R(σ;ラベ)は 2次元の系では以下のようになる。

R川 )=ω[似片品3σ3)2+ 4r2] (190) 

2 2 

J~2 = Lhn，2n J23 =乞ん3π (191) 

n=l ロ=1

この R(σ;ラペ)を用いれば，繰ち込み群方程式は (185)ベ186)式と河様になる。つまり，一殻の

次元に対しても横磁場は繰り込まれないものと考える。横議場が不変であるということは，横

磁場がOに向かうような秩序相内では横議場を過大に評価し，横磁場が∞に向かうような無

秩序椙では過小に評価していることになる。一般の次元，スケール因子への拡張は， (170)式

と同様に， (191)式における和の上限をが-1で置き換えればよい。

「\~ Para 

Ferro 

0.0 0.4 0.8 1.2 1岳

図 34:MKRGを用いた 2次元横磁場 Ising摸翠の椙図。縦軸は温度T.嶺轄は損磁場 Fを表す。実譲では連続

転移が起きる。相境界内部は強蕗性椙 (Ferro). 外部は常磁性相 (Para)である。

-61-



長内 j享楊

上記の方法を利用して 2次元の横磁場Ising模型に対する解析を行った結果，図 34のような

相留が得ちれる。椙留から， rが大きくなるにつれて転移点、は低くなり， rc=1.5でT二 9に

存在していた強磁性相が消えることが分かる。

5.3 3次元土JIsing模型の栢転移

前節では，純粋系に対する結果を述べた。本語で誌，量子系に対する結果を述べる準婿とし

て，古典土JIsing模型の相転移について見ていく。本語で行う解析は，スピングラス相が存在

する 3次元の系に対して行う [31]0

前章でも述べたように，本論文にお汀るランダム系の解析では，プール数を N = 400000，サ

ンフ。ル数を S= 100とした。 4.2.3舗で解説した方法を用いた結果，言典の 3次元土JIsing模

型に対する栢関が図 35のように得ちれる。図 35かち， 3次元r.JIsing模型では低温かつラン

ダムネスが強い領域でスピングラス相が存在することが分かる。また，強磁整担とスゼングラ

ス桓の関の相転移はリエントラント転移であることが見て取れる。
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菌 35:3次元土JIsing模聖の程図。縦軸は温度T，嶺軸iま強磁性相互作用の在有確率pを表すc 実線と点線で固

まれた領域は強酸性相 (Ferro)，破線と点隷で囲まれた領域はスピングラス相 (SG)を表す。それ以外の領域は常磁

性梧 (Para)である。

ここで，サンプル平均の取り方について述べる o 4.2.3節で触れたように，ランダム系では椙

境界付近で，サンプルによって異なる安定固定点ヘ流れるという性質が見られる。そこで，サ

ンプルに関する平均操作が必要であった。前章でも述べた通り，本論文では文章夫 [32]の方法を

用いて，サンプル依存性を考慮する。その手法では，全サンフPJレ数Sに対して，どれだけのサ

ンフ。ル数が強議性，常磁性，スピングラスの安定居定点ヘ流れたのか， という比を考える。強

磁性，常磁性，スピングラス安定冨定点ヘ涜れたサンフ。ル数を，それぞれ SF，SpぅSSGとする

つ中CU
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と，それらの比 ηは次のように定義される。

恥ド=3 h R口F，P，問ラ

具捧的に，密 35中のいくつかの相境界付近に対して，比ηと温度Tまたは強磁性占有確率

pの抜存性を見ていく。

図36は，図35中のp= 0.9875における椙境界材近での ηを温度の関数として描いたもので

ある。図おにおいて，強磁性の割合が多い場合は強磁性相，常磁性の割合いが多い場合は嘗磁

性栢と考える。また 転移点、は両者の割合が等しい点，つまり図 36の実線と破線の交点で決め

るものとする。
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~ 36: p = 0.9875における椙境界付近のサンプル依存性。縦軸は比 η，横軸は温度Tを表す。実線は強議性の割

合併，援線は常磁性の暫合 ηpを表すc

また，上記とは異なり 3椙が混在する場合もある。図37はp= 0.655の多重臨界点付近にお

けるサンフ。ル依存性で、ある。この場合も最も割合の多い相が，その温度における相であると考

える。図 37のような場合は，実線と破線の交点で転移点、を決定する。
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国 37:p = 0.655における指境界付近のサンプル依存性。縦軸は比 η，横軸は温度Tを表す。実線は強磁性の嵩

合宿，破椋は常磁性の割合 ηp，点、線はスピングラスの割合 ηSGを表す。
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以上の例に加え，代表的な転移として対称分布p=0.5における常磁性一スピングラス棺境界

と，T=Oにおけるスピングラス-強磁性梧境界におけるサンフ。ル依存性を，それぞれ囲おう39

に示す。転移点の決定法は上述の方法と同様である。
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図 38:p = 0.5における相境界付近のサンプル依存性。 図 39:T = 0.0における栢境界社近のサンフ。ル依存性。

横軸は温度Tを表す。 讃軸;ま強磁性相互作用の占有確率pを表す。

さらに，スピングラス転移における語界現象も謂べる。ここでは スピングラス転移を持徴

付ける不安定匝定点p二 0.5うえ=1.825における臨界指数を求める。ランダム系における語界

指数は，相互作用の分脊関数に対する平均と分散を用いて謂べることが出来る(詳結は付録D)。

付録Dにおける繰り込み変換Rは， (173)式と対応する。 (172)式の表記を用いると， (318)式

の行列の各成分辻次のように求まる。

4 tanh (J12 + J23)う

2 

cosh2(J12÷J23) 

残りの成分は，(J)と上式を組み合わせることで得ることが出来る。これより，数種的にぎtr..J

0.858を得て，スケーリング期から比熱の特異性がαrv-1.5となることが分かつた。 αが負で

るることは，スピングラス転移点において比熱が発散しない描像と定性的に一致している。

(δlR) (193) 

(194) (δ'2R) 

5.4 3次元横議場土JIsing模型の椙転移

古典系の解析ではランダムネスが十分大きし低温の領域でスピングラス相が観測される。

一方で低温は量子揺らぎが有意となる領域でもあるため スピングラス椙が量子揺らぎの影響

をどのように受けるかを知ることは重要でるる。ここでは， 5.2節で説明した槙磁場Ising摸塑

の繰り込み群方程式を用いて，土J横磁場Ising模型の椙図を撞く。転移点、の決定法や解析の手

法は古典系と同議である。

国40は横磁場の強さを Eニ 0.5としたときの相図である。この相図かち，量子揺ちぎを加え

た場合も，スピングラス棺は害在していることが分かる。よって，量子揺らぎが古典系におけ

る相転移詣像を急激に変化させるようなことはないと言える。

また，国 41は横磁場の強さを r= 1.0としたときの椙図である。このときは，有課温度にお

けるスピングラス転移がp= 0.5までは伸びないが，有限の領域で存在するという古典系では

見られない撞橡が得られる。

A
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国 40:3次元士J横磁場 Ising模型 (r= 0.5)の相図。縦軸法温度T，横軸は強磁性相互作用の占有確率pを表

す。実線と点隷で囲まれた領域は強磁性杷 (Ferro)，破隷と点、線で屈まれた領域はスピングラス椙 (SG)を表す。そ

れ以外の領域は常磁性相 (Para)である。
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圏 41:3次元土J嶺磁場 Ising模型 (r= 1.0)の相図。縦軸詰温度T，横軸は強磁性相互作用の占有確率pを表

す。実線と点線で囲まれた額域は強磁性棺 (Ferro)，破隷と点線で屈まれた領域はスピングラス栢 (SG)を表す。そ

れ以外の領域は常磁性相 (Para)である。

最後に対称分布p= 0.5における，T-f平面の棺図を図 42に示す。 このとき T=Oにおけ

るスピングラス椙は fc= 0.706で渚失する。
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図 42:3次元土J横磁場 Ising摸型 (p= 0.5)の相居。縦軸は温度T，横軸は墳磁場 Fを表す。

以上の解析かち， 3次元横磁場 Isingスピングラス模型の棺転移に対して，以下の結果を得

た。まず，スピングラス相は横磁場を加えた場合も存在することが，図 40より分かる。本論文

で用いた切断近似は，秩序相内で辻横磁場を過大評錨することに対応している。よって，本論

文の解析は，量子系においてもスピングラス相が存在するという事実の強い証拠となる。また，

国41から有限温度のスピングラス転移はあるものの，それがp=0.5まで到達しないという古

典系では見られない相図が得られた。これは強い横磁場の下では，スピングラス椙がランダム

ネスに対し脆弱になるものと解釈することが出来る。

6 r_J横磁場 Blurne-Ernery-Gri田ths模型の実空間繰り込み群によ

る解析

本章では，横磁場BEGスピングラス模型の解析を実空間繰り込み群の方法を渇いて行う。ま

ず， 6.1節では一殻的な相互作用を持つ横磁場BEG摸聖について，繰り込み群方翠式を立てる。

BEG模型は平均場理論や実空間繰り込み群による解析から，一次転移を起こすことが知られ

ている。一次転移は，スピンの揺らぎが大きくなる連続転移とは異なる椙転移である。このこ

とから，繰り込み群の理論の下で一次転移を判別する基準が新たに必要となる。そのため， 6.2 

節では一次転移に対するスケーリング期について解説する。 6.3節では，上記のスケーリング

則を用いて，純粋系の横磁場BEG模型を解析した結果を述べる。 6.4節では，土J横磁場BEG

模型に対しての解析結果を述べる。スケーリング賠の評価によって，ランダム系においても転

移の次数を特定した相図を描くことが出来たので，その結果を報告する。
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境磁場BEG模型の繰り込み群方程式

本節では，横磁場BEG模型の繰り込み群方程式を導出する。基本的な考え方は横磁場Ising

模型の場合と同様である。まず，一般の相互作用に対して，横磁場 BEG模型のハミルトニア

ンは以下のようになる。

6.1 

L[ゐSfs;十九j(8i8j)2 

(i，j) 

-H 

-Dij{(8i)2十(巧)2}一DJj{(8i)2一句)2}十r(訂 +8j)] (195) 

ここで (iぅj)は最近接のすイトを表す。また， 8乙sfはそれぞれサイト iにおける 8=1のス

ピン演算子である。 3.3節で見たようによDぅFで表される項はそれぞれ交換相互作用，結晶場，

横磁場である。また. BEG模型ではスピンの 4乗に比例するような相互作用 Kが存在する。

これは四重極相互作用と呼ばれる。平均場理論の下では，四重極椙互作用をハミルトニアンに

入れなくても正しく解析を行うことが出来る。しかし.MKRGを行うに当たっては，この椙互

f乍用を入れなければ相互作用の変数空間が関じない。よって，四重極椙互倖用も考慮して，繰

り込み群方程式を立てる。 Blume-Capel模型のように四重極相互作用を含まない摸塁の解析は，

初期条件として K ニ 8を代入することで実行可能である。

d次元の超立方格子を考えると，スケール国子bの下でボンド置換された椙互作用は次のよ

うになる。

(196) DL=ZDjnjn Dij = L DinjnラえjニヱKinjJij =工Jinjn1

ここでも横磁場は繰り込まれないものと仮定した。 5.2節でも説明したように，ボンド置換を

行った後では 1次元の状憲和の計算iこ帰着する。よって，横磁場Ising模型の場合と同様に，切

断近似を用いて状態和の計算をすればよい。切断近似と静的近似の類叡性を考慮すると，切断

近似も結晶場Dが正の領域ではある程度妥当な近似であることが予想される。

ここからはスケール因子を b=2として解析を進める。繰り込み群方程式を簡潔に表すため

に， (185)式に対応する R(Siヲ83)を次のように定義する。

(197) R(8i: 83)二 2二叫(入i(8i， S3))

(198) 

¥
1
1
1
2
1
3
5
1
1
ノc
 

十

8
r
-
d
什G

 

r
一d
c
r一d

ここで入i(8乙83)は行列の固有値である。

て+
v2 

ここで， α 三 J~28f + J;383' b三 ki2(Sf)2十 ι3(83)2，c三一(D12十 Dr2)(81)2 -(万三3

D~3)(S3)2 とした。上記の行列に対する固有方程式は， (113)式を用いて解くことが出来る。
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(197)式を用いることで，各相互作用の繰り込み群方程式が以下のように得られる。

J' = ~ loe: r _R(1，1Ll 
2 --0  LR(lぅ-l)J

r R(Oぅ0) 1 
kf=-log iR(1ぅ1)R(1ぅ-1)]十 logi i 

LR(1うO)R(Oヲ。j

D' -~ loe: r Rυぅ附~~:1) 1 一.一…一.

2一。 L(R(伶GラJ刈0的))戸2 J 
Dγ=1ihO区 rR(伶0う1りLl

2 --0  LR(lぅO)J

r' 二 F

(199) 

(200) 

(201) 

(202) 

(203) 

温震T，四重極相互作用 K，結品場 D，横磁場Eを決め，上記の繰り込み群方程式に従って繰

り込み変換を施す。ここで注意することは，共役な結晶場 Dtはランダムネスによって発生す

るものであるから，初期条件としては Oと取ることである。

Ising模型の場合と同誌に，十分繰り込んだ後の交換相互作用 Jがo~こ近付くか∞に発散す
るかを謂べることで，相境界を描くことが出来る。しかし，椙転移の次数はこの時点で確定す

ることは出来ない。そこで，次蔀では一次転移を繰り込み群を用いて決定する方法について説

明する。

6.2 不連続匡定点におけるスケーリング場

本節では， BEG模型の一次転移を繰り込み群により決定する手法について説明する。この議

論は NeienhuisとNauenbergによる.Ising模型を例とした議論に基づいている [55)。より一穀

的な模型に対する議論は， FisherとBerker~こよって行われている [56]。これらの詳細な解説は

付録Eに載せる。ここでは，具体的に古典BEG模型における一次転移のスケーリング場を求

める。

様々な模型の一次転移を特徴付ける固定点、は，不連続冨定点と呼ばれる。倒として Ising模

型を考える。温震を T< Tcに国定L，国43(a)中の (1)の経蕗に沿って磁場h変化させると，

h=Oにおいて磁化が不連続に変化する。図43(b)は経路 (1)上における磁イ乙を議場の関数とし

て描いたものである。

rn 

h (l) 

(a) (b) 

図 43:Ising模型の不連続酉定点。図 (a)において縦軸は磁場 h，横軸は謹度Tを表す。また各軸に沿った矢印辻

繰り込みの流れを表す。図 (b)は T<Tcにおける磁北 m を磁場 hの関数として撞いたものである。
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初期条件を T< Tc，h = 0とすると，繰り込み変換により繰り込みの流れは T= 0ぅh=O

へと向かう。また，初期条件を T < Tc，h = E > 0とすれば，繰り込み変換を繰り返すこ

とで T=Oぅh=ど>0へと流れる。この点で，系は正の磁化を持つ。一方で，初期条件を

T < Tc，h =-ε とすれば，流れは T二 0，h = -E' < 0へと向かい，負の磁イ乙を持つことにな

る。 T=Oにおいてど→ 0の極摂を寂ると，T=h=Oで、正負の磁化を持った状態が共存する

ことが分かる。よって，T=O‘h=Oが一次転移を特徴付ける不連続固定点となる。

古典 BEG模型の不連続臣定点は 基底状態 T=Oにおけるエネルギーを評価することで知

ることが出来る。ここでは純粋系を考えるため. (195)式の D↑は 0とする。強磁性相では基底

状態において，全てのスピンが5Z = 1(または 5Z =ー 1)であるため， 1ボンドあたりのエネル

ギーは EF= J +K  -2Dとなる。一方で， T=Oにおいて全てのスピンが5Z = 0なる状態を

取るとすると， 1ポンドあたりのエネルギーは Ep=Oとなる。

これより， EFとEpの大小関係によって，系の状態が急激に変化することが分かる。つま

ち，国 44の領域 1では D< (J十 K)j2となるため，EFく Epから強磁性椙となる。一方で，

園44の領域2では (J+K)j2 < Dであるから， EF > Epより全てのスピンがSf=Oと常磁

性椙となることが分かる。これより，D = (J +K)j2なる点で強酸性椙および常磁性相の共存

状態が実現する。以上の議論かち，古典BEG模型の不連続国定点がT=OぅD= (J +K)j2と

なることが分かった。この固定点では磁化 (5i)およびスピンの 2乗の平均値((5i)ちが不連続

に変化する。

領域1 領域2
/¥ .. {¥_  n 
¥ノ ー 喝曹IJ' - ¥.._ノ1-/

K (J十 K)/2 J + K 

国 44:BEG模型の不連続固定点。横軸は結晶場 Dを表す。黒点は不連続国定点である。自点は繰り込み群方程

式を立てる際に最大となる富有値の値が変わる点でるり国定点、でiまないo K ~ D ~ (J十 K)j2を溝たす領域を

領域 1，(J + K)j2 ~ D三J+Kを謁たす額域を領域 2とする。

次に，不連続固定点の周りでの繰り込み群方程式およびスケーリング場を導出する。基底状

態における繰り込み群方程式は， (163)式で表したように最大臣有種を用いて構成される。ここ

では Dと0うJ三K を仮定して繰り込み群方程式を示す。スケール国子は b= 2，次元は d=3

とする。以降の議論ほ，一般のスケール因子および次元に対しでも同援に行うことが出来る。

また，ここでは純粋系を考えているので，DtはOであることに注意する。

すると，吉典系では (198)式の解が次のように得られる。

入。(5{，53) = -4D{ (5{)2 + (53)2}ぅ (204)

入1(5fぅ53) = 4J(5i + 53) + 4(K -D){(5i)2十 (53)2}， (205) 

λ2(5f，53) = -4J(5i + 53) + 4(K -D){(5i)2十 (53)2} (206) 

各領域において，これらの信の中で最大となるものを R(5iラ53)とすればよい。

具体的に，図44の領域 1における繰り込み群方程式を，R(5ι53)を評錨することで求める。
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領域 1では各R(8ι83)が次のように得られる。

R(lラ1) = 8J + 8K -16D， 

R(lぅ-1) = -8Dう

R(lρ) = 4J + 4K -12D 

(207) 

(208) 

(209) 

これより (199)""'(201)式を用いることで，次の繰り込み群方程式を得る。

J' = 4(J + K -D)， 

K' = D' = 4( -J -K + 3D) 

(210) 

(211) 

これより，線形化された繰り込み変換行列 Tは次のようになる。
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(212) 

b = 2'こ注意すると， この行列の固有鐘は A=がうが-1Jとなる。 Tを対角化する行列Pおよ

びその逆行列 p-1は以下のようになる。
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(213) 

最も有意なスケーリング指数は，変換行列の最大国有鐘から得られる。最大固有値Aニポは

p-1の第 3行で特徴付けられることから，最も有意なスケーリング場 91が次のように求めら

れる。

91 = -(J + K) + 2D (214) 

これより，スケーリング場91の繰り込み群方程式は g;=bdglとなる。スケーリング指数が次

元と一致するときは，付録Eの議論より一次転移が起こる。よって，確かに D 二 (J十 K)/2

において一次転移が起こることが誰かめられた。これより，栢図を掻く擦は不連続固定点、に十

分近付いた後にスケーリング場 91 および 9~ を評価すればよい。つまり， 91のスケーリング指

数を豹としたときに，ぎl=dならば一次転移，Y1く dならば二次転移と判定するのである。

同様の議論を領域2に適用する。この領域における，各R(8乙83)が次のようになる。

R(lラ1) = 8J + 8K -16Dヲ

R(lぅ-1) = -8Dラ

R(lρ) = -4D 

これより，次の繰り込み群方程式が得られる。

(215) 

(216) 

(217) 

J' = K' = 4( J + K -D)， 

D' =4D 

(218) 

(219) 
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(220) 
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よって繰り込み変換行列Tは，

となる。固有値は先程と同様に A=がうが-1ぅGとなる。 7を対角化する行列 Pおよび、その逆行

列 p-1は，

(221) 
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となるため，最大国有{直に対応するスケーリング場91が以下のように得られる。

D
 

K
一

十一

2

7
d

一od 
(222) 

領域 1と1/2倍の違いがあるが，実際法 91の発展を評揺するため，領域 1，2両者で91= (J十

K)-2Dを評{面すればよい。

範粋系における嶺盛場BEG模型の相転移

本節では，純粋系に対する横議場BEG模型の解析を行う。純粋系に対する先行研究として，

古典BEG模型を平均場近似の下で解析したものや， 2次元の MKRGを用いて解析したものが

ある [57][58]。これらの研究によると，相図中に一次転移と二次転移の両者が見られることが知

ちれている。

また，横磁場を加えた系については，手均場近叡を用いた解析のみが行われている [59]。平

均場近似によると，横磁場を加えた場合も一次転移が存在することが明らかとなっている。し

かし有限次元の横磁場BEG模型で同様の性質が得られるかは非自明である。よって， 5.1う5.2

節で説明した手法を用いて， 3次元系の解析を行う。

以下の椙図では，四重極相互作用の初期条件は K=Oとした。これは Blume-Capel模型を

解析したことに椙当しているが，臨界現象は Blume-Capel模型でも変わらない。

まず，d= 3の吉典系に対して図45の椙図が得られる。図 45より結晶場Dが小さい領域で

辻二次転移が起こることが確認された。このとき繰り込み変換を繰り返すと やがて D→-00

となる。これは BEG模型の二次転移が，s = 1/2のIsing模型の臨界現象と河様であることを

意味する。また，Dが大きい領域では一次転移を起こすことが分かった。一次転移の転移点、直

上における繰り込みの流れは不連続固定点へと向かい，前節の 91に対芯するスケーリング指数

が次元d=3と一致する。転移が二次転移かち一次転移へと変化する点は三重臨界点である。

次に，横磁場BEG模型について得られた結果を見る。図 46ラ47は，それぞれr= 2.0ぅ4.0に

対する相図である。これらの相図から，横磁場BEG模型においても古典系と同様に，一次，二

次転移の両者が存在することが分かる。図46，47を措く際は，量子系に対しても古典系のスケー

ワング場 91を用いることで一次転移の判別を行った。量子系においても古典系のスケーリン

グ場で評価出来る理由は，以下のように理解することが出来る。不連続固定点では，スケーリ

ング場91が繰り込む震にが告され非常に大きなf直となる。一方で，横磁場Eは切断近似の下

円

i

6.3 
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図 45:3次元古典BEG模型の相陸。縦軸は温震T，横車窓は結品場Dを表す。実隷は一次転移，破鰻は二次転移

の椙境界を表す。実隷と破鰻の分蚊が起きる点、は三重臨界点、と在る c
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図 46:r = 2.0における横磁場BEG模型の相図。 国 47:r = 4.0における横磁場 BEG模型の椙図。

で誌不変であるから，glと比べて無視しでも差し支えない軽度の大きさとなる。よって，吉典

BEG模型のスケーリング場が量子系でも有効となるのである。

また，これらの椙図から切軒近叡を用いたlVIKRGの下では，三重晦界点における結品場の

強さ Dc/Jが，横磁場に依存せずに Dc/J t"V 0.17と一定となることが確認された。このことか

ら，T=Oにおいて一次転移が出失する臨界横磁場の強さもまた，DclJt"V O.17で与えられる

と予想出来る。それを確かめるために T=Oでの椙図を描くと，菌 48のようになる。

圏48から，確かに基憲状態においても DclJrv 0.17を境界として一次転手多と二次転移が分

岐することが分かる。また，椙図の形状は異なるが，図45と国 48を比較することで，量子揺

らぎが温震揺ちぎと類叡した性質を持っていることがこれらの栢国から誰灘出来る。

つ臼ウ4
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国 48:3次元横磁場 BEG模型の基底状態 T=0における椙図。縦軸は讃磁場の強さ rjJ，~嚢軸は結晶場 DjJ

を表す。実線は一次転移，破隷は二次転移の境界を表す。実線と破線の分岐が起きる点は三重臨界点となる。

6.4 土J横議場BEG模型の桓図

本節では，交換椙互作用に士Jボンドランダムネスを加え，横議場 BEG模型を解析する。

5.3簡で説明したように， BEGスピングラス模型に対しても栢を判定するには，十分繰り込ん

だ後の相互作用の平均 (J)と分散 (J2)の振る舞いを見ればよい。また，一次転移を判定するた

めには，前節で説明したスケーリング場を評面すればよい。ただし，ここではランダム系を扱

うために， 91 = J + K -2Dの表式をランダム系のものへと拡張する必要がある。

ランダム系では，系の代表的な交換相互作用，四重極栢互作用，結晶場は，それぞれ分布関

数に対する平均を取ることで得ることが出来る。すなわち，交換相互作用の平均に加えて，四

重極椙互作用と結品場の平均も次のように導入する。

~ N ~ N ~ N 

(K)n =走EAm(Dh=主主Di，n， (Dt)n =主主Dtn (223) 

ランダム系においては共役な場Dtが現れるが，Dtを含んだハミルトニアンを用いて基底状態

の操り込み群方程式を立てると，各スケーリング場に Dtは現れまいことが分かる。以上の考

察から，ランダム系における一次転移を判別するスケーワング場引を次のように取ることが出

来る。

91 = (J) + (K) -2(D) (224) 

このスケーリング場は純粋系と同様の理由かち，横議場を加えたときも不変であると考える。

上記の方法に従い，固定点、およびスケーリング場を評価すると，言典BEGスピングラス模

型の椙図が図 49のように得られる。
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r=o.o 

T/J 8 

図 49:3次元吉典 BEGスピングラス模型の相図。×点，+点， *点，・点で囲まれた領域は強磁性相，・点お

よび、己点、で留まれた領域はスピングラス担である。それ以外の領域辻常磁性相である。

国49における各担転移について説明する。まず，+点で表したのは常磁性椙かち強磁性相

への一次相転務である。図49から，古典BEGスピングラス模型において一次転移が起きる領

域は，ランダムネスが強くなるにつれて急激に狭まることが図49から分かる。 T=Oにおいて

一次転移が存在する限界確率は，p rv  0.88であった。

次に， x点および*点で起きる椙転移について述べる。図49の緑点では，常磁性相から強磁

性相への二次転移が起きる。その臨界現象は Ising模型の二次転移と同議である。その理由は

繰り込み変換によって，D→-∞となるためである。国認の青点も緑点と同様に二次転移で

あるが，その臨界現象は Ising模型のものとは異なる。*点の場合は，繰り込みの流れが不連続

固定点の近傍まで近付く。しかしスケーリング場glの臨界指数約が， Yl < dとなる。よっ

て， *点の二次転移は，一次転移がランダムネスの影響で二次転移に移行したものと考えるこ

とが出来る [60]。以蜂ではこれをランダムネスによる二次転移と呼ぶ。

ヨ点、および・点は，それぞれ常磁性ースピングラス転移，強議佐一スピングラス転移の椙境

界である。スピングラス相では，繰り込み変換によって D→-∞となる。これはスピングラ

ス栢においては SZ=::1::1なる状態が主要な役割を果たしていることを意味する。また，これは

BEG模型のスピングラス転移と Ising模型のスピングラス転移が，同様の臨界現象で記述され

ることを意味している。

歯切はいくつかの占有確率pに対して，図49の相図を T-D子面で撞いたものである。こ

れより結晶場 Dを強くすると，純粋系p= 1.0では二次転車多(破線)から一次転移(実隷)へと

転移が移り変わるのに対し，ランダムネスが加わることによって (p= 0.95，0.9)，二次転移ー

ランダムネスによる三次転移(点線)一一次転移のように転移が変化することが分かる。また，

ランダムネスをより強くすることで一次転移は浩失し (p= 0.75)，やがてスピングラス転移(一

点鎖線)のみが観測される (p= 0.6)。また，Dが大きい領域では，ランダムネスが加わるとリ

エントラント転移が起きる振る舞いが見られる。これは純粋系では見られない，ランダム系特

有の性質である。以上の結果は，先行研究による解析と同議のものである [61]0
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図 50:T-D平匿にお吋る 3次元古典BEGスピングラス模型の相図。実隷，破線，点隷で屈まれた領域は強磁

性相 (Ferro)，一点、鎖線で囲まれた領域はスピングラス相 (SG)である。それ以外の霞域は常議性椙 (P訂 a)である。

相境界は高温側から績に p= 1.0ぅ0.95，0.9宅 0.75，0.6のものである。

T/J 8 

4 

D/j 030.4 

f=2.0 

図 51:3次元横磁場 BEGスピングラス模型 (r= 2)の相図o X点，+点， *点，_点、で留まれた領域は強磁性

相，・点、および己点で圏まれた領域辻スピングラス桔である。それ以外の領域は常語性相である。

次に，横磁場r=2.0を印加したときの相図を図 51に示す。国49と図 51を比較すると，量

子揺らぎの影響で各秩淳椙の領域が狭まっているのが分かる。また，量子系では一次転移が，

古典系以上にランダムネスの影響を強く受けることが図 51かち分かる。特に.T=Oにおいて

はprv 0.96が一次転移の穿在課界となり，古典系の存在限界prv 0.88よりも非常に小さなラ

ンダムネスで一次転移は鴻失する。また，二次転移およびスピングラス転移の性質は古典系と

同様であった。
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古典系と同様に，図 51の相留を T-D平面で描いたものを図 52に示す。
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図 52:T-D王子面における 3次元横磁場 BEGスピングラス模型 (r= 2)の椙図。実線，破議，点、隷で囲まれた領

域は強磁性椙 (Ferro)，一点鎮隷で囲まれた領域はスピングラス相 (SG)である。それ以外の領域は常磁性指 (Para)

である。相境界は高温側から顕に p= 1.0ぅ0.95，0.9ヲ0.75ぅ0.6のものである。

以上の結果から，横磁場BEG模型の椙転移に対して次の結論を得た。まず，本研究では純

粋系における横磁場BEG模型の相図を措いた。相図から，横磁場を加えた場合でも古典系と

同議に，一次転移と二次転移の再者が現れることが明らかとなった。また，三重龍界点におけ

る結品場の強さ Dcは，横磁場の強さに依寄せず一定であることが分かった。これは MKRGを

用いたために生じたものと豆、われるが，飽の解析法でもこのような普遍性があるかは興味深い

点である。

また，土Jボンドランダムネスを加えた系に対して，全域的な相国を描くことに成功した。椙

図から，横磁場Ising模型の場合と同様に，横磁場BEG模型に対しても量子揺らぎは秩序破壊

をもたちすことが分かった。また，椙圏全体の定性的な性質は，吉典系のものと同様のものが

得られた。横磁場BEG模型においても横磁場Ising模型の場合と同様に，スゼングラス相が存

在することが明らかとなった。従って，量子揺らぎがBEG模型の臨界現象を急激に変えるこ

とはないと結論付けられる。古典系と量子系の間での最も大きな違いは，一次転移に対するラ

ンダムネスの影響と言うことが出来る。つまり，横磁場が印加された系では，一次転移がラン

ダムネスに対して非常に不安定となることが，本研究から明らかとなった。

7 結論と今後の課題

本論文では量子BEGスピングラス模型を，平均場理論および実空間繰り込み群の方法を用

いて解析した。本章では，それらの解析から得られた結果をまとめ，今後の課題を述べる。

平均場理論による解析

本論文では 8=1の手均場スピングラス模型である GS模型に対して，二種類の量子揺らぎ

を導入した模型を考えた。一つ自は横磁場 Eであり，SZ二土1と8Z二Oの関の遷移を引き起
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こす量子揺らぎである。二つ目は横結晶場Qであり，このときは SZ= 1とSZ=-1の間の遷

移が起きる。

上記の量子スピン系の解析を行う際には，分配関数の経路積分表示を用いた。 d次元量子系

は経路積分表示によって，(d十 1)次元古典系へと書き換えちれる。この加えられた 1次元詰量

子揺らぎに由来するものであり，秩序変数の虚時間欽存生という形で現れる。その上で，まず

静的近似を用いた解析を行った。善的近似は秩序変数の虚時間抜号|生を無視するという近似で

ある。また，秩序変数の動的効果を部分的に取り込んだ解析を各模型に対して行った。

静的近f試を用いた解析から，横議場GS模型に対しては，横議場Eが強くなると一次転移が

消失するという結果が得られた。横磁場は二つの共存状態の潤のトンネワングを引き起こす。

よって，損磁場が強L￥場合は共存状態、関に存在するポテンシャル障壁が，実効的に泊失するも

のと考えることが出来る。一方で，横結晶場。を強くした場合は，一次転移の渚失は見られな

かった。これは横結晶場の遷移は SZ= 1とSZ=-1の閉で起こるため，共寄状態の破壊には

つながちなかったものと理解出来る。

横磁場 SK模型の場合は，静的近畝は低温において正しい栢転移の描像を与えない。つまり，

低逼では秩序変数の墨時間依脅|生が重要な意味を持つことになる。このような性質は量子 GS

模型でも同様に考えられるため，秩序変数の墨時間依存性を取り込んだ解析を行った。

横磁場GS模型に対しては，結晶場Dが0の領域のみでー静的近似の改良を行った。その結果，

横磁場 SK模型の場合と同援に，低温における椙境界が穆正されることが明らかとなった。特

にD=Oの領域においては二次の相転移が発生し，このとき秩浮変数の動的効果が重要な意味

を持つことになる。ただし，横磁場 GS模型 (D= 0)の場合は横磁場SK模型誌ど大きく椙壌

界が変化しないことが本論文の解軒かち明らかとなった。

また，横結晶場GS模型においては，任意の結品場 Dに対して静的近似の改良を行った。横

結晶場 GS模型は，D →-∞の極眼で横磁場 SK模型と等値になる。そこで，様々な結晶場

の強さに対して，静的近似と改良されたものとの比較を行った。その結果，SZ =土1が強く寄

与する Dが小さな領域では，秩序変数の車時間欽存性が重要であることが分かった。一方で，

SZ = 0が強く寄与する Dが正の領域では 静的近叡と改良されたものとの関に大きな差はな

かった。これは，SZ = 0なる状態が量子語らぎの効果を弱めていると考えることが出来る。言

い換えれば，s = 1/2の系は量子揺らぎが非常に大きな系だと言うことも出来る。ここでの解

析結果は，スピンの大きさが大きくなると 量子揺らぎの影響が弱くなるという考え方の一つ

の例となっている。

このように，横磁場による量子謡らぎの場合は静的近似が妥当でなく，横結晶場による量子

揺らぎの場合は結品場Dが大きい領域で静的近似が良い近叡となっていることが確かめられた。

一般に，低温では秩序変数の動的効果が重要な役割を果たす。しかし，量子 GS模型の場合

はその範曙でiまない場合もあり，非常に珍しい関だと言うことが出来るだろう。動的効果が重

要であった SK模型とそうではない GS模型の違いを挙げるとすれば，最も顕著なものは一次

転移の存在である。よって，一次転移と静的近似の妥当性の間には何かしらの関係があるもの

と予想される。

それらを解決するための課題として，次の二つのものが挙げられる。まず，一つ自は横議場

GS模型に対する静的近叡の改良を，一般の結品場Dについて行うことである。本論文で調べ

たD= 0の領域では二次の椙転移のみが発生した。静的近似を用いた相図によると，横磁場

GS模型の場合も結晶場 Dが大きい領域で一次転移が発生することが分かつている。よって，

在意の結晶場D における静的近似の改良から，横磁場GS模翠における静的近叡と一次転移の
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関係性が明らかになるだろう。特に横磁場は共事状態間の遷移を引き起こすため，そのような

量子揺らぎと秩序変数の虚時間依存性がどのような関係にあるかは興味深い課題と言える。

二つ目の課題は， ~也の模型に対して一次転移と量子揺らぎの関係を調べることである。例

として p体 SK模型がある。この模型は p>2の場合に一次転移が起きる模型である。また，

SZ =土1のみで一次転移が起きるという点、で、も， GS模型とは異なる模聖である。よって，横

磁場p体 SK摸聖における静的近依とその改臭を議論することは重要な研究課題となる。特に，

横磁場p体 SK模型誌p→∞の極摂で静的近似が厳密となることが知られているため [62][63]，

任意の ptこ対してどのような振る舞いを見せるかは興味深い。

実空間繰り込み群による解析

本論文では，土J横磁場BEG模型の相転移を，実空間繰り込み群の方法を用いて解析を行っ

た。解析に当たっては，古典系でスピングラス相が存在する 3次元の系を考えた。

量子スピングラス模型に対する実空間繰り込み群の方法として，本論文で辻 MKRGを志用

した手法を考えた。そこでは次に述べる二つの近献を導入することで，繰り込み群方程式を導

いた。一つ自の近似法，横磁場をボンド置換しないというものである。二つ自はスピン演算子

の弄可換性を部分的に無視する切断近叡である。上記の近似の下では，繰り込み群方程式を容

易に得ることが出来る。よって，s = 1/2の系のみならず，s = 1の系への拡張も容易に行う

ことが出来る。これらの近叡を用いて得られた繰り込み群方程式は，横磁場が繰り込まれない

というものとなったc 厳密な繰り込み群方程式の下では，秩序相に為る系に対して繰り込み変

換を繰り返すと，横磁場EはOへ流れるものと考えちれる。よって，横議場が不変となる本論

文の繰り込み群方程式は，秩序椙内では横磁場を過大評価していると解釈出来る。

以上の繰り込み群方程式をランダム系に適用し，様々な横磁場の強さに対する相関を描いた。

その解析から土J横磁場 Ising模型の場合は，横磁場を加えた場合でもスピングラス相が存在

することが分かった。本論文で用いた繰り込み群方程式は秩序相内で横磁場を過大評価してい

るため，上記の結果辻 3次元横磁場Ising模型においてスゼングラス椙が存在することの強い

証拠である。

また，同様の解析を横磁場BEG模型に対しても行った。得られた桓図かち，横磁場BEG模

型においてもスピングラス相が存在することが明らかとなった。さらにスケーワング指数を評

価することで，一次転移が横磁場およびランダムネスに対してどのような影響を受けるかを数

舘的に調べた。その結果純粋系の場合誌 横磁場をある程度強くしても一次転移が残ること

が分かつた。一方で，そのような系に対しランダムネスを加えると，一次転移は急激に消失す

ることが明らかとなった。よって，横磁場が加わった系では，一次転移がランダムネスに対し

て非常に不安定であると言うことが出来る。

ここで議論した横磁場BEG模型の解析は，有摂次元における量子BEG模型の研究として初

めてのものである。また，本研究は任意のランダムネスに対して椙匿を描いたという点、で，今

後の量子BEGスピングラス模型の研究に対する一つの基準を与えることが期待される。

今後の課題として 繰り込み群方程式を立てる際に用いた二つの近似の改良が挙げられる。

ー殻に，量子系に対してボンド置換のような操作は行うことが出来ない。本論文ではそのため

に一部の横磁場を無視するという近似を導入した。しかし，これも厳密会敦り扱いで、はない。

そのため，まずボンド置換に対志する適切な繰り込みの方法を考案する必要がある。次に，切

断近似を改良する必要がある。切断近松を用いると，横磁場が繰り込まれないという繰り込み

群方程式を得る。しかし，これは一般に正しい描像と言うことは出来ない。特に， MKRGを
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用いる場合は 1次元の状憲和の計算が基本となるため， 1次元横磁場Ising模型を薮密に解析出

来るような繰り込み群が必要となるだろう。

以上のように，本論文では一次転移に対する量子揺らぎとランダムネスの影響について議論

を行ってきたc このような一次転移と量子揺ちぎに関する研究は，連続転移に対するものと比

較するとあまり積極的に議論されているとは言えない。しかし，一次転移のある系は量子揺ら

ぎによるトンネル効果を最も直接的に見ることが出来る非常に興味深い系である。よって，こ

のような系の訴究を通して，量子椙転移に対する明謹な理解がさらに進むものと期待される。

A スピンコヒーレント状態

ここではスピンのコヒーレント状態について説明する [64]0 コヒーレント状態とは，量子状

態の中でも最も古典的な状態と表される。つまり，不確定性が最小になる状態ということであ

る。また，各スピン演算子の期待鐘がプロッホ球面上の極産標で表されることからも，古典的

な状態を想像することが出来る。

具体的にコヒーレント状態に対する，各スピン演算子の期待誼，不謹定性関係，および完全

性について議論していく。一般的に大きさ Sのスピンを考える。付録Aではスピンの成分を表

す添え字を下付きで表示する。

各スピン演算子の関には，次の交換関採が成り立つ。

[8iぅ8j]= IEijk8k (225) 

ここで，スピンの添え字i，jラktまζ y，zのいずれかを取る。また Eijkは完全反対称テンソルで

ある。

昇降演算子を次のように定義する。

8+ = 8x + i8y， 8_ = Sx -iSy (226) 

スゼンの状態を 8zI2¥4)= lVlllv1)なる状態伊丹で指定する。状態 1-S)は次の固有方程式を満

たす。

8_1-S)二 O (227) 

また，状態 1M)はS+を状態 1-S)に(S+ 2¥1)回作用させることで得られるため，次の式が

得ちれる。

11¥1) =山)!(Jfs)}「-S〉 (228) 

この状態を Dicke状態と呼ぶ。次に，ベクトル n二 (sin札-COSφ，0)囲りに 0だけスピンを回

転させる演算子を次のように導入する。

A
V
f
m
H
f
a
-

、

円
。
/
、
L

R
 

ε i()5n ε-~θ(5x sin φ-Sy cosφ}二 ε(5+-(，*5_ (229) 

(230) 

(231) 

Sxsinct -8ycosct， 

~eε-iφ 
2 
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また，スピン演算子 Snに産交する演算子 Skを次のように定義しておくと便利である。

Sk Sx cosゆ+Sysinゆ (232) 

これらの関係以国53により説明される。つまり，SnはSxをz軸回りに -(π/2-ct)， SnはSx

をz軸回りにゆだ、け自転させたものである。

Z 

y 

n 

k 

図 53:スゼン空間における回転演算子 Re，ψの定義。ゆ法 z軸回りの自転. (Hまn軸毘りの回転を表す。

上記の演算子を用いて，コヒーレント状態を詳しく見ていく。まず，コヒーレント状態は基

底状態に自転演算子 (229)式を作用させることで得ることが出来る。

IDうゆ)= Rθ，rtl -S) (233) 

この表現は (48)式と等留である。具体的には (229)式における Oをπ-Dで量き換えることで，

位相因子を除いて (48)式と同様の表式を得る。ここで，あるコヒーレント状態 IDうや)に対する

各スピン演算子の期待値 (DヲゆISilDラ引を考える。

(D，CTI8iID，ct) = (-SIR，ヰSiRo，rtl-S) (234) 

図53を参照すると，Siは回転演算子Rθ今φにより次のように変換されることが分かる。

Re，~SxRø， rþ Sn sin ct + Sk COS ct cos D十 Szcos ct sin D (235) 

Re，~SyRø φ -Sn COS ct + S k sin ct cos D + S z sin ct sin D (却)

Re，~SzRø，φ -SksinÐ+Szω Ð (237) 

状態 1-S)に対する期待値が残るのは，Szに比例する項のみである。よって (234)式は，

(Dぅ手ISIDぅφ) = (D，ct I(SXl SyラSz)IDうゆ)

- S(sin D cosゅうsinD sin仇cosD) (238) 

一郎ー
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となる。このことから，コヒーレント状態に対する各スピン演算子の期待値は， 3次元の極座

標表示に対応することが分かる。これはコヒーレント状態が最も主典的なスビン状態であると

言われる理自の一つである。

さらにコヒーレント状態は不確定性が最小で、あることを示す。一般に [Sx，Sy] = iSzなる

交換関採があるとき，次の不確定性原理が成り立つ。

(8;)吋三jM (239) 

ここで(Sx)= (Sy) = 0を用いた。また，回転演算子Rθ，φで変換したスピン演算子(8，ごうSか 8c，)= 
R()φ(8Xl Sy ぅ Sz)Rø，~ tこ対しても同様の関係が成り立つ。

呼)(S~) と j伐)2

このとき等号法コヒーレント状態に対して成り立つことを示す。

(8訓尋問。)

(8ぅOl弓18，O)

{θ，争 18~18 ， Ø) 

(-siS21-S)=j(-Sis-出 -S)=;

(判 -S)=j(-mS+;S)=; 

(-8IS;I-S) = 82 

以上の計算かち， (240)式の等号が成今立っていることが分かる。

(240) 

(241) 

(242) 

(243) 

最後にコヒーしント状態の完全性を示す。そのために，指数の分解公式を用いる(付録B)。

e1九 S十÷ω-S-+WzSz εZ十S十ε
(ln(xz))Szεx_S

=♂-S_ e(ln(yz) )Sz eY十S十

(229)式の最右辺をこの公式を用いて分解すると，次のようになる。

R()，φ= ec'S十一〈すー TS+ e1n(1+ITI2)Sze-T* S e -， e 

e-T*S-e-ln(1+ITI2)SzeTs+ 

ここで，

ア二円an(D
である。 (246)式を用いてコヒーレント状態 (233)式を書き換える。

18ぅ争) = Rθ、φ1-S) = eTS+e1n(1+1ア1
2
)S'ze-T*S-I_8) 

eTS+εIn(1+ITI
2
)Sz I -S) = eTS+ε-ln(1+ITI

2
)S I -8) 

/τ'¥  S 

(244) 

(245) 

(246) 

(247) 

(248) 

ート二一) eTS
+卜 8) (249) 

¥1 + 1712) 

在意の状態は Dicke状態で展開することが出来る。ここで誌コヒーレント状態を Dicke状患で
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展開することを考える。その展開祭数は行列要素 (MIOぅ引を計算することで得られる。

(2¥iIIO，o) 
12 S m  

-q (A11 ) :こsmrト 8)
(1+i712)Stz m! 十

1 TM+8 

Q 
T(MjsMdト 8)

(1 + ITI2)行1¥;1+ 8)!
十

TM十8 f 28 ¥ 
2 

(1 + IT12)8 ¥ 11，1十8J

(250) 

(251) 
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よって，

10争)二五 (tsysin叶ひOSS-M(;)戸(刊行1¥11) (叫

となる。 (254)式を用いて完全性を示す。

Jd糾

千 fo
7r

sin 0イ任(ふ)互いs)
豆

e
Z…

x (ベ)
2J-m-m' 

(ペ)-mr!m)川

口 c1 j 1 1"π I C¥rt ¥ / 11，2J-2m / 11，2J+2m 
二十二 Isin OdO ) : I -~ rt J I cos

二
1 I sinニ1 Im)(ml 

ん でず い +8ハ 2) ¥----2 ) 

この積分は sin2(0/2)= tと置き換えることで，ベータ関数へと帰着する。その値はちょうど定

数部分を打ち消すため， (255)式は

J dSIO，o)州=写Im)(ml二 1 (25 

(256) 

となり，コヒーレント状態の完全性が証明される。

B 指数分解公式

ここでは， (245)式で用いた詣数の分解公式 (disentanglingformula)を説明する。 (245)の分

解公式は一般のスピンの大きさに対して成り立つ。しかし， 8> 1/2のスピンは S二 1/2のス

ピンの合或で得られることを考えれば，証明は S二 1/2の場合で十分である。

S二 1/2のスピン演算子辻 2x 2行列で表され，以下のようになる。
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これらを用いてほp(w+S+十 w_S 十 wzSz)を展開すると，次の表現を得る。

(coshK + ~を sinhKeW+S++W
-
S 十 町Sz= I … 

1 ラfsinhK 

K三十四一+千

Tsinhkl 

coshK一長sinhKJう

(259) 

(260) 

司様に， exp(x+S+) exp((lnxz)Sz) exp(x_S_)ヲexp(y_S_)exp( (1n yz)Sz) exp(y+S+)も展開す

ると次の行列表現を得る。

I I不一_L主土三二 三土一¥
eX+S匂 (1nxぷ zeX-S一二 IV時二伝子 j

¥ Fz ゾ五/

ey-S-e(lnYz)SzeY+s+ (VYZ 唱 y+VYz ~) 
¥Y-VY二二右z+U+YJ二/

行列の各成分を比較することで，分解公式 (245)式を得る。

(261) 

(262) 

C 虚時間方向の相関関数

ここでは 3章で用いた相関関数の計算を示す。

C.l 横磁場 SK模型

横磁場 SK模型iこ対する梧関関数を計算する。具体的には次の積分を実行する。

J(rys恥dS杭叶S丸α)トドドい4耐耐;訂伊(什叩7

J(gdS恥dS杭叶叶Sa咋αウ小)nη〈刷山川;訂伊加川(ヤ肘附川7寸巾叫)知同ηι~(T') exp [1 ~同l坪印写PPv{ヤ同仇t渇仇肘M争丸幻知川いαλ汁州山〈什付仲7寸市)い+r品吋吋rn同叩附川η〈山伽;μ片制(ヤ判7寸)汁十 九い川川山η〈山ψ;引釘(什叶7

まずず、 (ρ263め)式から計算する。(担26臼3)式は異なるレプリカ間(収αラ-1めの相関関数と見なせる。この

場合は平均を独立に取ることが出来るため 積分はレプリカ毎に分離することが出来る

J ( g  羽杭叫吋αう小)nいいη〈耐耐刷山川;訂作制川(什仲伸州ア寸巾材)知尚η吋耐刷;訂伊v肘山(什げ的T戸件Fう)

=II(けIdS丸α1Zal ) 什!I dSan~(肘7寸)ι引)! I dSbバηb(什ゲT〆fう)為叫) (ロ2おG缶伺5司) 
αF予正a子持 ，V / ' V  / 、υ ノ

ここで，Zaは(88)式で定義したものを再び用いた。 (265)の 1つ自の項は，経路積分表示を行

列表示iこ書き換えることで容易に計算出来る。

J dSa，Za， llaal exp [ß(ra~1 十 hala~，)] 

II a a' exp [s h~， (sin Oal ()~， + cos øα， a~1 )J 

九 a'叫(珂σ;:) (266) 

円

J
Q
O
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ここでιぅ仇は以下のように定義した。

h~= VT写五Z，
叫 a=t sinoa二五

(σ~')2 = 1より， (266)式は次のように計算出来る。

九 α，exp (ßh~ð~;) 

=九α，(cosh叫 +σ;;帥ßh~，)
= 2coshßh~， 

(267) 

(268) 

(269) 

次に (265)式の 2つ自の項を計算する。先程と同様に経路積分表示から演算子形式に書き換え

るが，このときは時刻ァにおいて演重子が作用する。よって時間頗序に注意すると次の演算子

表示を得る。

これより，

j杭刷Z( 九α叫(ß-叫σ~']ψxp(ペイ)
九α叫 (ßh~σ~')σ;
Traa { σ~ cosh ßh~ + (cos <Pa +σ;σ;sin仇)sinh ßh~} 

2cosφa si出 ßh~

1(1] 叫ぺψ刷山川(什的伸州7寸巾判)知尚附川η吋耐耐nb(7'訂作v川(什ゲ的ア戸内fう)叫 [1侍印写矛{i叱肘叫争丸烏匂仙Mαdλ山州rべ収判(什的山ア寸巾)+r刊rη〈山耐刷;引加川(廿肘ア吋)+ιいM M川山η〈吟耐耐;Lμ仲Fベ収(什T

二 II(仲2c∞ωos油hs品hιι引;Lω，)川(ロ2∞悶S吋φαasi司inhßhι山~)(但2∞附Sゆ仇附bがS邸inhs助科h吟均~) ) 
ゲヂ'aラib

(270) 

(271) 

となる。以上の計算かち，異なるレプリカ間の相関関数は車時間ァに依存しないことが分かる。

次に， (264)式を計算する。先程と同様にレプワカ毎の積分に分離する。

1 ( 1] dSa
') 

n~(村山p[作凶作同(7)+ ha， n~，(ヤ7

=且(JdSa，Za') (J何叫
2幻) = II (但2∞ωshshιι引;Lω，)川(I d話Sベ(約T吋)ηn~(げ7〆内fう)Za) (ロ27均

ゲチG
W / 
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後半の積分は，時間順序を考憲すると次のように演算子形式で書くことが出来，展開すること

でトレースの計算を行うことが出来る。

J dSan~川内α
二九α吋(，8-，)イ]σ~exp [(， 叫 jψxp(叫)
=宮内p[(ß- ア+ァl)h~O"~'] σ; 叫[(アー叫σ~']σ;
二 Traa [O"~ cosh{(sーア十件弘}十 (cosφα -iO"~ sin 0/α) sinh{(s -，十戸)見}J

[σ~ cosh{(ァーア')h~} + (cos仇 -1，σXsinctα) sinh{(，一戸)h~}]

= Traa [cosh{(s -，十，')札}cosh { (， -，')弘}+ O"~ cos O/a sinh ßh~ 

÷σZsin仇 sinh{(グ-2，十 2，')h~} +cos2CTasinh{(s -，十戸)h~} sinh{ (ァ一戸)h~}J

= 2 cos2 t:Tαcosh ßh~ + 2 sin2 ctαcosh{ (β-2，十 2，')} (273) 

これより，

!(rps必抗吋S丸αう)nドいい〈凶併刷山川;訂伊肘川(什仲附州川アけ巾判)知叫η吋;山(

4司) = II (2 ω hs角hιι引;Lω，)巾[伊2公2co∞ωOS2向2φ仇αC∞os誌hβ hι~+リ2s忌白Îl向α ∞ωsh肖矧{α(s一 2計， +2計γMア戸内fう)川}万] (ロ27江問
d手G

となる。これより，同じしプリカ間の虚時間相関関数は，その差(ァ一戸)の関数となることが

分かる。以上の議論から，横議場 SK模型の虚時間方向に対する椙関関数が求まる。

C.2 嶺磁場 GS模型

横磁場 GS模型の D=Oの領域に摂って相関関数を計算する。具体的に次の量を計算する。

!(rpsα)山江戸)exp[l~{i丸(，)十町ア)+川(叶山2幻おm7万均5司) 

!(1]d叶〈 凶 耐 ( 什 叩T

SK模聖と同様に， (275)式は次のように書き換えることが出来る。

! (1] dS掛杭叶S丸αう)nい〈州耐刷山;訂伊肘川(ヤ付州叩ア吋巾)沖n

=二α旦(J dSa，Za') (J 山 (什陥T

上式の第 1項目を演算子表示にする。

J dSa，Za' Trsα， exp [s(r s~， 十九， S~， )l

Tr人， exp [s h~， (sin 仇rs;F+cosφα， S~，)] 

一官sa'exp (8ιゐ)
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弘、仇は横磁場 SK模型の擦と同様に定義した。 8=1のとき， (278)式の指数は次のように展

開することが出来る。

叫 (β仏，)= 1 + sinh(叫 )Sa'+ {∞sh(叫 )-1}93r

これより，

官 Sa'exp (ßh~ゐ) = 1 +2吋ßh~，

となる。 (277)式の第 2項目は?次のように計算することが出来る。

J dSan~(7)Za 二昔日P ド-7)仏]ゃxp(7仏)
TrSa exp (s仏)記

2 cos 4Ya si出品;

よってう (280)，(281)式から (277)式が次のように求まる。

J(r;叶 n~(ア)nbゲ)旬以写凶作町(什約作川T寸市)+川÷什hM 什

(279) 

(280) 

(281) 

=II(与1十リ2ω hshιι;レ，)凶(ロ2cωOωSφ仇αasi司sinhshι山;幻)(2担2ω 仇 S泣in油hß助刈h叫~) (282) 
a'ヲιαヲi:b

次に (278)式を計算する。まず，レプリカ数毎に積分を分離する。

J(r;叫 η~(7)く(T') cxp [1 ~ {i丸山市)+川(什7

=旦(JdS"， Za') (J似叩

=見(1+什巾巾2co∞O叫，)べ(J叫川ア戸内恨fう官)沼刈Zι寸αう) 
上式第 2項目は，時間額序に注意して演算子表示に書き換えることで計算出来る。

J dSan~(7)n~ヤ')Za

= TrSa仰いーァ)Sa]8~ exp [(7 -7')Sa] 8~ exp (7' Sa) 
二昔日p[(s -7 +叫Sa]8~ exp [(7一戸)仏]記

(283) 

= 2cos2 仇 cosh 品~+ sin2 <Pa [cosh{ (s -7 十 7')h~} + cosh{ (ァ-7/)h~}] (284) 

よって，横磁場GS模型 (D= 0)の場合も相関関数は童時間の差 (7一戸)に故存することが分

七五る口
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C.3 横結晶場 GS模型

横結晶場 GS模型の栢関関数を計算する。そのため次の積分を考える。

J(g 級杭叶αう)nη4必耐刷山山;ぷ伊肘川(什的州州7汁巾判)n尚η吋;訂作v川山山(けげ的内7戸内巾仏/う')ex片同e位X却p[以[1~侍写同 什判)ト一-D川

J(gdS杭叶αク)nη山川;訂伊出川(什的伸川アけ巾判)片Mη〈;訂v川山山(什げ伺内アゾ内命仇/う')ex片同e奴X却p[レl侍写苧PvFれ偽同t渇争丸α… 
なお， (285)式で辻 αヂbとする。 (285)式は次のように書き換えられる。

J(gdS杭叶S久αう)nいη〈州併刷山山;訂伊制川川川(什的伸州ア寸巾判柑)知舛附η吋州;訂(r')exp [1伴均仲写宇P{ド同i沖仇叶恥争ι似いGバ山出(什肘7け)一川 7寸4ポ)片))2戸山2

=II(けIdS乳αFιゐ， )ハ!I d掛Sαηn~(ヤア)沼Zα l ハ!I dSbバη耐;訂(Tη/う)為叫) (287) 
ゲヲl-aヲ正るい ノザ / ，υ / 

ここで，

Zα= 叫 [1~{淀川ア)一町山口付仙川ア)}] (2制

とした。 (287)式，第 1項をj寅算子表示すると，

J dSa，Za' Tts
a
， exp 伊{-D(5~，)2十n(5:， )2 十九15~， }] 

えn_l_sD ~ I ~ _ ~~ ~ I 合¥_ sn _~l 
e-PU十τTtsαr 叫 Ißh5~， リ (D+;}C十一cxI (289) 

" u.， ¥ 2/ 2 I 

となる。ここで，行列 Cおよび cxを次のように定義した。

10 0 0¥ 10 0 1 ¥ 

C = 10 1 0ト CX
= 10 0 0 I (290) 

¥0 0 01 ¥1 0 01 

このトレースを計算するにあたり，次の展開公式が有用である。

叫 [α5Z十b(5Z)2十C(5x)2] = fi土「~5Zsinh(凶存否)十 (5z)2C叫 d写三)
vα自→-C~ 

+ Ce)叫b+ c) + IιτCX sinh( Ja写三) (291) 
〉αL， +cL， 

これより，

J dSa，Za' 

r /~"'，') ， ~.I ~ r ~/~ nJ sinhBh~， I_ ~~ n _~\ i 
= e-

s叫五百a
'

~ (5z )2叫.ßh~， + C仰い(D+ ~)I + 九三い5z 十 ~CX) r 
= eBO十 2ε苧-sDcosh ßh~， (292) 
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を得る。ここで，

一倍一

4

一
÷ (293) 

とした。

(287)式，第2項も展関公式(ロ291り)式を用いることで次のように求まる。

/叫付
こ T主S品αexp[(s一T寸){hαSZ-D(sz)2 + n (sx)2}] SZ exp [7 {hαSZ _ D(SZ)2十n~X)2}] 

2hα =τ7e7βD sinhßh~ 
. "α 

(294) 

よって，

J (1] dSa
')
く(村山[侍同約一-D(

一ム山
(r作ぱ7n〈Z三;叫 Q帥叫川わ叫附;引(叫M 什

= II (εe
sD + 2eε苧 印 ~ 叩ι川)守守ε号 ~山;守守ε苧乎一~叫; 仰

αa'ヲ手在匂αヲ手止b

となる。 2体の棺関関数 (286)式も展開公式から計算され，次のようになる。

J (1] dSα)く(村山[坪{池山)一-D川

=II(γεdβQ 十d 一印門C∞悶Oω仙shsιル叫Fう) 
a'子正α

J -β /)  [GJ 2coshsわ(長)
2 

2cosh{(ß一一T')h~}
1 

(296) 

D ランダム系における臨界指数

ここでは繰り込み群の考え方に基づき ランダム系における寵界指数の求め方を解説する

[65]0ランダム系と純粋系の最大の違いは，相互作用がデルタ関数型の分布を持つので、はなく，

広がりを持った分布になる点、である。その性質を考憲、すると，系を特徴付けるのは平均のみで

はなく，分散も重要になるであろうと考えることが出来る。その異体的な定式化をここで辻行

う。特に，交換相互作用のみが繰り込み群方程式に現れる 2体相互作用のみの Ising模聖を考

え， l'vlKRGを念頭に置いた定式化を行う。

まず系の繰り込まれた相互作用に関する分布関数を 繰り込む前の分布関数と繰り込み変換

の畳み込みで定義する。

必 IN ¥ I N' ¥ 

P'( {K'}) = / (II dKr ) ( II 8(K;， -Rr，( { 
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ここで，K，K'はそれぞれ繰り込む前の相互作用と繰り込まれた椙互非用を表す。 Pはそれぞ

れの分布関数である。また γはボンドを指定するインデックスであり NうlV'は繰り込む前後

の全ボンド数である。上で現れた分布関数は，ボンド毎lこ独立なものとする。すなわち，

P({K}) = rr P(K1') (298) 
1'=1 

これを用いると，分宥の繰り込み群方翠式は以下のように書き換えられる。

s I N ¥ 

P'(K;， )二ハrrdK1'P(K1') ) 8(K;， -R1'，({K}m)) (299) 

ここで，m=bd法相互作用を繰り込む際に必要となる元の系のボンドの本数を表す。臨界現象

を持徴付ける固定点である固定点近傍では，分布関数もその形が不変となる。以降このような

分容を囲定分布と呼ぶことにする。固定分布では以下の等式が成り立つ。

s I N ¥ 

P*( {K'}) = / ( rr dK1'P*(ι) ) 8(K;， -Rr' ({ K})) (300) 

この固定分布iこ対する相互作用の平均μ;と分散必を次式で定義する。

μ:二 JdKP*(K)K μ:2 = J dKP*(K)(K -μ;戸 川

臨界環象を見るためには，固定分布から徴小にず、れた分布を考えればよい。この分布は相互作

用空間において，固定分脊を微小に平行移動したものと考えることが出来る。具体的に国定分

脊 P*(K)から zだけずれた分布 P*(K-x)を考える。また，そのようなずれを引き起こす確

率分脊を 8p(x)とする。すると，固定分布から微小にずれた確率分布 P(K)は，再び畳み込み

で表現することが出来る。

P町問K)= J d釘Mげ州xP♂川P*門*吋(K一 Z吋拘)均命件

P*(K一 Z吋)を Z 二 Gの巨りで展開すると次の式を得る。

(302) 

dP*(K) ， 1 d2p*(K) _2 
P*(K -x) rv P*(Kト一一~-I X + ~ --1 U":; -I X'" (303) 

dK ~'2 dK2 

これより， (303)式を (302)式に代入することで次の式を得る。

P問 = J命dxP*川P*門*吋(ぽK一 柑Z

dP* ( K) r L_ <;: __ I __ ¥ __ ， 1 dポ2p*(K)r J__<;:__I__¥__2 
rv P(K)*一 一 一 一一 1dx8今t(伊x)μx+ う 1 dx8.命:p(伊x)片Zd乙dK I -----i ¥ --r- '2 dK'2 I 

dP*(K) '" ， 1 d2 P*(K) 
P(町一一一~-I 81 + ~ -~1 T/":; -I 82 (304 ) dK ~J.' 2 dK2 

(304)式を用いることで，相互作用の手均からのずれ中1は次のように表すことが出来る。

6μ1 

J dK(P(K) -P*(K))K 

吋 d
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上式の変形では，部分積分と確率分布P*(K)に対する次の条件を用いた。

A

U

A

υ

 

↓
↓
 

∞

∞

 

土

土↓

↓

 

K

K

 

同
町
一
了

Y
p
-
-
s
a
 

，d

一

(306) 

(307) 

また，分散のずれ6μ2は次のように表すことが出来る。

6μ2μ2-μ2 

JdKP附 K-J-L1)2 -J dKP(K)*(K - μ~)2 

一 Jd仰KP削 K 一仰川J-L1)2ト2仁一 JdKP*(K)伊一灼ω川)戸内山2+リ215匂仇μ州叫1

Jdα制町K釘印(伊P問一P(K)*)(K一向)2

f J T7dP(K)* I T/  •. ¥2 ， 1.. f _lT.T
d2 P(K)* 

ー -151I dK一一一昨一伯作 ~ð2 I dK っ (K -μ1) I ---- dK ¥-- ，-.LI '2 -._ I ---- dK'2 

(308) 

ここでは条件 (306)ベ307)式を用いた。また，ずれ匂1の一次まで残し，二次の項は落とした。

次に，繰り込まれた分布及び相互作用に対する平均と分散のずれ作;ぅ151毛を計算する。ここ

では繰り込まれたずれを繰り込む誌のずれで表すことが目標となる。まず，15μ;を計算する。

6μ~ = J dK' P(K')' K' -J dK' P(K')* K' 

分布に関する操り込み群方程式 (299)式と固定分布に対する等式 (300)を用いると，

(309) 

dμ~ = J (←)長{!(宮町民))o(K:一九 ({K}m))}ト
一J (Q1 叫叶)主創前{!(在←d仏κKrP係附叶叶)う←い)o(凶K“f一 九川叩…(ぱ伊判{戸伺仇伽山K幻凡刷}仏μ川m心rn))片)}主ト死

J(立町kι刈サr)ウ)うい)

を得る。 P(Kr)μ;にこ対して展関 (304)式を考え，151ぅ152の一次まで取ると次の等式が成り立つ。

11 dKrP(Kr) ーをペ古川)-01 ~ (勺YT叶
吟 (TEP同

(311) 
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(311)式を (310)式に代入する。

6μ~ = JsdK'[-612firykT))mm) 
吟十22fT民 l)叫 l]
fパ(全弁←dα町町…Kι口KrP*川P*門*吋(ι 仲2rγθ臼R佐rm)h十:培2♂ 官官}m)叫m心2] β 

ここで，表現を簡単化するために次の記号を導入する。

、、'，，，
，
 

• ，
J

，，，、、、、
ム = J (色町民l)

;土誌

(313) 

。'if (314) 

(313)ベ314)式を用いると， (312)式は次のように書き換えられる。

6μ~ = (δ1R)81十 (82R)82

次に，繰ち込まれた相互作用及び分布関数に対する分散のずれを 51ぅ52を用いて表すo

sι = J山 '(K')(K'-μU2 
-J dK' P*(K')(K' -μ1)2 

= JdK口γ附 K' バ山一-8司仰が;りげ)戸2一Jd伍dK'P口fアP吋げ μι:わ)

~ Jd必ぽK'内/う)ト一千ヂP*吋*

= I創前[レJd叫ζ什{fきd抗山ι幻印(伊P叫 一 P*門叩山*吋判判川(栴向川ι判叫))附6

= / -d仏山ι叫印(伊例阿叩P町P(Kr偽向ι削) 山 ))(R ({K} 川 i)2 

= J s dK， { -01 t， (8P;i~r) JJ P*(Kr;)) + ~ ~ (d_14f')) } 
x(R({K}m) -μi)2 

0)(ト)訂正広}m)ー叫草子)

今J(←)t， (82R;27}m)-2/切}m2) (316) 

(315) 

(313)ベ314)
式を用いて書き換えると，

6μ; = ((δlR) -2(R)(θ2R)) 81 + ((δ'2R2) -2(R)(δ'2R)) 82 (317) 
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を得る o 61 = 6μ1162 = 6μ2を用いて， (315)式と (317)式を行列の形に書き直すと次の式を

得る。

(ω=( 附)附)(~~~) ¥ I I :rL I (318) 
6μ~ J ¥ ((δ1R) -2(R)(δ'2R)) ((δ2R2) -2(R)(δ'2R)) }いμ2}

上式の操り込み変換行苑を対角記することにより，スケーリング指数を知ることが出来る。特

に，ここでは温度(交換相互作用)のみが有意な状況を考えているため，得られるスケーワング

指数は詑熱の特異性αと結びつく。

E 一次転移に対するスケーリング

ここでは繰り込み群の考え方で一次転移を判刑する方法を解説する [55][56]0まず，一次転移

が起きる転移点産上では，複数の椙が共害しているという事実が重要である。例えばIsing模

型であれば，温度を T<Tcに毘定して磁場を変化させると，h = 0において磁化が不連続に飛

ぶことが分かっている。これは T< Tcかつ h=Oでは，正の磁化を持つ相と負の磁化を持つ

相が同じ確率で共存していることを表している。

相の性質は秩序変数やエネルギーなどの物理量で特徴付けられる。そこで，次のような一般

的な熱力学諸量を考える。

N
一

Z
一
E

g
つよ

0
1
大

o

no--一
N

M
叫 (319) 

Ising模型を例にすると，J，α=sJであれば右辺はエネルギー，J，α=shであれば右辺は磁化

となる。

繰り込まれたパラメータをプライムを用いて表す。すると，上式は次のように書き換えるこ

とが出来る。

λfα 
1δlog Z'tv， 

bdN' 8J.α 

1δlog Z'tvrθみ

がN' δJ~ δJ~ββ  

b-dMsTsα (320) 

ここで，繰り込み変換による分記関数の不変性を用いた。また，和に関しては既約表現を用い

ている。ここで用いた繰り込み変換行列ちα，は第 4章で現れた繰り込み変換行列と同議の行

列である。上式より熱力学密度Mα は，変換行列 Tsaの左富有ベクトルで、あることが分かる。

第4章でも用いた Tsαを対角化する行殉を Pとする。 Oα 三 Mβ乃αとすると， (320)式は次の

ように書き換えられる。

。α P
 

α
 

3
 

T
，
 

ぺ

ぬ

f
α

p
n
M
O
 

r
a
μ
f
A
μ

た

0

0

+
ー

署

α

，H
U

J

u

'
b
'
o
'
o
 

(321) 

ここで Dは対角行列であり国定点の回りでその成分がDαα 二伊白となることを用いた。ここ

で用いた Oα はスケーリング場ぁに共役な物理量及び秩序変数であることが以下の議論から分
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かる。まず一般的な相互作用の集合を第4章と再様に uとする。毘定点ぜかちの微小変位を

duとする。この duを(320)式の右からかけると，

Mαぬα= b-dMs号αおα (322) 

となる。ここでも和の既約表現を用いた。スケーリング場gα 誌，話述の行列 p-1を用いて次

のように定義されていた。

ぁ =PJUβ

これより (322)式は次のように書き換えられる。

。αgα b-dO戸内gα

b-dO~g~ 

(323) 

(324) 

よって， 0α がスケーリング場gα に共役な物理量及び秩序変数であることが分かる。

議論を一次転移のスケーリングへと戻す。先程述べたように，一次転移は複数の相の共存状

態でるる。それ故に，回定点において (320)式の左国吾ベクトル Mα が少なくとも二つ独立に

存在すればよい。対角化した表示では，独立な二つの Oα が存在すればよいことになる。それ

らを Oりう 00:，2とする。これら二つの熱力学諸量は，9α → 0に正負どちらの方向から極限を

取ったかに依害する。この二つの熱力学諸量の差をムOα とすると，次のように評額出来る。

ムOα= 0α1-0α之

b-d十h(oil-03)
p(ha)(02i-020 (325) 

ここで η は繰り込み変換の回数を表す。また，囲定点gα=0の正負両側で同議のスケーリン

グ指数ゐを持つことを仮定した。もしあ <dであればヲ η →∞でムOα → 0となり，二つの

独立した熱力学密度は芽在しないことになる。これは連続転移を表すスケーリング期である。

一方で，ぁ =dであれば η →∞でもムOα 手。となり，二つの独立した熱力学密度が存在す

ることになる。これより，一次転移に対するスケーリング則は繰り込み変換行列に対する最大

のスケーリング指数仇と次元dとの一致で与えることが出来る c
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