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膏家正幹

第1章 序論

1.1 ネマチック液晶

液晶は恒体と液体の中間の桓で，液体の流動性と結晶の規期性・異方性を併せ持つ物質

である.現在広く普及しているパーソナルコンピュータやテレビ，電子辞書といった各種

電子機器のディスプレイパネルは液品の特異な性質を科用した典型例であろう.

譲晶は一般に組長い存機分子あるいは平板状者機分子から講成されてお与，分子関相互

作用によって配向の仕方は異なるが，大きく分けてネマチック液晶，スメクティック液晶，

コレステリック譲晶の三つに分類され，それぞれ特有の性賞を示す [1]. また同ーの物質で

あっても温度や圧力を変えることで，ひとつの物質がネマチック椙，スメクティック相，さ

らにはコレステリック椙などいろいろな桓状態をとることもある.
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(a)ネマチック液晶相 (b)スメクチック液晶栢 (c)コレステリック譲晶相

図1.1:配列秩j芋による液品の分類

留1.1に液晶の種類による配向秩序の概念図を示す.(a)に示したように，ネマチック液

品の分子の多くは組長い分子であり，国1.1(a)のように分子の長軸方向をそろえて配向して

いるが，分子の位置はランダムである.また，器対零度でないため 分子の配向は完全に

そろっているわけではなく，ある程度揺らぎがある.(b)はスメクチック相と呼ばれる.ス

メクチック液晶は図1.1(b)のように分子が層状の構造を形成しているが，分子の層内で位

置の規則性はなく，分子の長軸方向をそろえて配向する.(c)はコレステワック読品と呼ば

れる.コレステワック液晶もスメクチック液晶同様に，層状講造を持つが，分子の長軸は

各署で互いに平行に配向しており署ごとに配向方向が冨転し，図1.1(c)のような螺旋講造

をもっ.

ここではネマチック栢を示すような液晶物質に注自しよう.図1.2に典型的なネマチック

液晶桔を講成する有機分子の概形を示す.ネマチック液品の多く辻このような縮長い誇状

の構造を持つことで知られている.

ネマチック液晶は図1.3に示すようにある擬小空間内に含まれる液晶分子の向きにある

程変の規期性が見られる.このとき位量γ付近の微小空間dV内の分子の配向する向き(長

軸の方向)を平均した単位ベクトルをダイレクタと呼び，記号制付で表す.

口

δ
り

ρ
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函 1.2:;宥機分子の概形函

国1.3:液晶分子の秩浮とダイレクタ

ただし，ある程度の数の分子が含まれる綴小空馬を考えるとき，そこに辻ダイレクタの

方向に長軸のある一端(I頭」とする)を向けている分子と，もう一端(I尾jとしよう)を

向けている分子が ほぼ均等に存在している.言い替えると，ダイレクタは頭尾の区別を

持たず，nと-nは等倍に扱われる.これ以i毒，液晶分子の配向する方位はこのダイレクタ

nを黒いて，集合的に扱うことにする.

1.2 ネマチック液品液滴

ネマチック液晶液滴とは，図1.4のように，ネマチック液晶桔が球状の形をしたもので

ある.液晶液濡は数マイクロメートル程度の直径を持ち，重水や誘電体中に分散している.

液滴内の配向分布は，液晶の毘りの媒質と界面付近における分子の椙互作用エネルギーに

よって決まり，下匿のような配向をとる [3][4].

液晶液滴を用いた忠男傍として，高分子分散型素子がある.これは従来の偏光板を利用

する液品ディスプレイとは異なる動作原理を持ち、液請に電場をかけ液晶譲滴の記向をコ

ントロールすることで、デバイスとして用いられる可能性がある [7][8][9][10]. 

この高分子分散型ディスプレイについては、後ほど第1.4節で述べる.
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(a)バイポーラ毘向 (b)ハリネズミ配向

図1.4:液品液j高内に現われる分子配向状態の偏光顕微鏡復と概念図(文献[3]:Reprinted 

with perr世ssionfrom N. Murazawa， S. Juodkazis， and H. Misawa， Characterization of bipolar 

and radial nematic liquid crystal droplets using laser-tweezers : J. Phys. D: Appl. Phys. 38， 

2923-2927 (2005) @ 2005 IOP Publishing Ltd ) 

図1.5:電場中の誘電体の概念図

1.3 液晶液滴の配向分布の決定要因

前節で述べたように液晶液滴の配向分布 つまり ダイレクタがある位置でどのような

方位を向いて配向しているかというと 以下で述べる自由エネルギーの総和を最小にする

ような配向が実現しているのである.

1ふ1 電場中の誘電体の熱力学的関係式

電場中の液晶の岳由エネルギーを記述するために，電場中の誘電体の熱力学的関孫式を

始めに述べる[1l].電場源は電荷eとポテンシヤルタをもった導体であるとする(図1.5参

照).誘電体中の電場は，この導体によって，つくられたものである.まずはじめに，熱的

に需離された誘電体中の電場が微小変化するとき，この誘電体に対してなされる仕事を計

算する.誘電体中の電場の変化辻導体表冨の電荷の変化と考えられる.導体の電需を 8eだ

け増やすために必要な仕事8Rは

nu 
つムqL
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と書ける.この仕事は，電荷台を無限遠点から，導体表面まで運ぶときに，電荷台iこ会さ

れる仕事を意味する.この仕事を誘電鉢中の電場の変化で表すことを次に行う.

D を電束密震，pを電荷密度とすると， Maxwell方程式は

V.D=4πρ (1.2) 

である.導体表冨に平行な断面積Sの薄い円簡にこれを適用することで，導体表面の電荷

密度はDnl4πと書くことができる.ここでDnは誘電体中の電東密度の法隷成分である.こ

れを，表面積分することで，この系の電荷eは

e=よ， D. dS (1.3) 
.q.π_1 

と表される.ただし，積分は導体表面上で行う.dSの向きは導体表面に対して外向きの法

線方向である(函1.5参皇室).dS = -dS'でdS'を定義すると，8Rは，

e二会Jψ8D.dS' =志IV. (cp8D)dV (1.4) 

と書くことができる.ただし，導体のポテンシヤルタが，導体の全表面に沿って一定であ

ると仮定している.積分の範囲は，導体を除いた全範酉である.導体の外には電荷は存在

しないので，電東密震だけでなく変化した電束密度8DもV・8D=Oを請たすことを考慮

すると，

マ.(cp8D) =ψV・8D+8D.Vcp=-E・8D. (1.5) 

したがって，電荷を h だけ増やすのに必要な仕事8Rは誘電体中の電場の変化で書くと

rE・8D
8R= ，一τ一=-dV. (1.6) 
J 斗π

この系(導体と誘電体を合わせた系)の全エネルギーを Uとすると，系の全エネルギーの変

化を表す熱力学の恒等式は，系になされた仕事が8Rなので，

rE・8D
8U = T8S + J 一一一一-dV (1.7) 

_j 4π 

と書ける.ただし，T， Sはこの系の温度とエントロビーを表す.全自由エネルギーF= U-TS 

の変化は

rE・8D
8F = -S8T + I一一一-dV

-1 .q.π 

となる.単位f本積当たりのエネルギーとエントロピーを U，Sとすると，

(1.8) 

つ以つlu
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du = Tds+手E.dD (1.9) 
斗π

が成立する.したがって，誘電体の単位体積当たりの自由エネルギー f=u-Tsに対しては

df = -sdT +去E.dD 日10)

である.u， fは，式(1.9)，式(1.1めから，変数S，DおよびT，Dに関する熱力学ポテン

シャルであることが分かる.

ベクトルDではなく ，Eが変数の役割をするような熱力学的ポテンシャルを次にように

定義する.

E.D 
u=u一一一一一一，

ι+π 

り
一
知

r
g
J
 

~
f
j
 

1
2ノ

唱
署

it---
g
z
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/s
・、、

これを微分することで，

d長日=ゴTdsゐかSト一去D.dE，df=一-sdT‘
4π 

を得る.次にFとF，[JとUの関係について述べる.まずはじめに， ! E.DdVを導体のポテ
ンシャルψと電荷eで、表すことにする.!E.DdVはマD=OとV'(I.fJD)=I.fJV.D+D.Vψ，

そして式(1.3)を用いると，次のように変換できる.

}_ i E.DdV=一手 !時 DdV= -!-(ψD. dS = l.fJe. (1.13) 
斗7r. J 斗π.1 4π. ， 

したがって，内部エネルギーと自由エネルギーは

r E. D ___ - r E・D
u = u -，ーァ=-dV= U -l.fJe， F = F -，ーァ=-dV= F -(/)e 

j 斗π .1 4.π 

となる.また，等温変化における熱力学ポテンシャルF，Fの変分(OF)T，(OF)Tは

(1.14) 

(oF)r = oR = l.fJoe， (oF)r = (OF)T -o(ちoe)= -eol.fJ (1.15) 

と表すことができる.

熱平衡状態では，熱力学的ポテンシャルが最小になる.電場中でこの平禽状惑を記述す

るには，電場源の導体の電荷が一定のときを考えているのか，導体のポテンシャルが一定

の場合を考えているのかを，指定しなければいけない.これを指定することで，王子禽状態

が記述できる.電荷一定の等温変化に対して平衡状室長では Fが極小値をとり，導体のポテ

ンシャル一定のときにほFが橿小値をとる [11]. 

ここでは，電場源である導体のポテンシャルを一定として，計算を進める.したがって，

熱力学ポテンシャルFを用いて 平衡状態を記述する.
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1.3.2 液晶の弾性自由エネルギー

ネマチック液晶はその分子同士の相互作用により，近くにある分子同士が同じような方

位を向こうとする性質を持つ.つまり液晶に、ひずみが生じた場合、その変化に抗う弾性

的復元力が生じる.このため，分子の平均的配南方{立を示すダイレクタに空間的不均ーさ

が，なんらかの票因により現れた場合その領域の自由エネルギーが増大する.このときの

増大する弾性自由エネルギー密度品は，譲晶を連続体とみなし，弾性体理論を用いること

で式(1.16)のように求められる [12].

五c=1Kl(マ n)2÷lkdn(マ×n))2+lkdn×(マ xn))2 (1.16) 2 ~， // 2 

ここでK1'K2， K3はネマチック液品の基本変形にあたる，広がり，ねじれ，曲がりの三つ

のモード(国1.6を参照)に対応する弾性定数である.この弾性定数Kiは温度に法存し，ま

たKiはおおむね 1~10pN のオーダーである [12].

e s e g 
m:i3 
6 680 
K守:ねじれ K3:曲がり

図1.6:ネマチック液晶の基本変形モード

1.3.3 電場中の液晶のエネルギー

液晶はその分子構造を反映した誘電率異方性を示し.棒状の液晶分子の長軸方向の誘電

率ε11と短軸方向の誘電率ιは一般に異なる.分子が等方相を示す場合(つまり通常の譲体

として振る舞う場合)，樺状分子の向く方位は平均化され，電場に対して異方的な応答を示

さない. しかし液品相においてはこの誘電率異方性が顕著に発現する.これは液晶分子を

ダイレクタとして集合的に扱った際にも現われ，ダイレクタはその長軸方向にε11'楚軸方

向にιの誘電率を持つ物質のように振舞う.二つの誘電率の差はよく誘電異方性

εa-ε11-εム (1.17) 

として表される.液晶物震が“正の誘電異方性を持つ"とはら >0を意味し、“負の誘電異

方性を持つ"ということは、ぬく0を意味するものとする.

図1.7のように、電場中にある液品のもつ電気的エネルギー密度について考えよう.この

とき電気的エネんギー密度!d-eは等温変化の場合，式(1.12)を積分することで，

ん=-+-i D. dE (1.18) 
ι+π. J 

円

Jつムっ“
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E 

函1.7:電界中の波品

と表される.異方的誘電率中の電東密度D と電場Eの関係

Di=εikEk (1.19) 

を復うと，この積分は次のように実行できる.ここで， εikは誘電率テンソルである.積分

の結果辻電場をゼロから E 二 (E1，E2， E3)まで変える“経路"には依存しない.たとえば，

パラメータえを用いて，

E(え)= (Eb E2' E3)λ; OS;A壬1 (1.20) 

と表される経蕗を考えよう.この経路上では，電束審度は

Di(λ)=εikE，試み =εikEkλ (1.21) 

と表されるので

fn'dE= f 布何切(SikE伏ikE♂叫E
二;トε匂放問=jDE 

(1.22) 

となる.したカfって，jムは

ん-ιD.E=ームikEkEiδπdπ  
(1.23) 

と表される.

法晶の誘電率はダイレクタ nを用いて

εik =εょOik+ε。nink (1.24) 

と表される [12]. これを式(1.23)に代入すると，電場中の液晶の持つ電気的エネルギー密

度は次のように表される.

!d-e =一会εムE2_与εa(n'Eず
Eπ を正π

上式より，正の誘電異方性を持つ液晶ならば，電場印加によってダイレクタは電場の方向を

向き，負の誘電異方性を持つ液晶ならば電場と垂直方向にダイレクタが向くことが分かる.

(1.25) 

A
吐qL
 
つu
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1.3.4 アンカリングエネルギー

前節で述べたように液晶護濡の分子配向は，液晶の周りの媒質との界面付近における分

子の相互作用エネルギーに依存して，多彩な記向をとる.界面付近の様子を拡大してもの

を図1.8に示す.菌1.8の左留はハリネズミ型配向の界歪付近の様子を拡大したものであり，

右図はバイポーラ型記向を拡大したものである.ダイレクタが界冨に対して垂亘配向のと

きにエネルギー的にもっとも安定ならば，ハワネズミ型配向が実現し 平行方向が安定な

らばバイポーラ配向が実現する.

議j高表面における界Eの法線と譲品のダイレクタの関の或す角震をφとすると，界面白

由エネルギ一面密度1stぬ ceは多くの場合，

λん蕊d凶山rf.出蜘f臼批批face-配蹴c印「ε戸=;トWs山 ο 

と近似でで、きる[印2勾].Wは界面での分子の拘束の強さを示すパラメ一夕でで、，アンカワングのエ

ネルギーである.この Wが正ならば界面法線方向に拘束されていたほうが，エネルギー的

に安定であるが，Wが負ならば界面平行方向の拘束を表す.

W>。 持Fく。

図1.8:液晶液滴の表面付近の概念図

1.4 液品液滴を用いた応用例

第1.2節でのべたように液晶液滴を用いた応用例として，高分子分散型素子がある.ここ

では，この高分子分散型素子山について簡単に説明する.

一般に，屈折率が不均一な物費に光を入射すると光が散乱される.そうした発想を用い

て，液品を分散させた素子表示が考えられた(1].その動作原理の図1.9に示す.

高分子媒質内に正の誘電異方性を持つハリネズミ型液品液演が分散しており， ~，夜請の屈

折率がまわりの媒質の屈折率と異なる場合には，この系に光を入射させると光は散乱され

る.しかし，電場を印加して各液滴内の譲品分子を電場方向にそろえ，まわ乃の媒質の屈

折率と液滴の思折率を一致させることで，屈折率の不均一性はなくなり光散乱が抑えられ

Fhd 
つ山ワム
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図1.9:高分子分散型素子の動作原理の傍

る.液品の短軸方向の誘電率ιと周ちの媒質の誘電率を一致させることで，このようなこ

とが可能となる.

この高分子分散型は従来の渡晶ディスプレイに使われていた偏光子を必要としないため

入射光を有効に活用することが出来，高輝度ディスプレイや謂光器への志居が期待される.

このように電場を印加し，i夜品の配向分布をコントロールし，電場に対する液晶の張る

舞いを理解することは液品ディスプレイ等を開発する上で大切なことである.また、光ピ

ンセットを尾いて，配向分布を制御する技術も確立されつつある [17][18][19][20]. 

1.5 液品液滴の電場誘起寺自転移

前節で述べたように 液晶液滴の記向分布を電場や光を用いて 制御する技術は応用上

欠かすことのできないものになりつつある. しかしもっとも興味深いのは，液晶譲濡に電

場を印加した際に起きる電場誘起相転移であろう.これは，媒質中(媒質誌等方的誘電体

とする)の液品譲涜に対して，電場を印加すると，電場強度のあるしきい憧をもって，大

幅な配向変化が生じる現象である [4][6].

1.5.1 液晶液滴の電場誘起椙転移の実験備

電場誘起栢転移の具体例を， A. V. Koval' chukらによって行われた実験[6]に基づいて説

明する.

ネマチック相の液晶液滴を等方的な誘電体中に分散させると， t夜品液j高の配向分者は，図

1.10(的のようなハリネズミ型配向を実現させることが出来る.液演の亘径は数マイクロメー

トル程度である.この例では液品としてZhK-807，媒質としてシリコンエラストマーを用

いている.

この系に静電場を印揺すると，ある電場強度のしきいイ直において，図1.10(b)のような赤

道上に特異点が連なった軸対称配向へ一次相転移することが，理論的 [15]にも予言され，実

験的 [6]にも観灘された.電場を印加すると，配向場が電場と平行になろうする変形が生じ

弾性エネルギーが増加するが，液品と電場との相互作用エネルギーは下がる.この液品液

po 
つ以つム】
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E
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企

'zzZEE-

(a)ハワネズミ型配向 。)車討す者、配向

電場なし E= 8x 106Vjm 

図1.10:ハリネズミ型配向と軸対材、記向の偏光顕微鏡援と概念図(文献[6]:Reprinted wi出

permission from A. V. Koval' chuk， M. V. Kurik， O. D. Lavrentovich， and V. V. Sergan， Sov. Phys. 

JETP， Vo1. 67， Page 5， 1988. @ 1988， American Institute of Physics.) 

涜の一次相転移は，変形によって生じる弾性エネルギーと，電場との梧互作用エネルギー

のせめぎ合いのために起こる.ある電場強度Ec2より大きな電場では，配向場が電場によ

る変形によって生じる弾性エネルギーの増加よりも，電場と平行な領域を増やしたほうが

エネルギー的に得をするため，液晶渡滴の中心の特異点が請失し図 1.10(b)のような配向へ

と転移する.実験で観測されたこの一次栢転移の臨界電場Ec2と液請の半径 Gの関係は図

1.11で表される.国1.11から分かるように譲漉の半径αが小さいほど臨界電場Ec2は大き

くなる.これは半径がノj、さい議濡ほど構造変化による配向場の勾配が大きくなるため，弾

性エネルギーが増加するためと考えられる.

Koval'chukらは [6]，配向の特異点が液請の中d心にある国1.10(a)の構造から図1.10(b)の

ような軸対称配向へと一次相転移すると考えているが，臨界電場Ec2より小さな電場中に

ある譲品液滴の信光顕識鏡f象(図 1.12)を見ると，配向の特異点が電場方向にずれているよ

うに見える.彼ら泣こうした講造を中心がずれないハワネズミ構造と考え，一次詔転移す

ると結論付けているが，図1.12の編売顕微鏡像は図1.13に示すような対称性の破れたハリ

ネズミ構造に対正、している可能性がある.

第2章研究目的

序論を踏まえて，研究目的について述べる.序論で述べたように，等方的誘電体中のハ

リネズミ型液品譲諸に静電場を印加すると，配向の特異点は液滴の中心にあるハリネズミ

構造から，泰道上に特異点が達なった軸対称構造へと一次相転移することが実験的に報告

されている.しかし，国1.12を見る援り，図1.13のような中心のずれた講造の存在を否定

円
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:実験。
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図1.11:臨界電場と半径。の関長(文献[6]よち)
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図1.12:電場E= 4.0 x 105 V 1m中の液晶液濡(文献[6]:Reprinted with permission from A. V. 
Koval'chuk， M. V. Kurik， O. D. Lavrentovich， and V. V. Sergan， Sov. Phys. JETP， Vol. 67， Page 

5，1988. @ 1988， American Institute ofPhysics.) 

することはできない.そこで我々は，一次相転移の語界電場Ec2より小さな電場Eclでハリ

ネズミ構造から図1.13のような中心のずれたハワネズミ構造へ二次梧転移するのではない

かと予想し，この中心のずれた構造の安定性の解析を行うことにする(函2.1参顎).

中心のずれたハリネズミ嵩造の安定性の解析を行うため，相転移のLandau理論[14]を用

いる.議晶液滴の半径をa，i夜滴の中心から配向場の特異点までの距離を cとして，秩序パ

ラメータを

(2.1) d = clα 

Q
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静電場によるハリネズミ型譲晶液j高の棲造椙転移

図1.13:対称性の破れた番造と信光顕微鏡圏

菌 2.1:研究目的

によって定義する.そして，以下のような段階を踏んで研究を行う.

1.秩序パラメータ 6と印加電場んを与えて，中心のずれたハリネズミ型構造の配向分

布倒的と電場分布E(けを求める.そのため， Euler-Lagrange方程式と Maxwell方程
式を連立させて解く.

2.求めた配向分布 n(吟と電場分布E(r)から，この中心のずれたハリネズミ構造の自
由エネルギー F(8ヲEo)を

F(丘Eo)= F 0(0， Eo) +α(Eo)82 +β(Eo)04 +・・・ (2.2) 

と展開し、この講造の安定笠を議論する.α>0ならば，対材、なハリネズミ講造が安

定であり， α<0ならば不安定である.電場の増加に伴って， αが正から負へ変わる

ならば，対称、なハリネズミ講造から，中心のず、れた非対称なハリネズミ構造への相転

移が起こり得る.

第3章 モデル

3.1 液品の自由エネルギー

一隷電場Eo中に半径αの或形のノ¥1)ネズミ型液晶譲滴が一つだけ存在する系を考える.

第1.3節で説明したように，電場源の静電ポテンシャルが一定のとき， 7'夜品譲j高内の熱力学

的ポテンシャル密度は

ん=ん+fd-e (3.1) 

Q
J
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と表すことができる.ここで，fd は液品の弾性エネルギー密度であり，三つの弾性定数が

等しい (K= K1 = K2 = K3)という近畝(一定数近似)を用いると，

ん=ikwn何 Vxπ内
で与えられる.また，静電エネルギー密度ん-eは，式(1.25)，すなわち

=ーとε上E2_土εa(n.Eず (3.3) 
8.7rぎπ

で与えられる.ここで，E j_はダイレクタに垂亘方向の誘電率であり，Eaは式(1.17)で定義

される誘電率異方性である.液晶液j高の局りの媒費の熱力学的ポテンシャル密度は，媒質

(3.2) 

の誘電率を εmedとすると，

E
一
E
一π

J
2
0
0
 

m
一
ε
一一一市ん

(3.4) 

と表される.

電場分存Eが与えられると この系の熱力学的ポテンシャルF

F二LLdhLLJV05)

を最小にする配向分布nが実現する.式(3.5)の第一項と第二項の積分範囲は，それぞれ液

満内と液諸外を意味する.ただし、数学的取与扱いを容易にするため 界面付近でダイレ

クタは界面に対して垂直に固定されている強アンカリング条件を仮定して，界面のエネル

ギーは考えない.

3.2 Euler-Lagrange方程式とMaxwell方程式

電場分布Eが与えられると 熱力学的ポテンシャルFを最小にするような記向nが実現

する.したがって，この熱力学的ポテンシャルFを最小にするような配向分布nは，n2 = 1 

の条件下でのEuler-Lagrange方程式

dfjdn = 0 (3.6) 

を解くことで，決定される. しかし，記向分布nが変われぜ，式(1.24)により液品の誘電

率も変わるので，電場分布Eも変化する.電場分布は Maxwell方程式

V . D = 0， V x E = 0 (3.7) 

を溝たすため， Maxwell方程式(3.7)とEuler-Lagrange方程式(3.6)を同時に満たす配向分

布誌が実現する.したがって，平衡状態における熱力学的ポテンシャルを決定するには，

Maxwell方程式(3.7)とEuler-Lagrange方程式(3.6)を連立させて，配向分布nと電場分布

Eを求め，これらを，式(3.5)に代入すればよい.ただし，電場分布と配向分布を決定する

ときには，液請の界面において，電束密度Dの法線或分と電場Eの接隷成分が連続という

境界条件と無限遠点でE→Eo，ダイレクタ況が界面に垂亘に国定されている強アンカリ

ング条件を課す.
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3.3 座標系

3.3.1 産標系の定義

相転移後の中心のず、れたハワネズミ構造を記述するために，産標原点が配向場の特異点

にある球座環(r，θ，φ)を用いる(図3.1参照).ただし，一様電場Eoに対して平行にz轄をと

るものする.電場Eoがz軸に対して平行にかけられているため，配向分布nと電場分布E

y 

t t↑ Eo 

図3.1:座標系の定義

は，z軸iこ関して対誌であると仮定する.つまり，

δE 
nφ=0 一一 =0，Eφ=0 一一=0 (3.8) 
'p ~， ao ~'~q> ~， δφ 

である.この仮定のもとでは， @e向分布n(r)と電場分布Eケ)は r成分と 8成分だけもち，

それらは r，θのみに依存する.それゆえ，z軸とダイレクタ n(刊のなす角を ψ(ハ0)と定義

すると， ψ(久めを用いて配向分布は次のように記述できる(図 3.2参照).

nr(r，O) = cos(ψ(r，θ)ーθ)， ne(r， ()) = sin(ψ(r， ()) -()). (3.9) 

したがって，平衡状態における配向分布を求めることはψ(r，めを求めることに担当する.式

(3.8)と式(3.9)を式(3.2)と式(3.3)に代入することで，i夜滴内の弾性自由エネルギーんと静

Z 
n(r) 

y 

x 。
図3.2:ψ(κθ)の定義
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電エネルギ-!d-eは

KLaψ1δψ2  . 2 sinψIδψ1δψl  siI12ψ} 
fd =一{(ーf十一(一Y+一一一卜sin妙ーのー+-cos仲ーの一1+一一一;
2 lδr / . r2' aθ rsinO Lδr r δθI r2sidθj 

(3.10) 

ε! 今ー ε11-ε!
ん=ーニ{E;十時ーム-"':::'{ErCOs(ψ-0) +Eθsin伸一θ)f

8π 

とかくことができる.

(3.11) 

3.3.2 Maxwell方程式の球座標表示

Maxwell方程式(3.7)を解くためには，静電ポテンシャル V(r，θ)を導入して，電場を E=

-gradVと表すと都合がよい.するとマ xE=O辻自動的に満たされる.そして，Vを用い

て，もう一つのMaxwell方程式v・D 二 Oを表すためにはD とEの関係(1.19)すなわち，

。VειδV
Dr=εrrEr +εreEθ二一εrr一一一」こーー

v V - 11 δr r ao 。Vε。av
Dθ=εθrEr +εθeEθ=一角一一一」ニ一一rδr r aθ 

(3.12) 

および，
1δ 今 1δ

¥7-D=ーす一(rL.Dr)+一一一一(sinODe)r2 ar' -U r sin 0 aθ 
(3.13) 

を用いる.

液品渡j高内の誘電率テンソルの球亙標成分は式(1.24)と式(3.9)より，

εrr = S_l_ +εa cos2(ψ-θ) 

εrθ=εθrこ εasin(乎-O)cos(ψ-0) 

ε(J(J=εょ+ε。sin2(ψ一θ)

(3.14) 

で与えられる. したがって，液滴内での電束密度D訟の成分は式(3.12)と式(3.14)より

ヲ δVinεa ・ βI人
Df=一(ι+ιcos

L
(ψ-0))一一一___::sin(ψ-めcos伸一めーよ (3.15) 
δr r 

----'T -/  ---'T  -/  aθ 
aVin ・フ 1 aVin 

D~n = -Sa sin(乎ーの cos(ψ ーの一一一 (ε+εsinL伸一 θ))一一.~.. (3.16) 
δr

ム a~U. ¥ 't' ~ JJ 
r aO 

となる.ただし， Vinは液滴内の静電ポテンシャルを表す.Maxwell方程式可7・D=Oに式

(3.13)と式(3.15)，(3.16)を代入することで，

la 今
βv'n ι δβVin

一寺一(r
L.-

" 

W) + --;;-=ニー :~(sinO一二)
r2δr" ar 

/ 
r2 Sill 0δ0' ao 
1 a 

r ? ? / • ~， aVin . /. ~， / . ~， aVin 
÷ーすー[〆εacos

2(ψ-0) '-'; 
III 

+ rιsin伸一θ')cos(ψ-0)一一]r2 ar 
L - U - - - ，T - / 

ar δ8 
1 a 

r • ~ • /.  ~， / . ~， a Vin ら・ ・?/. ~， a \'ï 
÷一一一:~[sa sin 0 sin(政-O)cos(ψ-0)一一 +-smθsinL(ψ ーの一'~n] = 0 
rsinθδθδr r δθ 

(3.17) 
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を得る.

液演外では媒質が等方的なので，

(3.18) εr(} =εθr=O εrr -ε6θ=εmed， 

したがって，譲演外での電束密度D似の戎分は式(3.12)と式(3.18)より，

D?utOVOLIt 
， =-smedーでアー。r

である.

(3.19) 

D~ut 一 εmed8Vout 一
り

r 8θ 

となる.ただし，九utは液満外の静電ポテンシャルを表す.Maxwell方程式v・D=Oに式
(3.13)と式(3.19)，(3.20)を代入することで，

(3.20) 

1 8 . "8V"，，t 1 8βV"叶
一τーか4ーニ)十寸一一 ~A(sinθーニ:) = 0 
r2 8r ，- 8r / rゐsinθδθδθ

(3.21) 

を得る.

Euler-Lagrange方程式の導出

式(3.10)，式(3.11)と式(3.5)を用いて，熱力学的ポテンシャルFの最小条件oF=Oから

導かれる Euler-Lagrange方程式を導出する.この系の熱力学的ポテンシャルFψ，ψr，れ)は

3.3.3 

(3.22) 

的 ψrψθ)= J J 1 {fd(1j!ψrいん(ψ E)}川 fJdrdfJdφ
+JJlutんt断 sinfJdrdfJdO 

Eule子Lagrange方程式ol/ぬ =0は

8fヲ 8 ，8fヴ・ 、 8 ，8fヲ
一一r'"sin fJ --;:;-(一一rLsinめ--t--rJSlh67=d
81j! 8r '8申す 8fJ '81j!(} 

ただし， ψr-δψ/δr，ψθ=δψ/δθである.となる.

(3.23) 

Euler-Lagrange方程式は

。28ψ(r，θL 1 8 /. A8ψ(久fJ)， sin ψ(久fJ)cosψ(久θ)
~(rL一一一一)+一一一(sinfJ'::"";一一一)一。r，. 8r sin θ8fJ ，~~~- - 8fJ sin θ 

f r /1 8Vin ，2δγin，21 _'__/" ， "iI，." 1 8VinδVin ./......， ，，/，，) +二aT.，.r2~I (一一)一 (U~ 1ll)21 sin(2ψ-2fJ) + 2一一一一cos御 -2めい。8πK IL'r 8θδr / J ~---'-T --/ r 8r 8θ l  

(3.24) 

である.式(3.10)と式(3.11)を式(3.23)に代入すると，

っdqJ
 

つ山
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(a) : c， a， r(θ)の関孫菌 (b) : (a)の三角形の拡大図

留 3.3:界面でのダイレクタの様子

3.4 境界条件

3.4.1 強アンカリング条件

第3.2蔀で述べたように，界面において，ダイレクタは界雷法親方向にE定されている強

アンカワング条件を仮定する.この条拝が， ψを用いてどのように記述できるかを，ここ

では述べる.

函3.3のように，液滴の半径をa，~夜請の中心と窪標原点関との距離を c，界面の方程式を

r = r(めとする. 図3.3の(b)は界面上の一点におけるψ，c， a， r，θの関係を表したもの
でおる.界面においてψが溝たす条件を導出するには，まず，液滴の界面の方謹式r= r(θ) 
を求めなくてはいけない.

座標京点を液晶の欠陥にとったときの球菌(界面)の方程式は図3.3(めの三角形に余弦定

理を適用することで下式のように表される.

a
2 = C2 + r2(B) -2r(B)c cos(π-B) (3.25) 

これを r(めについて解くことにより，球面は

が)=-c吋 +~a2 一向山 (3.26) 

と表される.次に，図3.3(b)の三角形に正弦定理を連用すれば，

c a 
(3.27) 

sin(θ-ψ) sin(π-B) 

となり，界酉におけるψが溝たす条件辻次のように書くことができる.

sin(ψ-B) = -0 sinB (3.28) 

ただし，0 = cjαは式(2.1)に導入した秩序パラメータである.

A
三
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静電場によるハリネズミ型液晶液請の構造棺転移

Dr 

。

図3.4:Dょを表す図

3.4.2 電場の境界条件

第3.2節で述べたように， 7夜滴界面での電束密度Dの法隷成分D上と電場Eの接隷成分

EIIが連続であるという境界条件

D~I向(θ)=D?t ir=が〉 (3.29) 

Ef ir=re)=E「tlr=r〈θ)
と禁限遠点で，電場分脊が外部電場Eoとなる境界条件

(3.30) 

Eout→Eo (3.31) 

のもと， Maxwell方程式を解く.DT，D71はそれぞれ，液滴内外の電束密度Dの界面に対
する法隷成分を表し， EJf，Ertはi夜j島内外の電場D の界匿に対する接線或分をここでは表

す.図3.4から分かるように，D の法線成分Dムは，

、ha
a
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 (3.32) 

と表される.ここで， ψ=()-ψ という関係を用いれば

Dょ=Dr cos(ψ-()) + Do sin(ψ-()) (3.33) 

と表される. したがって，境界条件(3.29)は，r = r(めにおいて

al!;n SII aV;n 
一ε11cos(ψ ーのτニー~sin(ψーの._， HJ  

or r " / a() 

aVo珪tεmedβVout
= -Smed COS(ψ ーの-7一一一~sin(ψ ーのー」こ

ar r δ8 

(3.34) 

と表される.

界面で電場の接線成分が連続という境界条件(3.30)は，静電ポテンシャルの条件に直し

たものを用いたlまうが都合がよい.この条件は，ポテンシャルが連続であるという条件

Viぉi向 (θ)=九百tIr=r(θ) (3.35) 

F
「
U

丹
、
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に書き換えることができる [11]. 

無限遠点で電場分布が外部電場Eoとなる境界条件(3.31)は

V(r→∞，θ) = -Eorcos () (3.36) 

とかける.

第4章計算方法

ここで辻前章で定義したモデルに対する， Euler-Lagrange方程式(3.24)とMaxwell方程式

(3.17)， (3.21)を，境界条件(3.28)，(3.31)， (3.34)， (3.35)そして (3.36)のもとで解き，中心

のずれた(対称性の破れた)ハワネズミ配向と電場の分布を求める.しかし，厳密にEuler-

Lagrange方程式(3.24)とMaxwell方程式(3.17)，(3.21)を連立させて解くことは，国難であ

る.そこで，この対材、性の譲れの大きさを特徴付ける秩序パラメータ 6が小さく，かつ外部

電場Eoが小さいことを張定して，幕級数展開の方法でこれらの方程式を解くことにする.

すなわち，配向場ψと静電ポテンシャル Vを6とEoのべき綾数;こ展開して，その展開係

数を Euler-Lagrange方程式(3.24)とMaxwell方程式(3.17)，(3.21)を用いて決定する.そし

て，中心のずれたハワネズミ講造の自由エネルギーを計算し，この審造の安定性を議論す

る.この計算法辻，小さな臨界電場において，対称性の破れたハリネズミ配向への二次椙

転移が起こる場合に有効である.

4.1 秩序パラメータと外部電場による展開

y 

t t t Eo 

図4.1:対称性の破れた欝造

この章のはじめで述べたように，本研惨では配向場ψと静電ポテンシャル Vを，秩序パ

ラメータ 6と外部電場Eoの幕級数に展開することによって， Euler-Lagrange方程式(3.24)

とMaxwell方程式(3.17)，(3.21)を逐次的に解く.自由エネルギーを秩序パラメータ 6の纂

級数に展開して系の安定性を議論することは相転移のランダウ理論に相当する.また，対

C
ひっdつ中



静電場によるハリネズミ型液晶液請の講造相転移

称、性の破れたハリネズミ構造における譲滴の中心と配向場の特異点(国4.1のめとのずれ

の度合いを表す8=c仰が秩浮パラメータの役割を果たす.また，電場がないときのハリネ

ズミ型記向ψo(r，めは

ψ。(r，O)=θ 
と表される.この電場がないときのハリネズミ型車向からのずれを

(4.1) 

x(r，θ)=ψ(r，θ)-0 (4.2) 

と定義する.まず，電場がないときのハリネズミ型配向からのず、れx(r，めと液濡内外の静

電ポテンシャル

x(r，θ) = Xo(r， 0) + Xl (ηθ)8 + X2(r，θ)82 +・.• (4.3) 

mV(r，O) = mVO(r，θ) + mV1(r，θ)8 + lOV2(r，θ)8
2 +・.• (4.4) 

(4.5) 0磁V(r，θ)= outVo(r，0) + outV1(r，O)8 +∞lV2(r，O)8
2 +・.. 

さらに、展開保数Xj(r，θ)，inVj(r， 0)，。註tvj(久めは無限遠点における電場強度Eoを用いて，

xμθ) = xjO) E6 + Xj2) EO…・

町(久θ)=υ;l)Eo+u;3)E;÷..

(4.6) 

(4.7) 

制叱(r，め=u;1)Eo+uf)E;÷… (4.8) 

と展開する(ただし，X60) = 0).このように自己向場と静電ポテンシャルをそれぞれ電場Eoの
鵠数次のみと奇数次のみで麗開できる理由は次節で述べる.展開係数xT，uj)，イ)の下付
添字と上付添字は，それぞれ6とんの次数を意味する.

座標京点、を配向場の特異点に選ぶと，電場がないときの球対称ハリネズミ講造からのず

れxは6が小さくなれば減少する.一方，産標原点を液j南中心に選ぶと，配向の特異点と
産標原点とを結ぶ隷分の近傍では， 8が小さくなっても ψと対材、ハリネズミ構造θとの差は

小さくならない.したがって，後者の場合には式(4.3)のような 6による展開は不可能なの

である.球座主票の原点。を譲j高の中心でなく配向場の原点に選んだのは，秩序パラメータ

の幕級数展開 (4.3)によって記向場Xを記述可能とするためである.

4.2 電場Eoに演する偶奇性

第4.1節で述べたように，対称、性の破れたハリネズミ配向ψと電場分布Eはそれぞれ，外

部電場Eoの偶数次のみと奇数次のみで展開される.ここではその理由を説明する.

外部電場Eoがz軸方向に印加されているときの配向場ψと静電ポテンシャルVをψ(r，θ;Eo)

および、V(r，θ;Eo)と記述する.この配向場ψ(r，θ;Eo)と静電ポテンシャル V(r，θ;Eo)，土， Euler-
Lagrange方程式

ウ

iqu
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。f_2δψ(r，θ;Eo) ¥. 1δiδ乎(κθ;Eo) ¥ sinψ(κθ; Eo)cosψ(r，θ;Eo) -=-1 r'" _ T ， ， _ ， -V/  1 +一一一Isin θ 1-。r¥ δr J . sinO 80¥ δo J sin20 

iI101EV(r，θ; EO)，2 /8mV(κθ; EO)，21 
+二三;;r2~I(ー )一(' y ¥'; v ， L.JUJ )21 sin(2ψ(κθ;Eo) -2θ) (4.9) 
8rrK I L' r 80 δr / J 

1δmV(r，θ;Eo)δ12V(r，8;Eo) /，.，. . / ，.. ~， ，.，.，..， 1 :n' V/  cos(2ψ(r，O; Eo) -20)}-= 0 rδrδo _ _ ~ ，-T ， ， U/ - - / I 

とMaxwell方程式

上 δδmV(r，O;Eo)， e.l.. a /. ，..8mV(r，0;Eo) ーーが )+一千一一(sinOr2δrδr .. . r2 sinθδo ，~~-- - 80 
1 8 ウヲ δmV(r，θ;Eo) 
÷一一[rε'acos"'(ψ(r，θ; Eo) -0) 
r28r 

δmV(κO;Eo) 
+r.ε'a sin(ψ(r， 0; Eo)-θ) cos(l/I(r，θ;Eo) -θ)" . v;: ， ~u/] (4.10) 

80 
1 8 . ~ .δmV(r，θ;Eo) 

÷一一一一[εasin0 sin(ψ仇θ;Eo)ーのcos(ψ(r，0; Eo) -0) 
rsin080 

ヲ δmV(r，θ;Eo)
÷ヱsin0 sinL(ψ(r， 0; Eo)-め ハハ ] = 0， 
r 

θ18outV(r，θ;E0)¥ 1δ 1. ，..δoutV(r，θ;E0)¥ ^ 
I 1+一一ー一一-Ismθ 1= lJ 
δr¥ δr / sinOaO¥ 8θl  

(4.11) 

および境界条件

outV(r， 0; Eo)→ -Eorcosθ(r→∞) (4.12) 

を同時に満たす.ここで，

mV(r，θ;Eo)=-12V(r，θ;Eo) 
(4.13) 

outY{r，θ;Eo) = _0凶V(ハO;Eo)

によって定義される関数inyと似?を導入する.明らかにしてoutyは無限遠での条件

ot守(r，0; Eo)→Eorcosθ (r→∞) (4.14) 

および液滴外部でのMaxwell方程式(4.11)において Vを?で置き換えた式を満たす.また

inyとoutyは液請界酉における境界条件(3.34)と(3.35)においてinVとoutVをそれぞれinyと

outyで置き換えた式を満たす.さらに， Euler-Lagrange方程式(4.9)と該滴内部のMaxwel1

方程式(4.10)においてψ(κθ;Eo)はそのままにして inVをinyで量き換えた式を inyは満た

す，以上より， ψ(r，θ;Eo)とiny， outyは蕪限遠での電場が-Eoの場合の配向場と静電ポテ

ンシヤjしになっていることが分かる.したがって，

ψ(r，θ;-Eo) =ψ(r，θ;Eo) 

mV(r，θ;-Ed=-1nV(r，O;Eo) 

(4.15) 

(4.16) 

outV(r，O;-Eo) = _outV(r，θ; Eo) (4.17) 

が成立する.こうして， ψはんの遇関数であり，inVとoutVはEoの奇関数であることが示

された.

。。
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静電場によるハワネズミ型液晶i夜j高の構造棺転移

4.3 自由エネルギーのランダウ展開

第3章で述べたように液晶内外の自由エネルギー密度は，式(3.1)と(3.4)で与えられる.

したがってこの系の全自由エネルギー (3.5)は

F=かndV÷LんtdV
=2πlA Sωfo)NrA+イs吋 f li)川e+イsinfJdfJ広川t
= Fd + Fd-e + Fout 

(4.18) 

と表される.ここで，r積分の上限や下限に現れる r(めは式(3.26)で与えられ，これを6で

展開すると

r(θ)=α-aocosθ-lG62sin2θ+ 0(03) (4.19) 
2 

となる.我々はこの自由エネルギーを秩序パラメータ 6と外部電場んを使って，

F(o， Eo) = Fo(Eo) +α(EO)02 +β(Eo)o4 +・・・ (4.20) 

と展開し，対称、ハリネズミ講造の安定性を議論する.

対称ハリネズミ構造の安定性はランダウ展開(4.20)の二次の係数民Eo)の符号で決まるの

で， αのEo依存性に興味がある.系の対祢性により，自由エネルギーはんの偶関数となる

ので， αもEoの偶関数である.したがって， αのEo依存性を謂べるためには，式(4.6)ー(4.8)

の展開において，少なくとも Eoの二次の項まで求める必要がある.本研究では電場の最低

次の効果を調べるために xj)，uj〉， uj)をi三2の範囲で求めることにする.また，出こ関
する展開では二次までの計算で α(Eo) が得られるので j~2 に摂定する.これらの範囲にあ

る展開係数は

(2) . .(0) • .(2) . ，(0) • .(2) 
Xo '，Xi '，xi ' ，xi 

. ，xi 
(1) ..(1) • .(1) ..(1) . .(1) ..(1) V;' 
， 
. U;' 
， 
. V; '. 
U;-. • V::'-' • U o ''''0 '"'-'1 ''''1 '"'-'2 ''''2 

(4.21) 

の11留である.しかし，以下で示すようにこのうちxf〉は自由エネルギーにがEjよりも高

次の寄与しか与えない.したがって， xf)をのぞく問題の展開係数を求めればよい.

自由エネルギーへの三つの寄与九，Fd引 Foutのそれぞれについて，0とんに関する展

開を吟味しよう.まず弾性自由エネルギー密度の表式(3.10)を調べる.そのためにXのべ

きが6とんでどのように展開されるのかを確認しておくと

x=xFE;÷x;%÷x;2)6E;+xf)62÷xf当2E~

X2 = 0
2
段iO))2+ 20E~b2)X;0) + 202 E~(xY)xiO) + X~O)X62)) 

X3 = 3U'iO))2X62) 02 E5 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

Q
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となる.ただし，E~82 よりも高次の項は無提した.また ， x の四次以上のべきは ， E582よ

りも高次の項しか含まない.したがって，我々の近叡の範酉では弾性エネルギー密度(3.10)

をxで展開して三次の項まで残せばよい:

K r A _~__.n • A _~__ l')dX . A. _ _ _.n • ，dX ，2 2 _. _ n . _' .n，dX '¥2 '" dX h r2 sin () = ::-14 sin () + 4 sin ()ー+4xcos() + (一)2r2 sin () + sin ()(一t-2X -; r sin () 
I δθδrδθδr  

δX X220x ・ 2δ~ 83___n1 ーザsinθ+2X -;~ cos () +一一-2XL -;~ sinθ-2xLrcosθ一一 -Xcodl。(). sinθ d() δr 3/¥. ----J 

(4.25) 

そして，この式に式(4.22)ー(4.24)を代入して， 8およびんについて二次の項まで残す.こ

うして得ちれる表式において， xf)を含む項は

~. ，(2) 円

(4X;2) cos () + 4 sinθヱ~ )82E~ = 4ニ(x?sinθ)82E~
L d() r -u d() V'-L -----r -u (4.26) 

のみである.この項の自由エネルギーへの寄与は，

何ff14aぱ)州制 (4.27) 

である.式(4.27)はすでに82尽に比例しているので，82E5よち高次の項を無視する近鉱で

はr穣分の上限r(めはαと近似してよい.この場合，r，θの積分を)11翼序をかえて実行する

ことができ，これを計算すればゼロであることがただちに分かる.

ra_ rπδ ra 
4何 Jodr Jo dθぉ(sin()X~2)) = 4 Jo伶 Fs叶;=0 問)

したがって， xf)からの自由エネルギーんへの寄与は弔がよち高次である.
次に，譲品と電場との相互作用の自由エネルギー密慶h-eの表式(3.11)について調べる.

この式に含まれる EnんはEoのオーダーだから，Xからの寄与に関してはんのぞロ次の

項だけを考えれば十分で、ある.さらに，式(4.22)-(4.24)を考意すると式(3.11)の!d-eをXで

展開して二次の項まで残せばよいことが分かる.すなわち，自由エネルギーを 6およびEo

に関して二次の項まで計算するためには

E 今，_ E: 
!d-e = -;;:-(εIIE; +ε上Et)一一三[2ErEBX+ (E; + Etν] 

8π 

と近似できる.この式に

Er =一EムUd(frり1)+ V~1η1)8 + 
or -

Eo d (..(1) ， . .(lh ， _ .(1) .a¥ 
θ=一一一一一{UA+U16+Um6) r dθ、ひ I - _ L ノ

X = XiO)8 + X~0)82 

X2 =ぱ))282

を代入して，82の項まで残す計算を実行すればよい.

-240-

(4.29) 
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最後に，i夜諸外の電場の自由エネルギー密度.fout~ごついて考察する.式 (3.4)に E = _voutV 

を代入して，0とEoに関して二次の項まで残すと

五utsmtijiO41)}2δ4Vu;i)21(δ41)}2δu;)δ~~I)n
=一一一一 {I一一一I+ 20一一一一一一 +0<'11___

1 I 一一一一一一1>
8π り I¥ ar I 

--
ar ar 

-
l ¥ ar I θr ar J I 

F.~~ri 々 (/δU~l) \2 δu(i)δU~ l) ~r /δU~ l) ¥2 aU~1) δU~l) 11 
ーチニモE~{I ー~I +20ー」一一」ー +0<'11ー::2-1+2ー」ーーニ-1} 
πr2 り I¥aθ/δθδB --l¥δθ/δθ0θJ I 

(4.30) 

となる.

以上の考察により，自由エネルギーを 6とEoで展開して，これちの二次の項まで残す近

恨を実行するために辻式(4.21)に列挙した展開係数のうちぷをのぞく 10倍を求めれ;まよ

いことが分かる.これらの畏関係数の決定法を次節以降で述べる.

4.4 逐次近似の方程式

次数の抵い!頓に展開保数xj〉， uj)およびイ)を，E蜘ーLagra平方程式(3.24)，Maxwell 

方程式(3.17)，(3.21)そして電場と配向の境界条件(3.34)，(3.35)， (3.36)を用いて決定する.

Euler -Lagrange方程式(3.24)とMaxwell方程式(3.17)，(3.21)に，式(4.2)，(4.3)， (4.4)およ

び(4.5)を代入して，秩手パラメータ 6と外部電場Eoの幕で整理することで， xjペイ)， u?

に対する次の式が得られる.

Lxj〉=qj)(i=OJ， ;j=l，2，)

Mvア=wj)(i=L3， ;j=i，2，)

Nuj)二 o(i=1，3，"';j=1，2，"') 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

ただし，L， M， Nは

δ 今δ1a δcos 2B 
L=ー (rL.一)+一一一(sinB:~)一一一一一。r' ar/ sinθδB ，-----aB / sin2θ 
。弓0ιβ

M=ε11ーか4一)+ーニー(sinθー)。rδr' sin θδθ  
δ 今δ1 a 

N = ~(rL.~) +一一(sinBー)
δr' ar' sinBδθ 

(4.34) 

(4.35) 

(4.36) 

4
A
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/白、 sin2θ/丹、ぺ
η2y= ーナττ(K~V)y:
sm-θ 

_(2)ー ι伽;)δU7)
一一一一一-'/0 4πK' d() dr 

ぬ 2sin2θ 位、の)f i lou?)A2F(1)} 
1 一一十五)X--U{(一一)2ー (-L)iX1
sm釘θυ1 4πK t 'r dθδr 

/ )/~ 1 

εα
ー

{δu;1)δuf)。41741)}
一一一一一+ーーも
4πKlδr dθ-δr dθ? 

で与えられ，式(4.32)のwj)は以下の式で与えられる

wt)=0 

(1)_ _.-<0δOu;) らrδ (0)
dV61) 

1二一ε'aX
;O)
ー (r一一)一一一一(sinη;1-L)iδr 
，- d() / sin θδ!() 

，--.. -/¥-1 dr 

川、 δi 山δV~l)
今川
Ju(1) mou仰

w;J=ε'a 
.!l_ ~一切

IUJゴι+ r~(K~V)yτ三一ーがUJ-Lj
dr t 
. /¥-1 dr 

.. 
"'" 1 / dr ' A 2 δθj 

εarδiJJHl)JO)δur sinθ的。})2dV6り
÷一一一一~-sinθv曾 一一一_sin ()y~V)一一一_

Y~l ' V}  

sinθδ()l 凡 iδr
-----/¥-乙 δr r dθj 

qY)とwf)に対するこれらの表式から分かるように，連立徴分方程式(4.31)ー(4.33)は，次の
ような手顕を踏んで，次数の低いものかち解くことができる.

膏家正幹

で定義される線形演算子である また，式(4.31)の右辺に現れるザは

1JiO) = 0 (4.37) 

(4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

1.まず，もっとも次数の低いur，urおよびxiO)を決定する.

2.次に， d)を用いて， xFを決める.また， xiO)からxf)を求める.そして， u;ペイ}
をx;0)，u?)，d)から求める.

3 最後に uf，イ)をxjO)，xf，ui1141〉， 411uil〉を用いて求める.また， x;2)をxiO)，

A2)，ut)，u;l)より決める.

4.5 境界条件の逐次近似

前第で導入した展開係数の溝足する偏領分方程式の解を求めるには，震関係数xj)，uj)，

uj)の溝たす条件を求める必要がある.そのためには，液滴界彊での境界条件(3.28)，(3.34)， 

(3.35)と無限遠点、での境界条件(3.36)を6と電場Eoで展開して整理しなければならない.

4.5.1 強アンカリングの条件

まず，Xの満たす境界条件(3.28)

sinx(r(())， ()) = -0 sin () 

つU4
 

ワム

(4.44) 



静電場によるハリネズミ型液晶液摘の構造棺転移

について考察する.この左辺をxで展開することで，

x = -osinθ+い
を得る.この式からがr(θ)，θ)は，

x(r(e)，θ) = -osine + 0(03) 

(4.45) 

(4.46) 

となる.左辺の r(θ)に式(4.19)を代入して 6で展開し，二次の項まで残すと，次のように

なる.

ぷr(制=山)一必吋r附 ÷5与レrr(附 ωSι2
= X62l(伊α，θめ)E再6+ oxiO)(a， 0) + oE~[xi2l(a， 0) 一 aX6~~(a，e) cos e] 

+02ν)(a， 0) -axiO;(a，θ) cos 0] (4.47) 

ここで，XrやXrrはrに関する編導関数 。2
XF(rJ〉=ilxv，θ)， Xrr(r，θ) = : "x(r， e) (4.48) 。rA\"~/' Arr\"~1 dr2 

を表す.式(4必)の右辺が式(4.47)に等しいことを用いると，畏関係数xf，x?，xf，xf}

の満たす条件

xf)(GJ)=o 

AO)(GJ)=-mθ 

xf)(G，θ)=GX;。;(a，θ)cosθ
xi
2
)(a， e) = aX6~~(a， θ)ωθ 

(4.49) 

(4.50) 

(4.51) 

(4.52) 

を得る.

4.5.2 液滴界面でのVの連続性

次に，展開張数uj)およびu?)の講たす条件を導出する.第3.4.2節で述べたように液請界

面では，ポテンシャル Vは連続である.つまり，

mV(r(θ)，0) =out V(r(θ)， s) (4.53) 

を満たす. これを6とEoで展開し6と電場Eoの案で、整理すれば，震関孫数uj)およびufvf

イJ(a，0) -ug)(仏θ)= 0 (4.54) 

u;lkθ)ーイ)(仏θ)=iul;(GJ)-uiKG，θ)]acosθ (4.55) 

uf(G，θ) -u~l)(a， e) = [vi~;(a， θ) -ui~;]a cos e 

十 ;iu(lJ(同一 u~l:(a ，O)]a s山
I '-"，' ....." 

一~[山州一 dι山l口口ηh:L以Yゴμ(伊α， 0)刈θめ叫)リ]a2ムCばθ (4.56) ， .......". '-'". 
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を満たすことは容易に分かる.ただし，式(4.48)同様に，下付き添え字の rはrに関する偏

導関数を意味する.

4.5.3 Dょの連続性

第3.4.2節で述べたように液滴界面に対する電束密度の法線隷分Dょは連続である.つま

り，液滴界面において，

ε11 ・ inu_ ~ ~~~ "i註 εmed~;~ _ out 
ε11 COSXlllVr 十一~， sinxl1lVo =εrr泌 COSXlllVr+ 一:-;，~ sin X UUl ~θ (4.57) r(8) ----/¥- 'U ~IlII:U~~~A 'r' r(θ) 

をinV，outvは満足する.ここでも，下付き添え字のrとθはそれぞれrおよびθに関する偏

導関数を意味する.式(4.44)を式(4.57)に用いて，xを消去すれば，

問、(1-02 sin2 8 in Vr一三!L..8sinθinVe =εmedゾ1-02 sin2 Oinv:一生三8sinθoutち (4.58) r(θ) -----~ ， u ~Illt:U' ~ ~ U~.. ~ ， r r( 8) 

と書ける.これを， 8とんで展開し， 8とんの塞で整理すれば， 40およびuf)に対する境
界条件

ε|iU2(G，め-εmdui!;(a，O)=。
εilu;!;(a，θ)ーεmedui~~(α， 0) 

= [台hM州ε司叫叩州叫|日W品ベiρ4dU4べ山;1!
ε司|iuiJ(a，め一εmduiJ(α，8)

=jki141rM-叫 !1;r同

+ [Slε司司叩IIVρU司〈ιι;f2立!うユ;Lr(ωa，8め)一εmd u f L (G A ]a cos 8 + [ ε i | UCμ ，8) 一εm A! ぷα， 8)] sin 8 cos 0 

÷ いhM附叫IIV，峠diρ必dU込《必蜘;:3以!:訟;ぷ(
をf得専る.

4.5.4 無限遠点での境界条件

禁限遠点において，ポテンシャルoutV(r，めは

V(r→∞， 8) = -Eor cos 8 

となる.この式から，

イ)(r→∞，θ)= -rcosθ 

ザ(r→∞，8)= 0 (j手0，i学 1)

となることが分かる.

付
世つLH

(4.59) 

(4.60) 

(4.61) 

(4.62) 

(4.63) 

(4.64) 

(4.65) 



静電場によるハワネズミ型液晶譲滴の構造桔転移

4.6 v~l) と u~l) の決定。 o-， u、
第4A笛で述べた手願でuj)，uj)およびxj)を決める.もっとも次数の抵いものはば)と

ut) および~xiO) である.まず υ?) と u;) から計算を進める.第 4.3 箭で述べたように， d) と

イ)は，徴分方程式

Mvg) = 0 

Nu;)=0 

(4.66) 

(4.67) 

および，境界条件(4.54)，(4.59)， (4.64)を満たす.

はじめに徴分方程式(4.66)を変数分離法で解く.ut〉を

u;I)(r，θ) = Rgl(r)E>b
ll(θ) 

とおいて式(4.66)に代入することにより，関数R61)(r)，吋)(めは常微分方程式

(4.68) 

1 d ， dE>~l) ハ、
一一一(sinθーとー)+λ町 J= 0 
sin θdθdθ ひ

ddR?)l 山

一(r
L----f--) =ー与えRJ
dr' dr ε11 

u 

を満たさなければならないことが分かる.ただしえは分離定数である.嘗微分方程式(4.69)

が有界な解を持つためには，

(4.69) 

(4.70) 

え=1(1 + 1)， 1 = 0，1，2，・・・

である必要がある.このとき，式件織の解E>gl(めはjレジャンドル関数

E>g¥θ) = Pl(cos B) 

である.式(4.70)の解を可切αfと仮定し，式(4.70)に代入することにより，

α(α+ 1) =三土1(1+ 1) 
ε11 

(4.71) 

(4.72) 

(4.73) 

を得る. したがって， αは，

αl三j(ー1+ゾ1+ 41(1 + l)e:_dε11) (4.74) 

γ計l三i主ケ←(←μ一-1一 ゾ山1+叫叫41釧制I(的(υ1+ 1り切恥)片丸ειムJ川/
となる.αl三0，γ1< 0であることが上式から分かる.i故分方程式の一殻解は ，-alとrYiの隷

形結合

Rg)(吟=江戸+明rYt (4.76) 

となる i明と i託Blは定数である.式(4.76)と(4.72)を(4.68)に代入して，イ)は

u;)(r，θ) = I(inA1rCl'1 + inB1戸川(cosθ) 件77)

R
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と書ける. しかし，式(4.77)において，r→0でrYl→∞となるため，illBI = 0とする.こ

のためuf}は

υ:W)二エillA/rG'/ P1( COS (}) (4.78) 

である.

液濡の外部で辻，式 (4.77)において， Sj_ =ε11 -Smedとすればよく，このとき αl→ 1，

γI→ -(1 +りであることに注意すればイ)，土

ug) = I (outA
I九∞tB1r一(1+1))p仰 sθ) (4.79) 

となる.境界条件(4.64)

ug¥r→∞，θ) = -rcos (} (4.80) 

を考慮すると， d)は
ug) = -rcos(} +主主P1(cos (4.81) 

と書ける.

境界条件(4.54)，(4.59)を用いて，式(4.78)，(4.81)における係数iflAIとoutBlを決める.境

界条件(4.59)の左辺と右辺はそれぞれ

εllui;(G，O)=ε11叫 α1a
G'1ヤ 1(cosθ)+ε11

泊A拘 a
G'2ヤボOS(}) +・・ (4.82) 

2outB1， T> / 
'"  

3outB2 日立(a，(})二九d7po知的-smed(-1 一一~)Pl(COSθ) -Smed 
-
_Ll.-

~ 
P2(COSθ)+. uν a" 

(4.83) 

となる.これを， (4.59) ~こ代入してルジャンドル関数 Pl(cosめが互いに独立であることを用
いると，

outBo ~ 
-εmed-ーす一 =υ

a~ 

outD 

εmed(lはず)=山αlaG'l-l

-(l + l)emed竿=山αlaG'/-l (1三2)
α易， ~ 

が成り立つ.同様に境界条件(4.54)の左逗と右辺が

Uイ;;1η〉元弘(
OロtB1，~ / ~， ou凶tB" (4.85) 

uイす;r}(G仏a，(}劫θめ)=コ:":::"Po(cos(})+ (-a 十一~ ')P1 (cos (}) +寸三P2(∞sθ，)+・
G“ aJ 

となることから，

(4.84) 

。珪tD

ーと~= illAo 。
outD 

-G÷44〆1 (4.86) 
a~ 

outBl
ニ-

al+1
" = 

1l1A
1d" (l三2)
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静電場によるハリネズミ型液晶液j高の棲造祖転移

を得る.式(4.84)，(4.86)から，

lllAo = outBo = 0 

m必 3aεmed
一-
1一一(2εmed+ε11α1)aCY1 

tBl = a3εHα1一εmedl 二α~
ε 11 α 1+ よ乙tεmed 

AI =out Bl = 0 (υi三2)

(4.87) 

となる.以上から，ポテンシヤルuF，d)は

V~I) = -ArCY1 cosθ‘ A= 
_30εmed 

V (2ε臨 d+ε11αl)aCY1

(1) _ .. __~ n ， ~3εlIa} -ε限 d COSθ 。=-rcosθ+a ーーァー

ε11α1+2ε悶 'd r
'2 

(4.88) 

となる.

4.7 xiO)の決定
xiO)が満たすべき搬分方程式LxiO)= 0を境界条件(4.50)の下で解く.解を

xt)(r，8) = Rioい8iO)(8)

と変数分離しすれば，関数Rfい， 8;
0)(θ)は常微分方程式

(4.89) 

d ， "dR~O) 的、
-V-」ー)=λR;VJ (4.90) 
dr' dr / 

----1 

1 d ， _ d8~0) _ _ 1 Efn 

一一一(sinθーニード(λリ一一一限切=0 (4.91) 
sin θdθ d8 

l' \'~ ，-
sin2 8/~1

一

を満たさなければならない.えは分離定数である.常微分方程式(4.90)が有界な解を持つた

めには

え+2 = l(l十 1)， 1 = 1，2，・・・

でなければならない.このとき，常微分方程式(4.91)の解はルジャンドル詰関数

(4.92) 

8;0)(θ)=pf)(cosOL(i三1) (4.93) 

となる.常微分方程式(4.90)の解をR?(r)α 戸と夜定ーすると， βは

-1 :f: V 4[2 + 4l -7 
fJl= 

2 
(4.94) 

と書ける. したがって， x;%

x;0)(rJ)=2;c〆tp;勺 (4.95) 
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と表される.ただし，sz < 0となる解は含めていない.これは，このような項を含めると

r→0で，x→∞となるためである.
次に境界条件(4.50)を用いて，定数Czを決める.式(4.50)の左辺は

x;O)(a，θ) = C1 sinB + c2d3zpi1¥COSθ) +... (4.96) 

となる.ただし，sl = 0，斤)(cosθ)=泊 8を用いた.これを境界条件(4.50)に代入して，

p?)(cosめが独立であることを用いると，

c] =-1 

Cz = 0， 1 = 2， 3， . 
(4.97) 

とC[は決まる. したがって， x?)は

x;O)(r， B) = -sin (4.98) 

と求められる.

4.8 高次の展開係数の決定

微分方程式(4.31)や(4.32)において， 41)やxiO)以外では，微分方程式の非同次項可;ペ wjj)
が存在する.同次方程式LXア=O，Muj)=0のー毅解は， (4.95)， (4.78)で書けるから，非
同次方程式(4.31)，(4.32)の一般解は，

xj¥r，θ') = Lcii，νlpj勺osθ)+σ?(ぽ) (4.99) 

uj史的=エAjiJ)r?l(∞sθ)+イ)(久め (4.100) 

と書くことができる.ここで，可¥r，B)，小r，めは非同次方程式の特殊解である これらの
特殊解はη?をpj勺osB)の線形結合， wj)をPぷ osB)の線形結合の形に書き亘すことによっ

て求めることができる.また，綴分方程式Nuf)=0の一般解は (4.79)で与えられる.境界

条件(4.65)を考嘉すれば，
八.;:..， B~i，j) 

ぽ=).→7TPZ(COSθ) (4.101) 
Jftr… 

と書くことができる.式(4.99)，(件4.1ω00め)や(件4.1ω01り)に含まれる定数C可;fIjρ)，A4;1jβ}やB再;i
界条{件牛を用いて決める.

口
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4Mxf)とxf)の決定

まず， x;0)を決める按分方程式LxiO)= "iO)を考える.40)の定義式(4.38)のxiO)に(4.98)
を代入してjレジャンドル陪関数を用いて書き直すと，この微分方程式はは，

/品 2 f1¥ 
LX2vy=-3P2(cosθ) (4.102) 

となる.gを定数として特殊解を gPi
1
¥ω めと張定し，この式の左辺に代入すると，

f! a a (1、 1-2 sin2() f1、
u ー (sin() :~Pご')-R 今 P~り
sin θδθθθ 1. / 0 sin2θ 」

=-d(2÷l)--L)P約一一三-P(l)÷2YQ
sm

ん θ~ sinんO “
V

ん

=-4gP?) 

(4.103) 

となる.これが(4.102)の右辺に等しいので

g=6 

を得る.したがって偏徴分方程式(4.102)の一般解は

(4.104) 

Xdf作川)究弘)(r， ()仇附昨κぱθ

と表される.式震関係数402〉は境界条件(4.51)を用いて決める.いま，式(4.98)よちx;O)
が r~こ依存しないことからこの境界条件は xiO\a， め =0 となる.式 (4.105) の xf) にこの条

{牛を当てはめると

Cげ;??Oω2州

が成立しなくて;はまいけない.ルジャンドル陪関数pjl)(cosめが独立であることを考慮すると，

C~0，2) 
= _~~. C~0，2) い一一一， cn，j=0(n学2) (4.107) 

三 6afh

と求めることができる.以上から，x~o) ~ま

I I I r ¥ρ2 I x;O)(r，(}) = ~ {1 -{ニr~ sin2(} (4.108) 
ー 斗 I ¥al I 

となる.

xFも同様の方法で求めることができる.数分方程式LX62)= "6
2)の右辺をルジャンドjレ詰

関数を使って書き直すと，

L fF)= 三乙L一A弘戸lP~υ円1o 12πK'1 
~l' • 2 

と書ける.特殊解をイ)=C戸lP~勺osθ) と仮定し，上式に代入して定数C を決めると，

εa A2α1 
<T6
2) 
= Crり il¥COS(})， C =一一 三 A2E~2) (4.110) 

12πK2α1 (2α1 + 1) -4 
-. 1 ~O 

と求められる.さらに一般解に含まれる係数cj20)を境界条件(4.49)を使って決めると次
のようになる.

X6
2)(r， (}) = A

2 
E6
2) (戸1_ a2al-s2 ，ßャ~1)(COS (}) (4.111) 

Q
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4.8.2 vi1)とujl)の決定
まず微分方程式MH1)=同1)の特殊解を求める.非同次項w;1)は式(4.42)で定義される.
この式の u?に(4.88)を代入して，ルジャンドル関数PがosD)を用いて書き亘すと微分方

程式Mu;l)=同1)は

Mf=;εaArG'l[(al +山州一(4α1+町出0)]

となる.この方程式の特殊解を

s;勺 θ')= C1rG'lP2(COSθ) + C2r'向 Po(COSθ)
と仮定し，式(4.112)に代入すると定数C1とC2が

2 4α1+1 
1 - -;;:ta ι A = C.1A. 
3-Uε11αl(α1 + 1) -6εょ J> ヲ

C2εG  
2=士一一-A= Cs2A 
3ε11α1 

と得られる.

u?)と41)に対する徴分方程式の一般解は式(4.100)と(4.101)すなわち

u;1)=ZA;川町P1(COSD) + (C〆1P2(COS 0) + C〆1Po(∞sθ))A

パ、ぷ B~l ， l)

(4.112) 

(4.113) 

(4.114) 

(4.115) 

uiAJ=〉づ+1P/(COS0) (4.116) 

1=0 

で与えられている.これらの係数Ajlj)，B;1j)を境界条許(4.55)，(4.60)を使って決めると

次のようになる.

A~l，l) =(-1 -三4!LL〕同αm叫I)Cs2νε笠m巴d ..) Lεmξd J 

εIctl + 3εmed 
I' ~G'I-α22 〈α1 -1)2 il'， -{h 2εmed(1 -α1)α1ーα2AF1)=- : csld 一一εil

Gal-α2 + 
L. Suct') + 3εmed "" 3ε11α2+3εmedε11α2+3εmed 

B~l.l) 
= I ~-α1付1 + 12 -ctlCoJε11α1-.-1 = 0 け =1 弓

一角しs21一一-a-'.
- υ 

i コ |εmed

B~l ， l) 
=
εII(α2一α12_r α1+3 2 ~ (α1 -1)2αI+3+2smed(1ーαl)α1+3

2ε11α2 + 3srnedし
slα-3ε11ε11α2+3εmdG

十

ε11向+3srned 

÷iα円 1-__5L_) 
3εmed  

(4.117) 

(4.118) 

(4.119) 

(4.120) 

Ajkl)二 Bf，l)=0(l手0，2) (4.121) 

式(4.119)において， Bf1)がゼロであることは，式仏.73)とCs2の定義式(4.114)を用いれ

ぜ，分かる.したがって， HI)，u;l)は

vil)(r，O)二 A(Cs2rα1+ A~l ， l))PO(cos θ) + A(Cs1rG'1 + A~I ， I)rG'2)P2(COS θ) 

同1)(r，D) = A B~l ， l) r-3 P2(cosθ) 

となる.

-250-

(4.122) 

(4.123) 
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4.8.3 v~l) とがりの決定
2 - ""'2 

u?)とイ)もuf)とu;i)を求めたのと全く同様の手順で求めることができる.ただし，途
中の計算はかなり煩雑なので結果のみを記す.

v~l) (r， ()) =A(A~I ，2)r(J: l + a3r(J:2 十(~f2asr(Yl+β2十 a6r(J:llogr)P1(cosθ)、 a

+A(AF2)rα3 + alra1 + (~f2a2r(J: l+ß2 + a4rα2)PボOSθ)
a 

(4.124) 

u~l)(r，()) = ABiI.2)r-2Pl(COSθ)+ABi斗ヤ3(COSθ〉 (4.125) 

ここで，a1-a6は非同次方程式Muf=イ)の特殊解に含まれる定数であり，次のように表
される.

18 6 2 "1 7 9 
(-C51α1+-Csl÷-d+一α1+';')

ε11αl(α1 + 1) -12ε上 5
-..， 
5 
-
J' 

5 1 5' 5 
(4.126) 

1 1 ん
(-al一一一ーん)

εII(α1+β2)(α1+β2 + 1) -12ε上 5 5 

a • (11、 8 6 
AV'可一一α2一一)

ε11α2(α2 + 1) -2ε_L
L '5~ 5 

H け い 18 6 
G4= 

U 41JY(一α2十一)
ε11α2(α2 + 1) -12ε上

L '5 
~ 

5 

εG 
i(I÷β2) 

εII(α1+β2)(α1+β2 + 1) -2εム5

(4.127) 

(4.128) 

(4.129) 

(4.130) 

n.8 6 9 2 弓 2
6= 一一ーヱ(-~Cs] α1 --:-Cs1一一一一計一一α1+ 2C s2 a] ) ( 4.131 ) 
2α1 + 1ε11 

¥ 5~Sl~1 5~Sl 5 5~1 5 

また， A;L2) ， A?2) ， B?2) ， B?2) は同次方程式 Mv~l)
= 0， NU~I) = 0の解に含まれる係数で

あり，

A~I ，2) 
= sB1 + B2 -F) -2εrned(D -N1 + M])a-

1 

(4.132) 
I 

(ε11α1+2εrned)αα1-1 

(C] + C 2 -G) -4εrned(E -N2 + M2)a-1 A(12〉=(4133)
j 

(ε11α3+4εmed)a(J:r1 

(B] + B2 - F)α2+ε11αI(D-N1 + M!)a Bi12)=(4.134)  1 (ε11α1+2εrned)α-1 

(1.2) (C J + C2 -G)a
4 +ε11α3a3(E -N2 + M2) 

3=(4135)  
(ε11α3+4εrned)α-1 

で与えられる.さらに，これらの式に含まれる新たな定数は以下の式で定義される.

B1二一εlIa3α2a
(J:2-1
一角laS(α1+β2)a

(J:l-l-εlIa6(α110ga + l)a
(J:l-l 

6. 2 
+ε。(--C51一一α])a

(J:I-1
一一εGA?l)αα2-

1
5 
-." 5' / 5 

-U--
L 

(4.136) 
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B2=-jε1Ill'1同一 l)aQ'1ー1+ー ε11山一 h-DGal-I-LM1ーl)aQ'l-l
3 

10 

-iF nα1-16n Aけ，l)J2-l，2h-J1-1-一 一一』ー 一一一~.. 1.  _ 5むよしSiU 55よ.1"12 U T "5むaUIU

2 
÷汀ε11 ω 1バ料(ω例α向1一l)aQ']-

一;ι仇仇一ν1
12α]-1  ， 18 _ n(L1)_-4 

F=τ(ε11α1 -smed)d 十すεmtdBz a 

D=α3aα2 +α5aα1 十α6aCl']loga 

M1=;叫ーが(町一M 一ω
Nん1戸=f B(山 G 一3 +J2 ε向叩柄i日ρ向|ρ向α引1一ω aCl'l +! slI竺lt 
5 L 5 εmed 5εEEltd-1 

1 ~.. 1 1.6 2 C1=ーεlIalαjaQ'1-1_εlIa2(α1+β2)αα]-1ーεlIa4α2aα2-1+εaaαl-l(，;，Cs1 +ーα1)5 -J' 5 

十;叫1)aQ'2-1 

C2 = jε11ll'1(ll'1 一 り伽MνG〆rα的i一」1÷ jトトε司判l

一一 3 
÷;410α1-I÷;εムAYV2-1+ザ slα1(α1ー ν-1+ト1411ω2一1)
2 _. 
-"5Saaal-l 

E = alaal + a2aal + a4aα2 

8 _ _. 42 パ 1、 A

G = S-(ε11α1一ε凶 )aCl'l-l+すεmedB~lケ4

1 N 1 3 
M2=-rlG?一ず1(α1-l)af -~(CSlα14+Afi)α2a(2 ) 

Nヲ=~ B~I ， I)a-3 十 2 町lα1 -Smedaα1ーど11三it1
“ 5 L 5 εI配d 5ε悶 d

(4.137) 

(4.138) 

(4.139) 

(4.140) 

(4.141) 

(4.142) 

(4.143) 

(4.144) 

(4.145) 

(4.146) 

(4.147) 

4.8.4 xi2)の決定
ぷ2)に対する微分方程式Lxj2〉=42)の非同次項17i2)の定義式(4.40)にイ)， u;11x;0)，xf〉
の表式を代入して，ルジャンドル詰関数を使って書き直すと

r12εa /~ 2 ~ ， S 
d=lτEF-ZZE(CS2+ECsl)αl一話E(αi-4) ]A2r2Q'1 pi1¥cosθ) 
r8，-;-o(2) Sa /1 . _2¥ 3sa rt 1 +jZE(2)ーーとー(1+吋-ームll'lCs11Aデα]P~l) (cos 8) L5 u 30πK'- --1/ 20πK-.-dJr-' -j 

一;ト自叫2泡E4可中中;rrμ2勾~ヤ)aν山円GポaQ'j-戸α向叶げ吋j-s晴一4合βs2戸ρ内叫刈2子叫叫Pペ斤山;?1
3 1 εa /2 1 

-zE(ず1-~ll(2)A 2 A~I ，ヤ1明町内cos め -zがずl 十三α2)A2 A~l ， l)ral+α2p;勺os8)

(4.148) 

つムFh
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境界条件(4.52)を用いて，これまでと司様の手}I脹11脹i医翼を踏んでこの方程式を解くと

ぷX~2)勾汽匂\ν刷(ヤr

+A21佐:E可ぐrF)仇一β〆m日刊一J告Ph3÷n;21γ許一β仇3+吋吋n4山;
'、‘島，~

~ ，..... ~，- I 

+ A
2
[niγαlp;1)(COS8)÷n2J??〉(cosθ)一n?;戸2p~l)(COS θ) 

-n;γ2p;勺osB)ーnZfl+α2p;I)(COSθ)一n;2fi÷??(問。)] 
(4.149) 

となる.ただし，

1 f 12 _{'}¥ Sn ， _ 2 Sn ，" "' 1 ?i= |-EF}一一三一(Cs2+ ~CS])町一」乙一例-4)1， 1，1 2α](2α1 + 1) l 5 
-v 4πK' 

-ð~ 
5 
-d' r"  ， 

20πK 
，~- I / J 

12EF一三乙ー(1+α~) 一三と三とL~αlιCι叶，二)斗sdI山，ヱ2一今巾ι
一イ2α1+ 1り)一 10L5

.LJO 307πrK\~ 
I U.1J 
20πK

U.1'--"SlJ 

n∞一 8
E可2)αd勾 [-s2
-1，3 - 5 s2(s2 + 1)ー 10'

12Efvl-h 
n~2~ ー
1，4 - 5んな12+ 1)' 

3 1 ~， ¥ A. (1，1) 
ni ~ 一一(~αi 一一角)AフI，J (α1+α2)(α1+α2 + 1) 4πK'5' 5 

~/ L. 

(2) _ 1 Sa 12~. I 

1 
一一(一α1+ 一向)A~"1，6 (α1 +α2)(α1十α2+ 1) -104πK'5' 5 

(4.150) 

である.

4.9 自由エネルギーの計算

展開係数xj}，uj)，uj)を用いて，自由エネルギーを計算する.第4.3箆で述べた手}I震を
踏めば，自由エネルギーを秩序パラメータ 6で展開した形で書くことができる.この手}I匿

を実行すると，この系の弾性自由エネルギ-Fct'ま次のように書くことができる.

r4.πKa 
ん =8πKa+ l --3-~--Lct(角川AfEfaf山 162+ O(ゲ) (4.151) 

ここで，Lct(slI' S j_) Li，液晶の誘電率に抜存する定数で，次のように表される.
Ld(SII' sj_)三一叫~)[-子(出一声)-子治+子治

4 n I 2(1) β2 、4/ 2α]+β2 2β2 、
iゴヲi 一一一一一一一i十一i 一一一一一一-1
5r~\2的 +β2 + 1 2s2 + l' " 5 ¥ 2(1けん+1 2β2 + 1ノ
12β2  12β2  1 
十一-
5 (2(1) + 1)(2α1+β2 + 1) 5 (2s2 + 1)(s2 + I)J 

ただし，式(4.73)，(4.94)を用いて整理すれば，Ld = 0となることが分かる.

譲品と電場との相互作用の自由エネルギーは

(4.152) 

円

J
F
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Fd-e =ートAZEjG2αl÷1-NEVi丸品εj_，cmed) 日 3)

と表すことができる.ここで，Ld-e(司I，cj_，cmed)は，次のように表される誘電率の関数である.

1 r 今 2 2， ，4 8， 4 
Lんdι以-

8 z斜(α1山，λ1η)_. ， 8 _ l'  8 ぺ叩引1孔Iり) 4 ε町11α吋? (ο1，2) 4 ε町11ρ向|ρ向α引1α的2 
|戸1A~ α2 +-;-εj_Cs1 + ;;cj_ A~L， 一一一一一一一Al --15-"-'--L --'" 5--'--Ji  5--'---L， 32α1 + 1 --1 3α1+α2 + 1 

4ε11αI(α1+β2) 4 I al ， al + 1 ¥ 
as --;:;cllal a6( "¥ _ -， 1 log a + /"¥ --i ~ ~，.， ) 

32α1+β2 + 1 --J 3-II- i--v'2α1 + 1 <0> (2α1 + 1)21 

8εj_ ，t(口) 8εよー 8εょ
一三五六11""11 3 al +α2÷1U312α1+β2 + 1 Us 

8 _ I loga 1 、8iCs141) 、
- ~Cj_a6\ 一一一一一一 1--;-Caal¥ ~一一一一+ .1 3--'---V'2α1 + 1 (2α1 + 1)21 5-

U- 1¥2α1 + 1 'α1 +α2 + 1 J 

(4α1  4α1  4 ，1(1，1) α2 ¥ 8 -2ca! ~Cs2一一一一一 -;-;-Csl一一一一一-A i- 1 ¥3 
-
~"2α1+ 1 15-

0

'2α1 + 1 15 
L~2

α1 +α2 + 1 J 15 
<Ja'--"l 

444/1  1 、 16 Ca 
一一一ε一一一一一一一一ーらα11一一一一一一一 1+一一ー一一一一15~a2α1 + 1 15~a"""I\2α1 + 1 2α1 +β2 + 1 J 

I 

152α1 + 1 

ii(ci2tz+;ι合 ÷;dill))2示7+;仁川 1)αlf乙1)
+12εi cildf

，1))2
・ 2CslÃ~

l，J〉

11ー--一一一一一一+一一一一一一 +L - 11 
5 --'-¥2α1 + 1 2α2 + 1α1  +α2 + l/J 

(4.154) 

ただし，式仏 154)の五fl)=A;ib/Gα1を意味する.

液諸外の電場の邑由エネルギーは，

εmedlε11αl一εm品、2ウヲウ 1 cmerl 
Fo日t ご............ニ (~II-l ~meu r A2 E~a2a\+1 +ヱイ203

27 ¥ε臨 d
/り υ

一6弘2Ehhl÷lL悦 t(εμυεI盟 d)

となる.ただし，式(4.155)は，-掠電場のエネルギーを差しヲiいたものとなっている.こ

こで， ιut(CII，cj_，εmed)も誘電率の関数で，

(4.155) 

んt(ε11，ぃd壬ω(て二md)2+元(B;lihd+;伺iα1一hd)B;10
2 -(J 引

5(ε11α1一εmed)Bγj

と表すことができる.ただし， BF1)=B?1)/aM，B??2)=B;叫が1+2である.

以上の結果をまとめると，系の熱力学ポテンシャjレFは，

(4.156) 

F =Fd + Fd-e + Fout 

~8πKa 一 (ε11α1+ 2ε沼吋)(ε11αl て εmed)ε~~r1a3E~
6(ε11α1 + 2cmed)2

出山-- -v 

弓r4πKa 今一 ι 宅 E 

d|-7-AEOdlt(musmd)÷O(功I+O(ゲ)

(4.157) 
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と書ける.したがって，式(4.20)の叫ん)は，

4πKa 
α(Eo)=-T-A4EGa2川 L叫んEmed)+ O(Eci) 

となる.ただし，L(ε11，ι，εmed)は，次のように表される定数である.

(4.158) 

L(ε11，ε上，εmed)三 Ld-e(ε11，ε_L，εmzd)÷LO臼t(ε11，E_L，εmed) (4.159) 

第5章 結果および考察

前章では，号えられた6とEoに対して， Euler-Lagrange方程式と Maxwell方程式を解い

て，配向分布詐(r，θ)と電場分布E を決定し，この系の熱力学ポテンシャルFを式(4.157)の
ように表した.ここでは，この熱力学ポテンシャル(4.157)を患いて，対称性の譲れた棲造

(図5.1)の安定性を議論する.

5.1 対称性の破れた配向分布と電場分布

前章で寄られた配向場

ψ(ハθ)= B + X62) E~ +位;0)÷x;せ;)6+xf切2 (5.1) 

と静電ポテンシャル

inV(r， B) = (vg)十 U;I}6÷u?)62)Eo

似 V(r，B)= (イ)+ ui1) o + u~l) o2)Eo 
(5.2) 

(5.3) 

の表式を基にして，対称、性の破れたハリネズミ講造における直向分事と電場分布を計算し

た例を国5.1と図5.2に示す.図を措くにあたって，第1.5箆で紹介した実験[6]で用いた物

質の誘電率

ε11 = 16，ε_L = 6，εmed = 3.6， K = 10-11N (5.4) 

を採用した.また秩序パラメータ 6と液滴の半径αは

o = 1/7， a = 3μm (5.5) 

に選んだ.図5.1辻，電場強度Eo= 2.0 X 105V 1mにおけるい)配向分布と (b)電場分布を示

している.そして，さらに強い電場を印加すると，配向分布は図5.2のように変化する.

F
h
d
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(a) :対称性の破れた構造

(b) :液滴内の電場分布

図5.1:対称性の破れた構造と電場分布

(a) :電場強度Eo= 6.0x 105Yjmのとき ゅ):電場強度Eo= 1.2 x 106Yjmのとき

圏5.2:配向分布の変化

5.2 臨界電場Ec1

前章で求めた熱力学ポテンシャjレの式(4.157)，すなわち

F = Fo(Eo) +α(Eo)o2 + 0(04) (5.6) 

4πKa I 3εmed ¥2 '<々必
α(Eo) =一一一 -i iG3L(ε11> ευε殴ed)E~ + O(E~) (5.7) 

3 ¥(2εmed +ε11α1)'. ，-11 

を用いて，対称的なハリネズミ構造(o= 0)の安定性を議論する.式(5.6)における秩浮パ

ラメータ 6の2次の係数民Eo)が正なちば，対称性を破る後小な変形(o<<1)に対して対者、

的なハリネズミ講造は安定であり， αが負なら不安定である.

2次の孫数α(Eo)の表式(5.7)を見ると ，L(ε11，εょ，εmed)> 0ならば，電場Eoの大きさに

よってα(Eo)の符号が変化し得ることがわかる.すなわち，式(5.7)において Eoの4次以上

の項を無視すると，

T:' _ε11α1+2εmed I 4πK 
Lcl=30hd V3的 II，Eょ，εmed)

(5.8) 

で定義される臨界電場Eclより小さい電場Eoでは α>0であり，Eo > Ec1ならばα<0に

なる.そして，式(5.7)の弓以上の項の鐘が第一項4πKaj3によヒベて十分に小さいならば，

Eoの値がある臨界債を越えると αの符号が正から負へ変わるという結果は依然として或立

6
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する.ただし，臨界電場Ec1の値は式(5.7)における O(Eci)の項による補正を受ける.この

補正が小さいと仮定すると，Eo < Eclでは対称、ハリネズミ構造は安定であち，Eo > Eclで

は不安定であるという結果を得る.

もしも ，L(ε11， Ej_， Emed) < 0ならば，式(5.7)においてO(Eci)の項が無視できる;まどの電場

の範囲ではつねにa(Eo)> 0とな与，対称、なハリネズミ構造は安定であるといえる.

以上の議論は次のようにまとめられる.L(ε11， Ej_， Emed) > 0となる誘電率をもっ物質に臨

界電場Eclより強い電場を印加すると，非対称なハリネズミ構造(15手0)が対称、ハリネズミ

構造(15= 0)よりも安定となる.

5.3 L(ε11， Sj_，εmed)の符号

5.2節で述べたように，電場をかけることによって非対称ハワネズミ構造が安定になるか

どうかは，式(4.159)のL(ε11，Ej_，εmed)の符号にかかっている.浪晶の誘電率的， ε上や媒質の

誘電率九edの{直によってL(ε11，Ej_，εrned)の{直がどのように変わるのかを計算した結果を示す

と，図5.3のようになる.ただし，横軸を ι/ε11' 縦軸を εrned/ε11とし，L(ε11， Ej_， Emed)/ε11の

値をカラー表示で表している.また，図5.4は εrned/ε11= 0.225でのL信11，Ej_，εrned)/ε11振舞い

を表したものである.今国の解析では，譲晶の誘電率異方性を ε11一色 >0としているので，

O壬Ej_/EII:::; 1となる.図5.3における破線はL=Oの等高線であり，破椋より右の領域では，

0.4 n OJ鵠惜
o 

0.35 

意3主
圏窓側

εmed/ε11鵠 持芋

出+目2仙寺町一. 、一
0.2 .ε11くO

m 

0.15 

0.1 

宅包帯

量心鰍

.JJ.0012 
。£型S 0.1 0.15 02 0.25 0.3 035 0.4 

εょ/ε11

菌 5.3:L(ε11， Ej_， Emed)の符号の誘電率依存'1主

L(ε11，ι，εrned)/ε11)の符号i土負となり，左の領域では正である.L(ε11， t: j_，εmed) > 0の物費では，

対材、性の破れた講造が電場によって安定化する.図5.3の結果によると，液品の誘電率異方性

が大きい系(εょ/ε11がIJ、さい)において対称性の破れが起こり得るといえる.しかし，第1.5篇
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で紹介した実験[6]で用いた物賓の誘電率(式5.4)の場合で辻 ι/ε11二 0.375，Smed/ ell二 0.225

であり.L(ε11， Sj_，εmed)/ε11の符号は負となる.したがって，ハリネズミ構造から非対称ハリ

ネズミ講遣への相転移は起こらないことが 国5.3から分かる.
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菌 5.4:εmed/ε11= 0.225でのL/ε11の振舞い

5.4 棺転手多

ここでは，L(SII' ej_， emed) > 0の場合について，電場によって誘起される液晶構造の相転移

を議論する.相転移のランダウ理論によると，自発的対称性の破れを伴う相転移の存性は，

熱力学ポテンシャルを秩序パラメータ 6で展開したときの4次の係数β(Eo)の符号に抜存す

る.まず、β(Eo)> 0の場合を考える.いま， 2次の係数αの符号は，Eo < Ec1のとき α>0

で，Eo > Ec1のとき α<0であることに注意すると，熱力学ポテンシャルの形状(oの依存

性)は電場Eoの強さによって図5.5のように変化することが分かる.したがってこの場合

は，臨界電場Eo= Ec1 において，対称ハリネズミ構造から，中心のずれたハリネズミ構造
への 2次相転移が起こるがの檀は連続的に変化する).

次にβ<0の場合を考える.このとき，展開の8次の係数が正であると仮定する(正でな

ければ，熱力学ポテンシャルは最小値をもたないので).この場合は，電場Eoが増加してα

が減少すると，熱力学ポテンシャルは図5.6に示すように変化する.したがって，Ec1より

も小さな電場町1において，ハリネズミ構造から中心のずれたハリネズミ構造への 1次栢

転移が起こる (oの値は不連続に変化する).

このことから分かるように桓転移の種類を決めるには， 4次の{系数β(Eo)を求める必、要

がある.β(Eo)を決めるには，展開係数x?をより高次の項まで求めなくてはなちない.実
は，xf)に対する微分方程式を解くことを試みたが，手におえなくて断念した.Ahめや
x~2\r， ())を決めることはさらに国難である.したがって本研究で、は，ハリネズミ講造の昌発

的対称性の破れを{辛う詔転移が1次栢転移なのか2次程転移なのかを明らかにすることは
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図5.5:二次相転診の場合の電場による自由エネルギーの変化
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国5.6:一次相転移の場合の電場による自由エネルギーの変化

出来ない.また， β(Eo)が分からないと.(α<0の場合に)熱力学ポテンシャルの最小点を

決めることはできないので秩序パラメータ 6のEo張存性を計算することもできない.とは

いえ.L> 0の物質では電場の印加によって対称、d註の破れるハリネズミ構造への相転移が起

きることは間違いない.

序論で述べたように，実験的にはハリネズミ型液晶波涛に静電場を印加すると，ハリネ

ズミ型配向から，赤道上に特異点の連なった構造へと一次相転移する.本研究では，対称

ハリネズミ種造から非対称ハワネズミ構造への二次桔転移を予想し，非対称ハリネズミ

構造の安定性を解析したが，図5.3から分かるように実験で扇いられた物賞のパラメータ

ε11 = 16，s_j_ = 6，εmed = 3.6ではL(ε11，S_j_， Smed) < 0となり，自発的対称性の破れを経ずに対称

ハワネズミ構造から軸対称、構造へ一次椙転移すると結論できる.

第6章 まとめと今後の課題

6.1 まとめ

ハワネズミ型譲品液請に静電場を印加したとき，静電場中の液品液滴の実験で見られる

中心のずれた構造(国1.12)が自発的対称性の破れを伴う二次相転移によるものではないか
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と予想し，この中心のずれた構造(菌4.1)の安定性の解析をLandau理論を用いて行なった.

その結果，対称、ハリネズミ講造から非対称ハリネズミ棲造への梧転移が起きる誘電率の範

酉を見出すことに成功した.

6.2 今後の課題

本研究では，秩序パラメータ 6と電場強度Eoを展開パラメータとする摂動展開を用いる

ことで中心のずれたハリネズミ構造の安定性の解析を行ない，自発的対称、性の破れが起こり

得る誘電率の範囲を見出した.しかし82，E~ までの範囲で展開したため，自由エネルギー

を秩序パラメータ6で展開したときの4次の係数β(Eo)を決めるに至らなかった.このため，

6の電場依芽性や相転移の次数を決めることができない.この6の電場依存性や相転移の次

数を求めるに辻.84まで展開し.4次の係数β(Eo)を決める必要がある.
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