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Abstract 

In曲ispaperラwediscuss our recent development for the understandings of transpor七phe-
nomena in dynamical systems in terms of normally hyperbolic invariant manifolds (NHIMs) 
and their stable I unstable諮問ifoldsぅfollowinga discussion wi出 ProfessorShuichi Tasaki by 
one of七heauthorsう Komatsuzakiラ whilethey chat七edwith drinking co宜ee0主teaat the insti-
tute for fundamental chemistry in Kyoto. In dynamical systemsヲaNHIM Is a representative 
invariant structure that is structually stable. In addition， the stablejunstable manifolds 
emanating from七heNHIM， especially those that have ∞dimension one， play an important 
role for transpo討sin phase space. The importance of七heNHIM and i七sstめlejunstable
manifoldsラ七oturn the other way， indicates that the breakdown of these structures can have 
a big consequence for theもransports.For example， a phenomena recently found by the au-
thorsぅ aswitching of the reaction coordinate with the other nonreactive coordina七eラ isone 
of the consequences for the breakdown of the NHIM. In order七oinvestigate the breakdowm 
mechanism of the NHIMう wefocus on unstable periodic orbits embedded in七heNHIM. "VVe 
classify the breakdown patterns at these periodic orbits into six patterns. In the last section， 
we discuss more global fe羽田esof the breakdown mechanism and its dependency on the 
system dimensions. 
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特集

本稿では、小松崎と田崎秀一氏との 17年詩の(露)基礎化学罰究所でのお茶のみ場での
議論等から、はじまった一連の研究が、法双曲不変多様体、安定/不安定多様悼の萌究を経て、
どのような展寵をむかえ、どのように広がっているかを、高次元系への震関を中心にして、そ
れらの研究の一翼を担った著者たちの誼点から議ずる。力学系において、法双畠不変多様体は
講造安定な不変多様体を代表するものであ号、そこから伸びる安定/不安定多様体は、特にそ
れちの力学系の余次元が低いものは、相空間中の韓送現象を理解するために重要な役割を果た
す。そのことは裏を返せぼ、法双曲不変多様体む崩壊も、輸送理象;こ重要な影響を与えうると
いうことを示唆する。例えば、我々が近年発見した「反応座標のスイッチングj と呼ばれる現
象も法双曲不変多議掠の崩壊によち引き起こされるものである。法双品不変多様体の崩壊メカ
ニズムを論ずるために、我々は、その法双曲不変多様体に埋め込まれている不安定毘顛軌道に
着目する。我々の分類によると、一段力学系に対しては、法廷曲不変多様体の不安定罵期軌道
局ちの崩壊パターンは6種類に分類できることがわかる。最後に、より大域的な崩壊メカニズ
ムとそのメカニズムの次元依存性に関して述べる。

1 II主主roduction

法双昌不変多様体i立、高次元力学系における構造安定な不変多掠体の持表的な構造である。法双曲

不変多様体は、コンパクトであれば構造安定であるということが、 Fenichelちによって示されている

問。また、そこから持び、る安定/不安定多様体iこ対しても、同誌にFenichelのover長owingjincoming 

invariant manifold ~こ対する構造安定性の定理から、構造安定になることが直ちにわかる。さらに、

茸amilton力学系に誤らないー殻の力学系に対しては、逆に、J:vlanるによって力学系のベクトル場

に対する在意の c1の摂動に対して頭強に残る不変多様体は、法双畠的でなければならないとい

うことが示されている [2]40 Hamilton力学系に対しては、法双由不変多諜体のほかにも、 KAM

トーラスのような法双屈的ではないが、講造安定な不変多様体が存在する。しかし、 KAl¥1トーラ

スの余次元5はN 自由度系に対しては N であるのに対し、先に紹介した諒双昌不変多様体の余次

元は N によらずに 2、そこから伸びる安定/不安定多様体の余次元は 1であるので、単純に次元

の考察だけからすれば、法双曲不変多様体あるいはそれから伸び、る安定/不安定多様体の方が全空

間に占める次元は大きい6c 特に、余次元 1の構造物は、局所的には、相空間を二つの領域に分断

できるので、椙空間中の輸送に対して、本質的に重要な投割を果たす。

本穣の構成泣以下のとおりである。まず、次の節で、法双曲不変多様捧の性質を簡単にまとめ

る。その法双臨不変多様体の構造安定牲を採註しているのは、不変多議体の持つ法双皆在と呼ばれ

る性質だが、次にその法双曲牲が破れて、不変多様体が崩壊していくメカニズムに関する著者ら

の最近の研究を詔介する。特に、法双曲不変多様体の崩壊に着目する理出辻以下の二つの理由か

らである。まず、第一にー較の化学反JZ系において、系の岳由度とともに法双由不変多隷捧の崩壊

が普遍的に起こると期待されるからである。なぜ主ら、化学反応系における詰双曲不変多様体の

重要会開は、双畠型×楕円型×・・・×権円型の双出固定点近傍に存在する法双曲不変多様誌で島

4以上の Fenichel[1]と陪a耐 [2]をあわせると、一殻力学系;こおいては、法双畠不変多様体i土、構造安定な不変多様

体の代表選手であるということができる。このような講造安定詰講造は力学系を理解するのに重要な役割を果たすが、

高次元力学系においては、構造安定な構造を理解するだけでは十告ではないこともわかっている。つまり、ある空間中

に定義される力学系の全体の集合を考えたとき、その力学系のうち講造安定となるものはその力学系全体の空間で 01

f立相等で穂密にはならない。
511学系の定義されている空罰の次元 その講造物の次元。余次元が小さい法ど全空間iこ占める次元は大きい。

6実際に、自由度の数N'こ対して、その梧空間に占めるトーラスの割合がどの程度になるかという理論的な見積も

り誌存在しない。数種的に検証した締としては [3}を参照のこと。
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り、この場合には、一般に自由慶Nが大きくなるiまど、構丹型自由愛関に共鳴が起こちやすくな

り、その共鳴が法双曲不変多様体を崩壊させやすくすると期待されるからである。第二に、法双曲

不変多議体が崩壊することにより、轄空間の輸送現象が大きな影響を受けるからである。例えば、

近年、我々が提案した「京曲白出度のスイッチング機講J[4]も、法双曲不変多様体の崩壊ととも

に起こる。これは、法双強不変多接持の崩壊とともに主要な双曲型自由農が切っ替わるというもの

である。その双曲自由度のスイッチングの艇を Fig.1に示す。この例は、三次元空間 (XlぅX2，X3) 

中を電子が、静止している水素原子 (proton)からのクーロン力と X3方向から一様な礎場、 Xl方

向かちの一様な電場を受けて運重きするモデJレで、為る [5]0Fig. 1 (a)に電子が感じるポテンシャル

エネルギーむの等高富を示す。このポテンシャルエネルギーと電子が持っている運動エネルギー

を加えたものが電子が持っている全エネルギーに棺当する。 Fig.1の全エネルギ-E = 0.0の等

高頭上 (XI， X2， X3) = 0 ，こポテンシャんの俸留点が存在する。この{亭奮点lこ対忘する Hamiltonベ

クトル場の冨定点辻、双曲型×楕円型×楕円型というタイプの安定JI空を持っている。この固定点

近接では、 Xl方向が双曲型自由度に対応しており、その盟定点のエネルギーに十分近い E= 0.10 

で辻、電子辻典型的には、 Fig.1(防の黒の実線の矢印で示すような赤の軌跡を描く。しかし、電

子のエネルギーを E = 1.45にするとそれとは質的に異なる電子の挙動が観謝される。そのエネ

ルギーの電子の典型的な軌跡を書いたものがFig.1 (めの黒の点線の矢印で示す青の軌跡である。

このエネルギーでは、国定点近傍に近づくときに電子辻、 X3< 0の方向から端近して X3> 0方

舟iこ飛び去る。このときの電子の主要な反応盛標となっているのは、町方向ではなくて、勾方向

となっている持。この場合の固定点近傍における主要な反JJt経路は、背設にある法双曲不変多様

体の法隷方向が決めているのだが、法双出不変多議体が存在する撮りは、その法続方向もエネル

ギーとともに連続的に変化するはずで為る。よって、一設的に7は反応盛標のスイッチングが起こ

るため;こ辻、あるエネノレギーで背後にある法双由不変多議体が壊れていなければなちないことに

なる。実擦に、その法双曲不変多様体が崩壊しているということを我々は [4ぅ6]で示した。また、

もうひとつ重要な点は、この法双曲不変多議体の崩壊は、 Hamilton系の場合に辻、 3自自度以上

の自動系で初めて起こる現象である、ということである。現在まで、 3自由度以上の系でiまじめて

起こる現象として、普遍的であると考え樗るもむは、 Arnold拡散等の数えるほどしかなしまた、

それ以上の自由度ではじめて生起する現象は筆者らの知る隈ワ知られていなし10 高次元Hamilton

力学系を理解するために辻、まだ、圧倒的に言葉が不是していると考えられるが、筆者らの研究

がその一助となれば幸いである。最後の蕗で、我々の研究の震望と課題について紹介する。

7ある性費や現象が力学系の中でー殻約であると辻、次のように定義されているとする。ある性質を持つ{現象を内

告する)力学系が、力学系全体の集合の中で穣密に幸子在するとき、その性震(寝象)は一般的であるとする。このとき
の調密性は、力学系の c1等のf立相に寵するものであるとする。
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(a) 

Figure 1: (a)三次元空間中電場礎場中を水素京子 (proton)からのクーロンポテンシャルを受け訟

がら運動する霊子が感じるポテンシヤんの等ポテンシャル面。 (b)電子のエネルギーがE= 0.10、
E = 1.45それぞれのときの時空間中での電子の描く軌跡。

2 法双曲不変多様体の性質

2.1 設定

可微分多様体ムイ上;こ cr 級のベクトル場X がTんf上で定義されているとする。また、 x Eんf

か与出発して、そのベクトル場 X が定める流れに沿ってんi上を時間 tξRだけ動いたときの

んf上の栓量グ (x)を対応させる写畿をが :λイ→ルiとする。これは、微分方程式の解の存在

と一意性定理より、 well-definedであり、 cr級の謂らかさをもっ。部分多様体 11;1C j¥llを滑ら

かな不変多様体であるとする。つまり、 cr級の可微分多様体であ号、すべての tE Iaに対して、

グ(1¥1)ニ M を満たすとする。グの検分を Dq}:TM→ TMとすると、その微分は、 T1¥/Jを不

変に保つ。つまり、 Dot(TM) = TM。このような不変多様体 M が法双語的であるとは、 M が

次のような性質を満たすことをいう。接ノfンドルTA1の底空間M への艇眼Tルイ11¥;1が、 Dq/不

変な分解Tん11A1= TA1 E91VE包E91VES をもち、 DotをNE包に割摂したときの接ベクトルの単

位時間当たちの伸び率が、 Dd/をTA1に制限したときの接ベクトルの伸び率よりも大きいこと、

および、 Dがを NES に制限したときの接ベクトルの単位時間当たりの縮み率が、 TMに制醸し

たときの接ベクトんの単位時間当たりの縮み率よりも大きいこと、である。ただしここで、接ベ

クトルの長さを謝るために可鍛分多様非人イ上にメトリックが導入されている必要があるが、以

上の伸び率、縮み率はメトリックのとり方によらないことが示される向。以上のような法双由的

でるる不変多様体のことを、法双曲不変多隷捧と呼ぶ。このような法双邑不変多様体の重要な性

質として、あるベクトノレ場X が法双曲不変多様体M を持てば、そのベクトル場にcrの衷動 (γ

階徴分まではあまり変えないような摂動)を加えたベクトル場X'も再議に法双誼不変多禄体1VI'

を持ち、この法双曲不変多様捧 11;1'と元の法双曲不変多様体 111辻激分間栢で写ちあえる、という

性質である。この性質は、冒頭で構造安定性と呼んでいたものである。特にこの微分間桔写橡の

語らかさは、先の NE包方向の単位時間当たりの接ベクトルの持び率の最大植九、 NES 方向の単

位時間当たりの接ベクトルの縮み率最大植んと TM方向のイ申び¥轄み率の最大鐘 λM加入!vIsカミ

-550-
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己決まる定数を
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とすると、 oi'級の滑らかさをもつえこの事実かち、法双曲不変多様体が崩壊するためには、少

なくとも不変多様体のどこかで法双曲性が破れる必要がある。しかし、不変多様体の法双皆性の

破れが直ちに、不変多様体の最壊を意味するわけで;まない。不変多様体が法双畠性を失つでもな

お漕ちかさを失わない倒としては、 [7]を参照のこと。しかし、先の Ma誕の結果を用いると、こ

の不変多様体は 01誤動に対して講造安定ではるりえない9ので、この状況は、 01位指においては

一般的な状況ではない。次の欝では、法双曲不変多議体の崩壊メカニズムを概説する。

3 法双曲不変多様体の崩壊メカニズム

法双曲不変多様体の麗壊メカニズムを操るために重要な鍵となるのは、 Fig.2に示すような法双曲

不変多様体上の不安定周期軌道(黒い曲隷)およびそれらを繋ぐホモクリニック/ヘテロクヲニツ

ク軌道である。考えている法双曲不変多議体の種類によってはこのような不安定周期軌道およびホ

モクワニツク/ヘテロクリニツク軌道が一本も無い状況が考えられる。{列えば、準周期軌道によっ

て埋め尽くされた京曲的トーラスのような場合である。このような準周期軌道によって埋め尽く

された双由的トーラスは典型的に辻、 Strange支on-chaoticAttractor (SNA)を経由して崩壊する

ことが報告されている [8ぅ9，10ぅ 11]0 しかし、このような準居期軌道によって埋め尽くされている

場合は、一般的ではないということが、 2次元トーラスの場合にはPeixotoの定理 [12]として知ら

れている100 より一般の次元 m ミ3のトーラス上の運動に対しても、そのトーラス上が無理数回

転の準周期軌道で埋め尽くされている流れは講造安定でiまありえず、 02む摂動で、ストレンジア

トラクターをもつようにできるということが証明されている [13]0よって、ー殻に辻、法双曲不変

多諜イ本辻、

法双曲不変多様体=不安定周期軌道十ホモクリニツク/ヘテロクワニック軌道÷それ以外の軌道

(2) 

となっていると期持される。はじめの不安定周期軌道およびネモクリニック/ヘテロクリニック軌

道は、法双曲不変多様体内部の不変多議体であること、および、分較が起こちな汁れば11構造安定

で、法双岳不変多様体が崩壊した後もその近接にカオティックサドルとして春在し続けると期待さ

れる。その概念図を書いたものがFig.2の (b)である。また、不変多様体が法双出的でおる摂号、

それにのっている不安定周期軌道は、系のパラメータを変千七させてもその不変多棒体から出るこ

とができないということがわかっている。これは、法双畠不変多様体が f孤立している」という

Sただし、 αミ設立対して、 LaJはaを超えない最大の整数であるとする。
§構造安定であれば法京曲的である;まずなので

10非遊走集合(準局期軌道で埋め尽くされている場合に辻、トーラス全体)辻有課偲の双菌室圏定点と周期軌道だけ
からなる。

11不安定問題軌道の場合には、対応するモノドロミ一行列の特性乗数が 1以外であること [14](倒えば、 -1のときに

も扇期倍分設が起こるが、そむときには、着目している居期軌道廃りで新たに尾期が倍の屑期軌道が生或あるいは詣滅

するだけで、着目している馬期軌道自体はそのまま残る。)。ホモクヲニツク/ヘテロクリニック軌道の場合には、それ

らが不安定周期軌道の安定多議体と不安定多様体の讃断的交差に対応していること、が分岐が超こらない条件である。
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(a) NHIM 

Figure 2: (司法双曲不変多様体 (N耳1111)とその上の不安定居期軌道(黒の曲線)の離念毘 (b)法

双曲不変多様体崩壊後の域念詔，

性震から導古亙れる。よって、 Fig.2に示すような不安定員期軌道辻、法双曲不変多議体の骨棒を成

しておち、分岐が起きない隈仏法双畠不変多操棒が崩壊した後にもその近傍に容在し続けると

期待される。この事実を踏まえて、ここで辻、法双由不変多様体に埋め込まれている不安定居期

軌道およびそれらを繋ぐホモクリニツク/ヘテロクリニツク軌道に着目して法双畠不変多様体の崩

壊メカニズムを概説する開 120

3.1 法双由不変多議体の崩壊メカニズム(不安定居期軌道の周辺〉

本節の設定の下で、 poを法双曲不変多諜イ本M 上の罵期Tの不安定屑期軌道上の点であるとする。

つまり、すべての tE lRに対して、が (po)E M であり、 φT(Po) = Poであるとする。この写像

FのPoにおける微分は TpoMからむT(po)=poMへの纏形写議となる。これを、 D6Lと書く

ことにする。特に、 M が可徴分不変多様体なので D争Ll立、 TpoMを不変に採っ。

不変多議体M が法双曲不変多様体であれば、微分DOLi立以下の二つの条件を満たす。

l.DやE。辻、分解TpoM= TpoM EB NE~o EB NE~。を不変に保つ。

2. Dr:þ~o を TpoM'こ制摂した酉有植の最大の範対鐘を持つものの絶対値を μ十、最小の絶対値

を持つものの絶対笹を μーとする。このとき、 D4をNES。に割譲したもののすべての固

有値の絶対櫨がμ÷ よちも大きい。また、同様にして、 Dr:þ~o を NE~o に制限したもののす

べての臣有植の絶対檀がμーよりも小さいこと。

不変多様体 M が法双曲的であれば、条件 1および2を満たすむこの主張の対偶をとると、徴分

Dr:þ~o が上の条件 1 または 2 を満たしていないとすると、点 Po の周りには法双曲的である不変多

様体 M が事在しないことになる。この事実を痩うと、法双曲不変多樟体宕体を continuationし

12法双曲不変多議体岳身を continuationできれば革主民的なのだが、いくつかの間題点がある。例えば、 Broerらは、

法京曲不変多様体を数種的に構成および continuationする方法論を、もともとのおnichelの法双畠不変多様体のアイ

デアに沿って、提案している [15，16]0 Fenichelの法双曲不変多様体構成の基本的アイデアは、法双曲不変多様体が存
在すれば、それを居定点に持つような写換を考え、その写畿の固定点として法双曲不変多権体を構成するというものだ

が、その写畿が糖小写換になる条件が、不変多様持の法双皆註である。写換が縮小写像であれば、その写換は固定点を

一つしか持たず、アルゴリズムの収束性も謀証されている。よって、不変多様体が法双酪的である隈りこの構成のアイ

デアは有効であるが、法双由佳が譲れる領域ではどうなるのか不明である。実際ι、Broerらは、そのような領域では

数値的にはアルゴリズムが不安定となることを報告している。
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Figure 3: .1\4 が法双曲的である場合での複素平面上におげる識分 D<þ~o の国有値の分布の概念図。
星で示す勾がTpoM'こ嘉する国有ベクトんの国有値、四角で訴すのが、 NE:::._，こ嘉する固有ベクpo 
トルの富有{車、三角で示すのが NE~o の国有値。二つの点轄で示す円辻、それぞれ、半径 μ- (内

部)およびμ+(件偲)む円を示す。

なくとも、あるパラメータのもと、その法双岳不変多様体におっている不安定期期軌道を捕まえ

てきて、その不安定河期軌道を continuationして、条件 1、2が成り立っているかどうかをチェッ

クすることで、その不安定見期軌道男りで法双曲不変多捧体の局所的な構造をモニターすること

ができる。特に、あるパラメータ以上で、条件 1または 2のいずれかが破れている場合には、そ

むパラメータ弘上では法双曲不変多様体は存在しないことが結論できる。

条件 1 および 2 が成り立っているときには、徴合D手L の固有ベクトルは、 TpoM、 NE~o な

いしは NE言。のいずれかに入っており、その箆有僅は Fig.3のようになっている。

条件 1および 2の譲れ方は、一般の場合には、 Fig.4の8パターンに分類できる。破れ方の

パターンとして辻、パラメータ空間の中で、余次元 lでおこるもむだけを分類している。系が特

殊な対称牲を持たない摂札余次元 1でおこるものがもっとも普遍的に起こると期持されるから

である。護素平面上で国有撞は必ず実軸に対して重複度も込みで対称に分布する。なぜなら微分

D争10を実数の基底で表現したときの表現行列は実数植行列とまるかちである。まず、 Fig.4 (1) 

は、 NE;。に属する複素閤有種ベアの絶対僅が、 TpoMに属する)Jrjの護素富有植ペアの絶対績よ

りも小さくなる場合である。この場合に辻、条件2が破れており、この馬期軌道においては法双曲

性辻破れている。詞議にして、 Fig.4 (2) は、 NE~o に属する複素国有檀ベアの絶対値が、 TpoM

に罵する加の複素国有値ベアの絶対値よりも大きくなる場合である。こり場合にも、同様にして、

条件2が破れている。 Fig.4 (3町 6)は、実軸上で、 TpoMに対志する富有誼のひとつがNEιある

い辻 NE言。の酉有檀に横突する場合である。 Fig.4 (3)と(5)の違いは、 NE占。と TpoMに属す

る毘右謹むひとつが笥突した後、新たな複素ベアになる (3)場合と、実国有値に分裂 (5)する場合

であるo (4) と (6) は、 TpolvI の国有誼と笥突する固有値が、 ATEZ。ではなくて、 NE~o に属する

富有鐘の場合である。 Fig.4 (1) と (2) は、国有績の種突を伴わないので、破れた後も、 Dcþ~o 不

変な固有空間の分解は残っている。つまり、 Epoを九oMの不変空間の条件2が破れる領域まで

continuation したものであるとしたとき、 Epo 事 NE~o E9NE]言。が、 D手L不変な TpoMの分解
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となっている。ただ、この場合には、元の不変多様体M はこの不安定馬期軌道上において一般的

には微分不可能点ができてしまい、滑らかさが失われてしまう出。抱の Fig.4 (3)-(6)では、国有

纏の寵突を伴うので、 D620不変な TpoMの分解自体も失われてしまう。よって、 Fig.4 (3)-(6) 

の場合iこは、条件 1と2が同時に破れる。

3.2 Hamilton系の場合との民較

Hamilton系の場合には、 Symplectic性より冨有僅の動き方に制援がつく (14)ために、上のー殻力

学系のときと比べて、余次元 1で起こる破れ方のパターンが異なる。朝!えば、 Hamilton系におい

ては、 Syrr叩F

起こることiはまありえないO また、 Hamilton系の場合に辻、複素平面上で単イ立円馬上にある護素国

有イ査のペアは、実軸上でペアが笥突するか、あるい誌、抱の単位円馬上の複素富有倍のベアと密

突しない張りは、単イ立円周上を抜け出すことができない。一方で、一般の力学系はSymplecitc性

を持たないので、そのような制限法語い。それらのことから、一殻力学系の場合と Hamilton系で

は分類がかなり違ったものになる。 3自由史Hamilton系の場合の分類に関しては、 [6]を参掃され

たい。

4 展望と課題

より大域的な法双品不変多議体の崩壊をとらえるためには、不安定周期軌道だけではなく、その

不安定周期軌道関を繋ぐホモクリニック/ヘテロクリニツク軌道まわりの法双曲不変多議体の崩壊

の様子を理解する必要がある。我々は、不安定周期軌道に対しておこなった同議な考察をホモク

リニック/ヘテロクリニック軌道に対しても行うことによって、 fホモクリニツク/ヘテロクリニツ

ク軌道周りで、法双晶不変多諌体が崩壊しているj ということの十分条件を提案した問。この十

分条件は、ホモクリニツク/ヘテロクリニック軌道の continuationさえできれば、簡単にチェック

できる。この十分条件を、為るパラメータにおいて法双曲不変多樺体にのっているホモクりニツ

ク/ヘテロクソニツク軌道に沿って確認することで、あるパラメータにおいてその条件が成り立た

ない場合に、そのパラメータ以上ではそのホモクリニック/ヘテロクリニック軌道周りでは法双曲

不変多様体が存在しないことを結論することができる。この具体的な応用椀に関しては、 [6]を参

照されたい。文献 [6]で、あるひとつの法双曲不変多様体上の 8つのホモクリニツク鞍道上でこの

条件の破れを確認したところ、その 6つりホモクリニック軌道法それぞれ法京由不変多様体上の

異なる領域を遣っているのにかかわらず、その条件が破れるパラメータは Sつのホモクリニツク

軌道ーとでほとんど一致していた。一方で、短い不安定周期軌道上で辻、先の条件 1あるいは 2が

破れるパラメータの値為るいはどのように破れるかは、着弓する不安定周期軌道に依存してまち

まちであった。ホモクリニック軌道の近くには、いくらでもそれをよく近叡するような周期の長

い不安定周期軌道が存在することが知ちれているので、以上のことは

L 法双曲不変多議体辻、短い不安定毘期軌道上では、系の毘所的な栢空間の構造を反挟して、

植民的に崩壊する。
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Figure 4:条件 1および2が破れる擦の破れ方の分類。特に、破れ方むうちで、パラメータ空間で

余次元 1で起こる破れ方に限定している。 (1)Tpo~M に属する複素国有植のペアの絶対謹の最大値
が NE~o に属する別の譲素国有誼のペアのひとつの絶対値よりも大きくなる。 (2) TpoMに屠す

る複素富有檀のベアの絶対檀の最小債が 1VE~ に属する却の護素富有誼のベアのひとつの絶対樟po 
よりも小さくなる。 (3)TpojlJの実固有値がNEZGの実国有績と衝突して、複素国宥撞のベアに

なる。 (4)TpoMの実固有植がNEZ。の実間有値と寵突して、実固有値のベアになる o (5) Tpo1¥1 
の実国有種がNES。の実酉有績と禽突して、擾素固有値のペアになる。 (6)TpoMの実固有値が

.NE~。む実国有誼と衝突して、実固有値のペアになる。
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2.長い不安定周罵軌道上における法双畠不変多様体崩壊メカニズムは、ある種の共通した性質

〈ユニパーサリティ)を持っている。

ということを示唆している。

また、法双曲不変多様体には、不安定周期軌道やそれらを繋ぐホモクリニツク/ヘテロクリニツ

ク軌道だけで誌なしそれ試外の準居期的な軌道等も含まれていると考え与れる。これらわ軌道立

対しては、単純な分妓解析をすることが難しく、これらむ軌道の周辺でどのように崩壊するかは、

単純な双畠的トーラスの場合でも理解されっくされているとはいいがたい。しかし、この理解な

くしては法双畠不変多様体の萌壊の全貌を解明し尽くすのは難しいと考えられる。また、軌道レ

ベルではなく、より大域的なトポロジーがどう変化するのかということも重要であると考えられ

る[17Jo近年盛んに吊いられている set-orientedとよばれるトポロジーの手法 [18]を用いると、法

双出不変多様体が鹿壊する近接のパラメータにおいて、法双曲不変多様体の大域的なトポ2ジー

がどのように変イじするのかを解明できるかもしれないと考えられるが、今後の課題としたい。

法双畠不変多議体の大域的な崩壊のシナリオとしては、

工法双曲不変多横体の法線方向の双畠性が器くなり、抱の安定トーラスの族と crisisを経由し

て崩壊、または、治失する。

2.法双由不変多様体の法線方向の双畠性誌保たれているが、接隷方向の双曲性が法線方自の双

曲牲を上司ることで、微分不可能点を生じ、崩壊する。

という 2パターンがあると考えている。しかし、これらは二者択一というわけではなく、この二

つがひとつむ法双畠不変多議部の異会る場所で同時進行的に起こることも考えられる。

さらに、法双畠不変多様体の崩壊が、その周辺のベクトル場の流れにどのように影響するのか、

ということも重要な問題であると考えちれるが、まだよくわかっていない。特に、法双出不変多

様体から伸びている安定/不安定多様体は、法双畠不変多様手本近接における流れの構造の骨格をな

しているものと考えれるので、法双曲不変多議体の崩壊がその近傍のベクトル場の流れにどのよ

うな彰響をもたらすのかを考えるためには、法双由不変多様体の愚壊に伴い、そこから出ている

安定/不安定多議体の構造がどのように変化するのかを問うことが鍵になると考えられる。その構

造がどうなるかは、上のシナソオの 1または 2のいずれのシナワオを経由するかによって変わり

うる。シナリオ 1の場合には、崩壊設は不変多様体自体も泊失してしまうと考えられるが、それ

が消失してしまうパラメータ近傍では、不変ではないがいくらでもその近傍でゆっくり滞寵する

領域が存在しうる。そのような現象は、西諦ち [19]によって概念化され「余韻j と呼ばれている。

一方で、シナリオ 2の場合には、法双蔀不変多様体は滑らかさが失われていき、残骸として残る

hyperbolic setかちなるフラクタル集合になるのではないかと考えちれる。著者の一入、戸田は、

このような構造を法双曲不変多議体と対比して、法双品不変集合的ormally耳yperbolic Invariant 

Setラ NHIS)と名づけている。このようなフラクタル集合から伴びる安定/不安定多様体の余次元

は、 1よりも小さくなると考えられ、もはや、棺空間全体を二つに区切ることができなくなると考
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えちれる130 そのことは、近傍のベクトル場お流れに荷らかの影響をもたらすと期待されている

が、より詳細な研究に関しては、今後の課題としたい。

法双曲不変多隷体の麗壊プロセスが、次元とともにどう変化していくのかも、高次元力学系を

理解するうえで重要であると考えられる。例えば、法双畠不変多様体む次元が3以上になると、

法双曲不変多隷体内部の動力学もカオスになりうる。法双曲不変多議体内部でのカオスの帯在に

よって、法双曲不変多様体内部の動力学の不安定牲がもたらされ、その不安定牲が法双曲不変多

様体の法様方向の不安定性を越えることで、法双曲性が破れ、不変多様捧が崩壊するというシナ

サオが可能となる。このシナリオは李ら [22]によって;まじめに提案された。特に、 Hamilton系の

場合には、法双曲不変多様体の次元が5、自由震に換算すると 3自由度以上;こなると、法京曲不変

多様部内部でアーノルド拡散が可能となる [23，24]。法双曲不変多議体の内部自由度が2以下の場

合に辻、 KAMトーラスが存在する場合iこは、 KAMトーラスは余次元 1の欝壁となるために、法

双曲不変多様体の崩壊のメカニズムはその障壁に区切られた韻域ごとに調到の崩壊をするのでは

ないかと期待されるが、内部自由度が3以上の場合には、 KAMトーラスは余次元2以上になるた

めに、法双曲不変多様体内龍でも大域的なアーノルド拡散が可能となる。この結果、高次元では、

法双曲不変多議体の崩壊はより大域的なものになるのではないかと期持される。
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13近年、 3次元写f象ょこちいて、 hetero-dimensionalcycleと呼ばれる異なるランクをもっニつの不安定固定点が互い

の安定/不安定多議体の交差で、つながっている場合仁、 Smalehorseshoeとは質的に異なる Blenderと呼ばれる構造を

持つことが発晃された [20Joこの hetero-dimensionalcycleを講戒する一方の安定/不安定多様体は次元が 1で、 3次

元空間中横断的交差はできない (1安定多様体の次元 +1不安定多様体の次元 <3力学系が定義されている空間の次元

であるから。)。よって、交差があったとしても、微小な摂麗立対して、その交差はとれてしまう。しかしながら、それ

らの安定/不安定多様体は、護雑に絡み合っており、摂動によって卦とつの交差がとれてしまっても刻の交差が新たに

でき、摂動を加えても少なくともー箇所で泣交差しているということが最近証明された [2110つまり、摂動に対して、

以上のような hetero-dimensionalcycleはロバスト iこ害在する。そのロバストさを支えているのが、Blenderという構

造である。このように、次元が抵い(余次元が大きい)安定/不安定多様体も護雑に籍み合うことにより、その実効的な
次元を稼ぐことができるのかもま日れない。
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